ALGEBRA:

pensar, calcular, comunicar...

Lucia A. de A. Tinoco (Coord.)

INSTITUTO DE MATEMATICA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO




UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROJETO FUNDAO

Algebra: pensar, calcular, comunicar, ...

Coord. Lucia A. de A. Tinoco

Ed. IM-UFRJ - Rio de Janeiro
2024



Dados Internacionais de Catalogag&o na Publicacdo (CIP)
Fabio Osmar de Oliveira Maciel — CRB-7 6284

T591

Algebra: pensar, calcular, comunicar... [recurso eletrénico] /
coordenacdo: Lucia A. de A. Tinoco. — Rio de Janeiro: Editora
IM/UFRJ — Projeto Fundao, 2024.

Recurso digital

Formato: PDF

Requisitos do sistema: Adobe Acrobat Reader

Modo de acesso: World Wide Web

ISBN 978-65-01-06736-0

1. Algebra — Estudo e ensino. I. Tinoco, Lucia A. de A., org.

CDD: 512

indice para catalogo sistematico:
Algebra 512

Equipe Responsavel
Coordenacéo — Lucia Arruda de Albuquerque Tinoco

12 Edicdo — 2008 22 Edicdo — 2011 32 Edicéo - 2024
25 Anos do Projeto Fundao
Gilda Maria Portela Gilda Maria Portela
" Ana Lucia Bordeaux Rego Jodo Rodrigo Esteves | Jodo Rodrigo Esteves
g Gilda Maria Portela Statzner Statzner
? Maria Palmira Costa Silva Kelly Regina de P. Motta | Maria Palmira Costa
[%2] - .
Q Marcos Anténio Correa de | Moura Silva
09_ Souza Leticia Guimaraes Rangel
Mirian Salgado Maria Palmira Costa Silva
Tatiana Cardoso Maia
Anderson Luis Barbosa da Cassius T. C. Mendes «» | Kelly Regina de
8 | Costa Karen de Assis Waltz 9 | P. Motta Moura
2 | Jodo Rodrigo Esteves S | Leticia
© © . ~
5 Statzner 5 | Guimaraes
o Kelly Regina de Paula Motta S | Rangel
- Leonardo Andrade da Silva 8 Tatiana Cardoso
Maia

Capa — Leonardo Boechat
Patrocinio 12 edigdo — Petrobras




UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE MATEMATICA
PROJETO FUNDAO

Algebra: pensar, calcular, comunicar, ...

Visualize por um momento uma aula de Matematica elementar onde os
alunos estdo fazendo Matemadatica. Que verbos vocé usaria para
descrever as atividades nesta sala? Pare um momento e faga uma
pequena lista antes de continuar a leitura.
Criancas nas classes tradicionais geralmente descrevem Matematica
como "trabalho” ou “"obtencédo de respostas”. Eles falam em "somar” e
“contas de vezes” (multiplicacédo).
Em contraste, a lista de verbos a seguir pode ser encontrada na maior
parte da literatura que descreve a reforma da Educacdo Matematica, e
todos sdo usados nos "Principios e Padrbes”: explorar, investigar,
conjecturar, resolver, justificar, representar, formular, descobrir,
construir, verificar, explicar, predizer, desenvolver, descrever e usar.
Estes sdo verbos da ciéncia indicando o processo de "“fazer sentido” e
“"desvendar”. Quando criancas estdo engajadas em tipos de atividades
sugeridas por esta lista, é virtualmente impossivel para elas serem
observadoras passivas. Elas estardo necessariamente pensando
ativamente sobre as idéias matematicas envolvidas em tais atividades.
Em sala de aula, onde se faz Matemadatica dessa maneira no dia a dia,
0s estudantes estdo recebendo uma mensagem poderosa: “"Vocé é
capaz de fazer com que isto faca sentido - vocé é capaz de fazer
Matematica”.

(Walle, 2007)
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Capitulo | — Introducdo

Em nossa experiéncia de sala de aula, sempre nos incomodou o tratamento que
davamos ao ensino de Algebra. No oitavo ano, principalmente, passavamos todo o tempo
ensinando regras e procedimentos, preocupados em preparar os alunos para que, quando
chegassem ao nono ano e se deparassem com as equacfes do segundo grau, sistemas,
funcoes e resolucdo de problemas, soubessem transferir e aplicar todo aquele mecanismo
algébrico nas novas situacfes propostas. Mas, o que se observava geralmente era a
dificuldade dos mesmos diante das situacOes apresentadas, demonstrando surpresa
quando tentdvamos fazer com que lembrassem que haviam estudado.

Esses fatos nos levaram a concluir que ndo havia uma aprendizagem efetiva em
Algebra, apesar de toda nossa dedicacdo a esse contetdo. Isto porque o trabalho que
faziamos, crentes de que estdvamos acertando, era puramente mecénico; ndés ndo
conheciamos de fato que significados os nossos alunos atribuiam a ele.

Essa situacdo e a experiéncia com o trabalho do Projeto Funddo nos levaram a
busca de respostas para as seguintes questdes.

e O que é a Algebra num curriculo do ensino fundamental?

e Que papel este campo da matemaética pode ter para o desenvolvimento dos
alunos desse nivel?

Comecamos entdo, com um grupo do Projeto Funddo, uma pesquisa sobre o
desenvolvimento do pensamento e da linguagem algébrica no ensino basico.

Os objetivos gerais dessa pesquisa foram:
e identificar as fungdes do ensino de Algebra no ensino basico;

e propiciar a reflexdo dos professores deste nivel escolar sobre os prejuizos de um
ensino mecanizado da Algebra e

e fornecer subsidios a esses professores para realizar um ensino significativo desse
topico.

Na tentativa de responder as questdes acima, analisamos artigos de diversos
pesquisadores. Souza e Diniz (1994), Fiorentini, Miorim, e Miguel (1993) e Usiskin
(1994) apontam os mesmos problemas detectados na nossa experiéncia e salientam a
riqueza do ensino de Algebra no curriculo do ensino fundamental, explicitando suas
diversas funcdes, que se bem trabalhadas e integradas poderdo contribuir para o
desenvolvimento da criatividade, da concentracdo, do raciocinio logico e do abstrato, das
habilidades de generalizar e de comunicar idéias. Isto é 0 que desejamos para Nossos
alunos, mas os impedimos com a postura tecnicista adotada. Devido a importancia dos
aspectos destacados acima, voltaremos a eles ainda nesta Introducéo e no Capitulo II.



Testes e Entrevistas

A andlise desses textos permitiu aos membros da equipe reconhecer deficiéncias
em relacdo a sua formacdo algébrica, que ja tinham sido observados ao longo da
experiéncia profissional de cada um em alunos de diversos niveis.

Com base nessa andlise, 0 grupo elaborou um teste, para servir de base a
entrevista com alunos do sétimo ao nono ano do ensino fundamental, na qual fosse
possivel detectar indicios de tais deficiéncias.

Pretendemos com isso observar como esses alunos reconhecem e usam a nogéao de
variavel em diversos contextos, ou seja, como eles usam letras para generalizar um
fendmeno ou para expressar o resultado de uma medicdo ou de uma operagdo; se
admitem a possibilidade de usar letra ou expressao algébrica para representar um dado
numerico; se escrevem expressoes algébricas e se resolvem equagdes simples, escritas na
forma padréo ou néo.

Testes escritos foram aplicados a 100 alunos do Ensino Médio, ap6s as entrevistas
com 7 alunos do Ensino Fundamental.

As respostas ao teste escrito e as entrevistas se complementaram. A diferenca de
nivel escolar ndo afetou o tipo de respostas e/ou as dificuldades, e os resultados nédo
apresentaram muitas novidades em relacdo ao que ja havia sido constatado por outros
pesquisadores nos estudos analisados anteriormente. As questdes desse teste e resumo dos
seus resultados encontram-se em anexo.

Em geral, os alunos ndo parecem admitir que o resultado de uma contagem ou de
uma medicdo possa ser dado por uma expressdo algébrica, principalmente se esta
expressao tiver mais de um termo. Dai a freqliéncia de respostas nas quais a variavel é
substituida por um valor numérico, com os mais diversos critérios incorretos.

Para oferecermos subsidios aos professores no sentido da melhoria desse quadro,
passamos a elaborar, adaptar e aplicar atividades pudessem contribuir na busca de um
ensino de Algebra ao qual o aluno atribua o significado esperado, contemplando as
funcbes referidas anteriormente. A producdo dos alunos frente a elas foi objeto de
reflexdo permanente. Nesse processo, tinhamos clareza de que duas no¢des assumem um
papel preponderante: a nocdo de equivaléncia, que deveria ser construida durante o ensino
de aritmética, e a de variavel, a qual nos referiremos adiante.

Passamos a mencionar alguns aspectos explicitados pela equipe nas respostas dos
testes e ao longo dos estudos e experimentos realizados. Acreditamos que a maioria dos
professores leitores deste trabalho reconhecera nestas observacfes muito do que seus alunos
produzem em sala de aula, concordando assim sobre a necessidade de mudancas no ensino de
Algebra.



1 - A Nocéo de Equivaléncia

O trabalho com a aritmética, na maioria dos casos, enfatiza procedimentos para
obter um resultado expresso por um Unico namero. O sinal de igualdade liga sempre uma
expressdo a outra mais simples ou ao resultado final. Isto justifica em parte o fato de os
alunos usarem muitas vezes a igualdade em um so6 sentido, ignorando suas propriedades
simétrica e transitiva, como no exemplo: 3x5=15-2=13+7 = 20.

Esta pratica ndo prepara o aluno para o trabalho com expressdes algébricas, no qual
muitas vezes ele iguala uma expressdo a outra que ndo ¢ “o resultado” dela, e sim
equivalente a ela.

Observam-se ento, com freqiiéncia, dificuldades dos alunos iniciantes em Algebra
que os levam por vezes a “fechar” qualquer expressdo obtida, igualando-a a um numero,
uma letra (em geral, X) ou uma expressdo com um sé termo ou, em outras, a ficar
inseguros diante de igualdades como (a+b)? = a? + 2ab + b?, sem saber o que é resultado
de qué. Nos capitulos I11 e IV voltaremos a este assunto com detalhes.

Essas observacGes nos remetem ao que salienta Falcdo (1993) em relacdo a
passagem da Aritmética para a Algebra: o fato de haver ao mesmo tempo uma ruptura e
uma continuidade. Faz parte da ruptura, por exemplo, a mudanca na forma de abordar e
resolver os problemas, enquanto ilustra a continuidade o uso constante na Algebra de
propriedades estruturais dos conjuntos numericos e das operacfes elementares. Muitas
das dificuldades dos alunos iniciantes em Algebra s&o, portanto, problemas herdados da
Aritmética.

2 - O Papel das Letras

Reduzir termos semelhantes é um dos procedimentos mais trabalhados em sala de
aula, e, na tentativa de dar um sentido a ela, muitas vezes, se utiliza a associacdo da
varidvel a primeira letra de um objeto, por exemplo, uma fruta. Assim, justifica-se o fato
de que 2a + 3a = 5a com o argumento de que 2 abacaxis com 3 abacaxis sdo 5
abacaxis. Embora inicialmente produza um efeito positivo, este artificio é prejudicial &
construcdo do conceito da variavel. A letra a, em geral, € um ndmero e ndo um objeto.
Também uma expressdo com letras diferentes, como 3m + 4p pode ser pensada como a
reunido de 3 macds com 4 peras, mas € totalmente sem sentido pensar em 3m — 4p.
Somente a propriedade distributiva pode servir de apoio a reducdo de termos semelhantes.
No Capitulo IV serdo exploradas atividades neste sentido.

Outra fonte de confusdo para os iniciantes ao estudo das expressdes algébricas é a
experiéncia, necessaria, dos alunos com letras que representam unidades de medida.
Neste estudo, quando aparecem em uma expressao unidades diferentes de uma mesma
grandeza, basta fazer a “redugdo a mesma unidade” e efetuar as operagdes com o0s
nimeros que expressam as medidas correspondentes. Novamente alertamos: as letras
nessas expressdes sao grandezas usadas como unidades e ndo numeros. Reforcar a
analogia entre a redugdo de termos semelhantes e estas situacdes, sem deixar clara a
diferenca entre as duas coisas, também ndo contribui para a compreensdo dos
procedimentos algébricos.



3 - O Conceito de Variavel e as Funcdes

O conceito de variavel esta intimamente ligado com o de fungdo, uma vez que entre
0s principais papéis da Algebra estdo os de usar as variaveis para descrever fendmenos de
variagéo e de resolver problemas.

O conceito de Funcgdo esta presente em situacGes do dia a dia e integra muitos
ramos da Matemética e de outras ciéncias. Como salientado no livro Construindo o
Conceito de Funcéo, de autoria do mesmo grupo do Projeto Funddo que este (Tinoco,
2002), as construcOes desse conceito e do de varidvel podem se dar simultaneamente e
desde cedo, no Ensino Fundamental. E necessario para isso um longo trabalho com
atividades adequadas ao nivel dos alunos. Exemplos dessas atividades sdo apresentados
em todo o livro, especialmente nos capitulos VI e VII.

Mais particularmente, devemos considerar a importancia do conceito de
proporcionalidade como parte de um efetivo ensino de Algebra. De acordo com Post, T.
R., Beher, M. J. e Lesh, R. (1994), o pensamento proporcional € uma ponte adequada e
necessaria entre experiéncias e modelos numeéricos e relacdes abstratas e genéricas, que se
expressardo de forma algébrica. Além disso, a proporcionalidade é um exemplo simples,
mas importante, de funcdo matematica.

Essas consideragOes ilustram outro aspecto salientado por estes mesmos autores: a
preocupacdo com a compreensdo e o estabelecimento de conexdes, que é central no nosso
trabalho.

Quanto mais os alunos entenderem, mais perceberdo a Matemética como uma
teia intrincada, e sempre em expansao, de idéias aprendidas anteriormente e ou

inter-relacionadas e ndo como uma colecdo de regras arbitrarias, aparentemente
sem qualquer relagdo ou fundamento l6gico. (p.101)

4 - Conceito de Variavel e Concepcdes da Algebra

Como foi dito anteriormente, na base do processo de formacdo do pensamento
algébrico estd o conceito de variavel, dos mais dificeis, pela sua complexidade, como
salientam Sierpinska (1992) e Caraga (1984). A variavel é um representante de um
conjunto, sem ser especificamente nenhum dos seus elementos; pode desempenhar papéis
distintos (elemento genérico de certo conjunto numeérico, variavel dependente ou
independente, parametro, incognita, simbolo qualquer de estrutura,...) dependendo da
situacao.

Este processo esta diretamente ligado a exploracdo da variedade de papéis da
Algebra, uma vez que, a cada um deles, corresponde um diferente modo de usar as
variaveis. Um trabalho que aborde e integre todos esses papéis permitird ao aluno a
experiéncia necessaria para que reconheca e utilize adequadamente as variaveis.

Esses papeis sdo chamados por nés de concepgOes e serdo detalhadas no capitulo
seguinte.

5 - A Linguagem Simbdlica

Nas atividades realizadas pelo grupo e na experiéncia de cada membro da equipe
deste trabalho observam-se muitas dificuldades entre os alunos com a linguagem
algébrica em si, e isto ocorre, apesar da énfase dada geralmente a este aspecto no ensino
de Algebra.



O fato de os alunos terem que se familiarizar com uma linguagem simbdlica ao
mesmo tempo em que constroem diversos conceitos novos pode ser causa dessas
dificuldades. Em qualquer area do conhecimento, o aluno atinge autonomia no processo
de aprender no momento em que adquire dominio da linguagem referente a essa area. 1sso
ndo é diferente na Matematica.

A simbologia matematica vem sendo um fator essencial para a evolucdo das idéias
dessa e de outras ciéncias, aléem de facilitar a comunicacdo do conhecimento. Haja visto o
grande salto na produgdo de matemaética provocado pelo desenvolvimento da linguagem
algébrica, principalmente a partir da contribuicdo de Viete, no século XVI.

Permitir que o aluno utilize e compreenda a simbologia matematica inclui entre
outras coisas que ele possa, além de manipular os simbolos corretamente, ter cuidado com
suas “justificagdes”, atribuindo assim a eles significados e podendo aplica-los quando
necessario. Esses e outros aspectos sdo mencionados por Arcavi (1995), quando

caracteriza o “sentido do simbolo”.
...] n6s defendemos a idéia de que o ‘sentido do simbolo’ deva incluir, além da
evocacao relevante de simbolos e seu uso adequado, a apreciacdo da sua
elegancia, sua concisdo, sua comunicabilidade e o poder dos simbolos para
expor e provar interrelagdes de uma maneira que a Aritmética ndo consegue [...
Se o ‘sentido do simbolo’ requer que noés evoquemos simbolos quando
eles forem adequados ou indispensaveis, entdo o ‘sentido do simbolo’ requer
também que abandonemos os simbolos quando estivermos nos afogando em
suas manipulacg@es técnicas. (p. 44)

Os Capitulos V e VI permitem aprofundar a reflexdo ora proposta.

No esquema abaixo resumimos 0s aspectos que priorizamos em uma
aprendizagem efetiva e significativa de Algebra, observando a auséncia de hierarquia e a
intensa inter-relacdo que existe entre eles. A palavra ARGUMENTACAO permeia 0
esquema como sinal da necessidade da sua presenca em qualquer trabalho de producao
do conhecimento.

Fendmenos de -
variacdo Regularidade e

A

»
»

(Proporcdes) generalizagéo
v Igualdade e
Simbologia equivaléncia
A
v v / v \
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exlpr,el;ssoes -+ > (distributiva)
algébricas




O Livro

Nos capitulos seguintes pretendemos compartilhar com a comunidade de
professores de matematica as reflexdes realizadas pelo grupo e as atividades utilizadas
nesse processo.

No Capitulo 11, apresentamos em detalhes as Concepgbes da Algebra, referidas
anteriormente, que serviram de base a todo o trabalho.

Os Capitulos 11l a X tém como objetivo propor estratégias e atividades de apoio aos
professores que desejam colocar em pratica um ensino que valorize 0s aspectos mencionados.
As atividades propostas sdo acompanhadas de comentarios decorrentes da analise das
respostas produzidas por alunos com os quais elas foram testadas. Os exemplos de respostas
foram transcritos literalmente.

N&o pretendemos absolutamente indicar caminhos fechados que resolvam os
problemas do ensino da Algebra, mas contribuir para a reflexao sobre este ensino e para
a busca desses caminhos por professores, como nés, preocupados com tais problemas.



Capitulo Il — As Concepcdes da Algebra

O baixo nivel de aprendizagem e o desinteresse dos alunos em relacdo a Algebra
geram preocupacdo dos professores, e até mesmo inseguranca dos mesmos a respeito do
papel que o ensino desse assunto na escola basica desempenha.

Em resposta a essa questdo, apresentamos as concepgdes da Algebra, de acordo
com o proposto por educadores como Usiskin (1994), Fiorentini (1996) e outros, e
incorporado nos Pardmetros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998). Essas concepcdes
explicitam a riqueza de papeis da Algebra ensinada nesse nivel escolar. Ao longo do
nossSO Curso, vamos retornar a estas concepgdes varias vezes e aprofundar mais a
discussdo sobre sua importancia. Os PCN se¢ referem a elas como “Dimensdes da
Algebra”.

Segundo os autores mencionados, a Algebra possui quatro concepcdes distintas,
que ndo sdo excludentes e nem ha hierarquia entre as mesmas. Cada uma delas se
caracteriza pelos conteidos abordados, tarefas usualmente propostas e, principalmente,
pelos papeis que as letras desempenham.

Salientamos que o objetivo de apresentar essas concepgdes ndo é o de sugerir que
sejam discutidas com os alunos da escola basica, mas sim o de permitir aos professores
analisar a riqueza de contetidos e habilidades cujo desenvolvimento o ensino da Algebra
pode propiciar, desde que todas sejam valorizadas e integradas. Salientamos que a
classificacdo proposta ndo é rigida e que certas atividades envolvem mais de uma
concepgao.

Vamos analisar a seguir cada uma delas.

ALGEBRA COMO GENERALIZADORA DA ARITMETICA

Nessa concepcdo, a Algebra é utilizada para traduzir e generalizar. As variaveis
(letras) e expressOes algébricas sdo generalizadoras de ndmeros, operacGes e modelos
aritméticos.

Por exemplo, generaliza-se a propriedade comutativa da adi¢do: 2 + 6 =6 + 2, ...
por meio da igualdade a + b = b + a, e a regularidade nas multiplicagbes: —1x2=-2,¢
—2X2=-4,.. pode ser generalizada como (—a) x b =—(ax b).

Ao representar um numero par qualquer por 2k, ou o triplo de um niimero por 3m,
estamos também usando a Algebra na concepcéo generalizadora da aritmética.

Ao resolver problemas, encontramos relagbes entre numeros que desejamos
“traduzir” matematicamente, ¢ as variaveis sdo uteis para essa tradugdo. Por exemplo, ao
traduzir um problema para a linguagem algébrica, monta-se uma equacdo (modelo
matematico) que representa a estrutura matematica do mesmo. Neste sentido, cada
equacdo é generalizadora, pois, pode modelar muitos problemas distintos, desde que
tenham a mesma estrutura matematica.



Exemplo.

()  Seis pessoas da familia Silva foram ao cinema e gastaram R$ 81,00 com
0s ingressos. Sabendo que nesse grupo ha 3 estudantes, e que estudante
paga a metade do preco de um ingresso, qual era o preco de cada
ingresso nesse cinema?

Podemos escrever a equagédo 3b + 3 % = 81, em que b representa o preco de cada

ingresso.

Nesse caso, para chegar a equacao foi necessario traduzir as operagdes envolvidas
no problema.

A ALGEBRA FUNCIONAL

Nessa concepcdo, a Algebra é considerada como estudo de relagdes entre
grandezas. Nela se encontra, principalmente, o estudo das funcfes. Uma vez estabelecida
a relacdo entre as grandezas envolvidas, seja por meio de uma igualdade, ou
graficamente, utiliza-se a algebra funcional ao analisar o comportamento de uma
grandeza a medida que a outra varia, ao fazer previsdes, ao observar propriedades como
crescimento e decrescimento, etc.

As variaveis, no contexto das funcGes, assumem os papeis de:
e variavel independente — que pode variar livremente no dominio da funcao;

e varidvel dependente — que assume valores determinados pelos das
variaveis independentes e

e parametro — variavel que determina a “lei” segundo a qual a variavel
dependente é determinada a partir das variaveis independentes.

Variaveis dependentes e independentes sdo também chamadas de argumentos.

Na concepcdo da algebra funcional, o objetivo de explorar e manipular a
igualdade ndo é o de determinar o valor das letras, que, nesse caso, ndo sdo incognitas e
sim argumentos ou parametros.

Exemplo.

Numa funcdo do tipo y = ax + b, os valores de y (variavel dependente) séo
determinados pelos da variavel x (variavel independente). A maneira pela qual x e y estéo
relacionadas dependem dos valores de a e de b (parametros). Por exemplo, os valores de y
e X aumentam ou diminuem simultaneamente, sempre que 0 parametro a é positivo; o
grafico da funcéo contém a origem dos eixos quando b é nulo.

Consideremos um problema analogo ao visto anteriormente.

(I1)  Seis pessoas da familia Silva foram ao cinema. Sabendo que nesse grupo
ha 3 estudantes, e que estudante paga a metade do preco de um ingresso.



a) Qual a expressdo que fornece a quantia total gasta com os ingressos, em funcéo do
preco de cada ingresso, nesse cinema?

b) Quanto o grupo todo pagaria se o ingresso do cinema custasse R$ 16,00?

c) O total a pagar pelo grupo é mais ou menos do que pagariam 5 pessoas nao
estudantes?

A expressao pedida permite determinar o total (T) a ser gasto com 0s ingressos,
qualquer que seja o preco (b) de um ingresso no cinema.

Para responder o item (a), utiliza-se a Algebra como generalizadora da
aritmética, traduzindo a situacdo por meio da seguinte igualdade:

T:3b+3.g, ou T:3b+3—2b, ou ainda T:%.

Nessa situacdo ha duas varidveis, cujas variacdes obedecem a determinada lei ou
relacdo, representada pela igualdade; b é a variavel independente - pode assumir qualquer
valor no conjunto dos racionais que represente o preco de um ingresso de cinema-e T € a
variavel dependente - cujo valor fica determinado exatamente, ao ser fixado o valor de b.

Com o uso da algebra funcional, pode-se responder os itens (b) e (c), bem como
explorar muitos aspectos da situacao.

Podemos alterar um pouco o exemplo do problema, considerando que, numa
promocdo desse cinema, o estudante paga 1/3 do preco de um ingresso. Essa consideracédo
mudaria a forma pela qual T esta relacionada com b (teriamos a igualdade

1
T=3b+3.3b ouT =4b). Essa mudanca se deu porque foi mudado um dos parametros

(a fracdo do preco do ingresso que os estudantes pagam); cada valor desse pardmetro
determina uma relacdo entre T e b.

As formulas sdo exemplos de relagBes funcionais muito usadas. A relacéo entre a
medida da éarea de um triangulo (A) e as medidas de sua base (b) e sua altura (h) é

representada pela formula A = bLzh . Neste caso, b e h sdo variaveis independentes e A é

variavel dependente, mantendo uma relagdo definida pela formula. A andlise dessa
relacdo, usando a algebra funcional, permite, por exemplo, concluir que, uma vez fixada
a base de um tridngulo, a medida da sua area é proporcional a sua altura.

A ALGEBRA DAS EQUACOES

Nessa concepcdo, destacam-se 0s processos de resolugdo de equagdes. H4 um ou
mais valores que as variaveis (incognitas) devem assumir e queremos determina-los para
tornar a equacdo verdadeira (uma identidade). Essa é a dimens@o que mais se trabalha, em
geral, do sétimo ao nono ano.

Muitos autores afirmam que, nessa concepcdo, a Algebra é ferramenta para
resolucdo de problemas. Em geral, esse é o primeiro contato dos alunos com a Algebra, o
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que talvez ndo seja o melhor caminho para a construcdo do conceito de variavel. E mais
natural construir esse conceito integrando as concep¢des da algebra funcional e da
algebra das equacdes.

Para exemplificar, vamos resolver a equacao do o problema I da familia Silva, no
qual era dado o total gasto com os ingressos do cinema (81).

“Traduzimos” o problema, com o uso da Algebra como generalizadora da

aritmética e obtivemos a seguinte equacéo: 3b + % b =81 (*).

Trataremos agora de simplificar e resolver a equacao, por meio de procedimentos,
visando a determinar o valor da incognita b.

6b+3b

S5 =81 ==> (6b+3)=162 ==> 9b=162 = b=18,

Portanto, o preco do ingresso era dezoito reais.

Para chegar a solucdo de um problema, simplificamos expressfes para
compreendé-las melhor e torna-las mais faceis de serem usadas. Por isso, nesta
concepcao, simplificar e resolver podem estar bem proximos.

Para refletir sobre as relagbes entre as concepcdes da Algebra, comparemos 0s
problemas | e Il apresentados.

Na traducdo de ambos para a linguagem simboélica foi usada a Algebra como
Generalizadora da Aritmética.

No problema I, foi dado o valor do total gasto, tornando possivel obter uma
equacdo (*), na qual a varidvel b assume o papel de incognita. O valor de b deve ser
determinado usando a Algebra das Equagdes.

Por outro lado, o objetivo no problema Il ndo € determinar os valores de b e T que
satisfazem a igualdade (embora haja uma infinidade de pares (b,T) nessas condicGes) e
sim relacionar tais valores. Nesse caso, a Algebra Funcional vai permitir explorar as
relacdes entre as variaveisbe T.

ALGEBRA ESTRUTURAL

Nos exercicios de puro célculo algébrico, estamos usando a algebra das
equacdes. Nesse tipo de tarefa, as letras sdo simbolos abstratos a serem manipulados
seguindo certas regras. Ndo sdo incdgnitas cujos valores devem ser determinados e, como
ndo se esta relacionando a variacdo de grandezas, as letras também ndo sdo varidveis
dependentes, nem independentes, nem parametros.

As atividades caracteristicas dessa concepgdo da Algebra exigem apenas a
manipulacdo algébrica, comumente chamada de “conta com letras”, ou “calculo
algébrico”. Essas contas obedecem as regras que regem as operacdes aritmeéticas ou de
qualquer outra estrutura algébrica, como a dos polindmios. Nessa concepcao, se incluem
classificacdo, procedimentos e operagdes entre expressdes algébricas, tais como fatorar,
simplificar expressdes, reduzir termos semelhantes, adicionar, etc.
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~ 2
Exemplo. Fatore a expressio x2 +§x + 4ba2 .

2
Resposta: (Hbj.(Hb)OU (Hb] :
2a 2a 2a

Perceba que, como observamos anteriormente, nesse exemplo, o papel da variavel
ndo é igual a nenhum dos vistos nas outras concepgoes.

De fato:

- COMO a expressdo nédo se encontra em um contexto de uma funcdo ou relacéo, as
variaveis nao sao argumentos ou parametros;

- ndo estamos trabalhando com equacdo e, portanto, a variavel ndo é uma
incognita e
- também ndo estamos lidando com nenhum tipo de traducdo de problema ou

modelo a ser generalizado, logo a varidvel ndo possui o papel de generalizadora de
modelos.

A variavel nesse caso ndo é mais que um simbolo — elemento de um conjunto,
munido de certas operagdes, que satisfazem determinados axiomas.

Durante todo o Ensino Basico, essa é a concep¢do mais utilizada em salas de aula,
sendo mesmo supervalorizada. Essa postura é grande parte das vezes prejudicial aos
alunos que, geralmente, ndo conseguem ver sentido no arsenal de técnicas ensinadas, nem
sabem como utiliza-las para abordar situaces novas ou mesmo ja vivenciadas por ele.

N&do estamos com a observacdo acima considerando a dimensdo estrutural da
Algebra de menos importancia. Ao contrario, ela permeia todas as outras dimensdes que,
sem ela, ndo existem. No entanto, o seu significado e a sua importancia, neste nivel, estdo
em ser uma ferramenta essencial para que a Algebra “funcione” como é necessario.

Salientamos, no entanto, que, mesmo tendo carater abstrato, as manipulacfes
podem e devem adquirir significado, transmitir idéias e permitir conclusdes. Neste
sentido, hd uma estreita ligacdo entre a concepc¢do da algebra como generalizadora da
aritmética e a da algebra estrutural.

As observacdes feitas mostram que essas concepcdes ndo tém delimitacdo muito
precisa. Por exemplo, no caso das equagOes: durante um processo de resolugdo de uma
equacdo, efetuamos procedimentos mecanizados, manipulando as expressdes, sem
considerar que a letra envolvida é uma incognita. Nesse processo, estamos usando a
algebra estrutural, dentro de uma tarefa que é caracteristicamente da algebra das
equacoes.

Também ha casos em que, ao longo de uma mesma atividade, podemos usar mais
de uma concepcdo da algebra. No exemplo a seguir, estdo presentes a algebra como
generalizadora da aritmética, a funcional e a das equacoes.

Para alugar mesas para uma festa uma empresa cobra 10 reais por conjunto de
mesa com 4 cadeiras e mais 15 reais de frete.
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a) Qual é o total que uma pessoa vai pagar, se alugar 8 desses conjuntos?

b) Que igualdade representa o total a pagar por uma pessoa que aluga um
namero qualquer de conjuntos desse tipo?

¢) Quanto pagara uma pessoa que alugue 15 conjuntos desses?

d) Se uma pessoa pretende gastar 65 reais, para alugar conjuntos de mesas do
tipo descrito, quantos conjuntos ela devera alugar?

No item (a), a Algebra ndo esta presente, s6 se usa aritmética: 8 . 10 + 15 = 95.
Resposta - Ela ira pagar um total de 55 reais.

A igualdade pedida no item (b) é T = 10n + 15 (as letras podem ser outras).
Usando a Algebra como generalizadora da aritmética, representamos a relacio entre
duas grandezas que variam: 0 nimero de conjuntos de mesas e o total a pagar. Podemos
agora explorar essa relagdo por meio da algebra funcional, respondendo, por exemplo, a
perguntas do tipo da do item (c).

Sen=15T=10.15+ 15 = 165.

Nesse caso:

- a letra n representa 0 nimero conjuntos de mesas, que € a variavel independente —
pode ser qualquer nimero natural, de 1 até o nimero de mesas que a empresa pode alugar
e

- a letra T representa o total a pagar, que é uma variavel dependente — é determinado pelo
valor de n.

Entretanto, para responder o item (d), deveremos considerar que T = 65, e
precisamos determinar o valor de n para o qual isso acontece. Escreveremos entdo a
equacdo 10n + 15 = 65 que, uma vez resolvida, fornece o valor procurado de n.

Nesse item, portanto, usamos a algebra das equacOes e a letra n deixou de ser
uma variavel independente e passou a ter o papel de incégnita.

Os exemplos ilustram a relagdo intensa que existe entre as varias concepcoes.

E grande a dificuldade dos alunos para compreenderem os diferentes papéis das
letras nas diversas concepcdes e, em geral, a experiéncia deles é muito limitada para isso.
Acreditamos na importancia de os alunos terem oportunidades de vivenciar situacées em
que eles possam perceber esses diferentes papéis. Assim, eles certamente terdo mais
consciéncia da importancia e da riqueza da éalgebra estudada no ensino basico,
diminuindo suas dificuldades. Isto sem precisar que deles seja exigido o dominio da
nomenclatura aqui exposta.

Vamos agora mostrar o quadro incluido nos PCN (p.116), que sintetiza as
diferentes concepcBes da Algebra, chamadas de dimensdes, e as diferentes fungbes das
letras em cada uma delas.
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Capitulo 11 - O Sinal de lgualdade

O aluno, com experiéncia apenas em aritmética, muitas vezes, considera o sinal de
igual como um simbolo unidirecional, que precede uma resposta numérica, um simbolo
que quer dizer “escreva a resposta”. A igualdade, nesse caso, € vista como tendo uma
expressao do lado esquerdo e um nimero do lado direito.

Por isso, muitos estranham igualdades dos tipos 5=2+3o0u 1+4=2+3,etc, e
outros escrevem falsas igualdades como 20 x 3 = 60 - 10 = 50 + 2 = 52, que ndo pode ser
considerada uma igualdade porque ndo satisfaz as propriedades simétrica e transitiva
dessa relagéo.

De fato, 60 — 10 n&o é igual a 20 x 3, nem 20 x 3 € igual a 52.

A idéia, muito utilizada na Algebra, do sinal de igualdade como um indicador de
uma equivaléncia entre duas expressdes, pode ndo ser percebida de imediato pelos alunos.
Para que eles a construam, podem-se adotar, entre outras, as estratégias:

- usar, com naturalidade, igualdades como as dos exemplos referidos acima, desde 0s
primeiros anos do Ensino Fundamental;

- incentivar a leitura de igualdades do tipo mais usual, 2 +5 = 7, como “dois mais
cinco € igual a sete” e ndo como “dois mais cinco da sete”.

A esse respeito, citamos Walle (2007).

O sinal de igual é o mais importante sinal na aritmética elementar, na &lgebra e
de toda matematica, usando nimeros e operagdes.

Ao mesmo tempo, pesquisas datando de 1975 até hoje, indicam claramente que
o sinal de igual é muito pouco entendido pelos alunos.

Pare e reflita.

Na expressao abaixo, que nimero deveremos colocar no quadradinho?
g+4=[]+5.

Como vocé acha que os alunos das primeiras séries e de médias, tipicamente,
responderam a essa questdo?

Em um estudo recente, ndo mais de 10% de alunos de qualquer série colocou o
nimero correto. As respostas mais comuns sdo 12 e 17. Nas séries mais
adiantadas, nenhum aluno colocou 7.

Certamente estudantes sdo ensinados nas primeiras séries que o sinal de igual
significa (6 0 mesmo que) ou que a expressdo em cada lado € a mesma.
Entretanto, as experiéncias dos estudantes os levam a acreditar que um lado do
sinal de igual, usualmente o lado esquerdo, é o problema, e 0 outro € a resposta.
Os alunos entendem que o sinal de igual é como uma tecla da calculadora, que
é usada para obter a resposta. Na forma escrita, ele separa o problema da
resposta.

Por que é tdo importante que os alunos entendam corretamente o sinal de
igual?

Em primeiro lugar, é importante para os alunos entenderem as relagfes do
nosso sistema numérico. O sinal de igual é a principal maneira de representar
tais relac@es.

Por exemplo: 6 X 7=5x7 + 7. (p. 260)

A dificuldade dos alunos em relacdo a nocéo de igualdade se relaciona também
com a mudanca do modo de ver as operacdes, na Aritmética e na Algebra. Na Aritmética,
as operacOes entre 0s numeros consistem em formas pré-estabelecidas de combina-los de
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acordo com o sistema de numeracdo adotado, obtendo-se um nimero. Ja as expressoes
envolvendo operagdes algébricas, como ndo fixamos previamente valores as letras, por
vezes, ndo podem ser reduzidas. Nestas expressdes, as opera¢Oes permitem apenas
transforma-las em outras equivalentes, nem sempre mais simples.

A falta dessa nova visdo das operacdes provoca, com frequéncia, entre alunos
iniciantes de Algebra, uma tendéncia mencionada na Introducdo: “fechar” qualquer
expressao obtida, igualando-a a um ndmero, uma letra (em geral, X) ou uma expressdo
com um s6 termo, como nos exemplos: 5+a = 5a ou 3y-z = x.

Segundo Booth (1994), isto se deve ao fato de o aluno com esse tipo de
experiéncia estranhar a auséncia da propriedade do fechamento.

Tipos de Igualdade

Existem varios tipos de igualdade, dentre elas, duas que os alunos aprendem quando
iniciam o estudo de algebra: a identidade e a equacdo. A identidade é a igualdade entre
duas expressGes numéricas ou entre duas expressdes literais que é verdadeira sejam quais
forem os valores atribuidos as variaveis nela presentes. A equacdo é uma igualdade que
envolve uma ou mais quantidades desconhecidas, e que so se verifica quando atribuimos
valores particulares a essas quantidades.

No entanto, nota-se que, mesmo entre as equagdes e as identidades, ha variacoes
importantes do ponto de vista didatico, como mostram os exemplos de Usiskin (1994, p. 10):

1)A=Db.h 2)40=50x 3) y=kx 4) senx=cosXx.tgx 5)l:n.%,n,—é0.

Entre as igualdades acima, 1, 2 e 3 sdo equacdes, mas tém significados bem
distintos. As igualdades 1 e 3 representam relacGes funcionais, sendo 1 uma férmula
geomeétrica e 3 a expressdo analitica de uma funcdo linear. A igualdade 2 é uma equagdo
em uma incdgnita x (que chamamos de ‘equac¢do propriamente dita’). Também, as
identidades 4 e 5 tém papéis distintos: a 4 representa uma identidade trigonométrica,
enquanto a 5 generaliza uma relacdo aritmética entre um numero e seu inverso. Essa
variedade de papéis das igualdades, em geral, ndo é explorada no ensino de Algebra.
Particularmente, ndo é apresentado o fato de que equagbes (propriamente ditas) de uma
incégnita podem ser obtidas de equagdes que definem uma fungdo, quando o valor dessa
funcdo é fixado.

Por exemplo: P = 4l é a equacdo que representa o perimetro de um quadrado em
funcdo do lado. Mas, fixando-se o perimetro de um quadrado em 20 u.c., tem-se a
equacdo: 41 = 20 e obtém-se | =5 u.c.

O esquema a seguir resume as observagoes.
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TIPOS DE IGUALDADE

7N

IDENTIDADE EQUACAO
Numérica Algébrica Relagao —_— Equagdo
Funcional propriamente dita
N -
Y

EQUIVALENCIA

Balancas e equivaléncia

Tanto na Educacdo Matematica como na propria Histéria da Matematica, a
utilizacdo de balancas de dois pratos esta intimamente relacionada as primeiras idéias da
nocédo de equivaléncia.

Carraher e outros (1988), citando Filoy e Rajano (1984) e Vergnaud e Cortes (1986),

afirmam:
...] a apresentacdo de situagdes-problema usando balancas de dois pratos é
extremamente Util para a introducéo da algebra, auxiliando o estudante a vencer
dois obstaculos que interferem significativamente na compreensdo da algebra
na escola:
1) a operagdo sobre incognitas;
2) a utilizacdo de um conceito de equivaléncia, distinto dos significados
anteriormente atribuidos pelos alunos ao sinal de igual. (p. 2)

Considerando um pouco de histdria, observamos que 0os matematicos arabes, no
século IX, utilizavam a combinac¢do de dois procedimentos chamados de “restauracdo” e
“balanceamento” com o objetivo de re-equilibrar os dois membros de uma equagdo, como
em uma balanga. Analisemos o seguinte exemplo (Roque, 2012):

2x2 + 100 — 20x = 58.

Eles consideravam que nessa igualdade entre os dois membros, o primeiro
membro possuia um excedente de 20x em relagcdo ao segundo. Sendo assim, a igualdade
nesta equacdo deve ser “restaurada” pelo seguinte procedimento: adicionar o termo
subtraido no primeiro membro aos dois membros, obtendo-se:  2x? + 100 = 20 x + 58.

Nesse procedimento “retiramos” uma quantidade de um lado para “passar para 0 outro
lado”.

Em seguida, é preciso equilibrar os dois lados, ou seja, balancea-los.
Temos assim: 2x? + 42 = 20x

Dividindo esta equacao por dois, podemos resolvé-la pelos métodos encontrados
nos Elementos de Euclides.
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As consideragdes acima ilustram a importancia de o professor explorar atividades
que utilizam o uso de balangas de dois pratos para o aluno associar o equilibrio a uma
igualdade com o sentido de uma equivaléncia, bem como, o desequilibrio a uma
desigualdade. E necessario também que o aluno represente este equilibrio (ou
desequilibrio) da forma que achar melhor, desde que expresse a igualdade (ou
desigualdade). Neste momento cabe ao professor aproveitar a diversidade de formas
apresentadas discutindo-as até que seja possivel escrever uma sentenca em linguagem
matema@tica. Essa pratica facilita o desenvolvimento de um processo muitas vezes dificil
para o aluno: passar da linguagem verbal ou mesmo numerica para a linguagem algébrica.

ATIVIDADES

As trés atividades seguintes tém como objetivos:
e associar equilibrio com igualdade e desequilibrio com desigualdade, com o uso da
balanca de dois pratos;

e representar o equilibrio (ou desequilibrio) da balanca sob diversas formas que
expressem igualdade (ou desigualdade) e

e analisar problemas que admitem mais de uma solucao.
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ATIVIDADE 1 - Os Pesos que Estéo Faltando

Enunciado

A figura abaixo representa uma balanga de dois pratos, em equilibrio.
Responda a todos os itens, de modo que este equilibrio se mantenha sempre.

13 >
_ K
kg kg 20 91—

VLS D

a) Escreva nos pacotes os "pesos” que estado faltando.
Compare o valor dos pesos que vocé colocou com os que foram colocados por
seus colegas.
O que vocé concluiu?
Escreva uma igualdade que represente o equilibrio da balanca.

b) Se vocé escrever “"pesos” iguais nos pacotes que estdo sem os “"pesos”, a
balanca ficara equilibrada? Por qué?

¢) Um aluno, ao comecgar a resolver este problema, escreveu 50 kg no pacote do
prato da esquerda. Quanto deverd escrever no pacote do prato da direita?

d) Qual o menor peso inteiro que vocé pode escrever no pacote do prato da
esquerda? Nesse caso, quanto devera escrever no pacote do prato da direita?

Comentarios

1) Esta atividade se aplica a qualquer nivel de escolaridade, devendo ser explorada nos
primeiros anos, para construir a nogdo de equivaléncia. Muitos alunos acertaram a
conclusdo do item (a), apesar de alguns, que ndo tém o habito de justificar as suas
respostas, manifestarem dificuldade de expresséo. Exemplos de respostas.

Corretas - “Todo mundo colocou numero diferente porém certo’.
“Conclui que sempre estavam equilibradas mas com numeros diferentes”.

Sugerem a falta de compreensao do problema —

“Eu conclui o que faltava para ficar igual .
“Deu uma pequena diferenca’.

2) Como os alunos ndo reconhecem o sinal de igualdade com o sentido de equivaléncia,
escrevem duas igualdades com o mesmo resultado, em vez de uma relacionando duas
expressodes. Exemplos.

“17+13=30" e “20+5+5=30", emvezde: “I7+13=20+5+35";
“26/26” ou “27=27".
Outros explicaram em palavras: “15 mais 13 é igual a 20 mais 5 mais 3”.
“Eu somei 25 + 5 que deu 30 e 17+ 13 que também deu 30
3) Exemplos de respostas para o item b.
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Incorreta - “Sim, porque estdo equilibradas”.

Correta - “N&o, pois se colocasse a balanca ficaria totalmente desequilibrada,
afinal em um prato ha 13 kg e no outro 25 kg”.

4) O item (c) tem um alto indice de acerto, embora muitos alunos ainda desconsiderem os
pesos indicados na balanca e respondam “50”.

Com alunos de niveis mais elevados de escolaridade, é interessante incentiva-los a
concluir a relacdo entre os numeros de cada par que é solugdo (no caso, o peso da
esquerda deve ser 12 mais do que o da direita).

5) No item (d), 0 mesmo raciocinio incorreto, ignorando 0s pesos ja escritos nos pacotes,
leva certos alunos a responder, por exemplo, “O mesmo peso”, ou

“12 na direita e 12 na esquerda”, ou ainda,

“nos dois pratos 2.

A discussao da impossibilidade de ter peso zero em um dos pratos é positiva para
conscientizar os alunos de que a resposta a um problema tem de ser coerente com o
contexto de mesmo.

6) Uma dificuldade frequente dos alunos € a de pensar que o peso dos pacotes tem relacdo
com o tamanho e a forma dos mesmaos.

7) Como atualmente ndo ha muitas balancas desse tipo em uso, pode ser preciso explicar
aos alunos como elas funcionam.

8) O fato de o problema admitir mais de uma solugdo — na verdade, uma infinidade -
também causa surpresa entre muitos alunos, como indica a resposta “Cada um coloca o
valor que quiser”.
E importante a discuss&o sobre a diferenca entre
“ter infinitas solugoes” e “qualquer par de numeros é solug¢do”.

9) A seguir sugerimos mais um exemplo de atividade na qual a balanca é apresentada em
desequilibrio. ’

(Adaptacao de “Enigmes et défis mathématiques” Acl. les Editions du Kangourou,
2006)

Em uma balanca ha 6 tangerinas em um prato e 2 meldées no outro. Para
colocarmos a balanca em equilibrio, 0 menino que estda com o meldo na mdo deve
coloca-lo no prato em que ha tangerinas.

a) Escreva uma desigualdade representando a balanca como esta na figura.

b) Faca um desenho representando a balanca em equilibrio.

c) Escreva uma igualdade que represente este equilibrio.

d) Se o meldo pesa 420 gramas, qual o peso de uma tangerina? Que conta vocé fez?
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ATIVIDADE 2 — A Feirante

Enunciado

Dona Lourdes é feirante e todo sabado vai ao

Mercadao de Madureira comprar as mercadorias Mercadoria | Peso (kg)
para vender e pede para entregar em sua barraca. Chuchu 5
Quando a mercadoria chega, ela precisa conferir os Cenoura 10
pesos. Cebola 12
Ela possui pesos de diferentes valores: Pimentao 4

5 pesos de 2kg, 2 pesos de 1kg, 4 pesos de 5009 e Aipim 15

3 pesos de 100g. Batata

a) Ela colocou o saco de chuchu num dos pratos da
balanca. Indique os pesos que ela deve

colocar no outro

prato para que ela confira o peso.

&

b) Para agilizar o trabalho ela resolveu colocar mercadorias nos dois pratos. Com que
pesos ela deve completar os pratos para equilibrar a balanca (Fig.1)?
Isto basta para ela conferir os pesos das mercadorias compradas? Justifique.

Lista do sabado passado

Fig.1 Fig.2
500
el Batata)|' 00 Chuchy|>%Y [cenour
: . ¢
| |
yAN A

c) Ela esqueceu quantos quilos de batata tinha comprado. Supondo que 0s sacos de
chuchu e de cenoura ja estejam com os pesos corretos e que a figura acima (Fig.2)
indique como Dona Lourdes equilibrou a balanca, determine quanto pesa o saco de
batata.

d) Dona Lourdes poderia conferir o

peso do aipim, numa Unica \—I_/ ¥I_/
pesagem, utilizando somente pesos?

E utilizando mercadorias e/ou pesos A

seria possivel?

Dé um exemplo de como ela poderia conferir o peso do aipim, considerando todas as
outras mercadorias com o0s pesos indicados na tabela.

e) Quando Dona Lourdes foi conferir
0 peso do pimentdo, observou que a

balanca ficou desequilibrada. imenta
Como vocé explica o que ocorreu? \ 2 |12
kg

kg/
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Comentarios

1) Esta atividade se aplica a qualquer nivel de escolaridade, devendo ser explorada desde
0s primeiros anos. Por se tratar de situacdo da vivéncia dos alunos, ndo foram observadas
dificuldades dos mesmos ao resolvé-la.

2) Durante a exploracdo da atividade, o aluno deve observar que, nos itens (a) e (b), as
balancas estdo em equilibrio, mas os pesos de cada prato, nas duas situagbes, sdo
diferentes.

3) Principalmente no item (c), houve problemas com a reducdo de grama para
quilograma, evidenciando dificuldades dos alunos com nimeros decimais e medidas.
Exemplos de respostas.
“15,5—-100 =55".
“O saco de batata pesa 150 g”".
“A batata tem 400 kg ™.

4) Alguns itens, como (d) e (e), ttm mais de uma resposta. Este fato, bem como a
necessidade de interpretacdo da situacdo, provoca certa dificuldade. E recomendéavel
incentivar a discussao do enunciado entre os alunos e explorar a diversidade de soluces.

“Ela tem 615 g”.
“100g”.

Provavelmente por ainda ndo estarem habituados com esse tipo de
questionamento, no item (e), alguns alunos explicaram o desequilibrio da balanca
atribuindo valores particulares ao peso do saco de pimentdo. Seguem exemplos de

respostas a esse item.

Respostas

Observagoes

“Porque faltava peso no saco de pimentdo era
menos que o pedido”.

“O pimentdo ndo tem o peso de 4 Kg pesa menos .

“Os 4 kg é mais que o pimentdo pesa’.

Respostas corretas com problemas de
redacéo.

“O peso do pimentdo esta errado” .

N&o disse se o erro foi a mais ou a menos.

“Estd faltando pimentdo. Se retirarmos os quilos
um a um, veremos qual é o peso do pimentdo”.

S6 considerou nimero inteiro de quilos

“O saco de pimentdo tem 3 kg, e falta 1 kg para
completar a balanga”.

“Para ficar equilibrada dona Lourdes colocou 1
kg e ficaram 3 kg~ .(fez o desenho)

“Se ela tira 2 kg , o lado do pimentdo vai descer,
é se ela bota 1 de 2 kg e depois 1 kg”.

Ela substituiu os dois pesos e botou o0 de 2 kg e
mais um de 1 kg”.

Julgaram que faltava 1 kg de pimentéo.

“Ela colocou dois pesos iguais” .

S0 observou 0s nimeros nNos pesos e Nao
a situacao global.

“Alguém pode ter mexido na balanga, sem
querer ou alguém sem querer pode ter
colocado 1 pimentdo a mais”.

Julgou que o prato que estd “mais alto” ¢
0 que tem mais peso, 0 que é muito
comum.

“A balanca deu defeito ”.

“Os dois pratos tém 0 mesmo peso ”.

As respostas sugerem incompreenséo do
problema.

Um trabalho permanente incentivando os alunos a se expressarem em linguagem
corrente, iniciando com linguagem oral, pode minimizar a sua dificuldade ao escrever.
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ATIVIDADE 3 - Equilibrando Potes e Garrafas
(Enigmes et défis mathématiques, Acl. les Editions du Kangourou, 2006)

Objetivos — Esta atividade tem como objetivos os citados nas Atividades 1 e 2 e mais:
e identificar alteracbes que podem ser feitas nos dois membros de uma
equivaléncia, mantendo-a verdadeira.

Enunciado

Observe as ilustragcbes 1 e 2, nas quais objetos iguais tém o mesmo peso, €
responda as perguntas.

@ g
= g
I

L

llustracéo 1 llustracao 2

a) Se vocé retirar uma garrafa de cada prato da balanca ela continuard em
equilibrio? Justifique.

b) E se retirar um pote de cada prato?

c) E o "peso”, em cada prato, continuara o mesmo a cada retirada? Justifique sua
resposta.

d) Complete as igualdades:
3 garrafas + 1 pote
2 garrafas + 1 pote
2 garrafas + 4 potes =

e) Para a balanca da ilustracao 2 ficar também em equilibrio, quantos potes devo
colocar no outro prato? Como vocé calculou o numero de potes?

f) Escreva a igualdade que representa esse equilibrio.
Comentarios

1) Assim como o item (a) da ATIVIDADE 1, os itens (d) e (f) desta atividade visam
especificamente que os alunos escrevam duas expressdes equivalentes ligadas pelo sinal
de igual. O segundo membro de todas as igualdades de (d) devem ser escritos em termos
de numeros de garrafas e/ou potes.

2) Esses tipos de atividades séo Uteis na preparacao ao trabalho de equacfes, mas podem
ser desenvolvidas com criangas dos primeiros anos de escolaridade.
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ATIVIDADE 4 — NUmeros Cruzados

Objetivos
Utilizar uma atividade ludica para

e analisar igualdades numéricas e

e identificar nimeros que tornam equivaléncias verdadeiras.

Enunciado

Coloque em todas as casas com @ um numero inteiro, de modo que as
igualdades sejam verdadeiras.

12_@:4+4

Comentarios

1) Para o aluno completar as casas indicadas, ele precisa analisar varias equivaléncias.
Todas sdo exemplos de igualdades nas quais os dois membros sdo expressoes.

2) E importante a escolha da ordem das casas a completar.

3) Nas igualdades com mais de um espaco para completar, os alunos pensam que a
escolha do primeiro nimero é aleatéria, sem perceber que o fato de serem igualdades
“cruzadas” faz com que as solucfes sejam determinadas.

4) Outras dificuldades observadas.

e Completar o primeiro membro de uma igualdade, levando em conta apenas o
numero que vem logo depois do sinal de igual.
Exemplo de resposta com esse erro: “12 -8 =4 + 47,

e Ha alunos que, mesmo tendo sido apresentados aos numeros inteiros, estranham a
presenca de subtracdes com minuendo menor do que subtraendo, como as da 12
coluna e da 32 linha.

5) Para se adequar a alunos de diferentes niveis de escolaridade, este tipo de atividade
pode e deve ser adaptada para outros conjuntos numéricos como o dos nimeros naturais
Ou racionais e irracionais.
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ATIVIDADE 5 — Onde esta o Erro?

Objetivo
e Considerar igualdade como uma equivaléncia, tendo as propriedades reflexiva
(a=a), simétrica (se a = b, entdo b = a) e transitiva (sea=b e b =c, entdo a = ¢).
Enunciado

Dado o problema: Pensei em um nimero, dividi-o por 2 e somei 3 ao resultado, obtendo 23.
Em que nimero pensei?

André o resolveu assim: “"23 -3 =20 x 2 = 40”, e respondeu 40.
André fez tudo certo? Por qué?

Comentarios

1) A maioria dos alunos ndo tem experiéncias nas quais eles avaliem o que € escrito por
outra pessoa; no inicio, é necessario um incentivo do professor.

2) Essa atividade apresenta um procedimento incorreto, cujo erro € dificil de ser
percebido por ser muito frequente em todos os niveis de escolaridade.

3) Espera-se que o aluno perceba que as igualdades sdo falsas, uma vez que néo
satisfazem as propriedades citadas nos objetivos. O importante ndo é o nome de cada
propriedade, mas o erro que a falta da mesma acarreta. No caso: 20 x 2 néo € igual a
23 -3 nem 23 — 3 ¢é 40!
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ATIVIDADE 6 - Igualdades em Diversas Situacdes

Objetivo
e Explorar os diversos tipos de igualdade usados em Matemaética.

Enunciado
Observe as igualdades e responda as perguntas, justificando.

a) Se trocarmos a ordem dos membros da igualdade 3 + 5 = 8, ela continua
verdadeira?

b) As igualdades 3 + 5 =2 + 6 e 25 = 30 - 5 estdo corretas?
Escreva outras expressées para o primeiro membro de cada uma delas, de modo a
manter a igualdade.

c) Para que valores de a, b e c a igualdade a (b+c) = ab + ac é verdadeira?
Sem fazer a conta, responda: essa igualdade é verdadeira para a = 207, b = 398
e ¢ = 123? Por qué?

d) A igualdade 2m+ 3 = m representa uma equacao?
A partir dela é possivel determinar o valor representado por m?

e) A igualdade (r + s)? = r?2+ 2rs + s? é sempre verdadeira? O que ela representa?
Se trocarmos a ordem dos seus membros, ela serd verdadeira?

f) Dada a equacdo T = 2n + 3, é possivel determinar um valor numérico para T?
E se soubermos o valor de T, é possivel determinar o valor correspondente para n?
Dé exemplo de uma situagdo, na qual duas grandezas variem de acordo com essa
equacéo.

g) i. Vocé ja usou, em geometria, uma igualdade do tipo S = b h?

ii. Essa igualdade é verdadeira para quaisquer valores de S, b e h?

iii. Determine valores de S, b e h de modo que ela seja verdadeira, e compare
com os que os seus colegas determinaram. O que vocé concluiu?

iv. Atribuindo valores numéricos para b e h, é possivel determinar exatamente S?

v. Quantos retédngulos existem com uma area e uma altura dada?

Comentarios

1) N&o é nossa intencdo, nesta atividade, dar nomenclaturas, nem cobrar classificagdes de
igualdades. Isto seria desastroso. No entanto, como foi observado na introdugdo do
capitulo, para a construcdo do conceito de igualdade como uma equivaléncia, é necessario
que os alunos tenham consciéncia das diversas situa¢des nas quais a utilizamos. Os itens
sdo totalmente independentes e podem ser trabalhados em momentos distintos.

2) Segundo salienta Walle (2007), os alunos estranham igualdades do tipo das do item
(b), embora a familiarizagdo com as mesmas seja fundamental para a formacdo do
conceito de igualdade e, mais tarde, em atividades algébricas. Para alunos com tal
dificuldade, sdo interessantes experiéncias como as ATIVIDADES 1 e 4 ou de completar
igualdades, em contexto puramente matematico.

Exemplo:3+ ... —1= ...-7+2x3.

3) Embora ndo haja uma ordem de dificuldade entre os itens desta atividade,
consideramos que as igualdades que envolvem variaveis dependem de uma experiéncia
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do aluno com a linguagem simbolica. O professor deve estar atento a melhor época para
trabalhar cada uma delas.

4) N&o é usual a apresentacdo da igualdade que representa uma relagdo funcional como
sendo uma equacdo com mais de uma variavel, o que pode acontecer nos itens (f) e (g).

O item (f) é adequado a alunos que ja tiveram contato, mesmo que informal, com
o conceito de funcdo (Tinoco, 2002), mas esse conceito pode também ser naturalmente
apresentado neste contexto, com a construcdo de uma tabela ou mesmo de um grafico
cartesiano.

A idéia de que uma varidvel independente pode passar a assumir o papel de
incdgnita, ao ser atribuido um valor numérico a variavel dependente, também pode ser
explorada. De fato, atribuindo-se um valor para T na igualdade T = 2n + 3, obtém-se
uma equagdo com uma so incégnita n. O gréfico representando a funcdo pode mostrar
bem claramente a relacéo entre o valor fixado para T e o obtido para n.

E importante incentivar os alunos a escreverem a situacdo pedida; eles, em geral,
ndo tém essa experiéncia tdo rica de relacionar a matematica com situagdes reais.

5) No item (g), tem-se a formula da medida da area de um retdngulo ou de um
paralelogramo em funcdo das medidas da base e da altura do mesmo. Nem sempre 0s
alunos relacionam as formulas a funcdes e, muito menos, a equacdes. A equacdo
representa uma funcéo (S) de duas varidveis (b, h). Isso pode ser explicitado no item iv,
pois, S fica perfeitamente determinada em funcdo de b e h.

A equacdo também pode ser vista como uma equacgdo propriamente dita, que €
satisfeita por uma infinidade de ternos de numeros (S, b, h), embora ndo seja satisfeita por
quaisquer valores de S, b e h. Uma tabela com valores das variaveis que tornam a
igualdade verdadeira pode ajudar os alunos a perceberem a idéia de equacéo.

A (ltima pergunta pode ser explorada com papel quadriculado — para valores
inteiros de S e h — e, depois, generalizada.
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Capitulo IV - A Propriedade Distributiva

O inicio do estudo da Algebra representa para os alunos, a0 mesmo tempo, uma
continuidade e uma ruptura (Falcdo, 1993). De fato, a forma de abordar os problemas e a
linguagem simbdlica sdo aspectos relevantes e novos para os estudantes. Por outro lado,
muito da sintaxe que rege os procedimentos algébricos provém de propriedades
importantes das operagBes aritméticas, entre elas a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relagdo a adigéo e a subtracao.

Na aritmética, essa propriedade € muito usada na realizacdo de céalculos mentais e,
principalmente, no algoritmo da multiplicacdo. Ela abrange equivaléncias entre
expressdes numericas que, ao serem generalizadas por meio de expressdes literais,
permitem a observacéo e a conclusdo de fatos importantes.

Por exemplo, por meio de exemplos numéricos, € possivel fazer a seguinte
conjectura.

“A soma de trés numeros inteiros consecutivos ¢ sempre um multiplo de 3.

Para raciocinar genericamente, pode-se representar essa soma simbolicamente e
manipula-la assim: a + (a + 1) + (a + 2) =3a + 3 =3 (a + 1). A partir da ultima
expressao, € mais facil concluir que a soma é um multiplo de 3, do que das anteriores.

A propriedade distributiva é um resultado relevante da aritmética. A
familiarizacdo com essa propriedade é um caminho para que o aluno passe a admitir a
igualdade no sentido de equivaléncia. No entanto, os autores deste trabalho constataram
que tal familiarizacdo ndo existe de fato, como mostram as respostas a questdo seguinte,
aplicada a alunos do Ensino Fundamental e Médio.

a) A area do retangulo ABCD pode A3 4 B
ser calculada por meio de duas expressoes: 5
2X3+2x4 ou 2x(3+4).
D C

O resultado das expressdes sera 0 mesmo?
Por qué?

b) Para cada um dos retangulos MNOP e RSTV, escreva duas expressdes para
representar a sua area.

R S M 5 3 N
a b
\% b c T P )

Nenhum desses alunos citou a propriedade em suas respostas. Os poucos que
responderam a pergunta “O resultado das expressées sera o mesmo? Por qué? " se referiram ao
fato de que ambas representam a area da mesma figura. Quando o professor perguntou que
propriedade estava envolvida nessa igualdade, a unica resposta obtida foi: “A ordem dos fatores
ndo altera o produto”. Isto indica que a contextualizagdo da propriedade distributiva em
situagOes reais ilustra bem essa propriedade, mas néo leva o aluno a sistematiza-la do ponto de
vista numérico nem simbdlico, o que precisa ser feito pelo professor.

Exemplos de situacdes em diversos contextos sdo sugeridos a seguir. Em cada
uma delas, o incentivo ao aluno para que escreva igualdades permite a sua familiarizacao
com equivaléncias numéricas e literais e a compreensdo de procedimentos algébricos
bésicos como adi¢do de termos semelhantes, multiplicacdo de polindmios e outros.
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ATIVIDADES

As atividades deste capitulo tém por objetivos:

e aplicar a propriedade distributiva da multiplicagdo em situagdes com contextos
distintos;

e identificar a formulacéo geral dessa propriedade por meio de uma igualdade entre
expressoes algébricas e

e escrever equivaléncias numéricas e literais.

ATIVIDADE 1 - A Gincana

Enunciado

Para uma gincana, Dona Vera arrumou as carteiras da sala de aula,
separando as meninas e os meninos, da seguinte forma.

AR IC] p eninos
A A AGAGA L 1L 1]
A A waa 110 [ |- Meninas
AAAVAAAGAL 1L 1]

a) Para calcular o numero de carteiras da sala, Julia escreveu a expressdo
4x7+4x3.
Como Julia pensou para descobrir quantas carteiras ha na sala?

b) Para calcular esse mesmo numero de carteiras, Carlos escreveu: 4 x (7 + 3).
Como Carlos pensou para escrever essa outra expressdo?

Comentarios
1) As respostas abaixo ilustram a dificuldade dos alunos em se expressar.
Aluno A
a) “Ela contou as carteiras da lateral e da frente e multiplicou”.

b) “Ele multiplicou a vertical com a horizontal dos meninos e somou a horizontal
das meninas”.
A frase escrita no item b sugere que o Aluno A interpreta a expressao 4 x (7 + 3)
como 4 x 7 + 3, indicando o seu desconhecimento da propriedade distributiva.

Aluno B

a) “Julia pensou da seguinte forma: primeiro multiplicou o tanto de carteira dos
meninos por fileira que é igual a 4x7. Depois fez 0 mesmo processo com as
meninas 4x3”.

b) “Carlos pensou de uma forma simplificada, ele preferiu multiplicar a soma das
fileiras ™.

2) Os alunos observaram as duas formas possiveis de contar as carteiras, mas nao se
referiram a igualdade das duas expressdes. Consideramos que, a partir de respostas como
as transcritas acima, o professor pode sistematizar a propriedade e estimular os alunos a
se expressarem com mais clareza.
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ATIVIDADE 2 - O Terreno

Enunciado

O Senhor Silva resolveu dividir
seu terreno, de formato
retangular, em duas partes
também  retangulares: uma 5m
para plantar verduras e outra
para criar galinhas.

8m 6m

Observe a planta do terreno na
figura e responda.

a) Que expressdo pode representar a drea total do terreno como soma das areas das
duas partes?

b) De acordo com o problema, o que representa a expressdo 5 x (6 + 8)?
Calcule o seu valor.

c) Comparando a expressdo dada no item (b) com a que vocé escreveu em (a), o
que vocé conclui?
Represente a sua conclusdo por meio de uma igualdade.

d) Se os terrenos tivessem outras dimensoées, vocé poderia tirar a mesma conclusdo?
Represente um exemplo: - graficamente, num papel quadriculado;
- por meio de uma igualdade entre expressbes
numéricas.

Comentarios

1) Para alunos de Ensino Médio, sem experiéncia com tarefas que exijam leitura de texto
e explicacdes verbais (mesmo que orais) essa atividade apresentou dificuldade. Na
verdade, a maioria deles apenas calculou o valor da expresséo dada em (b).

2) A resposta a seguir, para o item (c), sugere o desconhecimento do que significa
escrever uma igualdade que represente a concluséo.

“A igualdade é a metragem lateral multiplicada pela frente”.

3) A nocédo de igualdade como tendo sempre do lado esquerdo do sinal de igual uma
expressao a ser resolvida e, do lado direito, o resultado numérico obtido impede algumas
vezes 0 aluno de escrever a resposta correta dos itens (c) e (d), mesmo quando fornecem

exemplos corretos no item (d). Exemplo de resposta.

con x N y 8m 5m
C) “Sdo que as expressdes ddo a mesma conta”.
d) “7x5+7x8=8".

“7x (5+8)=7x13=8"

m

Observe que o alunondo escreve 7 x 5+7 x 8 =7 x (5+8).
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ATIVIDADE 3 - A Quantidade de Azulejos

Enunciado
Leia com atencdo o dialogo.

Eis a conversa que César ouviu entre sua vizinha, Dona Clara, e o pedreiro.

Ny
Sr. Jorge, quantos metros quadrados de \
azulejo preciso comprar para azulejar as
paredes do meu banheiro? R
Um momento
Dona Clara.
PP aM L

Sr. Jorge mediu a altura das paredes do banheiro e encontrou 2,60 m.

Verificou que o piso era um retadngulo de 2 m por 1,5 m. Entdo respondeu a Dona
Clara:

«”
) Aproximadamente 18 ‘Eom,o 0 senhqr fez
metros quadrados tdo rapido o célculo?
~N
- Calculei o valor do perimetro do piso e N
multipliquei pela altura. Desconsiderei a
porta e a janela, para compensar
possiveis perdas nos recortes.
¢«
! Como assim?
~N O senhor ndo mediu as &reas das paredes e
depois as somou? O senhor tem certeza que
seus calculos estdo certos? Veja la, ndo
quero gastar dinheiro
desnecessario.
>

César também duvidou dos calculos do pedreiro e foi fazer as contas.

a) Responda: quem esta certo, Dona Clara ou o Sr. Jorge?
Justifiqgue matematicamente a sua resposta.

Enquanto César estava resolvendo as contas lembrou-se de uma
propriedade dos numeros que a professora de Matematica havia explicado.

Foi buscar seu caderno e la encontrou. César gritou ﬁ
Propriedade Distributiva:

(@+b+c+d).x=ax+bx+cx+dx

Tai! Entendi a propriedade.
Dona Clara e Sr. Jorge,

b) Apds entender a exclamacdo de César, ambqs estao certos.
. Eu ndo precisava ter feito
reescreva a propriedade, usando os . .
dados do problema tantos calculos, era s6 usar




31

Comentarios

1) O formato desse enunciado tem uma intencdo especial: possibilitar ao aluno a
interpretacdo de um texto, em linguagem informal, envolvendo um problema matematico.
Esse tipo de apresentacdo, em geral, acarreta dificuldades e precisa ser mais frequente em
sala de aula.

Em experiéncia com turma com maioria de alunos adultos, grande parte deles néo
entendeu a situacdo proposta no problema. S6 entenderam que Dona Clara queria saber
quanto de azulejo ela teria que comprar. Nota-se que este contexto é ligado a realidade
pessoal de muitos dos alunos.

2) A realizagdo da atividade com alunos em duplas ou grupos de trés é recomendavel.

3) Esta atividade exige a familiarizacdo com as noc¢des e o calculo da area e do perimetro
do retdngulo. Como séo nocOes essenciais a alunos de qualquer nivel escolar, caso estes
ndo tenham, o professor deve suprir essa necessidade ao realizar a atividade.

4) A partir da experiéncia com alunos com bastantes deficiéncias em matematica, sugere-
se 0 seguinte encaminhamento para incentivar a interpretacdo do texto e a identificacdo
das questdes do problema.

i) Escreva com suas palavras a divida de César.

if) Identifique no problema as duas maneiras diferentes de calcular quantos metros
quadrados de azulejos deveriam ser comprados.

iii) Observe o desenho da
planificacao do
banheiro (sem teto) e
escreva nela as (sem piso)*
dimensbes das paredes X
do mesmo. (com o piso)

5) A sugestdo da observacdo das figuras € um importante trabalho de visualiza¢do
espacial, que em geral os alunos ndo tém oportunidade de experimentar. Ao examinar as
figuras, os alunos tiveram dificuldade em perceber que alguns segmentos do contorno do
piso faziam parte também do contorno das paredes. A observacdo da sala de aula pode
ajudar a sanar essa dificuldade.

6) Também se observa dificuldade por parte dos alunos para entender o que é pedido no
item (b). Trata-se da sistematizacdo da propriedade, que precisa ser encaminhada pelo
professor, chamando a atencdo dos alunos para que substituam as letras da propriedade
encontrada por César pelos nimeros apresentadas no problema. A figura também pode
ajudar neste ponto.
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ATIVIDADE 4 — As Compras da Aline

Objetivos
Além dos objetivos ja estabelecidos, as atividades 4 e 5 visam a

e reconhecer a importancia do uso da propriedade distributiva no célculo
mental ou com a calculadora.

Enunciado

Aline foi ao supermercado e comprou cinco barras de chocolate branco, cada uma
custando R$ 6,90, e cinco barras de chocolate escuro, cada uma custando R$ 6,50.
Como, na hora de pagar, os caixas estavam quebrados, o caixa teve que fazer as
contas usando maquinas de calcular. Houve entdo uma discussdo entre Aline e o
caixa sobre como deveria ser feita a conta. Observe as afirmacbes de Aline e do
caixa.

Aline

Caixa (6,50 + 6,90) X 5

6,90x5+6,50x5

Como vocé pode ajudar a acabar com a discussdo, sem fazer as contas?

Comentarios

1) De acordo com o observado na experiéncia, a tendéncia dos alunos é fazer as contas
nos dois casos e verificar que o resultado é 0 mesmo.

E importante, portanto, insistir para que eles ndo efetuem as contas, reconhecam a
propriedade distributiva, e a registrem por meio de uma equivaléncia:

6,90 x 5+ 6,50 x 5 = (6,50 + 6,90) x 5.

2) A curiosidade natural de saber o resultado pode ser respondida por meio de calculo
mental, o que é bem mais facil se for feito sobre a expressdo do segundo membro da
igualdade.
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ATIVIDADE 5 - A Loja de R$ 1,99

Enunciado

O professor Claudio foi comprar marcador de quadro branco numa Loja de R$ 1,99.
Os marcadores custavam R$ 1,99 cada. Claudio resolveu comprar 5. Na hora de
pagar o rapaz da caixa fez as contas de 'cabeca’ e disse:

"sdo dez reais menos cinco centavos”.

a) Esta correta a conta feita pelo rapaz?

b) Por que 5 x 1,99 é igual a 10 - 0,05? Expligue sem efetuar as contas.

Comentarios

1) Esse é mais um exemplo no qual o uso da propriedade distributiva auxilia no calculo
mental.

E provavel que os alunos considerem mais facil fazer mentalmente 10 — 0,05 do
que
5x1,99.

Para 0s que tém experiéncia com célculo mental, multiplicar por 5 pode ser facil
(multiplicar por 10 e dividir por 2). Nesse caso, poder-se-ia mudar, no enunciado, o fator
5 por 7 ou 8.

2) A mesma observacdo feita na atividade anterior cabe nesta. Os alunos tenderdo a
efetuar as duas contas e verificar os resultados. Devem, nesse caso, serem estimulados a
escrever uma outra expressao numeérica, equivalente a essas duas, e que represente o
raciocinio feito pelo rapaz da caixa. Isso pode ser feito a partir de perguntas como:

Como o rapaz inventou a expressao 10 reais menos cinco centavos? De onde ele sacou
1S50?
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Capitulo V — Simbologia e Linguagem Algébrica

Simbologia

A Matematica ensinada, principalmente a partir do sétimo ano, é impregnada de
simbolos, que foram construidos ao longo de séculos. As etapas dessa construcéo séo, por
vezes, ignoradas nas salas de aula e livros didaticos. O pressuposto desse ensino € que o aluno
precisa dominar regras, sendo automaticamente capaz de aplica-las a situacdes concretas.

Ao final deste texto apresentamos pequeno resumo do desenvolvimento historico
da linguagem algébrica. Ele podera contribuir para a compreensdo, pelo professor, das
dificuldades encontradas por seus alunos.

A manipulacdo simbolica tem sido uma das questbes centrais no ensino da
Algebra. Entre os alunos iniciantes no estudo da Algebra, observamos muitas vezes
dificuldade em admitir que nimeros podem ser representados por simbolos. Os resultados
dos testes por nos aplicados (ver anexo) evidenciam isso. Também ¢é dificil para eles lidar
com desafios ndo convencionais, para cuja resolucdo seja necessario interpretar
informacdes apresentadas em diversas linguagens e estabelecer uma estratégia.

Até mesmo estudantes que executam a manipulacdo das técnicas algébricas com
éxito, muitas vezes, ndo compreendem tais técnicas e pouco conseguem concluir a partir
de e/ou comunicar por meio das expressdes simbolicas. Neste sentido, exploramos
situacbes em contextos variados para discutir o manuseio de técnicas da Algebra,
mostrando a necessidade e importancia da compreensdo no uso da linguagem simbolica.
Observamos que, em geral, os alunos sdo pouco solicitados a escrever expressdes
algébricas; as expressdes lhes sdo apresentadas para que as resolvam, fatorem,
simplifiquem, etc.

Como a experiéncia inicial e, muitas vezes Unica, dos estudantes, neste campo, é
resolvendo equacOes, toda letra em matematica é considerada por eles como sendo uma
incognita cujo valor deve ser determinado. Além disso, quase sempre, nos livros e nas
aulas, essas incognitas sdo representadas pelas letras x ou y, 0 que gera uma estranheza
por parte dos alunos quando outras letras aparecem com este papel. Todos esses aspectos
sdo indicadores da falta de familiarizacdo dos alunos com os diversos papeis da variavel.

Considerando que o uso da linguagem simbolica nas suas diversas fungGes, com
compreensdo, é um objetivo importante do ensino de Algebra, a comunicacdo de idéias
por meio de simbolos merece atencdo especial.

Arcavi (1995, p. 62/63), sem tentar definir o sentido dos simbolos, salienta
aspectos importantes, que resumimaos a seguir.

- Compreensdo e sensibilidade em relagdo ao poder dos simbolos, quando e como podem
e devem ser usados; quando estes devem ser abandonados em favor de outras abordagens.

- Habilidade de manipular mecanicamente as expressdes simbodlicas, acoplada a de leitura
compreensiva dessas expressdes, estabelecendo conexdes e verificando a razoabilidade de
resultados.

- Habilidade de selecionar e construir representacdes simbolicas para problemas e a
coragem de procurar expressdes melhores para substitui-las.

- Percepcdo da necessidade de verificar os significados dos simbolos e de confronta-los,
ao resolver um problema.

- Consciéncia dos diferentes papéis que 0s simbolos podem assumir em diferentes
contextos.



35

A Evolucéo Historica da Linguagem Algébrica

A anélise da evolucgdo historica da linguagem algébrica € um importante subsidio
para a reflexdo sobre as dificuldades dos alunos em relacéo a aprendizagem da Algebra e,
particularmente, ao uso da linguagem simbolica.

Segundo Baumgart (1992), a origem da palavra Algebra vem da expressdo arabe
al-jabr usada no titulo de um livro, escrito em Bagda por volta do ano 825, pelo
matematico arabe al-Khowarizmi. Nesta época a Algebra restringia-se apenas ao estudo
das equacOes e a palavra al-jabr tinha o sentido de restauragdo (a passagem de uma
equacdo como x - 2 = 8, para restaurar o 2 que estava sendo tirado e encontrar a incognita
completa x = 10). No desenvolvimento da Algebra ao longo da Histéria destacam-se duas
fases que se distinguem nos pontos de vista tanto cronoldgico quanto conceitual: a fase
antiga ou elementar, que inclui o desenvolvimento da linguagem e dos métodos
algébricos, priorizando a resolucdo de equacbes, e a fase moderna ou abstrata,
consolidada a partir do século XIX, que inclui o estudo das estruturas matematicas, tais
COMO grupos, anéis e corpos.

Como nosso interesse é relacionar a evolugdo da linguagem algébrica e da algebra,
como conhecimento matematico, com 0 ensino basico, focaremos especialmente no
desenvolvimento da notacdo algébrica na fase elementar. Nessa fase ha trés estagios:
retorico, sincopado e simbdlico.

Estagio retorico

Neste periodo, ndo se fazia uso de simbolos nem de abreviacGes para expressar 0
pensamento matematico, as expressdes eram escritas totalmente em palavras. Por isso,
este estagio também é chamado de verbal.

No exemplo dado por Guelli (2002), do livro Al-Kitab al-jabr wa’l Mugabalah,
al-Khowarizmi resolve a equacdo 6x + 4x + 2x = 36 da seguinte forma.

...] E preciso, em primeiro lugar, que vVoc8s somem seis raizes com quatro
raizes e com duas raizes.

Como doze raizes valem o0 mesmo que trinta e seis unidades, entdo o valor de
uma raiz é trés unidades.[... (p. 26)

O estagio retérico abrange a Algebra formulada pelos egipcios, babildnios e
gregos, entre estes, os pitagdricos e Euclides. Ainda neste periodo, constata-se o destaque
dado a Geometria, utilizada como um recurso, para a apresentacdo da resolucdo de
problemas algébricos.

Struik (1989) afirma que

...] o forte carater aritmético-algébrico da matematica babildnica transparece
também na sua geometria. Tal como no Egito, a Geometria veio da
fundamentacdo de problemas préaticos relacionados com medicdo, mas a forma
geomeétrica de um problema era usualmente apenas uma maneira de apresentar
uma questdo algébrica... A caracteristica principal desta Geometria era, porém,
0 seu suporte algébrico. Este fato é igualmente verdadeiro para todos os textos
das eras neobabil6nica, persa e seléucida (600 a.C.— 300 d. C.) [... (p.59)

Por exemplo, 0 que escrevemos como (a+b)? = a? + 2ab + b2 era apresentado por
Euclides da seguinte forma (Baumgart, 1992).

; Se uma linha reta é dividida em duas partes quaisquer, o quadrado sobre a linha
ab b toda é igual aos quadrados sobre as duas partes, junto com duas vezes o
retdngulo que as partes contém. (p. 7)

2 ab . .
a Para os gregos da época de Euclides a ao quadrado era sempre

representado por um quadrado de lado a.

a+b
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Estagio sincopado

Neste longo periodo, do século Il até cerca de 1500, as palavras foram,
gradualmente, substituidas por abreviacdes. O grego Diofanto, no século 111, introduziu o
estilo sincopado de escrever equagdes ao representar pela primeira vez uma abreviatura
especial para a incognita.

Exemplo dessa notagdo algébrica é apresentado por Baumgart (1992, p 31):

Eis um exemplo de um dos mais antigos manuscritos, seguido
de uma interpreta¢io na forma moderna ¢ uma explanagao do grego:

K'B sm MNATe MS sgott pnd;
isto €

X2 X8 - X35 1 -4 =44
ou

2x3 + 8x — (5x% + 4) = 44

KT & uma abreviacdo de «xTBOX (KUBOS, *‘cubo’).

) 1% ¢ uma abreviacdo de apifuos (arithmos, ‘‘numero’’).

N é uma combinacio de A e l em AEIWXIXE (LEIPSIS, **menos’’).
AT ¢ uma abreviacido de (DUNAMIS, ‘‘poténcia’’).

M ¢ uma abreviacdo de MONAAEY (MONADES, *‘unidades’).

Mais tarde, os hindus desenvolveram uma forma sincopada similar & de Diofanto.

A partir deste periodo, os matematicos foram lentamente substituindo as
abreviaturas por letras e sinais, criando condi¢Ges para que um novo estagio surgisse - 0
simbolico.

Estagio simbdlico

Neste estagio, que inclui os seculos XVI e XVII, as idéias algébricas sdo
representadas por meio de simbolos, como resultado de uma evolucdo gradual no
aperfeicoamento e na padronizacdo de notacdes. Este processo deu um salto expressivo,
por volta de 1500, quando o crescimento econdmico propiciou as grandes viagens,
facilitando o intercdmbio de idéias.

Nesta época, podemos destacar alguns fatos relacionados a essa evolucao.
e Aceitacdo do sistema de numeragdo indo-arabico pelos europeus.

e Invencdo da imprensa, que facilitou a padronizagéo do simbolismo.
Segundo Mendes (1994):

...] a algebra do inicio do século XVI se restringia, apenas, a encontrar 0s
valores desconhecidos numa dada equagdo com coeficientes numéricos
especificos. A algebra era ainda, essencialmente, um conjunto de “truques” e
ndo um método geral; cada caso especifico necessitava de um “truque”
diferente. A idéia de se estudar uma equacdo geral que representasse uma
classe inteira de equagdes ainda ndo havia surgido. E esta idéia bésica, de se
fazer uma distingdo clara entre parametros (valores conhecidos) e variaveis
(valores desconhecidos) surgiu com Frangois Viete (1540-1603). Viéte usou
VOgais para representar variaveis e consoantes para representar parametros...A
passagem para uma notacdo algébrica totalmente simbolica s6 ocorreu durante
o intervalo de tempo entre Viéte e Descartes. [... (p. 20).

Os exemplos apresentados por Baumgart (1992) mostram algumas etapas do
processo de aperfeicoamento e padronizacdo da notagéo.
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Cardano (1545): cubus p 6 rebus aequalis 20 < x3+6x = 20.

Descartes (1637): x3 — 6xx + 13x — 10 = 0.

6, §

Bombelli (1572): T p - 3 - Eguale 4 20,
X0+ 8x3 =20

Viete (1591): 1QC - 15QQ + 85C 225Q + 274N
aequatur 120,
X7~ 15X+ 85x3 — 225%7 4 274x = 120

A Sala de Aula

Considerando o desenvolvimento da linguagem algébrica em nossas salas de aula,
verifica-se que os alunos ndo tém oportunidade de vivenciar a fase retérica (verbal) e tdo
pouco a fase sincopada.

De fato, quando se inicia o estudo de Algebra no Ensino Fundamental, ha, em
geral, uma imposigdo rapida e precoce do uso de simbolos. E como se o uso da linguagem
corrente tivesse que ser quase totalmente desprezado. Este fato contradiz a evolucdo
historica da propria Matematica, constituindo, talvez, uma das principais causas das
dificuldades dos alunos para a compreensdo da simbologia algébrica, nesse nivel de
ensino.

Nos testes e entrevistas aplicados ha respostas indicando que seus autores estao
em uma fase de transicdo entre 0s estagios retorico e simbdlico do desenvolvimento da
linguagem algébrica, o que é natural, mas exige atencdo especial do professor para que
esta transi¢do se complete.

ATIVIDADES

Objetivos das seis primeiras atividades deste capitulo.
e Identificar a possibilidade de representar nimeros por simbolos (letras e outros).

e Escrever expressoes literais simples para representar resultado de contagem ou de
medida.

e Relacionar informacdes veiculadas de maneiras ndo convencionais.
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ATIVIDADE 1 - Agéncia de Turismo
(Adaptada de Falcéo, 1993)
Enunciado

A agéncia de turismo Pequeno Mundo deixa claro como compde o salario que paga a
seus funcionarios, afixando o seguinte cartaz na parede.

4 AGENCIA DE TURISMO PEQUENO MUNDO
[ Salario/hora ][Comisséo/Passagem ][ Parte fixa do salario ]

Il I i
_ (maw =TI

a) Jodo, empregado por essa agéncia de viagens, trabalhou 80 horas e vendeu 22
bilhetes aéreos durante o més de julho passado. Que total Jodo recebeu em julho?
Expligue.

~

b) Num certo més, Marcus trabalhou 50h e Leo trabalhou 30h. Pode-se afirmar que,
no final desse més, Marcus ganhou mais do que Leo? Por qué?

c) Escreva uma féormula que represente o salario total mensal de um funcionario que
trabalha um total de h horas e vende p passagens.

Comentarios

1) Esta atividade, pela sua simplicidade, mostrou-se facil para os alunos, apesar de o
enunciado ser apresentado em linguagem ndo usual. Devido a importancia de que 0s
alunos se habituem a interpretar tipos diferentes de linguagem, outras atividades devem
ser criadas neste sentido.

2) O unico item que provocou dificuldade foi o item (c). Isto pode ter como causas a
pequena experiéncia dos alunos com a criacdo de expressdes algébricas e a pouca relagédo
que em geral é feita destas expressdes com situagdes reais.

Mesmo trabalhando em duplas, houve alunos que sé acertaram depois da
intervencdo do professor. Respostas como as dos exemplos abaixo ilustram essa
dificuldade.

“salario x passagem x parte fixa” ou
“300+h+b".
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ATIVIDADE 2 - O Alvo

Enunciado
Este é o alvo de um jogo de dardos: [ ] 5pontos
a) Jodo acertou F—— 10 pontos
4 vezes no e
vez ] [T 15 pontos
5 vezes no [[[III]].
B 50 pontos

Quantos pontos ele fez?
Como vocé calculou?

b) Quantos pontos fez uma pessoa que acertou:

- 3 vezes no |:| € y vezes no D]]]]]Iﬂ ?
- fvezes no - e p vezes no |:| ?
- a vezes noE , 5 vezes no |:| e y vezes no - ?

c) Na 1@ partida, Jodo acertou a vezes no |:| e b vezes no [[D]]]]] e, nha 24
partida, ele acertou b vezes no [[[[[[[]] e ¢ vezes no - :

Ao final das duas partidas, qual foi o total de pontos feitos por Jodo?
d) Mariana fez 45 pontos. Dé duas possibilidades de acertos para sua jogada.

e) Tiago jogou o dardo b vezes e fez 10 b pontos. Em que regido(b6es) Tiago pode ter
acertado?

Complete a tabela para representar algumas dessas possibilidades.

N°de jogadas (b)

Total de pontos
(10 b)

Regido(des)
acertada(s)

f) Numa partida, um jogador fez 10a + 15b pontos e outro fez 5d + 10c pontos.
E possivel que os dois tenham feito o mesmo numero de pontos? Justifique.

Comentarios

1) A questdo também esta apresentada em linguagem ndo convencional, com o uso de
legendas e, além disso, alguns itens tém letras representando dados, o que certamente é
fator de dificuldade para os alunos.

O grande numero de itens pode tornar a questdo cansativa se for trabalhada de
uma so vez.

2) Na explicacdo de como calcularam os pontos do item (a), alguns alunos escreveram
erroneamente as expressoes. Foi frequente o erro em relagcdo ao uso do sinal de igualdade,
como indica a resposta: “6x4=20+5x15=75 .. 20+75 = 95",

3) Nos itens (b) e seguintes, o maior indice de erros ocorreu quando havia dados
numéricos misturados com dados literais. Observa-se, em geral, a preocupacao do aluno
em dar um resultado numérico, e, para tal, simplesmente, ignoram as letras, ou
consideram que, sempre que uma variavel se apresenta sem coeficiente, esta “vale” 1.
Tais procedimentos se baseiam, muitas vezes, na crenca em que a propriedade do
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fechamento, que vale para os nimeros naturais, tem de continuar valendo nas expressoes
algébricas.

Exemplos de respostas para o item (b).

3.5+ 15=30" »30=2307

“a+10=10" “x50+ px5=55"

4) Nas respostas da tabela, observam-se outros erros além dos comentados anteriormente.

Respostas Observacoes

“ax10+5x5=10+25+yx50=385" | Mau uso do sinal de igualdade.
“3.5=15+yx15=30"

O aluno ja admite que a expressdo nao
“a 10+5. 5+y.50=x" tenha (esultado rHJmerlc’cg, mas alnd% sente a

necessidade de “fechar” a expressdo, nem
que seja por uma unica letra (geralmente,

X).
“15+y” Alunos que ndo compreendem a presenca
“t+p” de legendas e ignoraram o valor das
P mesmas, que deviam ser multiplicados
“25taty” pelas letrasy, f, p,a bouc.
“(500) + (5p)” Alunos conseguiram escrever expressoes
“(10)a + 25 + (1.50)" algébricas, mas usaram  paréntesis

desnecessarios.
“x = (a.10) + 25 + (v. 50)”

O intervalo entre 15 e 25 e 0 conectivo e
“a.15 25ey 50" substituem sinais de operagoes, sugerindo

que o aluno ainda ndo se encontra no
estadgio simbdlico do desenvolvimento da
linguagem algébrica.

5) A entrevista relatada abaixo ilustra as dificuldades dos alunos em usar letras e
expressdes para representar nimeros.

Item a

A-35 +15y =0.

E — Por que igual a 0?

A — A equagéo da algebra néo funciona com duas incognitas? (talvez as varias letras dos
enunciados o tenham confundido). N&o tem resultado. O resultado ndo esta 100%. Eu
coloquei 0 porque a equacéo pode ser igualada a 0. Tem diferenca?

E — Mas ele fez 0 pontos?

A — Nao. Isto com mais isto...

E — O que é isto com mais isto?

A — Quantos pontos ele fez.

E — Vocé esta me dizendo que isto com mais isto é 0 pontos?
A — Calma... Aqui eu vou isolar a letra e passar para o outro lado.
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E — E? Entdo vocé estd me dizendo que isto é uma equagdo. Por que vocé igualou a 0?
A — Porque estou aprendendo equacao do 2° grau agora.
E — Mas isto é uma equacédo do 2° grau?
A — N&o, porque ndo tem x?, ndo tem incognita ao quadrado.
E — O que vocé estd escrevendo significa o qué?
A — E o total de pontos que ele fez.
E — Mas vocé esta dizendo que é igual a 0; vocé esta dizendo que ele fez 0 pontos?
A —Nao. 15y =35
15y=15
y=15:15=1.
6) O item (c) tem o objetivo de familiarizar o aluno com a soma de monémios e com a
analise das possibilidades de reducéo de termos semelhantes.

7) No item (d), trabalha-se com as varias possibilidades de se ter uma soma de pontos
igual a 45. E a nocdo de equivaléncia que esta em jogo.

8) No item (e), o que apresenta maior dificuldade, a letra b tem o papel de uma grandeza
variavel (n° de jogadas), e o numero total de pontos depende dela. A sugestdo da tabela
surgiu a partir das experiéncias feitas e pode ajudar a resolver a questdo e construir a
nocao de variavel.

9) O item (f) foi incluido na atividade apos termos observado a dificuldade dos alunos
iniciantes em Algebra em admitir que duas letras ou duas expressdes distintas podem ter
0 mesmo valor, e em analisar as possibilidades disto ocorrer.

ATIVIDADE 3 — Mogas e Rapazes
Enunciado

Em uma loja ha cinco vezes mais rapazes do que mocas. Utilizando as letras p e q
para representar o numero de rapazes e mogas, respectivamente, use a linguagem
matematica para traduzir essa situagao.

Comentarios

1) O numero significativo de respostas em branco para essa questdo, considerada facil
para o0 ensino médio, pode se dever, insistimos, a falta de familiaridade dos alunos com o
uso da linguagem algébrica para representar uma situacao real.

2) Um erro comum nessa questdo é o de escrever: “5p =¢”, trocando p e q. Como Arcavi
(1995) observa, este erro ndo significa necessariamente a auséncia do conceito de
variavel, mas pode ter origem em questdes de linguagem; o aluno segue a ordem em que
0s elementos aparecem na frase.

3) Uma forma de incentivar o aluno a verificar criticamente a sua resposta € sugerir a ele
que escreva outra situacdo que possa ser representada pela igualdade 5q = p.
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ATIVIDADE 4 — O Campeonato

Enunciado

No ultimo campeonato brasileiro o Flamengo marcou Z gols e o Vasco H gols.

a) Quantos gols os dois times marcaram?

b) Se vocé soubesse quanto vale Z e quanto vale H, que operacdo vocé faria para
calcular o total de gols?

Comentarios

1) As respostas dadas indicaram que a maioria dos alunos reconhece a operagdo
envolvida na questéo.

2) Alunos que ndo admitem que uma letra pode representar um nimero recorreram mais
uma vez a particularizacdo, dando valores a Z e a H, de acordo com a posicdo dessas
letras no alfabeto, e respondendo “23 + 8 = 31".

3) A crenca de que uma resposta ndo pode ser uma expressdo com mais de um termo, ou
seja, a resposta tem de ser “fechada’ (Booth, 1994) leva o aluno a representar o resultado
da soma por um nimero ou por uma letra (de preferéncia, x). Exemplo: “Z+ H=x".

4) Um aluno respondeu zh e, depois de se corrigir, justificou o erro assim: “E 0 vicio,
porque na aula agente faz ab, cd”.

5) Segue entrevista com aluno do 8° ano.

E - Quantos gols os dois times marcaram?
A-zh

E — O que isso significa?

A — Que z é igual a h. Deu mais explicacdes dizendo que precisava dos valores de z e de
h.

E — Se o Flamengo tivesse feito 3 gols e o Vasco 2, quantos gols teriam feito juntos?
A -5 gols.

E — Repetiu a pergunta inicial: Quantos gols os dois times marcaram?

A — (Imediatamente): z + h.
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ATIVIDADE 5 — Perimetros

Enunciado

O perimetro de uma figura plana é a medida do comprimento do contorno dessa
figura.

Determine o perimetro de cada figura abaixo.

Comentarios

1) Como na atividade do alvo, o maior nUmero de erros ocorreu nos itens em que
aparecem letras, principalmente, duas letras diferentes. Nesses casos, alguns alunos
deram valores particulares as letras e outros pegaram a régua para medir 0s comprimentos
dos segmentos.

2) Alguns alunos admitem representar nimeros por letras, mas erram na manipulacdo
algébrica ou tentam igualar a expressdo a uma unica letra ou monémio. Exemplos.
2 6

na+a:a ; na_,’_ a:an ; y+y+y+y:yy’ ; {(a+5:5an ; u)} +y+y+y:y4”.

3) No item 1V, a dificuldade no célculo algébrico pode ser observada inclusive em alunos
que chegaram a expressdo “2(2x+2y)”, mas ndo escreveram como resposta 4x + 4y nem
4 (x+y) .

Houve alunos que indicaram as somas 4x e 4y, mas ndo somaram, indicando que
ndo admitem que a resposta seja uma soma indicada.

Outros exemplos de respostas que indicam essa dificuldade.

“Ytx+y+ty+txtx+y+y=8" e  X+xb
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ATIVIDADE 6 — A Parte escondida da Figura

(As ldéias da Algebra, 1994)
Objetivo
Além dos objetivos citados anteriormente, esta atividade visa a

e relacionar informacdes apresentadas no texto com as fornecidas por uma figura.

Enunciado

Uma parte da figura esta escondida.
Ao todo sdo n lados, cada um de comprimento 5.
a) E possivel saber quantos lados estdo escondidos?
Por qué?
b) Como vocé pode representar o perimetro dessa figura?

Comentarios

1) A forma ndo usual de apresentar a questdo - utilizando uma figura irregular, com uma
parte escondida e apenas algumas medidas de comprimentos de lados indicadas com o
numero 5 - pode ter gerado dificuldades como as ilustradas abaixo.

- Considerar apenas 0s lados com o nimero 5 indicado > “8x 5.
- N&o admitir expressao literal como resposta = “nao da .

2) Embora tenha sido pedido no enunciado para representar o perimetro da figura, e ndo para
calculé-lo, os alunos tentaram obter resultados numéricos, como em 8 x 5, ou contando todos 0s
segmentos que aparecem na figura.

3) Apesar de aparecer explicitamente no texto: ao todo sdo n lados, cada um de
comprimento 5, quase todos os alunos ignoraram este fato. Isto sugere que, para alunos
que ainda ndo conseguem raciocinar no terreno das idéias, a figura tem uma influéncia
mais forte do que o texto.

A resposta “Ndo é possivel representar o perimetro porque a figura estd
incompleta” € um indicio disto.

4) Alunos que ignoraram o dado n, mas procuraram levar em consideracdo a parte
escondida da figura, introduziram outra variavel: “40+5X” (note que o nimero 40 é 8 x
5).

5) As entrevistas com alunos de 8° e 9° ano ilustram as dificuldades mencionadas.
Aluno 8°ano

E - O que vocé seria capaz de escrever sobre o perimetro desta figura? Observe que
parte da figura esta escondida. Ao todo sdo n lados, cada um de comprimento 5.

A — Contou os lados aparentes, achou 24 e respondeu: 120.
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ATIVIDADE 7 — E Verdadeira?
Objetivos
e Ler expressdes algébricas com compreenséo.

e Analisar a possibilidade de dois simbolos diferentes representarem o mesmo
namero.

Enunciado
Complete a frase abaixo com uma das expressoes.
sempre € verdadeira, nunca é verdadeira ou as vezes € verdadeira.

Adgualdade @+ b +c¢C = @a+d+C .o
Justifique.

Comentarios
1) A maioria dos alunos respondeu “nunca pode ser igual”.
Exemplos de justificativas incorretas para essa resposta.

“a+b+c o resultado é abc e nunca seria a+d-+c porque foi colocado o d na questio”.
“Nunca. Pois essas expressoes ndo sdo iguais”’.

“Nunca. Porque, pelo alfabeto, a ordem ndo pode ser alterada”.

“Nunca, pois o valor de b é diferente do valor de d”.

2) Entre as justificativas de respostas corretas, encontramos as seguintes.

“As vezes b pode ter o mesmo valor de d”.
“Depende, se b e d forem iguais”.

3) Os alunos em geral tém pouca oportunidade de lidar com a possibilidade de que letras
diferentes podem ter o mesmo valor. Por exemplo, nos exercicios de célculo de valor
numérico de expressdes, em geral, cada letra tem um valor diferente. Os casos em que
duas incognitas diferentes de um sistema de equacdes tém o mesmo valor sdo excecdes
aos quais se da pouca énfase. No item f da ATIVIDADE 2, do alvo, procuramos
provocar a discussdo dessa questdo. Outros problemas devem ser criados neste sentido.
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ATIVIDADE 8 — Teorema de Pitagoras

Objetivos
e Escrever expressdo algébrica para representar um resultado geométrico: o
Teorema de Pitagoras.

e Aplicar a conservacdo de area em situagdo-problema.
Enunciado
Material — 04 triangulos retangulos congruentes (recortados soltos, de preferéncia de cor).

Uma folha de papel com desenhos de dois quadrados congruentes, sendo a
medida do lado de cada quadrado igual a soma das medidas dos catetos de cada triangulo.

Fig. | Fig. 1l

Desenvolvimento —

a) As figuras I e II sdo quadrados congruentes.

Cologque os 4 triangulos sobre a figura I, de modo que os &ngulos retos desses
tridngulos coincidam com os 4ngulos internos dessa figura, sem haver superposicao
dos tridngulos.

Contorne a figura que ficou descoberta, e caracterize-a, justificando.

b) Forme dois retdngulos com os dois pares de tridngulos e cologue-os sobre a figura
II, de modo que a parte que ficar descoberta seja composta de dois quadrados
menores. Contorne essas figuras.

c) Compare a drea do quadrado que ficou descoberto na figura I com as dos
guadrados formados na figura I, justificando com palavras.

d) Represente esta relagdo por meio de uma igualdade envolvendo as medidas dos
trés lados dos tridngulos dados.
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Comentarios

1) Esta atividade é uma demonstracdo simples do Teorema de Pitagoras, que pode ser
trabalhada com alunos de anos anteriores ao 9°, uma vez que ela depende apenas de 0
aluno ter a conservacao de area.

2) Nela, é explorado o significado geométrico desse Teorema e, s6 ao final, aparece a sua
representacdo algebrica. Para acentuar o significado geométrico, é importante que 0s
alunos observem que os quadrados obtidos nas figuras | e Il sdo quadrados cujos lados
sdo, respectivamente, a hipotenusa e os catetos dos tridngulos dados.

3) O item (a) tem uma Unica resposta, a menos de rotacdo, mas o item (b) tem duas,
mostradas a seguir. A diversidade deve ser explorada.

(a) (b)

4) No item (c), depois de os alunos concluirem a igualdade entre a area do quadrado da
figura | e a soma das areas dos quadrados da figura Il, pode-se sugerir-lhes que
representem por letras os lados de cada quadrado formado nas duas figuras, e, com as
mesmas letras, os lados correspondentes dos triangulos dados.

Para responder o item (d), deve-se observar que a igualdade € entre areas e nao
entre figuras.
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ATIVIDADE 9 — Sempre, Nunca ou as Vezes

Objetivo
e Analisar relagdes entre expressdes em fungdo dos possiveis valores da variavel.

Enunciado
Considere a afirmacdo: “2b é maior do que b - 2”.

Marque a alternativa correta e justifique sua escolha.
( ) sempre é verdadeira

( ) nunca é verdadeira

( ) as vezes é verdadeira

Justifique sua resposta com um contra-exemplo ou utilizando um calculo.

Comentarios

1) Do ponto de vista do rigor matematico, uma afirmacéo s6 é verdadeira quando vale
sempre.

A formulacdo desta atividade, no entanto, tem o objetivo de incentivar o aluno a analisar
valores da variavel que satisfacam ou ndo a afirmacdo, reforcando o conceito de variavel.

2) Muitos alunos utilizaram valores numéricos arbitrarios, quase sempre positivos, para
responder e justificar. E importante chamar a atencao para os outros tipos de nimeros que
eles ja conhecem.

3) A crenca em que, numa multiplicacdo, o produto encontrado € sempre maior que
qualquer um dos fatores e que o produto entre dois numeros € sempre maior que a
diferenca entre esses dois numeros, pode ser percebida nas justificativas dadas pelos
alunos. Ela é coerente com o que os alunos aprenderam nas operacdes com numeros
naturais, mas ndo vale nos conjuntos dos numeros inteiros e racionais.

A idéia de que dobro é sempre maior esta também relacionada com a vida pratica,
por exemplo, quando se diz: “Vou te dar o dobro”.

E importante que o professor estimule a reflexdo sobre essas crencas.
4) Exemplos de respostas incorretas (as respostas foram transcritas com todas as
incorrecoes).

o “Verdadeiro. Porque qualquer numero na frente da letra, sempre serda multiplicado
(sendo assim aumentando) e j& que sempre a outra serd de subtracdo, ser4 sempre
menor”.

“Verdadeiro. Se houver qualquer numero na frente da letra, ele se multiplicara, e ja que
a outra operagdo sera de subtrair, sera sempre menor”.

“Verdadeiro, b é um numero escondido multiplicado por dois e por isso o 2b é maior que b -
27
“Verdadeiro. Porque 2b é o dobro e b - 2 é subtraido”.

“Vai ser sempre verdadeira pois 2 vezes alguma coisa € igual ao dobro e alguma coisa
subtraida por dois vai ser sempre menor”.

“Verdadeiro. Por que 2 multiplicado por um nimero € menor que o niimero menos 2.
Exemplo de justificativa correta.

“b é uma variavel e, substituindo por um namero, poderemos obter um resultado, as
vezes maior e ds vezes menor”.
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5) Seguem outras atividades do mesmo género, com um maior grau de dificuldade, que
exploram outras crengas erroneas a respeito do inverso de um nimero, da potenciacgdo e
da radiciacao.

Sugerimos pedir ao aluno para “traduzir” a afirmac¢do em linguagem corrente,
antes de responder as questdes, por considerarmos que essa pratica o ajuda a reconhecer o
significado da afirmacdo e facilita a resposta.

L & menor do que X. (n+1)?=n?+1
X

3 Traducdo
Traducéo

Sempre verdadeira () Sempre verdadeira ()
Nunca verdadeira () Nunca verdadeira ()
As vezes verdadeira ( ) As vezes verdadeira ()

Justificativa Justificativa
Jt émenor quet. Ja+1 é menordo que a +1.
Traducédo Traducéo

Sempre verdadeira ( ) Sempre verdadeira ()
Nunca verdadeira () Nunca verdadeira ()
As vezes verdadeira () As vezes verdadeira ( )

Justificativa Justificativa
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ATIVIDADE 10 — O Segredo de Mauricio

Objetivos
o Identificar relacbes numéricas implicitas em expressdes algébricas por
meio de manipulacéo sobre elas.
e Analisar expressdes algébricas com compreenséo.
Enunciado

a) Mauricio gosta de inventar desafios matematicos para seus colegas.
Veja o ultimo que ele inventou.

"Descubra qual o segredo que existe na diferenca entre
0 quadrado de um numero impar e 17,

Escolha alguns outros numeros impares e complete a tabela.

Numero | O quadrado O quadrado do
impar do ndmero ndmero menos 1

a) Observando a ultima coluna da tabela, descubra o segredo.
b) Sera que esse segredo é valido para qualquer niumero impar?

c) Justifique sua resposta, utilizando as operagcdes com expressbes algébricas, os
produtos notaveis e a fatoracdo de expressoes algébricas que vocé aprendeu.

d) O que vocé pode dizer sobre os nimeros resultantes da diferenca entre a terceira
poténcia de um numero inteiro e o préprio nimero?

Comentarios

1) A grande maioria dos alunos da escola basica ndo tem experiéncia com 0 uso de
expressdes algébricas para generalizar fatos aritméticos, o que pode gerar dificuldades
nos mesmos para responder os itens (b) e (c). Assim, para que adquiram familiaridade
com essa préatica e tenham condic¢bes de resolver a atividade, sugerimos desafia-los a
escrever algebricamente:

- um numero par qualquer;

- um numero impar qualquer;

- dois numeros naturais consecutivos e
- trés numeros naturais consecutivos.

2) A atividade também exige dos alunos o conhecimento de propriedades aritméticas.
Para apresentar algumas delas, propomos as questdes abaixo, sempre pedindo
justificativas, que devem partir da observacao de exemplos numeéricos.

- Dados dois numeros naturais consecutivos, um deles sera par? Por qué?
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Dados dois numeros naturais consecutivos, um deles seré multiplo de 3? Por
qué?

Dados trés numeros naturais consecutivos, um deles sera multiplo de 3? Por
quér

Se, num produto, um dos fatores é mdultiplo de um numero, o produto sera
multiplo desse numero?

Se, num produto, houver um fator multiplo de 2 e outro mdultiplo de 3, esse
produto serd multiplo de que numeros?

2) Apos esta exploracdo, o processo de descoberta do porqué do segredo pode ser feita
passo a passo, como, por exemplo:

Escreva uma expressdo que representa um numero impar qualquer e eleve-a
ao quadrado. Nesse caso, podem escrever (2n+1)? ou (2n-1)3.

Subtraia 1 da expressdo que vocé obteve ao desenvolver esse quadrado.

Use as operacoes com expressoes algébricas e a fatoracdo de expressoes
algébricas que vocé aprendeu para obter a expressdo equivalente mais
simples.

Observe a expressdo obtida 4n(n+1) ou 4n(n-1) e decida se vocé pode
garantir que ela representa um numero

* par;

= multiplo de 3;
=  multiplo de 4;
= multiplo de 6;
= multiplo de 8.

A observagdo pedida acima envolve o que chamamos leitura compreensiva de

expressdes algébricas.

3) O item (d) é um desafio semelhante e, se necessario, pode ser encaminhado da mesma
forma. Acreditamos que alguns passos serdo desnhecessarios para 0s alunos que
compreenderem o item (c).



ATIVIDADE 11 — Brincando com Simbolos e NUmeros

Objetivos

e Identificar uma linguagem simbdlica ndo usual para a escrita dos nimeros naturais.

e Reconhecer ludica e simbolicamente o fato de que os ndmeros naturais sdo
escritos de forma Unica como produto de nimeros primos.

e Descrever verbalmente regularidades observadas em sequéncias de simbolos e numéricas.

Enunciado

a) Complete, no quadro a seguir, os numeros que estdo faltando, e escreva os
simbolos correspondentes a cada um deles.

b) Como vocé descobriu os simbolos de cada numero?

c) O que vocé pode observar, na representacdo

com simbolos, sobre os nimeros que: - sdo multiplos de 2?
- sdo divisiveis por 7?

d) Represente o numero 120, usando os simbolos da tabela.

- s§o multiplos de 10?
- tem apenas 2 divisores?

e) Que numero esta representado pelos simbolos: xx 1 1 1 1 1

2

3

5

6

7

8
111

t | = o Ix] o
11 13 |14 |15
D te xeo
21 25
xé o0

40

42
[Radd

of 11
50

tee

Comentarios

1) Os alunos demoram a identificar a operacdo que existe entre os simbolos. Inicialmente,
pensam que é adicdo, mas, depois de experimentar alguns nameros, descobrem que é

multiplicacdo

2) Outra dificuldade é admitir a necessidade de criar um simbolo novo sempre que surge
um novo nUmero primo.

3) E importante que o professor explore com seus alunos a variedade de regularidades
que podem ser observadas nessa atividade, estimulando sempre as justificativas orais.
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Capitulo VI — Reqularidade e Generalizacao

Pensar algebricamente é lidar com idéias, processos, resultados, leis, gerais. A
linguagem algébrica busca expressar o que € genérico. Exprime relacGes entre objetos,
independentemente da natureza desses objetos.

A existéncia de regularidades em fendmenos permite, muitas vezes, a sua
generalizacdo por meio de leis que podem ser representadas por expressdes algébricas, o
que possibilita a previsdo de ocorréncias, sem a necessidade de repetir tais fenbmenos. O
desenvolvimento da capacidade de generalizar situacGes que apresentam regularidades
deve ser estimulado nos alunos e exige, em geral, abstracdo. Para isso, e, a partir disso, é
necessario que o aluno desenvolva também a capacidade de apresentar argumentos na
linguagem corrente e justificar a validade da lei para quaisquer casos.

Encontram-se frequentemente, principalmente em niveis elementares, casos em
que os alunos generalizam fatos, verificando apenas a sua validade para casos particulares.
E, portanto, necessario que tais alunos explorem situacdes que lhes permitam concluir que
isso ndo é suficiente e 0s ajudem a desenvolver um pensamento genérico. Neste sentido
também é adequado o trabalho com situac@es que ndo apresentem regularidade.

O registro e a compreensdo de leis gerais em linguagem corrente, aritmética,
algébrica, geométrica e outras, sdo passos decisivos para que os alunos déem significado
as expressoes algebricas, familiarizando-se com este tipo de linguagem e desenvolvendo
este tipo de pensamento. Segundo Jodo Pedro da Ponte (2005): “[..Juma das vias
privilegiadas para promover o pensamento algébrico é o estudo de padrdes e
regularidades”. (p. 37)

Conforme o que foi observado na Introducdo, é na passagem da linguagem
corrente para a algébrica que reside a maior dificuldade dos alunos iniciantes em Algebra.
Para facilitar essa passagem, o habito de argumentar organizadamente em linguagem
corrente € essencial.

Outro aspecto ressaltado por pesquisadores, que enfatizamos, € que a iniciativa de
recorrer as letras para iniciar um raciocinio, ou expressa-lo, ndo se da espontaneamente
pelo estudante. N&o é um fendmeno natural. Deve ser ensinado e estimulado, como parte
da construcdo do conceito de variavel. Para tal, podem ser aproveitadas atividades
exploradas no estudo de proporc¢des, geometria e outros toépicos, como as que sugerimos
neste capitulo. Nessas atividades, ha apenas um item da ATIVIDADE 6 no qual ndo ha
regularidade. Nas demais, pedimos sempre uma igualdade que representa a lei geral da
situacdo, sob diversas formas. Por exemplo.

- Como vocé relaciona o numero de paradas e a distancia percorrida pelo trem?
- Como vocé representaria sua resposta por uma igualdade matematica?

- Escreva a formula que determina o numero total de rodas R do trem, quando
houver V vagoes.

Como salientamos na Introducdo, fendmenos que envolvem proporcionalidade
direta ou inversa sdo excelente meios de desenvolver esta capacidade, por se tratar de
relacdo simples e, de certa forma, natural. Por esse motivo, as trés primeiras atividades
propostas envolvem proporcionalidade direta, e a quarta, proporcionalidade inversa. Nas
cinco dltimas, a relagdo envolvida é representada por uma fungéo afim.

Atividades envolvendo os aspectos mencionados se encontram também em
publicacbes do Projeto Funddo como: Construindo o Conceito de Funcéo (Tinoco, 2002)
e Argumentacao e Provas no Ensino de Matematica (Nasser e Tinoco, 2001).
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ATIVIDADES

Objetivos das atividades deste capitulo:

analisar a existéncia ou ndo de regularidade em situagdes diversas;
expressar verbalmente argumentos que justificam tais regularidades;
expressar as leis que regem as situacfes por meio de expressdes algébricas e
identificar um sentido para o estudo e uso de expressdes algébricas.

ATIVIDADE 1 - Estacgdes do Metro

Enunciado

Em uma cidade, o metré foi planejado para que a distdncia entre duas estacoes
consecutivas seja sempre 10 km.

4 4 ) 4
Estacéo 12 22 3 )
inicial Estacdo Estacdo Estacéo

Responda.

a) O que vocé pode dizer sobre a distdncia percorrida pelo trem: apds 7 paradas? E
apos 12 paradas?

b) Como vocé relaciona o numero de paradas e a distancia percorrida pelo trem?
c) Como vocé pode representar a distdncia percorrida pelo trem apds y paradas?

d) O que significa a letra y?

Comentarios

1) A dificuldade de os alunos interpretarem o enunciado foi responsavel pelos principais
erros: 0 de considerar a partida como uma parada e/ou considerar que 10 km era a
distancia entre duas paradas ndo consecutivas, embora a palavra consecutivas estivesse no
texto. Isto reforca a necessidade de trabalho de escrita e de interpretacdo de textos em
matematica.

Considerando este Gltimo erro, optamos por incluir o desenho no enunciado.
Exemplo de resposta.

Item (a): 60 e 110.
Este mesmo aluno, no item (c), respondeu: x = (y —1).10

Os alunos que consideraram 10 km como a distancia entre duas paradas néo
consecutivas escreveram, no item (c): “d = 5y”.

2) Os alunos que responderam “a cada parada a distancia aumenta de 10 km”, no item
(b), j& conseguem matematizar a situacdo apresentada, embora ndo consigam generaliza-la
simbolicamente. Isto é um estagio na construgdo do conceito de fungdo (Tinoco, 2002),
que deve ser superado com experiéncias deste tipo.
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3) Exemplos de respostas de alunos que ja conseguegp abstrair a relacdo observada na
situacdo: “P.10 = K”; “sdo proporcionais” ou  “x = (y-1). 10”. Escreveu (y-1), por
considerar a partida como a primeira parada.

4) Para alunos com este nivel, é recomendavel acrescentar a esta atividade o seguinte item.
- Quantas vezes este trem parou entre duas estacoes distantes 90 km uma da outra?

Para responder esta pergunta, o aluno pode simplesmente realizar um célculo
mental ou resolver a equacdo 10 . y = 90, obtida ao fixar o valor da distancia em 90 km, na
relagdo funcional que escreveu. Ao fixarmos o valor de d em 90, a varidvel y, que era uma
variavel independente, passou a fazer o papel de incognita.

5) Considerar y uma parada foi um erro muito presente e reflete a dificuldade de o aluno
admitir que uma letra representa um ndmero.

6) As seguintes entrevistas com alunos do 7° ao 9° ano ilustram as dificuldades.

Aluno A

E — O que significa a letra y?

A — E o nimero de quildmetros (Depois acertou: € o nimero de paradas).

Aluno B

E - Como vocé relaciona o nimero de paradas e a distancia percorrida pelo trem?
B — Ficou na duvida.

E — Vocé é capaz de escrever sua resposta sem usar palavras, isto é, usando a
linguagem matematica?

B - y quilébmetros, o y pode valer qualquer coisa.

E — O que significa a letra y?

B - y é uma incognita.

Aluno C

E — Como vocé relaciona o nimero de paradas e a distancia percorrida pelo trem?
C-10.y.

E — O que significa a letra y?

C —y évariavel, é um nimero variavel.

O aluno D acertou o célculo das distancias nos casos em gque 0 numero de paradas eram
numeros dados, mas ndo conseguiu generalizar, apesar da intervencdo da entrevistadora.
E — Como vocé pode representar a distancia percorrida pelo trem apds y paradas?
D — N&o entendo essa y paradas.

E — O que significa a letra y?

D — A incognita.

Aluno P

E — O que significa a letra y?

P —y é um numero qualquer, entdo é 3.

Aluno R

E — O que significa a letra y?

R — N&o sei que numero é esse. Entdo ndo arrisco. Tenho que achar quantas estacdes tem.
Se eu conseguir, multiplico por 10.
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ATIVIDADE 2 — Cartbes com Bolinhas
(Adaptado de Matematica na Vida e na Escola, 82 série, Ed.do Brasil, 2001)

Enunciado
000
000 00600
000 000 000
000 o000 000 o000
Posicéo 1 Posicéo 2 Posicéo 3 Posicéo 4

Observe que, em cada posicdo, o cartdo tem numeros diferentes de bolinhas.
a) Quantas bolinhas haveré no cartdo da posicdo 5? E na posicdo 8?
b) Como vocé calculou o numero de bolinhas nessas posicoes?

c) Como vocé calcularia quantas bolinhas ha num cartdo que esteja numa posicdo
qualquer?

d) Como vocé representaria sua resposta por uma igualdade matematica?

Comentarios

1) Assim como a anterior, esta atividade pede a generalizacdo de situagdo em que as
grandezas que variam sao proporcionais. Por sua simplicidade, ela tem, em geral, alto
indice de acertos. O recurso visual € também fator facilitador.

2) As dificuldades mais observadas no item (b) foram apenas de expresséo.

Alguns alunos, entretanto, mesmo sendo de nivel médio, ndo perceberam a
multiplicacdo envolvida na situacao e responderam: “somando ou colocando mais”. Esta
resposta indica que o autor se referiu apenas a passagem de uma posi¢do para a seguinte, e
ndo a uma posicdo genérica.

Outras respostas indicam um raciocinio genérico:

“3 X Nn°da posi¢ao”’;
“indica a operagdo de multiplicagdo por 3”;
“vertical x horizontal”.
3) Exemplos de respostas ao item (c).
“3 mais que na posi¢do anterior” —, SO percebeu a lei de recorréncia, ndo
generalizou.
“Depende da posicao” —» N&0 consegue expressar a lei de formacéo.
“3” —» Viu que tinha relagdo com 3, mas ndo soube explicitar esta relacéo.

4) Houve alunos que responderam o item (d) com exemplos particulares, como, por
exemplo:

“3x 6 =18" — Isto indica a ndo construcdo do conceito de varidvel e merece
atencdo.
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ATIVIDADE 3 - O Preco dos Ovos
Enunciado

Na tabela temos a quantidade de ovos (em duzias) e o preco a pagar. Complete-a.

Quantidade de ovos Preco a pagar
(em duzias) (R$)
1 9,90
2 19,80
3
39,60
10
d
9,90y

Copie da tabela uma expressdo que permite determinar o valor do preco a
pagar por uma quantidade qualquer de ovos.

Comentarios

1) A experiéncia do grupo autor deste trabalho com proporc¢es indica que o uso de tabelas
para organizar e analisar dados auxilia em muito a percepgédo da estrutura envolvida no
problema (Tinoco, 1993).

2) As duas Ultimas linhas evidenciam a expressdo geral, algébrica, do preco a pagar.
Comparando as duas, observa-se 0 mesmo raciocinio feito em sentidos opostos, e pode-se
explorar o fato de que a letra usada ndo importa.

3) Seguem outros quatro exemplos de atividades do mesmo tipo da anterior. Em algumas
delas sugerimos explicitamente o uso das letras para indicar as variaveis, o que pode
auxiliar alunos com dificuldade. Ao longo do trabalho, o aluno deve tornar-se capaz de
tomar essa iniciativa.

I) A Locomotiva (Prova do Colégio Pedro Il — Admissdo ao ensino médio - 2004)

Em um trem, a locomotiva possui 4 rodas de cada lado, e cada vagao possui 6 rodas
de cada lado.

a) Quantas rodas tem ao todo um trem de 8 vagoes? E de 10 vagbes?

b) Escreva a férmula que determina o numero total de rodas R do trem, quando houver V
vagoes.

c) Determine o numero de vagdées quando o trem tiver um total de 128 rodas.
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I1) Caixas de Bombons

Dona Solange fabrica bombons caseiros e 0os vende em caixas decoradas. Em cada
caixa ela coloca 6 bombons e vende por R$ 14,00. Complete as tabelas a seguir.

Namero de Namero total de Namero de Quantia recebida
caixas bombons caixas vendidas com a venda
1 1
7 6
12 20
30 50

a) Qual a relacdo que existe entre o numero de caixas e o de bombons nelas
contidos?

b) Escreva uma igualdade que represente essa relacéo.

c) Qual a expressdo que representa a quantia recebida por D. Solange pela venda de
um numero qualquer de caixas de bombons?

I11) Correcéo de Salarios

Por causa de um acordo feito com o sindicato de trabalhadores, uma empresa vai
corrigir o salario de seus empregados, em 12%.

Complete a tabela que relaciona o salario antes e depois do reajuste.

Salario antes de ser | Salario depois de ser
corrigido (em R$) corrigido (em R$)
1.450,00
1.700,00
2.000,00
2. 950,00
X

Obs — Essa atividade da oportunidade de resgatar o contetdo de porcentagem, ressaltando
o fato de que 112 % de uma quantia € igual a essa quantia multiplicada por 1,12.

V) Distancia Percorrida
Numa rodovia, um carro mantém uma velocidade constante de 60 km/h.

Complete a tabela que indica a correspondéncia entre a quantidade de horas e a
distancia percorrida.

Numero de horas Distancia
percorrida

1

2

3

6

10

Represente essa correspondéncia em linguagem matematica.
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ATIVIDADE 4 - Prémio da Loteria
Além dos objetivos mencionados, esta atividade tem um objetivo especifico:

e escrever expressdes que generalizem situacdes envolvendo proporcionalidade inversa.

Enunciado
Um prémio de loteria de 120 000 reais sera dividido igualmente entre os ganhadores.

a) Complete a tabela na qual n representa o numero de ganhadores e Q a quantia
qgue cada um recebera.

1 2 3 4 5 6 10 15

n
Q

b) Observando a tabela, escreva a relacdo entre os numeros de cada coluna.

c) Qual é a férmula que possibilita o calculo do prémio que cada jogador recebera,
dependendo do numero de ganhadores?

d) E possivel cada ganhador receber 16 000 reais? Por qué?

Comentarios

1) A atividade difere das anteriores, pois, envolve proporcionalidade inversa, que é tdo
importante quanto a direta, embora pouco explorada. Nesse caso, 0 aluno deve concluir —
item (b) - que o produto das variaveis n e Q é constante. Uma equacdo que representa essa
situacdo € pedida no item (c).

2) No item (d), tem-se a possibilidade de discutir o fato de que 16 n&o é divisor de 120.
Mais uma vez enfatizamos a importancia de os alunos conversarem e escreverem em
linguagem corrente.




60

ATIVIDADE 5 - Qual a Relacéo entre as Colunas?

Enunciado
Qual o numero que deve estar no lugar da letra a?
Qual é a regra que relaciona as colunas A e B?

AlwNF (D>
o |©||um

Comentarios

1) Facilmente, pela observacdo da coluna B, os alunos percebem que o valor de a é 11. No
entanto, a lei que generaliza a relacdo entre as colunas A e B ndo é trivial para alunos que
ndo tenham experiéncia com este tipo de tarefa. Para desenvolver essa experiéncia, €
necessario explorar outras tabelas que envolvam relagfes mais simples, tais como o dobro,
0 sucessor, o triplo mais 1, etc.

2) Um professor ou um aluno do ensino médio é capaz de reconhecer a coluna B como
uma progressdo aritmética de razdo 2 e primeiro termo 5. No entanto, o objetivo da
atividade é que estes e outros alunos dos ultimos anos do ensino fundamental serdo
capazes de resolvé-la, raciocinando com as operacOes, até chegar a expressdes corretas,
possivelmente distintas, para relacionar A e B. Exemplos: 2n + 3, (2n - 1) + 4 e 2(n-1) +
5. A discussdo sobre a utilidade da manipulacdo algébrica para concluir que todas essas
expressdes estdo corretas, por serem equivalentes, é importante.
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ATIVIDADE 6 — Precgo do Estacionamento

Enunciado

Priscila foi ao supermercado com sua mde. Como o estacionamento gratis do
supermercado estava lotado, sua mé&e precisou deixar o carro num outro
estacionamento rotativo, que tinha a seguinte tabela de precos.

a) Complete a tabela.
Tempo Preco em R$
1h 10,00 b) Como vocé calcularia o quanto uma pessoa pagaria
°h 22 00 de estacionamento se deixasse o carro durante um dia
: inteiro?
3h 34,00
4h
5h
Tempo Preco em R$
c) Se no estacionamento houvesse a seguinte tabela, 1h 10.00
a partir dos seus dados, seria possivel determinar o °h 16,00
preco do estacionamento num periodo de 6 horas? Por :
qué? 3h 30,00
4h 40,00
5h 62,00

Comentarios

1) Para melhor construir a nogdo de regularidade, o aluno precisa explorar situaces nas
quais ndo ha regularidade, como ocorre nesta Ultima tabela.

2) Alunos de 7° e 8° ano tiveram bastante facilidade em responder o item (a), mas a
dificuldade nos demais itens foi grande. O nimero de erros no 8° ano foi menor, embora
0s erros tenham sido semelhantes.

3) Um erro comum no item (b) foi considerar que cada hora estacionada custaria 12 reais,
sem considerar os 10 reais de primeira hora.

Muitos dos alunos que encontraram a resposta correta (R$ 286,00) somaram de 12 em 12
até chegar as 24h, ou seja, perceberam a lei de recorréncia, mas ndo encontraram uma
expressao para a lei geral.

4) Na letra (c) diversos alunos, depois de trabalharem com a primeira tabela, e outras
experiéncias envolvendo situagdes com regularidade, acreditam que esta sempre existira.
N&o conseguindo estabelecer uma lei, dao respostas aleatorias, pois também acreditam que
todo problema proposto pelo professor deve ter uma solucao.

Transcrevemos a seguir exemplos de justificativas interessantes de alunos que
perceberam a inexisténcia de regularidade.

“Ndo. Porque ¢ mais embolado e os numeros sdo diferentes”.

“«“

do. Pois a diferenga entre todos os valores ndo sdo iguais”.

“«“

do porque o prego de um para o outro ndo é regular”.
“Ndo. Pois a tabela esta irregular”.

“«“

do. Porque nessa tabela ndo tem uma formula”.
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ATIVIDADE 7 — Cercas de Quadrados

Objetivos
Além dos objetivos mencionados no inicio do capitulo, esta atividade visa a:

e avaliar a possibilidade de representar uma mesma situacdo por meio de diversas
expressoes e

o verificar a equivaléncia entre as diversas expressdes algébricas com o0 uso de técnicas
algébricas.

Enunciado

Na figura abaixo estdo representadas “cercas” quadradas formadas por quadradinhos 1 x 1.

u n [TTTI
1x1 5x5 8x8

a) Encontre o numero de quadradinhos 1x1 necessarios para construir uma cerca do
mesmo tipo, sendo.

1)5x5 i) 10 x 10 v) 100 x 100

ii)8x8 iv) 12 x 12 vi) 1000 x 1000
(Se precisar, use o papel quadriculado).

b) Explique como vocé encontrou esses numeros.

c) Escreva em linguagem matematica o numero de quadradinhos necessarios para
construir uma cerca quadrada qualquer desse tipo.
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Comentarios

1) Para responder ao item (a) alguns alunos do ensino fundamental (7° e 8° ano)

recorreram inicialmente a multiplicacdo (5x5 = 257,

“8x8 = 64”), mas, com a

intervencédo do professor, acertaram o item, usando diversas estratégias de contagem.

2) Entre as explicacdes de como contaram (item b), encontramos.

Explicacao

Obs.

No6s somamos os lados esquerdo e direito, e somamos o de cima e o debaixo,
mas sem somar as laterais.

Somamos 2 colunas horizontais com as duas colunas verticais, sendo que
qualquer uma perde 2 quadrados, dependendo de que lado comegou.

Somando 2 lados com nimero igual por ex: 8x8, soma-se 2 lados de 8 e 0s
outros por 6, subtrai 2 quadrados.

Encontramos esses nimeros colocando no lado direito e esquerdo o nimero
pedido, e no superior e inferior colocamos 0s NUMeros menos 2 e Somamos.

Eu somei as paralelas verticais e das horizontais eu tirei 2 de cada e somei.

Explicagdes
de estratégias
coerentes com
a expressao
escrita, mas
Com erros no
modo de se
expressar.

Eu e meu colega somamos os quadradinhos.
Ndés encontramos através de um raciocinio l6gico e basico.
Atraves de um raciocinio légico, rapido e facil.

Somando os quadrados.

Respostas que
sugerem
auséncia de
estratégia.

Salientamos que a dificuldade de expressdo dos alunos, em palavras, pode ser
minimizada com o trabalho em grupos, valorizando a troca de idéias oralmente e o registro

das conclusbes por escrito.

3) Abaixo, apresentamos uma diversidade de respostas corretas para o item (c). Segue

exemplo de explicacdo clara dada por aluno do 8° ano para esse item.

“Quando eu contei o segundo [5 x 5] eu percebi que os quadradinhos das pontas
eram contados duas vezes, logo eu percebi que era para fazer a expressao algébrica  4x

— 4, pois possui 4 lados ”.

Um aluno falou alto para o colega: 0 método adotado tem que funcionar para

todos, e respondeu: x+ x +w +w =D.
4) Outras respostas encontradas.

Resposta

Observacao

4x -4
X+X+X-2+x-2
X—1x4 [Colocouao lado: (x—1).4]

distintos.

Corretas, com trés modos de pensar

Xx4-4=y Sugerem necessidade dos alunos de igualar
y+y +(y-2)+(y—2)=x a expressdo a outra variavel.
X2+ X—-2 Sugerem incompreensao do fendmeno. Uso

X+y+2+m=n

aleatdrio de letras e expressoes.
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Desafiar os alunos a mostrarem que expressdes aparentemente distintas podem ser
equivalentes ¢ meio importante para que os alunos compreendam a utilidade das
manipulacgdes algébricas que aprendem.

5) Em trabalho com professores surgem ainda as seguintes expressoes:
X2 —(x - 2)°
X+(X-1)+(x-1)+(x-2)
2n+2(n-2)

6) Os erros freqlentes de multiplicar as dimensdes ou calcular o perimetro da cerca
devem- se, provavelmente, a experiéncia do aluno com as formulas para o célculo da area
e do perimetro do quadrado.

7) A riqueza dessa atividade esta na diversidade de estratégias possiveis, com as
respectivas expressdes, distintas, porém equivalentes. Sugerimos incentiva-los a mostrar
essa equivaléncia, por exemplo, como na proposta a seguir.

Dividir a turma em 7 grupos e sortear uma das fichas a seguir para cada um e fixar
copias de todas no quadro. Depois, propor a tarefa.

Mostre a Ana que todas séo
equivalentes bastando, para
isto, utilizar as propriedades
da matematica, e elas vdo se
reduzir a uma so.

Ha tantas expressdes
diferentes, eu pensava que
tivesse apenas uma, sera
gue sdo todas iquais?

4(n-2) + 4 2n + 2(n-2) X+X+X-2+x-2

2(n +n-2) || @®-(a-2)? (x-1).4 y+y +(y-2)+(y-2)=x

8) Observa-se que, a cada modo de explorar a figura, esta associada uma expressao. Um
exercicio interessante € o de pedir aos alunos que facam essa associacao, ap0s a resolucédo
da atividade. Segue-se uma sugestdo que também pode ser feita em grupo.
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Eduardo, professor de Matematica, prendeu no mural o seguinte desafio para todos
os alunos da escola.

MURAL DA ESCOLA ALUNO BRILHANTE

DESAFIO

Na figura estdo representadas “cercas” quadradas, formadas por quadradinhos
1x1.

5x5 8x8
4x - 4 y+y +(y-2)+(y-2)=x 2(n + n-2) 2n + 2(n-2)
Gr........ (C] TR (€] Gr.vovens..
n+n-1+n-1+n-2 4(n-2) + 4 aZ-(a-2)?2 (x-1).4
Gr......... (C] S (€] S (€] S

Henrique ficou responsavel por colar no mural as solu¢bées de sua turma. Enquanto
organizava o mural as fichas cairam e se misturaram. Uma explicagdo caiu no
bebedouro e se estragou. Ele ia fixar juntas a expressdo algébrica e a respectiva
Jjustificativa. Ajude Henrique a montar o mural colocando o nome do grupo na ficha
com a expressdo correspondente e escrevendo a justificativa da expressdo que
sobrou.

Seguem as fichas com as explicagdes de cada grupo.

Grupo da Cecilia - N6s diminuimos um do Grupo _dos Nerdes - Eu e meu colega
lado do quadrado e multiplicamos 4 vezes. calculamos a area do quadrado e tiramos
todos os quadradinhos de dentro.
Grupo do Felipe - Encontramos esses numeros
colocando no lado direito e esquerdo o lado do Grupo do André - Soma lado de cima
quadrado, e no superior e inferior colocamos com o lado direito, tirando 2 quadra-
esse lado menos 2, e somamos. dinhos e multiplica tudo isso 2 vezes.
Grupo _da Ana - Somamos 2 linhas Grupo da Bia - No6s somamos os lados
horizontais com as duas colunas esquerdo e direito, e somamos o de cima e o
verticais, sendo que estas perdem 2 debaixo, mas sem somar os cantos, e depois
quadrados. somamos 4 para fechar.

Grupo da Ligia - Nés somamos um lado com o seguinte menos um quadradinho, mais o
seguinte tirando um quadradinho, mais o ultimo lado tirando dois quadradinhos.
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ATIVIDADE 8 - Tragando e Contando Segmentos

Objetivos
Além dos objetivos mencionados nas atividades 1 e 7, esta atividade visa a

e integrar a algebra com a geometria e a combinatéria.

Enunciado
Nas circunferéncias da figura estdo marcados pontos arbitrarios.

a) Determine o numero de segmentos que podem ser tracados em cada
circunferéncia, ligando esses pontos dois a dois.

OO0

2 pontos 3 pontos 4 pontos 5 pontos
...... segmento ...... SEgMentos ...... Segmentos ... SEgMeNtos

b) Escreva uma expressdo que dé o numero de segmentos formados para um ndmero
n
gualquer de pontos marcados sobre a circunferéncia.

c) A expressdo que vocé escreveu serviria para determinar os numeros pedidos no item a?
Justifique.

d) Observando as figuras formadas, que significados geométricos podem ter esses
segmentos?

e) Escreva a expressdo que da o numero de diagonais de um poligono de n lados.
Utilizando a expressdo do total de diagonais, obtenha a expressdo que vocé
escreveu para o total dos segmentos.

Comentarios

1) Na aplicacdo da atividade observamos a dificuldade de alguns alunos em interpretar o
seu enunciado. Algumas dessas duvidas sdo relativas a linguagem usada, outras sdo
devidas ao ndo conhecimento dos conceitos geométricos envolvidos. A falta de
experiéncia de alguns, com tarefas que ndo sejam apenas reproducdo de algo feito pelo
professor anteriormente, também requer a intervencdo do professor. Esta intervencao, no
entanto, deve sempre ter o carater de provocar o raciocinio do aluno e ndo de responder a
questéo por ele.

2) O item (e) ndo é adequado para alunos que ndo conhecem a formula do nimero de
diagonais de um poligono.

3) Ndo é necessario que o aluno tenha conhecimento formal de analise combinatoria para
resolver o problema. O raciocinio combinatério envolvido pode e deve ser desenvolvido
em anos do ensino fundamental.

4) A discussao do item (c) deve levar o aluno a compreender que a resolucdo de um
problema, na sua forma geral, abrange cada caso particular, ou seja, que resultados gerais
e particulares ndo sdo independentes.
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ATIVIDADE 9 — Estrutura da Ponte
(Adaptada de Cox & Bell, 1989)

Objetivos
Além dos objetivos apresentados nas atividades 1 e 7, esta atividade visa a

e escrever uma equacdo em uma incognita, a partir de outra equagdo que representa uma
relacdo funcional.

Enunciado

A estrutura lateral de uma ponte é construida com barras de aco ligadas por
parafusos, formando tridngulos.

O desenho mostra as trés primeiras etapas da construcdo dessa estrutura.

Base com 1 barra Base com 2 barras Base com 3 barras

a) Desenhe as duas proximas etapas.
b) Quantas barras formam a base da quarta etapa? .......... E da quinta? .........
c) E quantos parafusos havera nas estruturas, nessas etapas? ............ € tiiiiiiinns

d) Complete a tabela a seguir.

Namero de
barrasdabase | 1 2 3 4 5 6 |20 35
da estrutura
Nuamero total de 3
parafusos
Namero de
barrasdabase | 1 2 3 4 5 6 | 15 | 25
da estrutura
Numero total
de barras

e) Como vocé pode relacionar o numero total de parafusos necessarios com o
numero de barras da base. Escreva uma expressdo algébrica que traduza esta
relagao.

f) E como podemos relacionar o numero total de barras usadas com o numero de
barras da base da estrutura. Represente esta relacdo por uma igualdade.

g) Um aluno no item anterior, ndo considerou as barras da base, encontrando a
expressdo 3n-1. Explique como vocé pode encontrar a expressao algébrica para o
total de barras, aproveitando esta expressdo (n é o numero de barras da base).

h) Se, numa estrutura desse tipo, vocé usar 7 parafusos, quantas barras na base
vocé usara? E quantas barras vocé usara? E se forem 81 parafusos?
Como vocé calculou?
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Comentarios
1) Todos completaram os itens a, b, c e d corretamente.
2) Exemplos de respostas aos itens (e) e (f).

(e) Total de parafusos — (f) Total de barras usadas —
N° de barras da base N° de barras da base
2x+1 4x -1
X+Xx+1 m.4-1=Kk
X.2+1 p=b4-1 , p=4db-1
X+ (X+1)=y, x=n’debarrasdabase | x.4—-1=y ,xigual ao n° de barras
e y = n° de parafusos. da base da estrutura e
X+1l+x=y y igual ao n° total de barras.
zhri=e ;:t))frtl)‘??e parafusos b.4-1=n , b=base
= . — no0
De 2em 2 — N&o soube generalizar, N =nde barras.
mas observou a mx4—-1=y, m=n°de barras daestr. e
regularidade. y = n° total de barras.

Encontram-se respostas que, embora corretas, ndo mencionam explicitamente que
variavel é funcdo de qual, mesmo no item (f), no qual isto é pedido explicitamente.

3) Segue-se entrevista com aluna do 9° ano, que ilustra a dificuldade em usar letras para
generalizar o fendmeno.

A - Nao entendi o item (e).

E - Quero que vocé descubra uma relacdo entre o n© total de parafusos e o n° de barras
da base e escreva uma expressdo algébrica. Vocé sabe o que é uma expressdo algébrica?
A - Usando letras.

E - Tente escrever uma expressdo que sirva para encontrar o n© total de parafusos
para qualguer n° de barras da base.

Aluna continua ndo conseguindo.

E - Vamos observar esta tabela. O que acontece com o numero total de parafusos a
medida que o n© de barras da base aumenta?

A - Vai aumentando 2.

E - Se fossem 7 barras na base, quantos parafusos seriam necessarios?
A-—15.

E - E para qualquer n° de barras? Como vocé faria?

A - Teria que usar letra.

E - Que letra vocé quer escolher?

A—m.

E — Entdo, como ficaria?

A - Tenta achar uma relacdo numérica até que responde: € dobro mais um.
E - Como vocé pode escrever isso de uma forma geral?

A -2m + 1. Aluna se espanta e diz: é facil.

Nos itens (), (g) e (h) a dificuldade aumentou e a aluna s6 conseguiu fazer com a
orientagéo do entrevistador.
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4) As expressdes gerais, na maioria das vezes, foram obtidas usando os dados das tabelas e
néo a figura. A entrevista seguinte mostra como um aluno do 9° ano generalizou a partir
da figura.

E - Como vocé completou a primeira tabela?

A - Comecei contando no desenho e depois fui somando de 2 em 2. (Justificou com o
desenho e com 0s nimeros).

E - O que acontece com o numero de parafusos, quando aumentamos 1 barra na
base?

A - Para os parafusos da base coloco em cima 1 parafuso a menos.

E - O que acontece com o numero total de barras quando a base aumenta de uma
barra?

A - Observando os nimeros da tabela e, depois, verificando no desenho que, para cada
nova base, sdo acrescentadas 4 barras: Esta sendo somado de 4 em 4.

E - Podemos calcular o nimero total de parafusos de uma ponte com um namero qualquer
n de barras na base, utilizando uma expresséo algébrica.

A - Ndo sabe 0 que é uma expressdo algébrica, entdo diz:
- Se tiver n pode ser 9 em cima;
- A pessoa € que sabe que numero é o n;
- Como o n é qualquer numero eu coloco 20.
E escreve: n+n-1.
E - Responda agora o item g.
A - Tem que somar mais 1n, coloca 3n -1 + 1n. Mas ndo simplificou.

5) No item (h), apesar da orientacdo de entrevistador, dizendo que n +n+ 1 =7 é uma
equagao, que ele ja aprendeu, o aluno resolve, por tentativa, colocando “3 + 3 + 1 + 7",



70

Capitulo VII — Variacdo de Grandezas

A nogdo de variavel tem origem na necessidade do homem de descrever, analisar e
prever fenbmenos nos quais duas ou mais grandezas variam. Particularmente, tornou-se
necessario estabelecer leis gerais para as situages que apresentam regularidade.

Por outro lado, a necessidade de resolver genericamente problemas da propria
Matematica, como o da resolucdo de equacdes, deu origem a Algebra, entendida como
instrumento de resolver problemas e equacdes.

Hoje, como vimos na Introducdo, consideramos quatro papéis para 0 ensino de
Algebra na escola basica, entre os quais se destaca o estudo de fendmenos de variag&o.
Apesar da sua importancia histérica e atual, os alunos deste nivel escolar tém uma
experiéncia muito restrita da Algebra, que, em geral, s6 inclui os papéis de resolugdo de
equacdes e o célculo algébrico (concepgéo estrutural da Algebra), que, isolados de um
contexto de variacdo de grandezas, ficam muitas vezes sem sentido para os alunos. Com
esse tipo de experiéncia, aliada ao fato de que os professores e livros s utilizam as letras
X e y como incognitas e a, b, ... como constantes, os alunos sequer cogitam da
possibilidade de mudanca destes papéis ou existéncia de outros, como parametros.

Conforme indicamos no esquema da introducdo do Capitulo 11, equacbes podem
representar relacbes entre variaveis, ou seja, funcBes. No entanto, quando se tem uma
funcéo e se quer saber qual o valor da variavel independente x que tem como imagem um
certo valor fixado para a variavel dependente, obtém-se uma equacéo propriamente dita.
Por exemplo, sabendo que y = f(x), se fixarmos um valor k para y, obtém-se a equacéo
f(x) = k, que pode ser resolvida, determinando-se o valor de X. Isso também ocorre
quando se quer o valor da variavel independente que torna os valores de duas funcdes f(x)
e g(x) iguais. A equacdo, nesse caso, sera f(x) = g(x). Na verdade, o primeiro caso é um
caso particular do segundo, sendo g(x) = k. Neste processo, o aluno tera oportunidade de
experimentar a mudanca de papéis das variaveis x e y. Nos dois casos, x passa de variavel
independente a incognita. Experiéncias simples que envolvam essas no¢Ges podem ser
exploradas desde cedo.

As nocdes de funcdo e de varidvel, sendo fundamentais para uma iniciacdo a
Algebra, ndo devem ser desenvolvidas somente apds longa experiéncia dos alunos com
procedimentos algéebricos. A complexidade destes conceitos, mencionada por inimeros
educadores matematicos, em vez de sugerir o adiamento do seu tratamento para os niveis
mais altos de escolaridade, exige que este tratamento seja feito, progressivamente, desde
o0s primeiros anos do Ensino Fundamental. No livro Construindo o Conceito de Funcéo,
também do Projeto Fundao (2002), esse assunto é bastante explorado.

Ressaltamos ainda o papel da proporcionalidade no referido processo, uma vez que,
segundo Sierpinska (1992) e outros, ela teve um papel central na construgéo historica do
conceito de funcdo e, em geral, é trabalhada isoladamente no Ensino Fundamental. As
experiéncias dos autores do presente trabalho e a dos grupos do Projeto Funddo que
desenvolveram estudos sobre proporcionalidade (Tinoco, 1993) e fungdes (Tinoco, 2002)
confirmam as idéias expostas por Post, Beher e Lesh (1994), que resumimos a segulir.

O pensamento proporcional pode contribuir para o desenvolvimento da Algebra, se
levarmos em conta que o raciocinio com propor¢des envolve: senso de co-variagéo,
comparagfes multiplas, predicdo e inferéncia, que utilizam metodos de pensamento
qualitativo e quantitativo. Observe-se que o raciocinio qualitativo ndo depende de valores
especificos, alem de ser importante meio para se esbocar caminhos e respostas, bem como
para verificar a adequacéo destes ao problema.
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A relacdo entre grandezas variaveis foi bastante explorada no capitulo anterior e,
neste sentido, este capitulo é sua continuacdo. De fato, a generalizacdo de fenbmenos que
apresentam regularidade (particularmente, onde ocorre proporcionalidade) e a analise de
fendmenos que ndo a apresentam € um proficuo caminho para a constru¢do do conceito
de variavel. Ha, no entanto, situacdes reais, mesmo que simples, nas quais a relacdo entre
as grandezas que variam ndo pode ser representada por expressao algébrica. A idéia de
que toda funcdo tem representacdo analitica € um erro muitas vezes transmitido aos
alunos. A representacdo gréfica de tais fendmenos pode fornecer informagdes importantes
para a sua compreensdo, como na situacdo a ser explorada na ATIVIDADE 4.

ATIVIDADES
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ATIVIDADE 1 - As Compras do Pedro

Objetivos
e Analisar situacdo real de relacéo funcional entre duas grandezas.

e Escrever equacdo que represente uma relacdo funcional.

e Identificar o campo de variacdo das variaveis envolvidas.

Enunciado

Pedro foi a uma loja de material de construcdo comprar latas de tinta que
custavam 20 reais a unidade, sendo que, por esse preco, a loja entregava a
mercadoria. Se o fregués comprasse pelo menos 5 unidades e levasse a compra em
transporte préprio, a loja daria um desconto de 15 reais no total. Pedro sé tinha 125
reais para gastar, mas podia transportar a mercadoria.

a) Por que a loja exigia um minimo de unidades para dar o desconto?

b) Escreva uma igualdade que indique o preco a ser pago por um fregués qualquer,
caso ele use o frete da loja.

O mesmo, para o caso de o fregués ndo usar o frete da loja.

c) Qual o menor numero de unidades que Pedro poderia comprar para ter o
desconto? E quanto ele iria pagar por essa compra?

d) Qual o maior numero de unidades que Pedro poderia comprar? E quanto ele iria
pagar por essa compra?

Comentarios

1) A pergunta do item (a) deve provocar uma discussao informal, na qual a interpretacdo
da situacdo é mais presente do que as contas.

2) Neste problema, o aluno explora a variacdo do total a pagar por uma compra, em
funcdo do ndimero de itens de certo produto. Pelo fato de ser situagdo bem corriqueira, 0s
conceitos de variavel e de dominio da funcdo se tornam bem naturais a partir das respostas
aos itens (c) e (d).

3) Também o fato de que a funcdo muda de acordo com a condicdo de utilizar ou ndo o
frete merece ser explorado no item (b).

4) O aluno pode responder os itens (c) e (d) por tentativa, uma vez que o numero de latas
de tinta que Pedro pode comprar s6 pode ser 5, 6 ou 7, ou resolvendo uma equacgéo
simples. Eles preferem a primeira opgéo, o que ndo deve ser impedido.
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ATIVIDADE 2 - O Presente da D. Roselena
(Razdes e Proporcgoes, P. Fundéo, Tinoco (Coord.), 1993)

Objetivos
e Analisar a variagédo de grandezas com relagdes distintas, em contexto semelhante.
e Identificar grandezas diretamente proporcionais e inversamente proporcionais.
Enunciado

a) A turma 701 resolveu fazer uma “vaquinha” para dar um presente a D, Roselena. Todos
os alunos vdo colaborar. Se o presente custar R$ 200,00, cada aluno vai participar com R$
8,00.

Se a turma escolher um presente de R$ 350,00, com quanto devera contribuir
cada aluno?

b) Tendo ou ndo encontrado a resposta do problema

complete a tabela ao lado e responda as perguntas:

e Que grandezas variam no problema?

200 8
e Flas sdo diretamente proporcionais? Por qué?
e Observe a tabela. Qual é o quociente entre os 100

numeros de cada linha? Ele é constante? 50

e O que esse quociente representa? 350

c) Resolva o problema seguinte.

A turma 702 resolveu fazer uma “vaquinha” para dar um presente a D, Roselena. Se
a turma toda cooperar, cada aluno devera contribuir com R$ 8,00.

Se apenas metade da turma participar da “vaquinha”, e o presente for o mesmo, a
guantia que cabera a cada aluno serd menor ou maior? De quanto serd essa quantia?

Sabendo-se que a turma tem 24 alunos, quanto devera dar cada aluno, se apenas 20
deles participarem da “vaquinha”?

d) Tendo ou ndo encontrado a resposta do problema,

complete a tabela ao lado e responda as perguntas:

8 24
e Que grandezas variam no problema?

Elas sdo diretamente proporcionais? Por qué? 12
O gue se mantém constante em todas as linhas? 8

O que esse produto representa? 20

Comentarios

1) Esta atividade € exemplo de como o trabalho com proporcionalidade pode ser Gtil para
0 desenvolvimento do pensamento qualitativo e genérico, com base em situacéo real. A
semelhanga entre os enunciados dos dois problemas é intencional, para salientar a
diferenca nas estruturas dos dois.

2) A procura do que ha de constante nas linhas de cada tabela permite observar a
regularidade envolvida na proporcionalidade direta ou inversa.

3) Como a proporcionalidade direta € mais natural, os alunos tendem a aplicar em (c) o
mesmo raciocinio de (a). A pergunta sobre a possibilidade de sé a metade da turma
contribuir serve como alerta para a mudanca.

4) No item (d), caracterizamos a proporcionalidade inversa analisando os produtos dos
nimeros correspondentes, cujo significado &, em geral, facil de perceber. E preciso que,
depois de respondidas as perguntas, haja uma sistematizacdo do conceito de grandezas
inversamente proporcionais.
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ATIVIDADE 3 - Telefone Celular
(Matemaética na Vida e na Escola, 82 s. Ed. do Brasil)

Objetivos
e Analisar graficos cartesianos de funcgdes.

e Analisar a existéncia ou ndo de proporcionalidade direta em situacfes distintas no
mesmo contexto.

e Escrever expressdo algébrica de funcdo a partir do seu gréfico cartesiano.

Enunciado

Uma companhia de telefone celular oferece dois tipos de contrato, conforme as duas
propostas a seguir.

Proposta I Proposta II
Assinatura mensal - R$ 35,00 Assinatura mensal - Isenta
Tarifa de R$ 0,35 por minuto Tarifa de 1,65 por minuto
Custo
Custo (real)
4 (real) 100 4
951
651 85 +
56
53+t 757
4550
45 6577
35 49585 ]
45 |
35 |
I >
30 60 90 Tempo
(minuto) i I I >
30 60 Tempo
(minuto)

Analisando essas propostas, responda as perguntas, justificando as suas
respostas.

a) Quanto uma pessoa que optar pela Proposta I tera que pagar no fim do més,
se fizer ligagbes num total de 30 minutos? E 60 minutos?

b) E se a pessoa optar pela Proposta II, qual serd a sua conta mensal pelos 30
minutos? E pelos 60 minutos?

c) Em qual das duas propostas o preco a pagar no fim do més é proporcional ao
tempo usado nas ligacoes?
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d) Podemos afirmar que, nas duas propostas, a quantia a pagar mensalmente é
funcao do tempo utilizado nas ligagbes?

e) Escreva as féormulas que representam essas funcoes.

f) Se a pessoa ndo usar o telefone para fazer ligacbes, mas apenas para
receber, em qual das duas propostas ela ndo tera que pagar nada no fim do
més?

g) Qual das propostas vocé acha mais vantajosa?

Comentarios

1) Apesar das dificuldades que aparecem, atividades que tratam de assuntos do dia-a-dia
dos alunos despertam o interesse dos mesmos e contribuem para a formagéo da cidadania
e para a construcdo do conhecimento matematico com significado. Neste caso, tratando-
se nova edi¢do de livro antigo, o contexto estd bem desatualizado, o que pode, no entanto,
incentivar uma rica discussao.

2) Usualmente, porém incorretamente, para verificar se duas grandezas sdo proporcionais
ou ndo, as pessoas perguntam apenas: se uma cresce, a outra também cresce? Com este
raciocinio, os alunos concluem erradamente que nas duas propostas ha proporcionalidade.

3) Os alunos em geral ndo tém experiéncia em analisar graficos para obter informacdes
sobre o comportamento da fungéo. As perguntas (a), (b) e (f) permitem essa exploracéo;
outras poderdo ser criadas.

4) Particularmente, no estudo de proporcBes, ndo se exploram gréficos. Por isso, 0s
alunos ndo observam que, como o grafico da Proposta | ndo passa pela origem, ndo ha
proporcionalidade entre o que a pessoa paga no fim do més e os minutos gastos em
ligacGes. Observamos dificuldades entre eles quanto a esse fato, e até mesmo em explicar
por que este grafico comeca no ponto (0,35).

5) A construcdo de tabelas correspondentes as duas propostas pode ajudar a compara-las.

6) A discussdo da pergunta g é interessante pois a resposta ndo € Unica, depende do tempo
que a pessoa usar o telefone. Para essa discussao a superposicdo dos dois graficos, em
papel transparente pode ser Util.
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ATIVIDADE 4 - As Alturas das Mocas e dos Rapazes
(Adaptado de Ponte, J. P. da, 2005)

Objetivos

e Analisar o comportamento de duas grandezas variaveis a partir de informacdes dadas
por um gréfico cartesiano.

¢ Identificar a variacdo da taxa de crescimento de uma funcgéo representada graficamente.

Enunciado
Os jovens estdo cada vez mais altos.

No grafico seguinte esta representada a altura média dos jovens rapazes e mogas de
certo pais, relativa ao ano de 1998.

a) De acordo com o gréafico, durante que periodo da sua vida as mocas sdo, em
média, mais altas do que os rapazes?

b) Em qual periodo de suas vidas as mocas e 0s rapazes possuem, em média, a
mesma altura?

c) Explique de que modo o grafico mostra que, em média, o crescimento das mocas
é mais lento depois dos 12 anos de idade.

Comentarios

Altur‘a 180 1 | .
(cm) |2 B scdblis God fovens 1) Os itens (@) e (b)
'80 < v B dependem apenas da
f | observacdo do grafico e
170 ipf]— oo Altura média das jovens reconhecimento dos pontos
’ 1 ook raparigas em 1998 .
1B [T nos quais as curvas se
160 Lt 4= cruzam. No entanto, a pouca
‘ familiaridade dos alunos com
150 : ‘ | a nogédo de intervalo, muitas
¢ ; vezes faz com que alunos
a0 1 | L1 | respondam, em (a), apenas
“127.
i =i i 2) No item (c) o aluno tem de
10 11 12 13 14 15 16 17 16 19 20 kiade (Anos) observar a taxa de

crescimento da altura das

mogas a partir da
comparacgéo da variagdo dessas alturas em intervalos iguais ou pela reducdo da inclinagédo
da curva ap0s os 12 anos. Isto ja envolve um raciocinio de taxa de variagdo que, embora
muito importante, ndo é trivial para aluno de nivel basico.

3) Ha uma crenca, de certa forma reforcada na escola, de que toda funcdo tem uma
representacdo analitica. Este € um exemplo de que isto ndo € verdade e que é possivel
obter todas as informacdes sobre as funcdes a partir dos seus graficos.

4) A resposta a seguir mostra o raciocinio de aluna de 22 série do Ensino Médio.
a) “11 aos 13 anos”.
b) “Aos 11 e aos 13 anos”.

¢) “Pois vai ficando mais horizontal do que vertical, dando a entender que estd
crescendo mais devagar”.
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ATIVIDADE 5 — A Area do Triangulo
(Construindo o Conceito de Funcdo, P. Fundéao, 1996)

Objetivos

e Analisar situacdo na qual duas grandezas geométricas variam numa relacdo
funcional.

e Identificar o conjunto dominio de uma funcéo.
e Diferenciar variavel continua de variavel discreta.
Enunciado c

O retdngulo da figura tem lados AB = 8 cm e BC = 4
cm.

Considere um ponto P, cuja posicao varia do ponto
A até o ponto B.

a) Desenhe o tridngulo ADP, cujo vértice P esteja a
0,5 cm do ponto A e pinte este tridngulo. A P B

b) Qual a drea do tridngulo ADP?

c) Represente a distdncia de A a P pela letra x e faca o que é pedido em (a) e (b)
para: x =1,2;x =3, x=55;,x=7,8.

d) Existe tridngulo ADP para x = 0,1? Ex =0? Ex =8? Ex =27

e) Quais os valores inteiros que x pode assumir?
Que valores x pode assumir?

f) A area do triangulo ADP depende do valor de x?
g) Qual o valor de x correspondente ao tridngulo de maior area?
h) Dé uma expressdo para a area do triangulo ADP em funcgéo de x.

i) Observe os graficos abaixo:
Qual deles representa a situacdo descrita pelo problema? Justifique.

20 T 20 +
15 + o ® 15 4+
[}
10 + ) 10 +
[ ]

5+ o 5+
0 e 0 -

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

j) Qual a posicdo do ponto P para que a area do tridngulo ADP seja 5? E 7,4?

1) A area do tridngulo ADP aumenta ou diminui quando o ponto P se aproxima do
vértice B?

m) Que fungéo o gréfico representa?
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Comentarios

1) Essa atividade surpreende os alunos. Como calcular a &rea de ADP, se ndo se sabe o
valor de x? Isso denota a pouca familiaridade desses alunos com a idéia de variavel.

2) Os desafios propostos nos itens (a) a (e) visam a uma discussdo sobre a idéia de
dominio, compreendido simplesmente como o conjunto dos valores que x pode assumir.
Espontaneamente, os alunos, quase sempre, consideram apenas 0s valores inteiros.

3) Para que os alunos percebam a possibilidade de uma das variaveis se manter constante,
0 que ndo é natural, propde-se que seja explorado o grafico da funcdo que da a éarea de
todos os triangulos DCP para os valores da variavel x entre 0 e 8. Esta exploragédo é
também uma forma de integrar Algebra e Geometria.

4) Os mesmos aspectos tratados de (a) até (i) podem ser destinados propondo aos alunos
que escrevam a funcéo correspondente a area dos trapézios DCBP, para P entre A e B.

5) O item (i) pode ndo ser familiar a alunos com nivel de escolaridade anterior ao 9° ano,
mas, a partir desta série, é essencial.
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ATIVIDADE 6 - Motos e Carros

Objetivos
Reconhecer a importancia de

e escolher adequadamente as varidveis ao traduzir um problema para a linguagem
algébrica e

e criticar a resposta obtida para um problema e os procedimentos realizados no
processo de resolucéo.

Enunciado

a) Num estacionamento, o espaco ocupado por uma moto estd para o espago
ocupado por um carro na razdo de 2 para 3.

Quantas motos ocupardo o espaco de 10 carros?
m 2

Ao equacionar o problema os alunos escrevem: — = §( *). Substituem ¢ por 10 na

C

equacdo e a resolvem, encontrando m = 6,333... (Ha algo de errado, pois, esse
numero é menor do que 10!).
Qual o erro cometido?

b) Resolva agora o problema seguinte.

Em Goids, é muito comum andar de moto, sendo grande o numero de veiculos desse
tipo. Num estacionamento de um prédio de uma cidade de Goids, a certa hora, a
razdo entre o numero de motos e o de carros é de 3 para 2. Quantos motos ha nesse
estacionamento, nesta hora, se o numero de carros é 10?

Comentarios

1) Uma das dificuldades que os alunos tém, no uso das varidveis, para escrever uma
equacdo que permita resolver um problema, é saber exatamente o que essa variavel
representa. Para refletir sobre essa dificuldade, apresentamos estas duas situagoes.

2) As variaveis m e c, escritas na equacao (*) do problema (a), representam o espaco
ocupado por uma moto e por um carro, respectivamente, e ndo o nimero de carros e
de motos que cabem num mesmo espaco.

Nao tem sentido substituir ¢ por 10, pois, ndo foi dito que o espago ocupado por
um carro é 10.

3) Interpretando corretamente a equacao (*) e as variaveis envolvidas, teremos:

m 2
—=— & 3m=2c.
c 3
Essas equacOes informam que 2 vezes 0 espago ocupado por um carro é igual a 3
vezes 0 espago ocupado por uma moto, ou seja, 0 espago ocupado por 2 carros é igual

ao espaco ocupado por 3 motos.

Como queremos saber guantas motos ocupardo 0 mesmo espago de 10 carros,
basta multiplicar ambos os membros da equacéao por 5, obtendo: 15m = 10c.

Concluimos que no espaco de 10 carros cabem 15 motos, que é a resposta correta.

4) No problema (b), pode-se armar a equacdo %:g (#), na qual cada membro

representa a razdo entre 0 nUmero de motos e de carros existentes no estacionamento. A
variavel m, nesse caso, é o numero de motos, pedido pelo problema, que é 15.
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Capitulo VIII - Resolucao de Problemas; nem sempre as

Equacdes sdo Necessarias

Uma das funcBes da Algebra, ressaltadas na introducdo, é a de ser instrumento
poderoso para resolver problemas. No entanto, esta funcdo € reduzida quase sempre ao
estudo de procedimentos para resolver equacdes. Neste sentido, alguns aspectos merecem
reflexé&o.

Embora reconhecamos a importancia de o aluno dominar técnicas de resolucdo de
equacdes, consideramos que a énfase mencionada nas equacgdes no ensino de Algebra e a
forma como este ensino é feito contribuem para que o aluno ndo cogite utilizar outras
estratégias para resolver problemas. Isto é muitas vezes acentuado por professores que
incentivam e até consideram obrigatério o uso das equacgdes. A diversidade de estratégias
para resolver um mesmo problema e a exploracao da relacdo entre elas € uma boa forma
de enriquecer o trabalho em sala de aula e muitas vezes, de dar significado a resolucédo
com o uso da manipulagdo simbdlica.

A importancia de o aluno saber avaliar as vantagens e desvantagens do uso da
manipulacdo simbolica para resolver um problema, ao analisa-lo, antes de efetuar
qualquer procedimento, deve preocupar o professor ao longo do seu trabalho com
Algebra. Como afirma Arcavi (1995)

Defendemos que ter sentido do simbolo deve incluir uma sensibilidade intuitiva
sobre quando usar os simbolos no processo de resolu¢do de um problema e,
inversamente, quando abandonar o tratamento simbolico para usar instrumentos
melhores. (p. 40/41)

ATIVIDADES

Objetivos das atividades deste capitulo.
e Representar equivaléncias.
e Escolher diversas estratégias para resolver um problema.

e ldentificar a vantagem do uso de estratégias que ndo a de escrever e resolver uma
equacao ou sistema de equacdes para solucionar um problema.
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ATIVIDADE 1 - O Tijolo
Enunciado

"Um tijolo pesa 1 kg mais meio tijolo. Em quilogramas, quanto pesa 1 tijolo?”.

Comentarios
1) Este problema é muito conhecido. Sua inclusdo neste livro visa primeiramente
sugerir a reflexd@o a respeito das duas perguntas a seguir.
- Como um aluno com experiéncia apenas em aritmética resolveria esse problema?
- Como um aluno que ja sabe equacdes poderia resolver esse problema?

Por outro lado, esse problema possibilita uma rica discussdo sobre as varias
formas de resolvé-lo, que devem ser valorizadas.

2) A ma interpretagdo do enunciado — confundindo “meio tijolo” com “meio quilo” — leva
muitos alunos a responder erroneamente 1,5 kg.

3) SolucgGes encontradas.

A) Por desenhos:

B) Por equacdo: x =1+ g

Um olhar compreensivo sobre essa equacao

. . X
permite concluir que 1 :E' logo x = 2, mas

a maioria a resolve convencionalmente.

C) Usando proporcionalidade: @i kg _>1 tijolo
x 2 2 ? X 2

kg — 1ltijolo

4) Ao explorar a solucdo do problema por meio de uma equacdo, é importante mostrar a
possibilidade de resolvé-la a partir de uma “leitura compreensiva”, sem os procedimentos

1 113 : X
usuais. De fato, esta “leitura” revela que 1 corresponde a —.
q p 5
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ATIVIDADE 2 - O Peso dos Solidos
(Ponte, Matos e Branco, 2005)

Enunciado

Em cada uma das situacdes, cada um dos sdlidos das figuras tem um peso diferente.
Tente descobrir esses pesos em cada uma delas.
Escreva como vocé descobriu cada peso.

Situacdo 1
NOT . oo, ONBET,. B0
A ) ;o i \ i
e — J\ — NIV IV A LY )
Cas™ £oo™ (o
R A iy {08
Balanga A Baianca B Balanga C Balanga D
@ — gramas
@ —_— : —— gramas
N
t’l\\ sl gramas
b. > gramas
Situacdo 2
o A
o8, 0O, N uu/nfmy
N 2\ \-/J e oL S Z,
£7a (G | [£Fo | {70
Balangz E Balanga F Balancz G Balan(_:a H
|
i —_ gramas

‘ —_— — gramas
-

/ \\g S gramas
O D gramas

Comentarios

1) Esta atividade pode e deve ser explorada com alunos sem experiéncia em Algebra. Um
de seus objetivos € o de familiarizar o aluno com a associacdo entre simbolos (no caso,
figuras geométricas) e nUmeros.

2) O uso de equacgdes ndo é muito atraente, nesse caso, pelo fato de haver 4 incognitas.

3) Ao ser testado em sala de aula, o enunciado da Situacéo 1 tinha nimeros menores nas
balangas (como na figura a seguir), o que induzia os alunos a resolverem o problema
somente por tentativa e erro. Para propiciar 0 uso mais intenso de outros tipos de estratégia,
como na solugéo do exemplo, foram mudados os nimeros do enunciado.

4) Segue exemplo de solucao para o enunciado original (figura abaixo), usando uma
sequéncia de equivaléncias.



OO

gl

DO,

—_—

83

Enunciado

00, OoNET,. BB

£

[R5 I V7% V) R 0

Balanga A
| —=
g

Balanca B Balanga C Balanga D

gramas

gramas

& e o o @ramas

0 —=

4’ gramas

__Z.__ giamas
- gramas

5 _gamas

gramas

Solucéo

A>BEP 7 10
oA [l 12 gg%f

RB-¢%
:O- 12-2- 5 .-
%C’ o NG L= T ]

5454—@? 12 \‘ D - 7‘.6'
fﬁ:i&~i,0=2 ‘&,1
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ATIVIDADE 3 - O Valor de Cada Figura

Enunciado

Nos quadros abaixo, figuras iguais representam numeros iguais. Determine
esses numeros, em cada um deles.

IAIAIARS 2 IAD] AL
AL O RO ANVAN\ 942,
@ 6f8 9*,7 @ 6+,8 9+,7

Comentarios

1) A dificuldade inicial dos alunos decorre do fato de ndo estar explicito no enunciado
que os numeros depois das setas sdo a soma dos nimeros da linha ou da coluna
correspondente. Outra é coordenar as informac6es contidas nas linhas e colunas. Por isso,
0 item A é mais facil.

2) A atividade envolve calculos simples com nimeros decimais, 0 que é importante, uma
vez que sdo 0s numeros que mais aparecem em situacBes reais. A presenca deles em
enunciados de outros topicos pode contribuir para a familiarizacdo dos alunos com este
tipo de nimeros.

3) Se, no entanto, o professor quiser que o aluno se concentre apenas no estabelecimento
de estratégias, o0 uso de calculadoras é indicado.

4) Para os alunos com maior dificuldade, pode ser apresentada a seguinte adaptacdo de
questdo de prova de selecdo ao Colégio Pedro II.

Nesta atividade, ha, propositadamente, duas figuras diferentes com o mesmo
valor. A nossa experiéncia mostra que os alunos iniciantes em Algebra relutam em
admitir que isso é possivel.

No esquema abaixo, figuras iguais representam numeros iguais.
Determine esses numeros, usando as dicas.

Dicas: @ = 17, <> = 27
(/AN O -

<O -
LO+ A=
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ATIVIDADE 4 - O Preco dos Talheres

A B C

Enunciado ' ' ' ' '
Examinando os anuncios, conclua
o preco de cada garfo, faca e

colher.
O preco de cada tipo de talher ndo
muda de um anuncio para o outro.

R$ 23,50 R$ 50,00 R$ 36,00

Comentarios

1) A tendéncia dos alunos que ja estudaram sistemas de equac6es é de armar um sistema
e resolvé-lo mecanicamente, o que é bastante trabalhoso. Essa tendéncia os impede de
analisar as relac6es envolvidas no problema e as diversas estratégias possiveis para a sua
solucéo.

2) O uso de outras estratégias pode ser incentivado por meio de perguntas como as
seguintes.

a) Elisa comprou dois conjuntos do anuncio A e Teresa comprou o do anuncio B.
Que tipo de talher Teresa comprou a mais que Elisa?
Quanto Teresa pagou a mais que Elisa?

b) Ana comprou a oferta do anuncio C e Paula a B.
Quantos e quais talheres Paula comprou a mais que Ana?
Quanto Paula pagou a mais que Ana?

3) Como na atividade anterior, o0 aluno ndo iniciado em Algebra pode ser incentivado a
usar letras para representar cada tipo de talher, mesmo que ndo arme equagdes.

4) A solucdo com base em destaques feitos em partes da figura do enunciado permite
explorar equivaléncias, como nos exemplos a seguir.

Examinando os anlncios abaixo, conclua o preco de cada garfo, faca e colher. (UFES)

A

I) Comparando A e B temos que
uma colher custa 3,00.

2x23,50=47,00e50—-47=3.

Comparando A e C temos que 1
colher e dois garfos custam
11,00.

(Observe que, para C ser o dobro T T T ‘f
de A, estdo faltando 1 colher e 2
garfos). R$ 23,50 RS 50,00 RS 36,00

A B C

47,00 — 36,00 = 11,00.

Dai, 1 garfo custa 4,00.

Logo, se 1 colher custa 3,00,

1 garfo custa 4,00.

Substituindo em algum dos casos, temos que 1 faca custa 5,50.
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Examinando os andncios abaixo, conclua o preco de cada garfo, faca e colher. (UFES)

I1) Comparando B com C,
H temos que 2 colheres e 2

garfos custam 14,00
(50 — 36 = 14).
T T T Substituindo no A, temos que 1
faca e 1 garfo custam 9,50.
T T T Y (23,50 — 14,00 = 9,50).
Comparando A com B,
RS 36,00 obtemos que 1 colher —3,00.
Logo 2 x 3 + 2 garfos = 14
2 garfos = 8 — 1 garfo = 4.
(Lembrando que o preco € em reais).

(1

R$ 23,50

Dai,1faca+4 =950 —» 1faca=5,50.

5) As solucbes por meio de um sistema de equacOes séo adotadas por muitos alunos do
Ensino Médio e variam pouco de uma para outra. A que utiliza o escalonamento de
matrizes equivale a resolucdo a partir de uma tabela, que pode ser realizada por alunos de
Ensino Fundamental.

Facas | Colheres | Garfos Total
A 1 2 3 23,50
B 2 5 6 50,00
C 2 3 4 36,00

As manipulacGes possiveis, a partir das linhas dessa tabela, correspondem a
operacdes elementares sobre as linhas da matriz do sistema, mas podem ser efetuadas por
simples observacdo da tabela.

O aluno, em geral, ndo constréi a tabela espontaneamente. Cabe ao professor
sugerir que o fagam.

As comparacdes realizadas pelos alunos, a partir da figura, também podem ser
mais bem visualizadas na tabela.

6) O problema foi testado inicialmente sem as perguntas (a) e (b) do comentério 2 e a
maioria dos alunos apresentou grande dificuldade. Isto pode ter como causa a falta de
experiéncia dos alunos com problemas desse tipo. Muitos consideraram os pregos dos 3
tipos de talheres iguais. Tal dificuldade pode ser observada na entrevista que segue, com
aluno de 9° ano.

A - Encontrou por tentativa alguns valores para 0s pregos que satisfaziam ao primeiro anancio.
E - Verifigue se esses precos valem também para os outros anuncios.
A - Verifica que ndo valem.
E — Compare o primeiro antncio com o segundo e veja se vocé consegue achar o
preco de uma colher.
A - Com dificuldade, conseguiu achar.
Tentou entdo fazer de maneira semelhante, relacionando B e C.
Subtraiu: 50 - 36 =14 e respondeu:
O preco do garfo € 8 reais, pois se cada colher custa 3 reais, 14 — 6 = 8.
E - Verifique quantos garfos sobram, quando vocé subtraiu C de B.
A - O preco do garfo é 4 reais, pois sobraram 2 garfos.
Calculou entéo o preco da faca corretamente.
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7) Conforme afirmamos nos comentarios 4 e 5, a exploracdo da figura do problema ou
uma tabela com os seus dados pode ajudar os alunos com dificuldade a resolvé-lo. A
tentativa de explicar algo que foi feito por outra pessoa também pode contribuir para o
aluno estabelecer uma estratégia. Sugerimos entéo o desafio a seguir.

Escolha uma das "dicas” apresentadas pelos seus colegas para resolver o problema.
Explique-a e complete a solugéao.

Primeira Dica - Observe e descubra que comparagcbes podem ser feitas.

Examinando os anincios abaixo, conclua o prego de cada garfo, faca e colher. (UFES)

(1]

R% 23,50

Segunda Dica - Observe e descubra que comparacoes podem ser feitas (as setas dao
o sentido da comparacao feita pelo colega).

Examinando os andncios abaixo, conclua o preco de cada garfo, faca e colher. (UFES)

Terceira dica — Compare os dados da tabela com os do problema. Efetuando
operacoes sobre as suas linhas, descubra o que se pede.

Facas | Colheres | Garfos | Total
A 1 2 3 23.50
2 5 6 50,00
C| 2 3 4 36,00

w
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ATIVIDADE 5 - A Mochila, a Bolae o Livro
(Adaptacéao de Ponte, Matos e Branco, 2005)

Enunciado

Carlos ganhou no seu aniversario dinheiro para comprar seu presente. Numa loja,
encontrou os pregos indicados para quem comprasse dois objetos.

R$35,00

R$27,00

Para decidir o que comprar, Carlos pensou:

- Qual o objeto mais caro?

- Qual o objeto mais barato?

- Quanto o livro é mais caro do que a bola?

- O gue representa a soma de todos os precos indicados?

Ajude a Carlos a responder essas perguntas e a determinar o preco de cada objeto.

Comentarios

1) Em geral, os alunos sentem muita dificuldade diante desse problema. A maioria, de
todos os niveis escolares, tenta adivinhar ou divide por 2 cada quantia indicada, supondo
que cada dois objetos tém o mesmo preco.

2) Alguns alunos respondem que a mochila é mais cara, pois, geralmente, uma mochila é
mais cara que uma bola e que um livro. Uma justificativa razoavel para a mochila mais
cara: “onde a mochila aparece os valores sdo maiores”. Outros acertam 0 preco da
mochila, decompondo 35 em 25 e 10.

3) Alunos do ensino médio, principalmente os que estavam aprendendo este assunto na
época, recorreram em sua maioria ao sistema de equacOes. Isto confirma a observacédo
sobre a supervalorizacdo das técnicas algébricas. Mesmo neste nivel, sugere-se que o
professor ao apresentar o problema, desafie os seus alunos a resolverem-no sem usar
sistema.

4) Estratégias de comparacdo entre relacdes observaveis diretamente do enunciado foram
usadas e devem ser estimuladas. Exemplo.

A, 69
RS L?v;*g’-{?{’ 42 -
MW«;’IVZM: 25€ + 2} w——
Rolas 10 § 69 : JF,,
\V
SUM \ \ / ‘?'»u'l‘(/
i o SN S | ; .
o On?{c; 'rr%, % mocJ?""a . ‘l@ & '1/1 35
8 g, : O do o e |, bola 0cha-se 43 E
v A T ) £ B oo . s et : .
bo{q&. . Swinbige g prege da mochla eda 25 70
a3/

[v] Thgfu de § 'ﬁié f L2 f'rc’g_f de Z l‘fv,-r’QS') ?L‘I'-L-An‘,L’J
da m\’/&hf!i‘\ "’:;rgl vf ‘(;‘f :De I’JC?.S d';’mi’n-,f“.-:\,: & fri‘?fe
TN de Bg dd 25 Tor ik

2 o S BNTEL " Loe
Ao e fre-x 2% de 35 ¢ acha~se .40
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5) Experiéncias realizadas, na elaboracao do livro Argumentacéo e Provas no Ensino de
Matematica, do Projeto Funddo (Nasser e Tinoco, 2001), nos fazem acreditar que a
analise pelos alunos de solucbes dadas pode desenvolver neles a capacidade de criar as

suas. Sugerimos, pois, 0 seguinte desafio.

Apés ler e analisar as solucées dadas por colegas, responda as perguntas
abaixo, comentando cada uma de suas escolhas.

Primeira Solucao

€ D 51 @;“‘m

L Jayiso-p 34,00
L v 49,00 B: 25,00 Bl= 10,

Segunda Solucéo

Cbelee | lweale= 2T o —
{Lg - Linre % -
"a'_.-——bp%« fﬂ-+%—=55 -'-f‘C.-=35—%.
33 -m+a=b2 Drpra s 2F
Gr =24 23 =2F-2
O =l
#5542-35 5_;_&0 |
5T 1
=B - A0
= . ::}_‘, g = 5
AP I
JJ b=l "‘”' | yrio-2%
=t AF-40
[
Terceira Solugéo
: B /
0. , /9
R\¢ 'T'Jr()'{'?{' A_ ”;5
MUL'; /!Av ZJ& + 2; —’—‘:\l
%' las 40 £ 69 W
o A A t ¢ \(//‘ i?
cwyf, |"{r§, r moc'; e d@ 4[ 15
(«9 ; '{C l»,'f.;C :[((, h tA Q\CN/\ >L 4/.} .-,j:
: e e?
‘)(, # dx vty J: (v F{‘CCL ad VhCCn lu ed 25 l(-)
. de 3 gue ¢ o b de bo
VTN?CO de 4 ﬁ G rc’C_» ae 2 l. rUS) fJ J+un
, $ A I f) De bo¥'s Aol e s @ [;“,51

aa moch?la
54’1\« L-'r 7 -

¢ de i?‘ ¢ da 23 714 u/#',m, dra~sz 25 e 35 ¢ ack e 4D

X : i a ol o g = KCORTIE &

g | e 9

Perguntas

1) Qual das solucbes é a mais parecida com a que vocé faria?

2) Qual das solugées é a mais simples para vocé explicar para um colega seu?
3) Qual das solugées vocé acredita que o seu professor consideraria a melhor?
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Capitulo IX - Equacdes — Além dos Métodos de Resolucéo

Conforme salientamos na Introducdo, as equacOes — definicdo, classificacdo e
métodos para a resolucdo de alguns tipos — ocupam a maior parte dos estudos iniciais de
Algebra no Ensino Fundamental. No quadro dos PCN, apresentado na Introdugio, as
equacdes sdo referidas como uma das quatro dimensdes da Algebra, dimensdo esta também
mencionada por Souza e Diniz (1994), Fiorentini, Miorim, e Miguel (1993) e Coxford e
Shulte (1994) como estudo de processos para resolucao de problemas.

O estudo das equacOes consiste no primeiro, 0 mais valorizado e, muitas vezes, 0
Unico contato dos alunos com a Algebra. Como, neste estudo, as variaveis tém apenas os
papéis de incognitas ou de constantes, o conceito de varidvel, para a maioria desses alunos,
se restringe a idéia de incognita, cujo valor (determinado) deve-se encontrar. Isto é muito
prejudicial para a construcdo desse conceito. Como salientamos no capitulo anterior, um
trabalho inicial, explorando relacdes funcionais entre grandezas varidveis, a partir de
situacdes significativas para o aluno (Tinoco, 2002), € mais natural e possibilita a integracéo
de duas concepcdes da Algebra, possibilitando uma visdo mais abrangente do conceito de
variavel em diversos contextos.

Trataremos a seguir do uso das equacBes como ferramenta para resolucdo de
problemas. Insistimos em que a énfase excessiva no estudo da classificacdo e dos métodos de
resolucdo de equacdes é muitas vezes prejudicial. E comum este estudo preceder o estudo
dos problemas, considerados como meras aplicagdes daquelas. Defendemos o contrério: o
foco deve estar nos problemas, sendo as equagdes um novo meio de resolvé-los.

De fato, a abordagem de problemas por meio da sua tradugdo em linguagem algébrica
e posterior resolucdo representa uma enorme mudanc¢a, dos pontos de vista de forma de
pensar e de procedimentos. Um aspecto importante nessa mudanca é o fato de que, uma vez
escrita a equacdo de um problema, pode-se resolvé-lo, procedendo mecanicamente, sem levar
em consideracgdo as relagdes entre os objetos nele envolvidos nem a natureza dos mesmos.
Isto € um aspecto positivo e representa muitas vezes economia de esforco. No entanto, as
vantagens da manipulacdo algébrica merecem ser encaradas com cuidado, uma vez que
considerar apenas as técnicas a executar pode prejudicar o desenvolvimento do que Arcavi
(1995) chama de “sentido do simbolo”. Segundo este pesquisador

Individuos que sabem como executar as manipulagdes algébricas, mas néo
consideram a possivel relevancia dos simbolos para revelar a estrutura do problema
que despertou sua curiosidade, ndo desenvolveram integralmente seu sentido de
simbolo. (p.43).

Nosso desejo é de que estudantes e professores se dediqguem mais a analise e a
interpretacdo dos problemas e suas solucdes, onde sdo utilizados diversos tipos de simbolos.
De fato, no cenario maior em que estdo incluidas as ferramentas algébricas, se destacam suas
fungdes de compreensdo do problema e, também, de expressdo e comunicagdo de idéias e de
raciocinios, que ndo podem ser desprezadas.

Em particular, resolver uma equagdo simples ndo requer, somente, manipulagoes
padronizadas para fornecer o resultado desejado. “Ler” significativamente as relagdes
estabelecidas numa equacédo consiste também em observar e questionar o como e o porqué do
valor encontrado para a incognita.
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Exemplos.

A “leitura” de uma equagao, antes de efetuar procedimentos-padrdo é fundamental.
Mesmo em equacgdes simples, como 2x = 4 ou 3x — 2 = 16, essa “leitura” pode fornecer as
solucBes mentalmente. Por outro lado, para as equacgdes 2x = 5 ou 3x - 2 = 15, a andlise a
priori pode fazer o aluno perceber que, embora as solu¢des ndo sejam ndmeros naturais, as
operacdes a fazer sdo as mesmas dos casos anteriores correspondentes.

Observe-se, no entanto, que, sem uma “leitura” cuidadosa da equagdo x +2 =x + 3,
um aluno n&o seria capaz de concluir sobre a impossibilidade de resolvé-la; procedendo
mecanicamente, ele obteria a igualdade 0 = 1, gerando um impasse. Também, sem uma
andlise prévia, um estudante iniciante executaria varios “passos” para resolver a equagdo

3x + 2 = 4x, sem perceber que o “x” que ha a mais no segundo membro da equagdo ¢ o 2
somado a 3X.

Merece igual atencdo a dificuldade natural que os alunos tém em traduzir enunciados
e resultados verbais para a linguagem algébrica. Pesquisadores como Lins (1994) chamam
atencdo para o fato de que o uso de expressbes literais pelos alunos ndo se da
espontaneamente. A nossa experiéncia ao realizar este trabalho mostra que muitos deles
sequer admitem que isso € possivel.

Particularmente, no caso do uso das equacdes para resolver problemas, é relevante
salientar que as equacOes traduzem a estrutura matematica dos problemas, sem levar em
conta a natureza dos objetos envolvidos, o que é em geral novo para 0s alunos.

As atividades a seguir ndo visam a refletir sobre os mecanismos de resolucdo de
equacdes, mas, sim, sobre o0s aspectos apontados anteriormente.

ATIVIDADES

Objetivos das trés primeiras atividades deste capitulo:
e analisar significativamente equacdes, antes de efetuar procedimentos de resolucao;
e escolher diversas estratégias para resolver equacgdes e

e identificar propriedades das operacdes e do calculo mental Gteis para resolver
equacdes ou decidir pela impossibilidade de fazé-lo.
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ATIVIDADE 1 - Comparando Igualdades

Enunciado

A) Complete a tabela com os valores pedidos, usando as informacgbes das duas primeiras
colunas.

a | p+5=8 p=
b) | u=v+3 v=1 u=
c) | m=3n+1 n=4 m =
d | r=s+t r+s+t=30 r=

B) Compare as igualdades de cada linha, observando as suas semelhancas e diferengas.
Depois, complete as igualdades da segunda coluna.

e) | a+tb=43 atb+2=
f) | e+f =8 e+f+g=
g) | n—246=762 n—247 =
h) | t -3=996 t+1=
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Comentarios

1) No item (a) a equacéo pode ser resolvida convencionalmente ou usando o calculo mental.

Os itens (b) e (c) podem e devem ser propostos a alunos que ndo aprenderam a
resolver sistemas de equacdes. Espera-se que a “leitura” compreensiva das mesmas permita a
sua solucdo. Para os alunos que ndo tém essa experiéncia, inicialmente, para que haja essa
compreensdo, pode ser necessario o professor fazer a leitura das duas equacgdes em voz alta.

O item (d) apresenta um maior indice de dificuldade, pois, ndo é dado nenhum valor
numérico das variaveis e sim uma relacéo entre elas. O aluno tera que, depois de usar essa
relacdo, resolver a equacdo resultante. Mesmo nesse caso, o célculo mental é altamente
recomendavel. Alunos que ndo percebem como usar a relacdo dada respondem, por exemplo,
“30”0u “I15+ 13 +2".

2) Na tabela B, observa-se uma tendéncia mecanicista do aluno a resolver as equacdes da
primeira coluna, antes da analise das duas igualdades de cada linha. E preciso insistir para
que os alunos facam esta analise. Ela é suficiente para dar uma resposta numérica para o item
(e), bastante acertado. Novamente, neste caso, a leitura em voz alta facilita.

No item (f), aparece outra dificuldade: o aluno admitir que a sua resposta é uma
expressao literal, a soma indicada 8 + g. Diante dessa expressdo, alguns alunos escrevem
“8¢” ou, somente “8”, que parecem mais ser um resultado.

3) Nos itens (g) e (h), a tendéncia dos alunos é resolver as equagdes da primeira coluna e
substituir o valor encontrado na segunda. No entanto, o raciocinio requerido tem muito mais
a ver com a Aritmética do que com a Algebra. O problema pode ser resolvido por simples
aplicacdo de propriedades dos nimeros e da subtracdo (Numa subtracdo, adicionando-se um
namero a ao subtraendo, e mantendo-se o minuendo, o resto fica diminuido de a).

A idéia erronea de que, ao se aprender Algebra, a Aritmética pode ser abandonada aparece
aqui claramente. O fato de que propriedades das operacdes sao importantes bases para 0s
procedimentos algébricos deve estar sempre presente em qualquer trabalho em Algebra.

4) No item (d), a primeira reacdo dos alunos, ao verem mais de uma variavel, é considerar
todas como tendo o0 mesmo valor. Neste caso, o professor deve questiona-los.

5) As dificuldades mencionadas podem ser observadas na entrevista a seguir, com aluno do

8° ano do Ensino Fundamental.

A - (Ao ler o problema) - Isto é facil!

N&o apresentou dificuldade nos 3 primeiros itens, explicando corretamente como obteve a

resposta. No item (d), escreveu que r valia 20.

E - Como vocé achou 20?

A - Cada um vale 10 pois sdo 3, dividindo 30 por 3 dé& 10.

E- Masréigualas +t.

A - Entéo r vale 10.

E - Se r fosse igual a 2 mais 3, escrevendo no papel r=2 + 3es + r = 12 qual seria o
valor de s?

A-sseria7.

E - Vamos agora voltar para essa situacdo (item d): poderia substituir s mais t por r?

A - Poderia, entéo r vale 15.

Neste item, nota-se a dificuldade de o aluno trabalhar com letras, mas, se
substituirmos as letras por nimeros, ele ndo apresenta dificuldade.
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ATIVIDADE 2 — Reconhecendo Operagdes

Enunciado

Calcule o valor de x:
12 X 5

a) 2x+1=3; b) 4x = 6; c) —=4 d) g=3 e) —=3
X X

Comentarios

1) Os alunos, em geral, resolvem as equacGes dos itens (a) e (b) utilizando procedimentos
convencionais, embora elas possam ser resolvidas mentalmente, ap6s uma boa leitura das
mesmas. Tal leitura deve provocar a discussdo sobre as operagfes envolvidas e suas
propriedades, 0 que certamente minimizara as dificuldades que surgem nos trés altimos itens,
justamente aqueles nos quais a simples identificagdo da operagdo envolvida permite
encontrar a solucdo. Particularmente, o item (e) difere do (c) por nédo ter solucdo inteira e
alguns alunos julgam ndo existir namero que multiplicado por 3 dé 5.

2) O habito dos alunos de ler em voz alta a equacao, antes de comecar a resolvé-la, deve ser
cultivado em aula, e é muito atil para a construcdo do significado da sua solucdo. Tarefas
como a que se segue também podem ajudar.

Escreva duas maneiras de ler esta equacdo: 3x -1 = 4.
Qual dessas duas formas indica melhor a idéia de como determinar o numero x?

3) A priorizacdo das regras de resolucdo de equacOes escritas em formas padronizadas, em
detrimento da aquisicdo de conceitos, provoca a dificuldade observada nessa questéo.

A equacdo do item (c) tem a incognita no denominador. A falta de familiaridade dos
alunos com o conceito de fragdo como divisdo fez com que cometessem erros como subtrair
ou multiplicar os dados huméricos do problema.

Exemplos de soluges incorretas.

ltem (c): “x=4-12 = x=-8" ou
“x=4.12= x=48".
ltem (d): “x=3-5=x=-2"

4) Entre os acertos nesses itens, o procedimento mais encontrado foi o uso do produto em
cruz. Tal “método” ¢ muitas vezes ensinado, sem explicacdo, e desvinculado até das
proporcdes, que é a sua origem. Embora correto, ndo tem carater conceitual e sim procedural.
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ATIVIDADE 3 — Manipular Algebricamente é sempre o Melhor Caminho?

Enunciado
Gincana -

Com a turma dividida em 2 grupos, o professor propoe aos alunos a tarefa a seguir. Um
dos grupos usara lapis e papel e o outro devera realiza-la mentalmente.

Cada item devera ser proposto separadamente. O primeiro grupo que apresentar ao
professor a resposta correta (por escrito ou oralmente, independentemente do grupo)
ganha o ponto da tarefa e o professor propbe a seguinte.

Resolva as equacgbes ou explique por que elas ndo podem ser resolvidas.

a) 4x=12 X +2=x+3
b) 3x-1=20 f)3x +2= 4x
c) 2x =39 2X+3

D axi6 2
d) 5x - 2 =10 X+

Comentarios

1) As observacdes feitas na ATIVIDADE 2 sdo validas para esta.

2) Conforme observado na introducdo deste capitulo, as duas primeiras equa¢Ges podem ser
resolvidas mentalmente, ou por meio dos métodos usuais de resolucdo das equacdes
polinomiais de primeiro grau.

Sendo o resultado a obter um ndmero natural, talvez, o grupo do calculo mental se
saia melhor. J& os itens (c) e (d), por terem como respostas nimeros racionais ndo inteiros,
possivelmente, induzirdo os alunos que ndo dispdem de lapis e papel a julgarem as equacdes
impossiveis.

3) Nos 3 ultimos itens, a anélise prévia da equacdo, por ambos 0s grupos, é essencial para
decidir que os itens (e) e (g) sdo impossiveis e que a solucdo do item (f) é 2.

De fato: em (e), 0 mesmo nimero somado com 2 e com 3 ndo pode dar 0 mesmo
resultado;

em (g), o numerador da fracdo é a metade do denominador, para todo X # g

(para este valor, ambos os termos da fragdo sdo nulos, o que ndo é possivel), logo ela ndo
pode ser igual a 2 nunca e

em (f), 2 € 0 que se deve acrescentar a 3x para obter 4x, portanto é igual x.

Espera-se que os alunos sem lapis e papel sejam mais capazes de produzir respostas
semelhantes as dadas acima, pois, a tendéncia dos outros sera a de realizar os procedimentos
de resolucéo, sem a analise necessaria.

4) Mesmo alunos munidos de lapis e papel podem e devem concluir as respostas das
equacOes mais simples sem efetuar contas, mas devem justificar tais respostas, mesmo que
oralmente, quando solicitados pelo professor. A consciéncia de que certos calculos séo
dispensaveis precisa ser desenvolvida.
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ATIVIDADE 4 — Mecanizagao sem Compreensao Pode Levar a Erro

Objetivos
e Criticar procedimentos de resolucdo de equacoes.

e Analisar criticamente solucbes dadas para um problema.

Enunciado

A seguir sdo apresentadas solucbes dadas por alunos a duas tarefas. Observe cada uma
delas e responda as perguntas.

a) Ao resolver a equacdo 4 = x + 1, Bruno fez: X
-3
3, e deu a resposta: 3.

3
-X
X
O gue o Bruno fez esta certo?
Ele poderia ter parado a resolucdo com a igualdade 3 — x?

b) Explique a seguinte solucdo da equagdo x? + x = 1, dada por Carlos:
x(x+1)=1
x=1o0u x+1=1,
x=1oux=0.

Comentarios

1) Este tipo de atividade, muito pouco familiar para a maioria dos alunos, € um instrumento
para o desenvolvimento da compreensdo dos alunos em relacdo a procedimentos usuais na
resolugéo de equacdes.

2) O item (a) aponta um procedimento tipico de aluno que aplica, sem reconhecer a
propriedade reflexiva da igualdade, os chamados “passos” para a resolucdo da equagdo,
alongando-a desnecessariamente.

3) O item (b) também mostra um erro decorrente da mecanizacgao sem critica. O aluno aplica
nesta equacdo, cujo segundo membro € 1, um procedimento usado em equacdes do tipo do
enunciado, com o segundo membro igual a 0, indicando que ele ndo tem conhecimento da
propriedade da multiplicacdo (o produto de dois numeros é zero se, e s6 se, um deles é zero).
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ATIVIDADE 5 — Combinando Enunciados e Equacdes

Objetivos desta e da atividade seguinte:
e analisar a relacdo entre problemas e equagdes que podem ser usadas para resolvé-lo;

e salientar a importancia da leitura e escrita de textos em lingua materna para a
aprendizagem em Matematica e

e relacionar enunciados em linguagem corrente e em linguagem algébrica.

Enunciado

Relacione cada situacdo a equacdo que permite determinar a sua solucdo, justificando:

1) Pedro quer comprar uma prancha de surfe que custa ( ) a+10+12=2(a-12)
R$ 180,00. Ele ja possui R$ 75,00 e pretende juntar
R$ 15,00 por més para obter a quantia que falta. () 230+25,5r=1046

Determine o numero de meses que Pedro devera econo-

mizar para realizar sua compra.
3X+3X

2

81

2) Seis pessoas da familia Silva foram ao cinema e (
gastaram R$ 81,00 com os ingressos. Sabendo que
nesse grupo ha 3 estudantes e que estudante paga a
metade do preco de um ingresso, qual era o preco de () 75+15t=180
cada ingresso nesse cinema?

3) Uma firma organiza festas, cobrando R$ 230,00 de () y+10+12=2y-12
ornamentacdo e R$ 25,50 por pessoa. Luiza fez uma
festa de aniversério com essa firma e gastou R$1046,00. ( ) 230-25,5c=1046
Quantas pessoas compareceram a festa?

4) Manuela e Hugo recebem mesada dos seus pais. Manuela ( ) 3b +@= 81

economiza bastante, mas Hugo gasta tudo e ainda pede

emprestado. Certo més, na semana seguinte a que

receberam a mesada, Manuela tem 10 reais a mais que ( ) 15z=180+75
Hugo, que ainda deve a ela 12 reais. Se Hugo pagar o

gue deve a Manoela, ela ficard com o dobro do dinheiro

que sobrard com ele. Que quantia Hugo ainda possui?
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Comentarios

1) Os numeros presentes em cada enunciado podem influenciar a escolha da equacgdo
correspondente por parte dos alunos; a justificativa € importante para incentivar o
raciocinio adequado.

2) A leitura do enunciado do problema em voz alta pode ajudar os alunos que tiverem
dificuldade.

3) A situacdo 4 € bem dificil. O aluno consegue identificar a equacdo, entretanto, apresenta
dificuldade em arméa-la. Este tipo de atividade pode ser complementado com outras nas quais
0 aluno deve traduzir enunciados por meio de uma equacao.

4) A entrevista com aluna do 8° ano ilustra as dificuldades.

Ao realizar sozinha a atividade, a aluna relacionou somente a situacdo 2 a equacao
correspondente e disse que ndo sabia fazer o resto.

12 situacdo

E - Leia em voz alta e escreva a equagédo correspondente a essa situacgéo.

A — (Foi necesséria intervencédo do entrevistador para chegar a resposta): 75 + 15 a = 180.
2% situacao

A - Leu em voz alta.

E - Quantas pessoas ndo pagaram a metade do preco?

A-3.

E - Qual a equacdo que corresponde a esta situacdo?

A - 3b+%=81

A x 3X +3X
E - Por que vocé ndo escolheu esta (apontou — =81)?

A - Por que s6 trés pessoas pagam meia.

3% situacdo
A — Leu em voz alta e depois respondeu: 230 - 25,5 ¢ = 1046.
Questionada pelo entrevistador, conseguiu identificar a equacao.

48 situacdo
A- Leu em voz alta e apontou a resposta correta.
E - Por que assinalou essa equacgédo?
A - Identifiquei pelos valores dados na situacgao.
E - Mas a equacdo y + 10 + 12 = 2y - 12, também tem os valores dessa situacdo e
vocé ndo a escolheu. Por qué?
A - Nao sei.
Novamente houve a necessidade da orientacdo do entrevistador, pedindo para a aluna
escrever a equacao.

A - Foi capaz de escrever o seguinte: Manoela: x + 10
Hugo: x
X -12.
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ATIVIDADE 6 — Vestindo Equacodes

Enunciado

1) Para cada uma das equacbOes abaixo, invente um problema que possa ser
representado por meio dela.

a p+2(p+1)=74
b) a+ 10 =28
c) x4+ (x+10) =52
d) 4y + 66 =211
e) 0,50n + 0,30(60-n) = 22,80
2) Compare cada problema que vocé escreveu com o escrito abaixo.
Em que eles se parecem? E em que eles sao diferentes?

a) A soma de um numero com o dobro do seu consecutivo é 74. Qual é esse
numero?

b) Daqui a 10 anos Karina tera 28 anos. Qual é a idade atual de Karina?

c) Junior e Luis jogam no mesmo time de futebol de areia. No ultimo campeonato,
0os dois juntos marcaram 52 gols. Junior marcou 10 gols a mais que Luis.
Quantos gols Luis marcou nesse campeonato?

d) Num fim de semana, um pai de familia tinha R$ 211,00 para distribuir pelos seus
4 filhos e sua mulher. Deu entdo R$ 63,00 a mulher e distribuiu o restante
igualmente entre os filhos. Quanto cada filho recebeu?

e) Um feirante levou 60 mamées para vender na feira. Comecou vendendo cada um
por 50 centavos. Depois, como a venda estava fraca, baixou o prego unitario para
30 centavos, e vendeu os outros. Sabendo que arrecadou um total de R$ 22,80,
guantos mamées vendeu pelo preco mais caro?

Comentarios

1) A primeira dificuldade que essa atividade apresenta € o pouco habito dos alunos com a
leitura e escrita de textos, principalmente em aulas de Matematica. A leitura em voz alta e a
possibilidade de eles conversarem a respeito da tarefa, antes de escreverem, pode ajudar
bastante. O trabalho em duplas é, portanto, recomendavel.

2) A comparacao entre 0s enunciados diferentes, correspondentes a uma mesma equacao, que
devem surgir da resolugdo do item 1, possibilita a compreensdo do papel estruturante da
linguagem algébrica.

3) A resposta dos alunos, no item 2, pode ser simplesmente: os dados s@o iguais. Nesse caso,
0 professor deve apresentar um enunciado com o0os mesmos dados, mas com estrutura
diferente e discutir o fato de a equacéo revelar a estrutura matematica do problema.

4) O item (e) tem uma dupla dificuldade. A presenca dos nimeros decimais e o tipo de
equacao.



100

Capitulo X — Jogos

Considerando a importancia dos jogos no processo ensino-aprendizagem em geral,

incluimos neste capitulo quatro sugestdes.

Alguns deles séo adaptacGes de jogos tradicionais e podem ter funcdo de fixacdo

e/ou avaliacdo de aspectos do calculo algébrico. Em todos ha um conjunto de perguntas
que pode ser alterado de acordo com os objetivos e condic¢des do professor e o perfil dos
alunos. Apds o jogo, professor pode também propor que os préprios alunos criem outros
tipos de perguntas com suas respectivas respostas, abordando outros conteudos.

Objetivos

Efetuar célculos algébricos simples mentalmente.
Identificar estratégias proprias no desenvolvimento do jogo.
Ler oralmente informacdes algébricas.

QUEM ESTA ESCONDIDO?

® T m 9 o w >

Material

Uma transparéncia, ou um cartaz com a foto de uma pessoa conhecida da midia,
um vulto histérico. Um retangulo do mesmo tamanho, de papel opaco,
subdividido em faixas, cada uma com uma letra, que, quando retiradas, revelem
parte da foto. (Ver figura)

Um conjunto de fichas com perguntas e respectivas respostas, uma para cada letra
do reténgulo.

Desenvolvimento

Cubra a fotografia com o retangulo das faixas.

Separe a turma em dois grupos e sorteie 0 grupo que comeca.

O primeiro grupo a jogar escolhe uma letra.

O professor faz ao grupo a pergunta correspondente a letra escolhida.

Caso acerte, € retirada a faixa de papel correspondente a essa letra. O grupo que
acertou tem o direito de “chutar” quem ¢ a pessoa da foto. Caso erre a resposta da
questdo ou quem € a pessoa, passa a vez, e a faixa ndo é retirada.

Ganha quem descobrir mais rapido de quem ¢é a foto.
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Eiggléztt:ss ¢ Pergunta A - Qual € a soma Pergunta B - Um dos lados do
P de m com n? retdngulo mede x — 2 e 0 outro
Resposta: m + n. mede 2. Qual a area desse
retangulo? Resposta: 2x — 4.
Pergunta C - Quanto vale Pergunta D - Qual é 0
12x + 6 se x vale 1/6? quadrado de (2x — 8)?
Resposta: 8 Resposta: 4x? - 32x + 64.
Pergunta E - Qual é 0
resultado da divisao de 3k Pergunta F - Qual é o dobro
por k? de 12 m?n?
Resposta: 3. Resposta: 24 m?n.

Pergunta G - Qual é o
produto de 6a2 por (-2a%)?
Resposta: -12a%.

Comentarios

1) Para agucar o suspense do jogo, as perguntas mais dificeis devem corresponder as
faixas que cobrem as partes mais caracteristicas da figura, mas com cuidado de ndo serem
tdo dificeis a ponto de desestimularem os alunos.

2) Uma boa integracdo com a geometria pode ser feita substituindo a figura humana por
um quadrilatero ou triangulo. A ordem na qual os grupos vdo jogar € sorteada. Nesse
caso, as faixas que cobrem o retangulo devem ser retiradas na ordem alfabética, uma por
cada grupo que acertar a pergunta, lida pelo professor. Retirada a faixa, 0 mesmo grupo
deve “chutar” qual a figura que estd escondida, justificando. Se a justificativa estiver
certa, 0 grupo ganha um ponto, mesmo que a figura ndo tenha acertado qual é a figura. Se
a justificativa estiver errada, o grupo ndao ganha ponto. Acaba o jogo quando o grupo da
vez acertar a figura.

O jogo pode ser repetido com vaérias figuras e os pontos de cada grupo vao se
somando.
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JOGO DA VELHA

Material

A B C
D E F
G H I

Desenvolvimento

Conjuntos de 9 cartdes, cada um com
uma pergunta e uma letra (de A até 1)
no Vverso.

Conjuntos de 9 cartGes com as respostas
e as letras correspondentes as suas
perguntas no verso.

Quadros divididos em 9 casas, com as
letras de A a I. como o da figura ao
lado.

Obs. O nimero de conjuntos e de quadros deve
ser a metade do numero de alunos da turma.

e Cada dupla receberd um quadro e dois conjuntos, um deles com as perguntas e

outro com as respostas.

e Os alunos sorteiam quem comega. O primeiro aluno escolhe uma letra, retira a
questdo correspondente a ela e resolve-a. O outro aluno verifica a resposta
olhando o cartdo correspondente; caso esteja certa, quem a resolveu coloca sua
marca no quadro, no lugar da letra escolhida; caso esteja errada, quem marca € 0
outro. O segundo aluno retira outra questdo e continua o jogo da mesma maneira.

e Ganha quem conseguir primeiro colocar sua marca em trés casas na vertical,

horizontal ou diagonal.

Conjunto de perguntas

Pergunta A - Qual € a expressao que
representa o quadrado de (2x — 8)?

Pergunta B - Um lado de um retangulo é
X —2 e o0outro é 2. Qual é a expressdo que
representa a area desse retangulo?

Pergunta C - Se x vale 1/6, quanto vale
12x + 6?

Pergunta D - Qual é a expressdo que
representa o triplo de (4x — 2)?

Pergunta E - Quais sdo os fatores da
expressio x2 — 4?

Pergunta F -
Qual é a diferenca entre (2x—4) e 4?

Pergunta G -
Qual é o produto de 6a? por -2a?

Pergunta H - Qual é a forma mais
simplificada da expressdo 5a + 3b + 7a?

Pergunta | -
Qual é araiz da equacéo 3x = 4?
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Conjunto das Respostas

Resposta A: Resposta B: 2x - 4 Resposta C: 8
4x? — 32X + 64
Resposta E:
Resposta D: 12x - 6 1, x°—4;(x—2)e Resposta F: 2x — 8
(x+2)
. Resposta I:
Resposta H:
. 3 4
Resposta G: - 12a 12a + 3b 3

Comentarios

1) Na experiéncia feita, em um grupo, os alunos consideraram as perguntas dificeis, o que
0s desmotivou um pouco. Mas, em outro, os alunos ficaram bastante motivados,
inclusive, em procurar aprender o que ndo sabiam. Se as perguntas forem bem adaptadas
ao nivel dos alunos, esse jogo interessara os alunos de qualquer idade.

2) Intencionalmente, as perguntas A e E sugeridas sdo as mais dificeis, por
corresponderem as posic¢des por onde o aluno em geral comeca 0 jogo.

BATALHA NAVAL

Material

e Uma cartela como a ao lado para cada aluno.

e Um conjunto de 10 fichas com perguntas e suas

respectivas respostas para cada 2 alunos.

TIOMmgooOlw >

Desenvolvimento
° Cada aluno recebe uma cartela.

o Cada um deles deve desenhar na cartela que recebeu cinco figuras em cinco
quadradinhos, aleatoriamente escolhidos, que representardo os submarinos.

o Cada dupla sorteia quem comega. O aluno que comecar 0 jogo diz ao adversario
as coordenadas (numero, letra) onde caird a bomba que ele langara.
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o Caso a bomba encontre agua no local indicado pelo jogador, o adversario fara o
seu lancamento.

. Caso a homba encontre um submarino, o adversario sorteia uma ficha no monte
das perguntas para que outro resolva a questao.

o Caso o colega acerte a resposta, o submarino € afundado e ele continua o jogo;
caso o colega erre a resposta, 0 adversario langa sua bomba e o jogo continua.

o Ganha o aluno que conseguir afundar primeiro os submarinos do adversario ou o
aluno que tiver afundado mais submarinos do outro quando as perguntas
acabarem.

Perguntas e Respostas

Pergunta - O triplo de 4x — 2 €? Pergunta - O produto de - 6a por (-2a%) é?
Resposta: 12x - 6 Resposta: 12 a®

Pergunta - A expressdo que representa o perimetro de um quadrado de lado 7x é?
Resposta: 28x

Pergunta - Se um dos lados do retangulo é x - 2. Qual a &rea desse retangulo cujo
comprimento do outro lado é 2? Resposta: 2x - 4

Pergunta - A expressdo que representa a area de um quadrado de lado 7x é?
Resposta: 49 x?

Pergunta - A forma mais simples da Pergunta - O valor de x na equacio
expressdo 5a + 3b + 7a €? 3x =4 6? Resposta: X = 4/3
Resposta: 12 a + 3b

Pergunta - O numero 2x — 4 menos 4, vale? Pergunta - Qual o cubo de (- 2a)?

Resposta: 2 x - 8 Resposta: -8a*

Pergunta - O termo geral de uma sequéncia é 4n - 3.
Quanto vale o termo correspondente a n = 5?

Resposta: 17.

Comentarios

1) O numero de submarinos desenhados e o numero de perguntas pode ser aumentado
para aumentar a chance de os alunos acertarem os submarinos.

2) Mais uma vez, observamos a adequacdo necessdria do nivel de dificuldade das
perguntas ao nivel dos alunos.
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JOGO DAS FICHAS

Material

Conjunto de fichas nas cores preto, azul e verde, com versos iguais, num total
igual ao nimero de alunos do grupo.

Trés conjuntos de cartbes com perguntas a serem sorteadas e outro com as
respectivas respostas, em numero igual ao de alunos do grupo. Os trés conjuntos
devem ter nivel crescente de dificuldade.

Desenvolvimento

A turma é dividida em grupos e o professor determina a ordem de jogar em cada
grupo.

Cada aluno, na sua vez, vira uma ficha e sorteia uma pergunta do conjunto de
perguntas mais faceis.

Se a ficha for preta, o aluno resolve a questdo sorteada. Caso acerte, ganha 10
pontos, caso erre, ndo ganha ponto. Se a ficha for azul, o aluno tem a opgéo de
resolver a questdo sorteada ou escolher alguém para ajuda-lo. Caso acertem,
ganham 5 pontos cada (se o aluno acertar sozinho, ganha 10 pontos), caso errem,
ndo ganham ponto. Se a ficha for verde, o aluno passa a vez e ndo ganha ponto.
Depois de uma rodada, 0 grupo recomega 0 jogo com 0 segundo conjunto de
perguntas. Depois deste, passa ao terceiro e ultimo conjunto.

Ao final, ganha(m) o(s) aluno(s) que fizer(em) mais pontos.

Obs — Sugerimos a seguir, conjuntos de 3 perguntas.

Conjunto 1 — Facil Conjunto 2 — Médio Conjunto 3 - Dificil

Pergunta A1 - Sex =1,
quanto vale x + 1?

Pergunta Az - Se p = 1/3,
quanto vale 3p + 2?

Pergunta As - Qual a diferenca
entre o produto de m porme a
soma de m com m?

Pergunta B1 - O resultado
da expressao 2a + 3a €?

Pergunta B2- A
diferenca entre 3k e k é?

Pergunta Bs - Qual a area de
um quadrado de perimetro 121?

Pergunta C: - O quadrado
de 2x é?

Pergunta C2 - O cubo de
(-2x?) é?

Pergunta Cs - O resultado da
divisdo de 3b + 7b por 2 é?

Resposta A;: 2

Resposta A: 3

Resposta Az: m(m — 2)

Resposta Bi1: 5a

Resposta Ba: 2k

Resposta Bs: 912

Resposta Ci: 4x?

Resposta Cy: -8x°

Resposta Cas: 5b

Comentério

O fato de as perguntas estarem em niveis crescentes de dificuldade é bastante
positivo. Também influi o fator sorte, pois uma das perguntas do conjunto 3 é mais facil

do que as outras.
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ANEXO -TESTE

Na primeira fase da pesquisa, duas professoras do grupo aplicaram um teste por
meio de entrevista com 7 alunos de 7°, 8° e 9° anos do Ensino Fundamental. Trés alunos
eram do 9° ano, um aluno do 8° ano e os alunos restantes ainda estavam no 7° ano.

Nessa entrevista, o objetivo foi o de detectar indicios de lacunas na formacao
algébrica desses alunos, o que poderia servir de base para a conscientizacdo dos
professores sobre a necessidade de mudanca. Especificamente, pretendeu-se observar se
esses alunos reconhecem a nocdo de variavel em diversos contextos e, no caso
afirmativo, como a usam. Ou seja, como eles usam letras para generalizar um fendmeno
ou para expressar o resultado de uma medicdo ou de uma operacdo; se admitem a
possibilidade de usar letra ou expressdo algébrica para representar um dado numérico; se
escrevem expressoes algébricas e se resolvem equac6es simples, escritas na forma padréao
ou néo.

Ao analisar as entrevistas, o grupo resolveu aplicar 0 mesmo teste, por escrito,
sem intervencgdo do professor, a 100 alunos de 5 turmas de ensino médio, com o objetivo
de observar o desempenho de alunos, supostamente, mais maduros do que oS
entrevistados. A amostra desta vez incluiu 5 turma de 1° ano do Ensino Médio, sendo
uma delas de colégio particular com enfoque para o vestibular, outra de colégio estadual
diurno e o restante de colégio estadual noturno.

Os resultados deste teste e das entrevistas serviram de base para o0
desenvolvimento do trabalho ora publicado.

QUESTOES

Nome:

Escola:

Questao 1

Em uma cidade, o metré foi planejado para que a distédncia entre duas estacoes
consecutivas seja sempre 10 km.

O gue vocé pode dizer sobre a distdncia percorrida pelo trem:
a) apos 7 paradas?
b) apds 12 paradas?

c) apds y paradas?

Questéo 2
000
000 000
000 000 000
000 000 000 000

Posicéo 1 Posicéo 2 Posicéo 3 Posicao 4
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Observe que, em cada posicdo, o cartdo tem numeros diferentes de bolinhas.

a) Vocé é capaz dizer quantas bolinhas havera num cartdo que esteja numa
posicdo qualquer?

b) Como vocé representaria essa quantidade em linguagem matematica?

Questao 3

No ultimo campeonato brasileiro o Flamengo marcou Z gols e o Vasco H gols.

Quantos gols os dois times marcaram?

Questao 4

Calcule o perimetro de cada figura abaixo.

I X Il

Questao 5

O gue vocé seria capaz de escrever sobre o perimetro desta figura?
Observe que parte da figura esta escondida.

Ao todo sdo n lados, cada um de comprimento 5.

Questao 6

Este é o alvo de um jogo de dardos.

[ 1 5pontos
4vezesno e E——— 10 pontos
5 vezes no [[IIII. [ 15 pontos

a) Jodo acertou

Quantos pontos ele fez? B 50 pontos

Como vocé calculou?

b) Quantos pontos fez uma pessoa que acertou:

-3vezesno [ |ey vezes no [[[[[I] ?
-fvezesno | e pvezesno [ |7
- a vezes noE=—=, 5vezesno [___ | ey vezes no N >
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Questao 7
a+b+c=a+d +c

Essa afirmacdo é verdadeira

a) sempre? B) nunca? c) as vezes?

Questao 8

Calcule o valor de x.
a)2x +1=3

b) 2= 3
X

Questao 9

Calcule a area.

X

a) Vocé sabe calcular a area de um retédngulo?
b) O que representa a letra x?

c) Escreva uma expressdo que represente a drea desse retdngulo.

Questao 10

Calcule a area.

Questao 11

Calcule a area.

Questé&o 12

Em uma loja ha cinco vezes mais rapazes do que mogas. Utilizando as letras p e q
para representar o numero de rapazes e mocas, respectivamente, use a linguagem
matematica para traduzir essa situacgo.
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Resumo dos Resultados

As respostas ao teste escrito e as entrevistas se complementaram. A diferenca de
nivel escolar ndo afetou o tipo de respostas e/ou as dificuldades, que coincidem também
com as apontadas nos estudos analisados.

Em geral, os alunos ndo parecem admitir que o resultado de uma contagem, de
uma operacdo ou de uma medicdo possa ser dado por uma expressao algébrica,
principalmente se esta expressdo tiver mais de um termo. Dai a freqliéncia de respostas
nas quais a variavel é substituida por um valor numérico, pelos mais diversos critérios.

Ha& respostas sugestivas de que seus autores estdo na fase de transicdo entre o
retorico e o simbdlico do desenvolvimento da linguagem algébrica, 0 que é natural, mas
exige atencdo especial para que esta transi¢cao se complete.

Mesmo entre os alunos que escrevem expressdes algébricas, foram detectadas
dificuldades como: pensar que essa expressao tem de ser igualada a um namero ou pelo
menos a uma letra (em geral, x); transformar erroneamente uma expressao, tentando
simplificd-la; usar sinais de pontuacdo (paréntesis) inadequadamente; igualar
indevidamente uma expressdo a 0, obtendo uma equacdo; interpretar precariamente
informacdes codificadas, por exemplo, por legenda; realizar procedimentos aparentemente
aleatdrios ao resolver equacoes.

Como resultados positivos, observamos alunos que reconhecem a relagdo de
proporcionalidade em situacdo dada e usam o conceito de divisdo para resolver equagdo sob
forma n&o padronizada.
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