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Sai che ti avverra,
praticando il disegnare di penna?
che ti fara sperto, pratico,
e capace di molto disegno entro la testa tua.

Sabe o que te acontecerd, praticando o desenho a pena?
tornar-te-as perito, pratico,
e capaz de muitos desenhos dentro de tua mente.

- Cennino Cennini da Colle di Valdelsa
Il Libro dell’arte (1437) - Cap. XIII.
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Prefacio

Porque estudar analise?

Além da razao débvia, ser muito legal e divertido:

(a) para desenvolver habilidade analitica e de resolucdo de problemas (no sentido amplo,
de qualquer problema do mundo real): quais as hipéteses envolvidas, quais as ferramentas
que podem ser utilizadas;

(b) para se preparar para entendimento sélido de probabilidade (teoria dos conjuntos,
integracdo);

(c) para se preparar para entendimento sélido de equacdes diferenciais e andlise numérica
(fungdes continuas, derivadas);

(d) para se acostumar com espagos abstratos envolvidos em modelagem matemdtica de
fendmenos.

Aos alunos

As Secdes e as demonstracdes de Teoremas e Proposices marcadas com * podem ser
omitidas em uma primeira leitura.

O livro possui cerca de 380 exercicios. E parte fundamental do curso resolvé-los, tantos
quanto for possivel. Existe uma grande integracdo entre o texto e os exercicios, com diversas
referéncias cruzadas. Para ajudar na tarefa de escolha de quais devem ser feitos, eles sao
divididos em:

(a) Lista recomendada de exercicios a serem feitos, indicados por =,

(b) Lista complementar: apds serem feitos os da lista recomendada, indicados por —;

(c) Lista de exercicios extras, que expandem a teoria (ndo s3o necessariamente mais
dificeis), que podem ser omitidos em primeira leitura, indicados por * (extra);

(d) Exercicios dificeis, que podem expandir a teoria ou n3o, indicados por £ (dificil).

O indice do livro é bem completo e é étima porta de entrada para os curiosos. Foram
indexados também tépicos abordados somente nos exercicios.

~

Modificacoes da segunda edicao

1

Este livro foi escrito originalmente por Cassio Neri e publicado em 2006. Em julho de
2008 foi modificado por Marco Cabral em diversos pontos, com os seguintes destaques:

Vil
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(a) acrescentado capitulo de classes de equivaléncia e constru¢do dos nimeros reais por
sequéncias de Cauchy;

(b) reescrito o capitulo de integragcdo, com utilizagdo de imagem direta e inversa para
simplificar as demonstrac¢des;

(c) acréscimo de 260 exercicios ao livro, com indicagcdo de quais devem ser feitos.

(d) reescrito o inicio do capitulo de niimeros reais, tornando-o auto contido e com de-
finicGes mais claras;

(e) introduzida, no capitulo de topologia, a notacdo B.(x) para intervalos;

(f) reescrito parte do capitulo de fungdes continuas para conectd-lo diretamente com
conceitos do capitulo de topologia: abertos, conexos e compactos;

(g) modificado o nome e reduzido nimero de diversas se¢Ges;

(h) introduzido nome para quase todo Teorema, Lema e Proposic3o.

Na Versdo 2.1 (julho de 2009), além de pequenas correcdes:

(i) Adequamos o livro ao recente acordo ortografico (sequéncias perderam parte do charme);

(j) Acrescentamos cerca de 30 exercicios;

(k) Incluimos como Proposi¢do (na pagina 20) o argumento diagonal de Cantor.

(1) Colorimos todas as defini¢cdes, teoremas, proposicdes, lemas e principios.

(m) Reescrevemos vdrias frases do livro, introduzindo de forma explicita algumas definigcdes
e observagdes novas.

Na Versdo 2.4 de dezembro de 2011 foram feitas pequenas corregdes ao longo do texto ou
exercicios. Na Versdo 2.5 de setembro de 2021 foram feitas pequenas correcdes em exercicios.
A terceira edicao de dezembro de 2021 é editada pela Editora do Instituto de Matematica da
Universidade Federal do Rio de Janeiro.
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Capitulo 1

Nocoes de Teoria dos Conjuntos

1.1 Conjuntos e operacoes.

A nogdo intuitiva que se tem da palavra conjunto nos é satisfatéria e uma apresentacdo
rigorosa da Teoria dos Conjuntos é dificil e além dos objetivos do curso. Para detalhes leia o
classico [Hal.

DEFINICAO 1.1. Um conjunto € constituido de objetos chamados elementos. Usamos a
notacdo x € A (lé-se x pertence a A) para dizer que x é um elemento do conjunto A. Se x
ndo é um elemento de A, entdo escrevemos x ¢ A (lé-se x ndo pertence a A).

Uma forma de caracterizar um conjunto é através da lista dos seus elementos, escrevendo-

os separados por virgulas “," no interior de duas chaves “{" e “}".

Exemplo 1.1. Seja A o conjunto cujos elementos sdo os nimeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6.
Escrevemos A = {1,2,3,4,5,6}. Temos1 € A, 2€ AeT ¢ A.

Outra maneira de caracterizar um conjunto é através de uma propriedade P possuida por
todos os seus elementos e apenas por estes (na Secdo 1.2 faremos mais considera¢des sobre
isto). Escrevemos neste caso {z ; P(x)}, {z | P(z)} ou {z : P(x)} (lé-se o conjunto dos
elementos x tais que P(x) é verdadeira, ou ainda, dos elementos = que possuem a propriedade
P). Salientamos que a letra = é arbitraria de modo que {z ; P(z)} ={y; P(y)}.

Exemplo 1.2. Seja P a propriedade “é um nimero presente na face de um dado” e seja
A= {3: : P(a:)} Entdo A = {1,2,3,4,5,6}, i.e.!, A é o mesmo conjunto do Exemplo 1.1.

DEFINICAO 1.2. Dizemos que A é um subconjunto de B ou que A é uma parte de B,
ou ainda, que A esta contido em B e escrevemos A C B se todo elemento de A pertence
a B. Dizemos também que B contém A e escrevemos B D A.

lie., abreviacdo de “id est” que, em latim, significa “isto é".
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DEFINICAO 1.3. Quando A C B e B C A, os conjuntos A e B s3o ditos iguais e
escrevemos A = B. (Caso contrdrio eles sdo diferentes e escrevemos A # B. A notagcdo
A C B (ou B 2D A) é uma abreviagdo para A C B com A # B, neste caso dizemos que A é
um subconjunto préprio de B.

Observacao 1.1 Para provar que dois conjuntos A e B sdo iguais deve-se provar que
A C B e depois que B C A.

Exemplo 1.3. Sejam A ={2,4,6} e B=1{1,2,3,4,5,6}. Temos que A C B.

Exemplo 1.4. Sejam A o conjunto dos niimeros inteiros miltiplos de 4 e B o conjunto dos
numeros pares. E Sbvio que A C B porém, vamos demonstrar esta afirmacdo. O primeiro
passo consiste em interpretar a definicdo do conjunto A. Um nimero inteiro n € multiplo de
4 se n/4 é inteiro, ou equivalentemente, se existe um inteiro m tal que n = 4m. Logo,

A ={n; existe um inteiro m tal que n = 4m}.

Analogamente,
B = {n ; existe um inteiro m tal que n = 2m}.

Estamos preparados para a demonstracdo. Sejan € A. Entdo existe um inteiro m tal que
n = 4m = 2(2m). Como m € inteiro, 2m também é. Concluimos que n € B.

Como n é um elemento arbitririo de A (além de n € A ndo fizemos nenhuma hipdtese
sobre n) concluimos que qualquer que sejan € A temosn € B, i.e, que todo elemento de A
pertence a B, ou seja, que A C B. Isto termina a demonstragao.

Exemplo 1.5. Sejam A = {0,1,2} e B = {1,2,3,4}. Pergunta: A C B? Por qué?
Resposta: Nao, pois0 € A e ¢ B.

De maneira geral, se A ndo é um subconjunto de B significa que existe pelo menos um
elemento de A que ndo pertence a B.

DEFINICAO 1.4. O conjunto vazio, denotado por &, é um conjunto que nio possui
nenhum elemento, ou seja, ndo existe x tal que v € O.

Uma propriedade interessante do conjunto vazio é que ele é subconjunto de qualquer
conjunto. Vejamos isto mais precisamente. Suponhamos que exista um conjunto A tal que
& nao seja subconjunto de A. Pelo que vimos anteriormente, isto significa que existe algum
elemento © € @ tal que x ¢ A. Mas, por definicdo de vazio, ndo podemos ter x € &.
Esta contradicdo nos obriga a concluir que @ C A pois, sendo, chegariamos a uma conclusio
absurda.

Acabamos de mostrar que @ C A usando um argumento do tipo “demonstracdao por
absurdo” ou “demonstracao por contradicao”. Neste tipo de argumento supomos inicial-
mente que a conclusdo desejada seja falsa e, a partir desta hipétese, chegamos a um absurdo.
Desta forma, somos obrigados a admitir que a suposi¢do é falsa e, portanto, que a conclusao
desejada é verdadeira.

Existem conjuntos cujos elementos s3o conjuntos como mostra o proximo exemplo.
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Exemplo 1.6. Sejam A = {1,2}, B ={3} eC = {A, B}. Tente se convencer de que todas
as afirmativas abaixo sdo verdadeiras.

AelC, BeC, {A}yccC, {B}ccC, 1¢C, 2¢C, 3¢C.

Perceba ainda que é errado dizer {2} C C, {3} C C ou {{2}} C C. Entretanto, é verdade
que {{3}} C C (esta é simplesmente a quarta das afirmacbes acima).

DEFINICAO 1.5. Quando C é um conjunto de conjuntos (para simplificar a linguagem)
dizemos que C é uma colecao, uma classe ou uma familia de conjuntos. Elementos de C
sdo comumente chamados de membros.

Para familias utiliza-se também notagdo especial (como veremos na Se¢do 1.4, p.9). Por
falar em conjuntos de conjuntos...

DEFINICAO 1.6. Seja A um conjunto. A colecio de todos os subconjuntos de A é dita
conjunto das partes de A e é denotada por P(A) ou por 2. Em simbolos,

P(A)={B ;B C A}
Portanto, B € P(A) se, e somente se, B C A.

Exemplo 1.7. Temos que P(@) = {&}. Note que & # P(D) (porque?). Se A = {1},
entdo P(A) = {2, {1}}.

DEFINICAO 1.7. Sejam A e B dois conjuntos. Existe um conjunto, chamado unido ou
reunido de A e B (denotado por AU B), cujos elementos pertencem a A ou a B. Também
existe um conjunto chamado intersecdo de A e B (denotado por A N B) cujos elementos
pertencem a A e a B. Em outros termos

AUB={z;zx€AouzeB} e ANB={zx; x€Aex € B}.
De maneira geral, fazemos a seguinte definicdo.

DEFINICAO 1.8. Se C é uma colecio nio vazia de conjuntos, entio a unido ou reunido
da colecido C é formado pelos elementos que pertencem a pelo menos um membro de C. Em
simbolos,

UA:{x ; existe A € C tal que x € A}.
AeC

A intersecao da colecdo C é constituida pelos elementos que pertencem a todos os membros
de C. Em simbolos,

ﬂA:{x; x € A para todo A € C}.
AeC

Por definicdo ANBNC ={z; xr € Aex € Bex € C}. Neste caso podemos substituir
o conectivo “e" por uma virgula ", escrevendo ANBNC ={z; z€ A, x € Bex € C}.
Porém, o conectivo “ou” é sempre preservado.
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Exemplo 1.8. Sejam A = {1,2,3} e B = {1,2,4,8}. Temos AU B = {1,2,3,4,8} e
ANB=/{1,2}.

DEFINICAO 1.9. Sejam A e B conjuntos. O conjunto diferenga entre A e B (denotado
por A\ B ou A — B) é constituido pelos elementos de A que ndo pertencem a B. Em
simbolos, A\ B={z; v € Aex ¢ B}.

DEFINICAO 1.10. Quando trabalhamos apenas com subconjuntos de um determinado
conjunto X (subentendido no contexto) definimos o complementar de A por X \ A e o
denotamos AC.

Dissemos anteriormente que um conjunto pode ser definido pela lista de seus elementos.
Devemos ressaltar que a ordem dos elementos na lista ndo importa e que repeticoes sao
irrelevantes. Desta forma, {a,b,c} = {b,a,c} = {c,a,b} = {a,a,b,c}. Quando queremos
que a ordem ou repeticdes sejam relevantes usamos o conceito de par ordenado.

DEFINICAO 1.11. Dados dois objetos a e b definimos o par ordenado (a,b) cuja primeira
coordenada € a e a segunda é b. Dois pares ordenados (a,b) e (c,d) sdo iguais se eles forem
iguais coordenada por coordenada, i.e.,

(a,b) = (¢,d) se, e somente se, a=ceb=d.

Repare que (a,b) # (b, a) salvo se a = b e que (a,a) # a. De maneira andloga definimos
triplas ordenadas (a, b, ¢) ou n-uplas ordenadas (a4, ..., a,).

DEFINICAO 1.12. Dados dois conjuntos A e B existe um conjunto chamado de produto
cartesiano de A e B (denotado A x B) formado pelos pares ordenados (a,b) tais que a € A
eb e B. Em simbolos: A x B ={(a,b) ; a€ Aebe B}.

Em particular, podemos definir A x A e, por simplicidade, o denotamos A%. De maneira
analoga definimos A x B x C' = {(a,b,c) ; a € A, be Bece C}, A>=Ax Ax A,
A" = A x --- x A (n vezes).

Observacao 1.2 Repetidas vezes usamos expressoes do tipo “existe”, “para todo”, “qual-
quer que seja”’, etc. Para simplificar a escrita destas expressoes introduziremos alguns
simbolos que as representam, a saber:

3 significa “existe”;

3! significa “existe um dnico”;

\ significa “para todo” ou “qualquer que seja”;
— significa “se ... entdo ..." ou “implica que”;

1

<= ou ‘sse”* significa "se, e somente se,”.

Desta maneira, podemos escrever que, por definicdo, AC Bssexr € A — 1z € B.

!Este neologismo é derivado de outro em inglés iff que significa if and only if. Foi o matematico Halmos
que o inventou. A ele devemos também o pequeno quadrado que indica final de demonstragao.
Paul Richard Halmos: x 03/03/1916, Budapeste, Hungria.
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1.2 x Teoria dos conjuntos é facil?

N3o entramos nos fundamentos légicos da Teoria dos Conjuntos e tudo parece trivial e
familiar. Mas (in)felizmente a Teoria dos Conjuntos ndo é tdo ficil como possa parecer. Por
exemplo, nossa exposicao apresenta uma inconsisténcia légica, ou paradoxo, conhecido como
Paradoxo de Russel.

Logo na primeira se¢do dissemos que dada uma propriedade P podemos definir, ou melhor,
existe o conjunto A dos elementos que possuem a propriedade P e escrevemos

A={z; P(x)}.

Ora, n3o hd nada mais razoavel.

Nada nos impede de considerar conjuntos cujos elementos sdo conjuntos (como j3 fizemos
ao introduzir cole¢des) e de questionar se um conjunto é elemento dele mesmo. Como
exemplo, considere o conjunto C' de todos objetos que ndo sdo bolas. Ora, C' ndo é uma
bola, logo, C' € C'. Vejamos como isto gera um paradoxo.

Diremos que um conjunto X é normal se ele ndo pertence a si préprio, i.e., se X ¢ X.
Seja N o conjunto dos conjuntos normais:

N={X; Xénormal} ={X; X ¢ X}.

Perguntamo-nos se N é normal. Existem duas respostas possiveis: sim ou n3o. Vamos
analisar cada uma delas.

12 possibilidade: N é normal.‘ Por definicdo, IV é o conjunto dos conjuntos normais e,
sendo ele préprio normal, temos que N € N. Isto implica, por definicdo de conjunto normal,
que N ndo é normal. Temos entdo uma contradicdo! Pode-se pensar que este argumento seja
apenas uma demonstragao por absurdo que mostra que a primeira possibilidade n3do funciona
e entdao devemos concluir que é a segunda que é a boa. Vejamos.

2% possibilidade: N nao é normal.| Pela definicio de NV, e como N ndo é normal, de-
vemos ter N ¢ N. Logo, por definicdo de conjunto normal, concluimos que N ¢ normal.
Novamente temos uma contradicao. Nenhuma das duas possibilidades é possivel - paradoxo!

Para eliminar este paradoxo da Teoria dos Conjuntos (que é o pilar de toda a Matematica)
uma solucado € a seguinte. Ao invés de admitir que dada uma propriedade P existe o conjunto
dos elementos que possuem a propriedade P, admitimos que dada uma propriedade P e
um conjunto A existe o subconjunto dos elementos de A que possuem a propriedade P.
Escrevemos {x € A; P(x)} Feito isto o argumento usado no Paradoxo de Russel se
transforma em um teorema (veja exercicio 8, p.11) segundo o qual n3o existe o conjunto de
todas as coisas ou, de forma mais “poético-filoséfica”, “nada contém tudo”. Boa viagem!

1.3 Funcoes.

Todos sabemos que o valor da prestacao de uma televisao comprada em 12 parcelas iguais
e sem juros depende do seu preco a vista. Por isto, dizemos que o valor da prestacdo é funcao

!Bertrand Arthur William Russell, x 18/05/1872, Ravenscroft, Pais de Gales - f 02/02/1970, Penrhyn-
deudraeth, Pais de Gales
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do preco a vista. Neste caso, se x é o preco a vista, entdo o valor da prestagdo é z/12. A
funcdo “valor da prestacdo” a cada ‘“valor a vista” x associa o “valor da prestagdo”, dado por
x/12. De maneira geral, uma fun¢do associa, através de uma regra precisa, cada elemento de
um conjunto a um dnico elemento de outro conjunto (os dois conjuntos em questdo podem
ser iguais).

O exemplo anterior é de uma funcao numérica definida através de uma férmula, mas nem
toda funcdo é deste tipo. Por exemplo, cada pessoa possui um unico tipo sanguineo, logo,
podemos considerar a fun¢do que a cada elemento do conjunto das pessoas associa o seu tipo
sanguineo que é um elemento do conjunto {A, B, AB,O}. Mudando a regra a fun¢do muda.
Assim, a funcdo anterior é diferente da fungdo que a cada pessoa associa o tipo sanguineo do

pai.

DEFINICAO 1.13. Sejam A e B dois conjuntos néo vazios. Uma funcdo f : A — B (1é-se
fungdo f de A em B) € definida por uma regra de associacdo, ou relacdo, entre elementos de
A e B que a cada x € A associa um dnico elemento f(x) (lé-se f de ) em B, dito imagem
de x por f. O conjunto A é o dominio de f enquanto que B é o contradominio de f.

Note que ndo pode haver exce¢do a regra: todo x € A possui uma imagem f(z) € B. Por
outro lado, pode existir y € B que n3o seja imagem de nenhum x € A. Note também que,
dado x € A, n3o pode haver ambiguidade com respeito a f(x). Entretanto, o mesmo elemento
y € B pode ser imagem de mais de um elemento de A, i.e., pode ocorrer f(x1) = f(x2) com

X1 #I‘Q.

Exemplo 1.9. Sejam A = {alunos da UFRJ}, B = {ndmeros inteiros}. Como exemplo de
fungdo, temos f : A — B que a cada x € A associa seu ano de nascimento. Outro exemplo
€ a fungdo g : A — B que a cada x € A associa seu ano de entrada na UFRJ.

Exemplo 1.10. Seja A = {pessoas}. Se a cada x € A fazemos corresponder f(zx) € A de
maneira que f(x) seja irmdo de x, entdo f ndo é uma funcdo por duas razées. Primeiro por
excecdo pois nem toda pessoa tem irmdo. Segundo por ambiguidade pois existem pessoas
que tém mais de um irmao.

DEFINICAO 1.14. Sejam f,q : A — B duas funcées. Dizemos que f e g sio iguais se
sdo dadas pela mesma regra de associacdo, ou seja, se

f(z) = g(x) Vo € A.

A condi¢do acima sé tem sentido (podendo ser falsa) se f e g tiverem o mesmo dominio (no
caso A). No entanto, é dispensavel que f e g tenham o mesmo contradominio. Por esta
razao, podemos considerar iguais duas fun¢des de contradominios diferentes. Desta forma, a
funcdo

h : {alunos da UFRJ} — {ndmeros inteiros positivos},

que a cada x € {alunos da UFRJ} associa seu ano de entrada na UFRJ é igual a fungdo ¢
do Exemplo 1.9. Mais delicado é considerar que funcoes de dominios diferentes sejam iguais.
Entretanto, cometemos este abuso quando, por exemplo, o dominio de uma func3o contém o
dominio da outra. Quando a prudéncia mandar, devemos lidar com os conceitos de restricdo
e extensao.
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DEFINICAO 1.15. Sejam f : A — B eg: C — B. Dizemos que f é uma restricio de
g ou que g é uma extensao de f se A C C e f(x) = g(x) para todo x € A. Neste caso
escrevemos f = g|a.

DEFINICAO 1.16. Dados dois conjuntos A e B, denotamos por F(A; B) o conjunto de
todas as fungdes f : A — B.

DEFINICAO 1.17. Dado A C C, definimos a funcdo caracteristica ou indicadora de A
0; A,
por I4: C — {0,1} (também denotada por x 1) por I4(x) = { ez d A
1, sex e A

A func¢3o indicadora (ou caracteristica) é muito utilizada em teoria da integracdo e em pro-
babilidade. Podemos escrever que I : P(C') — F(C;{0,1}) ou I € F(P(C); F(C;{0,1})),
pois [ associa a cada subconjunto A € P(C) a fungdo 14.

DEFINICAO 1.18. Seja f : A — B. Definimos f : P(A) — P(B) para cada C' € P(A)
(ou, o que é a mesma coisa, para cada C' C A) por

f(C):{yGB; Jz € C tal que f(z) =y} ={f(z); v € C},

a imagem ou imagem direta de C' por f. Abusamos a notacdo e escrevemos simplesmente
f(C) (sem o til). Em particular, o conjunto f(A) é chamado de imagem de f.

DEFINICAO 1.19. Seja f : A — B. Definimos =1 : P(B) — P(A) para cada C € P(B)
(ou, o que é a mesma coisa, para cada C C B) por

e ={z€A; f(z)eC},

a imagem inversa ou pré-imagem de C por f. Abusamos a notacdo e escrevemos simples-
mente f~1(C) (sem o til). Outros abusos sio: f~'(y) (em vez de f~1({y})) e x = f~1(C)

(em vez de F(C) = {z}).

Exemplo 1.11. Considere f : R — R definido por f(x) = |x|. Entdo f([-2,2]) =
0,2], f([-5,1)) = [0,5]. Além disso, f~1((1,2)) = (1,2) U (=2,-1), f71(3) = {3 -3},
f7H(=3, =) =2, f71(0) =

DEFINICAO 1.20. Uma funcdo f : A — B é dita sobrejetiva se f(A) = B, ou seja, se
qualquer que seja y € B, existe v € A tal que f(z) =vy.

Ao se verificar a sobrejetividade de uma funcdo, deve estar claro qual conjunto estd sendo
considerado como contradominio. Modificando-o, uma fung¢do que ndo é sobrejetiva pode
passar a ser.
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Exemplo 1.12. Seja A = {a,b}. A fungdo f, definida por f(x) = x para todo x € A, ndo é
sobrejetiva de A em {a,b,c} mas € sobrejetiva de A em {a,b}. De modo geral, toda funcdo
€ sobrejetiva na sua imagem.

DEFINICAO 1.21. Uma funcio f : A — B € dita injetiva ou injecao se para quaisquer
x,y € A tais que x # y temos f(x) # f(y), ou equivalentemente, se x,y € A s3o tais que
f(x) = f(y), entdo x = y; ou ainda, se para todo y € f(A) existe um dnico x € A tal que

f(z)=y.

DEFINICAO 1.22. Dizemos que a funcdo f tem a propriedade P em A se fla tem a
propriedade P.

Por exemplo, dizer que f é injetiva em A significa que f|4 é injetiva. Isto é muito usual,
sobretudo em conversas informais entre matematicos. Entretanto, isto deve ser usado com
cuidado para n3o cairmos em armadilhas (veja exercicio 10, p.117).

DEFINICAO 1.23. Uma funcio f : A — B é dita bijetiva ou bijecdo se ela & injetiva e
sobrejetiva.

Exemplo 1.13. Sejam A = {1,2,3}, B = {2,4,6} e C = {1,4,9,16}. Consideremos as
fungbes f : A— B, g: A— C eh: A — A definidas por

f(x) =2z, g(xr)=2° hx)=2 VzecA

Temos que f € injetiva e sobrejetiva e, portanto, bijetiva. Temos ainda que g € injetiva mas
ndo € sobrejetiva e h ndo € injetiva e nem sobrejetiva.

DEFINICAOQ 1.24. Sejam f : A — B eg: C — D tais que f(A) C C. Definimos a
funcdo composta go f : A — D que a cada x € A associa g(f(:c)) e D.

A definigdo anterior faz sentido pois dado z € A temos que f(x) € f(A)ecomo f(A) C C
temos f(z) € C. Neste caso podemos aplicar g e encontrar g(f(x)) € D.

Observamos ainda que a operacdo de composicdo de fungdes é associativa, i.e., se f :
A—B,g:C—-Deh:E— Fcom f(A) C Ceg(C) C E, entdo temos

((hog)o f)(x) = (ho(go f))(z) =h(g(f(z)) Vze A

DEFINICAO 1.25. Para f : A — A definimos f™: A — A por f* = fo---o f (n vezes).

DEFINICAO 1.26. Sejam f : A — B eg: B — A tais que (go f)(z) = x para todo
x € Ae(fog)y) =y para todoy € B. Dizemos que f é invertivel, que g € a inversa de
f e escrevemos g = !
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N3o devemos confundir f~! da definicdo acima com f~! da Definicdo 1.19. Sempre que
aplicamos f~! em conjuntos esta subentendido que trata-se da imagem inversa. Quando
se aplica f~! num elemento y, pode-se entender como f~!(y), caso a inversa exista, ou
f:/l({y}) a imagem inversa de um conjunto unitdrio.

Repare que intercambiando f com g, A com B e x com y as hipdteses da Definicao 1.26
ndo mudam, porém a conclusdo dird que f é a inversa de g. Concluimos que f é a inversa
de g se, e somente se, g é a inversa de f.

Se f: A — B é injetiva, entdo mesmo quando ela n3o for sobrejetiva, ainda poderemos
considerar sua func3o inversa f~! ficando subentendido que o dominio de f~! é f(A) (e n3o
B). Desta forma (f o f)(z) =z paratodoz € Ae (fof1)(y) =y para todo y € f(A).

1.4 Familias

Dissemos anteriormente (Definicdo 1.5, p.3) que a palavra familia pode ser usada para
designar conjuntos de conjuntos. De fato, este é o principal uso da palavra familia mas nao
o tnico. Na verdade, uma familia é uma func3o para a qual usamos uma notacdo especial.

DEFINICAO 1.27. Sejam I e C conjuntos no vazios. Uma familia (A;)ier de elementos
de C' é uma fungdo A : I — C' para a qual denotamos por A; (em vez de A(i)) a imagem
de i por A. Dizemos que a familia esta indexada pelo indice i € I, que I é o conjunto de
indices e que A; é o i-ésimo elemento (ou membro) da familia. Quando I é o conjunto dos
numeros naturais substituimos a palavra familia por sequéncia.

Os gramdticos que nos perdoem (\/) mas usamos o sufixo “ésimo” em i-ésimo mesmo
quando 7 n3o é um numero cardinal.

Observe que na notagdo (A;);c; ndo aparece o contradominio C' da fungdo. Por isto,
ao introduzirmos uma familia, é obrigatério dizer que tipo de objetos constituem o seu con-
tradominio. Por exemplo, uma familia de pessoas é uma fun¢ao cujo contradominio é um
conjunto de pessoas. Da mesma forma, uma familia de macacos é uma fungao cujo contra-
dominio é um conjunto de macacos (agora sdo os bidlogos que h3do de nos perdoar).

Como dito anteriormente, o uso mais frequente do termo familia é quando o contradominio
é uma colecao de conjuntos. Trata-se, entdo, de uma familia de conjuntos. Neste caso,
existem notacBes especiais para a unido e a intersecdo da colegdo. Se (A;);c; é uma familia
de conjuntos, entdo a unido e a intersecao da familia sdo definidas, respectivamente, por

UAZ-:{LL’; existe i € [ tal que z € A;} e ﬂAi:{x; x € A; para todo i € I},
iel iel
Exemplo 1.14. Sejam A; = (i,i+ 1) e B; = (—i*> — 1,4%). Ent&o:

J4 =R, () B: = (-1,0), (4 =2, UBi=R, Jai=r-2z

1€Q 1€Q i€Q 1€Q 1€Z

Se I é o conjunto dos numeros inteiros de m até n, entdo também é usual escrever

OAi:AmU---UAn e ﬁAi:Amﬁ---ﬁAn.
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Se I é o conjunto de todos os inteiros positivos, entdo as nota¢des usuais sao
+00 too
i=1 ieN i=1 ieN

O simbolo oo (infinito) que aparece nas nota¢des anteriores ndo é um nimero. Ele é
apenas um simbolo tipografico cujo papel é dizer que tanto a unido quanto a intersecdo da
familia (A;);c; sdo tomadas para todo i € {1,2,3,...}. Este mesmo simbolo aparecerd em
varias notagoes ao longo do texto sendo que em cada uma delas seu papel serd diferente.
Porém, sempre devemos ter em mente que infinito ndo é nimero!

1.5 Exercicios.
1.56.1 Conjuntos e operacoes

— 1. Calcule:

@ N (5) ® U (i) @N (o)

z€[1,+00) z€(1,2] x>2
1 1 1
(d) U (x—é,eré); (e) ﬂ($0—6,1‘0+€); (f) U {E}
z€eQ e>0 z€R-Q
— 2. Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto X. Prove que
(a) AU = A; (b) ANo =g, (c) AUX = X
—(d) ANX = A; (e) 2 = X; (f) Xt = o;
(g) AC Be B C C implicaque AC C, —(h) A C B implica que B® ¢ AC.

— 3. Prove que as seguintes afirmagdes sao equivalentes.
(a) AC B; (b) AN B = A4; (c) AUB = B.

4. Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto X. Prove que:
(a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributividade da intersegdo);
(b) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributividade da unido);
(c) (AU B)t = A% N BE (lei de Morgan); (d) (AN B)t = AU B (lei de Morgan).
Estas leis de distributividade e leis de Morgan podem ser generalizadas. Seja (A;)ier
uma familia de subconjuntos de X. Prove que:
(e) An ([ J4) = JinA); () Au([)A) = (AiuA);
iel iel iel iel
C C
—=(g) ([4) =A% (h) (LJa)" =NAL
iel iel iel iel
5. A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B é definida por AAB := (A — B)U
(B — A). Nos itens abaixo @ representa unido, interseccdo, diferenca ou diferenca simétrica
entre conjuntos ([L] p.23 no.10 e 11).

! Augustus De Morgan: * 27/06/1806, Madura, india - T 18/03/1871, Londres, Inglaterra.



1.5. EXERCICIOS. 11

(a) prove que (A® B) x C' = (A x C) @ (B x C) (propriedade distributiva);
(b) Examine a validade da lei de cancelamento “A® B = A @ C implica B = C".

6. Seja (A;)nen uma familia de conjuntos e A = | J,, .y An. Prove que existe uma familia

(Bn)nEN com Bn C Bn+1 e A= UneN Bn ([T] p].]. n051)
7. Determine se:
(a) W = {{z};2 € R} = P(R); (b) Z={Ax B; A ,BCR} =P[R xR).
* 8. (extra) Usando o argumento do Paradoxo de Russel, prove que dado um conjunto A,
existe um conjunto N tal que N ¢ A. Conclua que n3o existe o conjunto de todas as coisas,

nem o conjunto de todos os conjuntos.

1.5.2 Funcoes

— 9. Para cada um dos itens abaixo, defina (indicando dominio e contradominio) e determine
se é injetiva, sobrejetiva ou bijetiva uma fungdo que a cada:
—>(a) dois nlimeros naturais associa seu MDC;
—>(b) matriz associa a sua matriz transposta;

) matriz associa seu determinante;

—>(d) polinémio p(z) de grau 0, 1 ou 2 associa (p(1),p(2),p(3));

) subconjunto de R associa seu complementar;

) subconjunto n&o vazio de N associa seu menor elemento;

) funcdo derivavel f : R — R associa sua derivada;

) fungdo integravel f : [0,1] — R associa o valor de sua integral.

(a
(
(c
(d
(e
(f
(:
—(h
— 10. Dado um polindmio p(z) de grau menor ou igual a n defina uma fun¢do que associa a p
seu valor nos pontos 1,2, ..., m. Determine condicdes em n e m para que esta funcao seja:
(a) injetiva; (b) sobrejetiva; (c) bijetiva.
Dica: Faca o caso n = 1 (retas) e n = 2 (parabolas). Monte sistema linear. Para o caso
geral utilize matriz de Vandermonde.
— 11. Sejam A, B C C e fun¢des indicadoras (ou caracteristicas) 4, I5. Prove que

(a) A C B se, e somente se, [4 < Ip;
(b) Taup < I4+ Ip, valendo a igualdade se, e somente se, AN B = &.

12. Determine as fungdes indicadoras 4B, anp € I4c em termos de 14 e I.
13. Seja f: X — R. Prove que f = f? sse f = I para algum A C X ([Sp] p.48 no.9).
— 14. Considere f : R — R definida por f(z) = 2* — 9. Determine f(X) para:

—(a) X = (—4,4); (b) X =[1,9]; (c) X =[-2,-1]U2,3]; (d) X = {5}.
— 15. Considere f : R — R definida por f(x) = x*. Determine f~1(Y) para:
(a) Y = (—4,4); (b) Y =11,9]; (c) Y =[-1,0]; (d) Y ={5}.
16. Considere f : R — R definida por f(x) = sen(z). Determine f~!(Y) para:
(@) Y ={-1} (b) Y = (0,1); (c) Y =[1,9]; (d) Y = (=4,0).

— 17. Considere f: N\ {1} — N. Determine f~'({3}), f~'({5,6,7}), f~*({2}) para:
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(a) f(n) igual ao maior fator primo de n;
(b) f(n) igual a soma dos expoentes na decomposicdo em primos de n.

— 18. Considere f : A — B qualquer e b € B. O que se pode afirmar sobre f~({b}) (imagem
inversa do conjunto unitdrio {b}) sabendo que:

(a) f é injetiva? (b) f é sobrejetiva?
19. Considere f : R? — R definida por f(z,y) = xy. Determine f~1(Y") para:
() Y = {1} (b) Y = {0}, (€)Y = (—00,0); (d) Y =1[0,1].

— 20. Considere f : R? — R definida por f(z,y) = 2* + y?. Determine f~1(Y) e f(X) para:
(a) X ={(x,y) €R? 22/9+y?/4=1} e Y =[4,9];
(b) X = {(zy) € R% [o]+ ]yl < 1} e ¥ = [~4, 1]
() X ={(z,y) eR? 2* —dx+T7+y*+4y=0}eY = [-1,1].

— 21. Considere f : A — B qualquer. Prove que:
(a)se Y CY C Bentdo f~1(Y) C fL(Y);
(b) se Y € Bentio f~1(YC) = [ 1)
—(c)se Y C Bentdo f(f1(Y)) CY;
—(d) se X C Aentdo X C f71(f(X));
(e) a igualdade ocorre em cada um dos 2 itens anteriores se, e somente se, f for injetiva
ou sobrejetiva. Determine a condicdo exata para cada item;
(fyseY,Y C Bentio f'(Y —-Y)=f"HY)— f1Y).
Obs: f~! tem o sentido da Definicdo 1.19, p.7 (imagem inversa) e f da Definicdo 1.18,
p.7 (imagem direta).

— 22. Seja f: R — R definida por f(z) = |z|, X =[-2,3] e Y =[5, —1]. Determine:
) f(XUY) e compare com f(X)U f(Y): qual conjunto é maior?

) (X NY) e compare com f(X)N f(Y): qual conjunto é maior?

) faga (a) e (b) utilizando g(z) = 3x + 1 ao invés de f;

) faga (a) e (b) utilizando f~! (imagem inversa) ao invés de f.

— 23. Considere f : A — B. Prove que:
a) f(XUX) = f(X)U f(X) para todo X, X C A;
b) (X NX) C f(X)N f(X) para todo X, X C 4;
c) f é injetiva se, e somente se, f(X NX) = f(X)N f(X) para todo X, X C A;
d) f é injetiva se, e somente se, f(X®) c [f(X)]° para todo X C A;
(e) f é sobrejetiva se, e somente se, [f(X)]® C f(XT) para todo X C A. Conclua que a
igualdade ocorre se, e somente se, f for bijetiva;
(f) f é injetiva se, e somente se, f(A— X) = f(A) — f(X) para todo X C A4,
Dica: Utilize os itens (c) e (d).
(g) f é injetiva se, e somente se, f()? - X)= f()?) — f(X) para todo X, X C A

—

A~ A~

— 24. Sejam f: A — B, (B;)ic; uma familia de subconjuntos de B e C, D C B. Prove que:
=>(a) f7H(CUD) = fHC)U f~H(D); =(b) f7H(CND)=fHC)n f~HD);
(©) F7 (Uies Bi) = Ui, F1(B0); (d) f71 (Nier Bi) = Nier f7H(B).

Obs: f~! tem o sentido da Definicdo 1.19, p.7 (imagem inversa).
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25. Seja f : A — B. Prove que f é injetiva se, e somente se, f ( ﬂAZ) ﬂf ) para

el el
toda familia (A;);c; de subconjuntos de A.

— 26. Seja f restricdo da fun¢do g. Prove que:
(a) se g é injetiva entdo f é injetiva; (b) a reciproca é falsa.

27. Seja f : A — B. Prove que f é invertivel se e somente se f é bijetiva.
— 28. Prove que existe f : A — B injetiva se, e somente se, existe g : B — A sobrejetiva.

29. Prove que dados dois conjuntos A e B existem AeB disjuntos tais que existe bijecao
de A com A e bijecdo de B com B.
Dica: Tome z ¢ AU B e considere o produto cartesiano de {x} com A e B.

1.5.3 Funcoes entre conjuntos de funcoes

—> 30. Determine se existe inje¢do, sobrejecdo ou bijecdo de F(X;Y) em F(X; W) se:

=) Y C W, (b) existe injecdo de Y em W;
(c) existe sobrejecdo de Y em W; (d) existe bijecdo de Y em W.

—> 31. Determine se existe inje¢do, sobrejecdo ou bijecdo de F(X; W) em F(Y; W) se:
—(a) X C Y, (b) existe injecdo de X em Y;
(c) existe sobrejecdo de X em Y, (d) existe bijecdo de X em Y.

— 32. Seja X um conjunto n3o vazio. Determine uma bijecdo entre:
—(a) F({1,2}; X)eXxX
(b) F(A; X) e XN =TT, X = X x--- x X (I vezes), se A é finito com N elementos;
—(c) P(X) e F(X; {0,1}).
Dica para (c): Associe a f o conjunto f~1({1}) oua A C X a fungio caracteristica I4.

33. Suponha que BNC = &. Prove que existe uma bijecdo entre F(BUC; A) e F(B; A) x
F(C;A) ([T] p-11 no.5.5).

— 34. Estabeleca uma bijegdo entre F(A x B;C) e F(A; F(B;C)) ([L] p.24 no.21).

35. (argumento diagonal de Cantor)

(a) Prove que nenhuma fungdo ¢ : N — F(N; {0, 1}) é sobrejetiva.

Generalize este resultado: Seja X um conjunto ndo-vazio qualquer e Y um conjunto com
pelo menos 2 elementos. Prove que nenhuma fungdo:

(b) p: X — F(X;Y) é sobrejetiva; (c) ¥ : X — P(X) é sobrejetiva.

Dica: Argumento diagonal de Cantor da Proposicao 2.11, p.20. Ver também Dical do
exercicio 8, p.27.

36. Considere ¥ : F(Z;Y) x Z — Y definida por ¥(w,z) = w(z). Prove que ¥ ¢
sobrejetiva.

t 37. (dificil) Dado u = {t,...,t,} C R (assumimos que t; < ty < --- < t,,), n € N,
definimos P, : F(R;R) — R"™ por P,f = (f(t1),...,f(t,)) € R™ Agora para cada
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B C R" definimos C(u, B) = P;'(B), o subconjunto das fun¢des f € F(R;R) tais que
(f(t1),..., f(tn)) € B. Dizemos que C(u, B) é um cilindro.

(a) entenda as defini¢des e porque dizemos que C'(u, B) é um cilindro.

(b) Dado u e B como no enunciado, v = {s1,...,s,} C R (assumimos que s; < $g <
- < 8g), k €N, definimos w = u U v, |w| = nimero de elementos de w. Prove que existe
D c Rl tal que C(u, B) = C(w, D).

Dica: Qual restricdo deve ser colocada em f(s;)? Estas ideias sdo utilizadas no Teorema
da extensdao de Kolmogorov de probabilidade.



Capitulo 2

Nuameros naturais, inteiros e racionais

2.1 Naturais, inteiros e inducao.

O conjunto N = {1,2,3,...} é usado para contagens. De tdo natural, N é chamado de
conjunto dos nimeros naturais, o primeiro conjunto numérico que aparece na histéria de
qualquer civilizacdo ou em qualquer tratado sobre os fundamentos da Matematica.

Admitiremos conhecidos os conjunto N e Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} (dos numeros
inteiros) bem como suas propriedades algébricas de soma e multiplicagdo e sua relagcdo de
ordem <. Para um esboco da construcao de N e Z leia as Secdes 5.2.1 e 5.2.2 na p.85.

No conjunto N valem dois principios fundamentais: o “Principio da Boa Ordem" e o
“Principio da Indu¢ao”. Vamos provar mais adiante que sdo equivalentes.

PRINCIPIO 2.1. (Da Indugao (finita)) Seja A C N satisfazendo as seguintes proprieda-
des:

1€ A; (2.1)
n €A implicaque n+1¢€ A.

Entido A = N.

PRINCIPIO 2.2. (Da Boa Ordem) Todo subconjunto nio vazio de N possui elemento
minimo, ou seja, se B C N com B # &, entdo existe n € B tal que n < m para todo
m e B.

O Principio da Indugio (e suas variantes) é usado para demonstrar que certas propriedades
sdo verdadeiras para todo nimero natural. A estratégia é a seguinte. Definimos o conjunto A
constituido pelos nimeros naturais que possuem uma certa propriedade P. A seguir, mostra-
se que A satisfaz (2.1) e (2.2). Dai, concluimos que A = N e, portanto, que P é verificada por
todo nimero natural. Este tipo de argumento é chamado de demonstracao por inducao.
E conhecido por indugdo finita pois existe a indu¢do transfinita (veja exercicio 32, p.29).

15
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Exemplo 2.1. Vamos demonstrar, por indugdo, a conhecida férmula 14---+n = n(n+1)/2
valida para todo n € N. Seja A o conjunto dos n € N para os quais a formula € valida, i.e.,
~n(n+1)

A= fren|te a0

Pelo Principio da Indugdo, basta mostrar que A satisfaz (2.1) e (2.2) para concluir que A = N,
ou seja, que féormula acima é valida para todo n € N.

Evidentemente, 1 € A pois 1 = 1(1+ 1)/2. Tomemos n € A e mostremos que m =
n+1€ A Comone Atemosl+---+n=n(n+1)/2. Segue que

n(n+ 1)
2

(1) = (n+1)(n+2) :m(m+1).

I+ 4+m=1+-+n+(n+1)= 5 5

TEOREMA 2.3. (Boa Ordem = Indugao) Vale o Principio da Boa Ordem se, e somente
se, vale o Principio da Indugao.

Demonstragao. Suponha vélido o Principio da Boa Ordem. Seja A C N satisfazendo (2.1)
e (2.2). Suponhamos, por absurdo, que A # N. lIsto significa que existe algum elemento

de N que n3o pertence a A e, portanto, o conjunto B = AL ¢ n3o vazio. Pelo Principio da
Boa Ordem, B possui um elemento minimo m € B. Com certeza m > 1 pois como 1 € A,
1¢ B= AL, Assim, m — 1 é um natural menor que m. Pela minimalidade de m, temos que
m —1¢ B e portanto m — 1 € A. De (2.2) concluimos que m = (m — 1)+ 1 € A, o que é
absurdo.

Suponha vélido o Principio da Indugdo. Seja B C N nao vazio. Suponhamos por absurdo
que B n3o possua elemento minimo. Em particular, 1 ¢ B (sendo 1 seria elemento minimo
de B). Seja

A={neN; n<mVme B}.

Observamos inicialmente que ANB = &. De fato, se ANB # &, entdo existe n € ANB.
Tendo n € A temos também n < m qualquer que seja m € B, em particular, tomando
m =n € B obtemos n < n o que é absurdo. Concluimos que AN B = &.

Mostraremos a seguir que A = N. Vejamos agora que isto é suficiente para concluir a
demonstragao. Neste caso temos @ = ANB = NN B = B contradizendo a hipétese B # &.

Mostremos, por indugdo, que A = N. J4 sabemos que 1 ¢ B e portanto 1 < m qualquer
que sejam € B, ouseja, 1 € A. Tomemos n € A. Por definicdo de A temos n < m qualquer
que sejam € B, logon+1 < m paratodom € B. Sen+1 € B entdo n+ 1 é um elemento
minimo de B. Como, por hipétese, B n3o possui elemento minimo, segue que n+ 1 ¢ B e
portanto n + 1 < m para qualquer m € B. Concluimos que n + 1 € A. Pelo Principio da
Inducdo A =N. [ ]

2.2 Cardinalidade.

Como dissemos na Secdo 2.1 o conjunto N é o conjunto usado para contagens. Quando
queremos contar, por exemplo, o niimero de integrantes do grupo The Beatles procedemos
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da seguinte maneira. A cada miusico associamos um elemento do conjunto N seguindo a sua
ordem usual: Paul 1, John 2, George 3 e Ringo 4.

Acabamos de definir uma fungdo injetiva f do conjunto A = {Beatles} no conjunto N,
de modo que f(Paul) =1, f(John) =2, f(George) =3 e f(Ringo) = 4. Bastava tomar
o conjunto B = {1,2,3,4} como contradominio que f ainda seria injetiva. Porém, isto ndo
seria possivel se B fosse {1,2,3} pois, neste caso, pelo menos um elemento de B estaria
associado a mais de um mdsico (e portanto f n3o seria injetiva). De fato, 4 é o menor
ndmero n tal que o conjunto {1,...,n} possa ser contradominio sem que f deixe de ser
injetiva. Estas consideracGes nos levam as seguintes defini¢Oes:

DEFINICAQO 2.4. Dizemos que um conjunto A é enumeravel se ele é vazio ou se existe
uma fungdo injetiva f : A — N. Caso contrario dizemos que A é nao-enumeravel.

DEFINICAO 2.5. Seja A um conjunto n3o vazio. Se existe n € N e uma func3o injetiva
g:A—{l,....,n} diremos que A é finito, caso contrdrio, A € infinito. O menor nimero
n que verifica esta propriedade é dito nimero de elementos de A. Escrevemos #A = n.
Diremos também que o conjunto vazio € finito e que seu nimero de elementos € 0.

Observamos que o nimero de elementos de um conjunto finito A ndo vazio é bem definido
gracas ao Principio da Boa Ordem. De fato, o conjunto dos niimeros n € N que verificam a
propriedade “existe func¢do injetiva g : A — {1,...,n}" é um subconjunto n3o vazio (pois A
é finito) de N e portanto possui um elemento minimo.

Vejamos outro exemplo de contagem. Um professor vai aplicar uma prova e n3o tem
certeza se a sala destinada a este efeito tem um nimero suficiente de cadeiras para acomodar
os alunos. Ele pode contar as cadeiras e os alunos e comparar os resultados para obter a
resposta. Uma alternativa ébvia a este método é pedir aos alunos que se acomodem e trés
coisas podem acontecer ao final do processo:

i. existem alunos de pé e todas as cadeiras estao ocupadas;

ii. existem cadeiras livres e todos os alunos estdo sentados;

iii. todos os alunos estao sentados e todas as cadeiras estdo ocupadas.

No primeiro caso temos que o nimero de alunos é maior que o de cadeiras, no segundo
caso ocorre o contrario e, finalmente, no terceiro eles s3o iguais. Obtemos assim a resposta
a pergunta “qual conjunto tem mais elementos?” sem necessariamente conhecer os nlimeros
de elementos dos conjuntos envolvidos. Estas consideracdes motivam a seguinte defini¢do.

DEFINICAO 2.6. Sejam A e B dois conjuntos n3o vazios. Dizemos que A e B tém a
mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é igual a de B e escrevemos # A = #B,
se existe uma bijecdo f : A — B. C(Caso contrario dizemos que eles ndo tém a mesma
cardinalidade ou que suas cardinalidades sdo diferentes e escrevemos #A #+ #B.

A definicdo anterior faz sentido mesmo se os conjuntos A e B s3o infinitos. Nela o simbolo
# A isoladamente n3o tem nenhum sentido. Apenas as expressbes #A = #B e #A # #B
tém. Por outro lado, se A é finito entdo #A é um nimero natural e tendo eles a mesma
cardinalidade temos que #A = #B e esta “igualdade” tem dois sentidos distintos: como
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igualdade de nimeros naturais e como apresentado na Definicdo 2.6. Porém a “igualdade”
ocorre num sentido se, e somente se, ocorre no outro. Por esta razio, podemos pensar no
conceito de cardinalidade como generalizacdo do conceito de nimero de elementos.

DEFINICAO 2.7. Sejam A e B conjuntos no vazios. Se existe funcio injetiva f : A — B,
entdo dizemos que a cardinalidade de A é menor ou igual a de B e escrevemos # A < #B.
Se existe uma fungdo sobrejetiva g : A — B, entdo dizemos que a cardinalidade de A ¢é
maior ou igual a de B e escrevemos #A > #B. Se #A < #B e #A # #B, entdo
escrevemos #A < #B (lé-se a cardinalidade de A é menor que a de B). Analogamente, se
#HA > #B e #A # #B, entdo escrevemos #A > #B (lé-se a cardinalidade de A é maior
que a de B).

Feita esta definicdo, temos que A # @ é enumeravel se, e somente se, #A < #N.

Exemplo 2.2. Seja A um conjunto ndo vazio. E evidente que #A = #A pois a funcdo
identidade /d : A — A dada por Id(x) = x para todo x € A é uma bijecio.

Exemplo 2.3. Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios com A C B. Obviamente #A < #B
pois a fungdo Id : A — B dada por Id(x) = x para todo x € A € injetiva.

PROPOSICAO 2.8. Sejam A e B dois conjuntos no vazios. Entio #A < #B se, e
somente se, #B > #A.

Demonstracao. Consequéncia do exercicio 28, p.13: “Prove que existe f : A — B injetiva
se, e somente se, existe g : B — A sobrejetiva.” ]

Outra propriedade que se espera do simbolo < é dada pelo teorema seguinte.

x TEOREMA 2.9. (De Cantor'-Bernstein’>-Schroder?)
Se #A < #B e #B < #A, entdo #A = #B.

Antes de apresentar a demonstracdo, vamos comentar a ideia da prova.

O objetivo é construir uma bijecdo h de A em B. Est3do a nossa disposi¢cdo dois ingre-
dientes: uma fun¢do f de A em B e uma funcdo g de B em A, ambas injetivas. Existem,
portanto, dois “caminhos” naturais que vio de A até B: f e g~'. Considerando isto na de-
finicdo de h, o problema resume-se a decidir quais pontos de A seguirdo o primeiro caminho
e quais seguirdo o segundo. Ou seja, dividimos A em duas partes complementares, X, e Xt
e fazemos h = f em Xy e h = g ' em X{.

A funcao h serd bijetiva se, e somente se, as imagens de X e Xg forem complementares
(em B). Ou seja, devemos escolher X, de modo que f(XO)C = g1 (Xg) ou, de modo

1Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor: x 03/03/1845, S3o Petersburgo, Russia - + 06/01/1918 Halle,
Alemanha.

2Felix Bernstein: x 24/02/1878, Halle, Alemanha - 1 03/12/1956, Zurique, Suica.

3Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder: % 25/11/1841, Mannheim, Alemanha - t 16/07/1902, Karlsruhe,
Alemanha.
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equivalente, ¢ (f(XO)C) — Xt A liltima equagdo é reescrita como F(X,) = X, sendo F
definida por: F(X) = g(f(X)C)C.

Por verificar F'(Xy) = Xy, X é dito ponto fixo de F'. Argumentos de ponto fixo
sao bastante usuais em Andlise. A ideia, intuitiva, é a seguinte. Considere uma funcdo
F Y — Y para a qual queremos encontrar um ponto fixo. Tomamos y € Y e iteramos F
“infinitas” vezes obtendo o resultado y,. Aplicando F' a ¥, teremos como resultado F’ iterada
“infinitas” vezes, a partir de y, ou seja, encontraremos novamente yo. Portanto, F'(yo) = yo.
A descricdo dada aqui foge aos padroes de rigor da Matematica. A ideia de iterar “infinitas”
vezes é formalizada tomando a sequéncia F'(y), F(F(y)), F(F(F(y))), ... e verificando se
ela tende a algum elemento que, naturalmente, esperamos ser ponto fixo de F.

Demonstracao. Por hipdtese, existem f : A — B e g : B — A injetivas. Considere
F :P(A) — P(A) dada por

VX C A

+o0
Seja Xy = ﬂ F'(A) (convencionando que F°(A) = A). Como f é injetiva, temos
i=0

s = (Y r) = )

Portanto,
oo o\ C oo c oo c
F(Xo) = g (_ﬂf(Fi(A))> =g<_Uf(Fi(A))C> - (Ug(f(F%A))“))

400 ~+oc0 +o0 +o00
-y (f(Ff(A))“)E = N F(F'(A) = ( Fi(4) = [ Fi(4) = Xo.

Segue que Xg = F(X,)t = g(f(XO)C). Concluimos que g é uma bijecio de f(X;)¢ em Xg,
logo, g~ é uma bijecdo de Xg em f(XO)C. Também temos que f é uma bijecao de Xy em
f(Xo). Destas observagdes segue que h : A — B dada por

h(x):{ f(z) sexe X,

g (z) sexe X,

é bijetiva. -

Na demonstracao anterior nao foi necessario considerar limites pois é natural dizer que
+00

uma sequéncia de conjuntos encaixantes: A; D Ay D A3 D ... “converge” para ﬂ A,. Veja
n=1

o exercicio 29, p.74 para definicao de limite de sequéncias de conjuntos.

Observacao 2.1 OQOutra propriedade que se espera do simbolo <,= e > entre cardinalida-
des é que, dados A e B dois conjuntos quaisquer vale (um resultado dificil) a tricotomia
da cardinalidade: #A = #B ou #A > #B ou #A < #B. Veja exercicio 36, p.30.
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Exemplo 2.4. #7 = #N. Escrevendo 7. = {0,1,—1,2,—2,3,—-3,...} uma bijecdo de
f : N — Z nos salta aos olhos. Ela é dada por f(1) =0, f(2) =1, f(3) = -1, f(4) =
2, f(5) =-2, f(6) =3, ..., mais precisamente,

m sen =2m,
—m sen=2m+1,

=

PROPOSICAOQ 2.10. N? & enumersvel.

Demonstracao. Pela unicidade da fatoragdo de naturais como produto de primos, (Teorema
Fundamental da Aritmética) temos que a fung¢ido g : N> — N dada por g(m,n) = 2m3" é
injetiva. [

Exemplo 2.5. #N? = #N. De fato, #N < #N? pois a funcio f : N — N? dada por
f(n) = (n,n) é claramente injetiva. Por outro lado, pela Proposicdo 2.10, #N? < #N. Pelo
Teorema 2.9 (Cantor-Bernstein-Schéreder), #N? = #N.

Outra demonstracdo que #N? = #N, bastante popular e de cardter geométrico, é obtida
através do esquema mostrado na Figura 2.1. Uma bijecio h : N — N? & definida seguindo

Figura 2.1: Bijecdo de N em N2,

as setas da seguinte maneira: h(1) = (1,1), h(2) = (1,2), hQ3) = (2,1), h(4) =
(17 3)7 h(5) = (27 2)7

PROPOSICAO 2.11. (argumento diagonal de Cantor) P(N) é ndo-enumeravel.

Demonstracao. Pela Proposicdo 2.8 basta mostrar que, dada uma fun¢do g : N — P(N)
qualquer, g ndo pode ser sobrejetiva.
IDEIA: Considere a lista de conjuntos g(1),g(2), g(3), ... Construa conjunto A tal que:
elc Assel &g(l);
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e2c Asse2¢g(2);
e3¢ Asse3¢g(3);
°: : : Do
Assim, por construgdo, A # g(1), A # ¢(2), A # g(3), ...Portanto A # g(n) para todo
n e g nao é sobrejetiva. Isto é conhecido como argumento diagonal de Cantor.

Com rigor: defina A= {neN; n ¢ g(n)} € P(N). Comon € A se, e somente se,
n & g(n), concluimos que g(n) # A para todo n € N. Logo g ndo é sobrejetiva. ]

Observacao 2.2 Fazer o exercicio 35, p.13 do argumento diagonal de Cantor generalizado. I

O argumento diagonal de Cantor usado na Proposicdo 2.11 lembra muito o Paradoxo de
Russel. Georg Cantor foi o primeiro matematico a se interessar pelas questoes de cardinalidade.
A ele devemos este conceito. Ele procurou, sem sucesso, um conjunto A tal que #N < #A <
#P(N). Finalmente ele conjeturou que n3o existia tal conjunto: a chamada “Hipdtese do
Continuo”. Demonstra-la ou encontrar contraexemplo foi o primeiro da lista de 16 problemas
ndo resolvidos no século XIX que, segundo Hilbert!, seriam os principais a serem estudados
no século XX. A questdo foi totalmente resolvida em 1963. Numa primeira etapa, em 1940,
Godel? [Go] mostrou que ele era consistente com os axiomas de Teoria dos Conjuntos propostos
por Zermelo® e Fraenkel*, ou seja, Godel mostrou que n3o era possivel demonstrar que a
HipStese do Continuo era falsa. Finalmente, em 1963, Cohen® [Co] mostrou que, por outro
lado, ndo era possivel mostrar que ela era verdadeiral Desta forma demonstrou-se que a
Hipdétese do Continuo é independente dos axiomas da Teoria dos Conjuntos. Um exemplo do
uso desta hipdtese é o exercicio 35, p.30.

PROPOSICAO 2.12. (unido de enumeraveis é enumeravel) Se A e B sio enumeraveis,
entdo AU B € enumeravel.

Demonstracdao. Se A = @ ou B = &, entdo a proposicdo é imediata. Suponhamos que
ambos sejam ndo vazios. Entdo, existem fun¢des injetivas f : A — Neg: B — N. Definimos
h : AU B — N da seguinte maneira:

2f(x) sex € A,
h(az):{ 2g(x)+1 sex € B\ A.

Temos que h é bem definida e é, claramente, injetiva (observe que h(A) N h(B) = & pois os
elementos de h(A) sdo nimeros pares enquanto que os de h(B \ A) sdo impares). n

Esta Proposicao é generalizada pela préoxima Proposicao.

PROPOSICAO 2.13. (unido enumeravel de enumeraveis é enumeravel) Se, para cada
n € N, A,, é enumeravel, entio U:g A, € enumerdvel.

!David Hilbert: x 23/01/1862, Kaliningrad, Rassia - T 14/02/1943, Gottingen, Alemanha.

2Kurt Godel: x 28/04/1906, Brno, Reptiblica Tcheca - T 14/01/1978, Princeton, Estados Unidos.

3Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo: 27/07/1871, Berlim, Alemanha - 1 21/05/1953, Freiburg, Alema-
nha.

“Adolf Abraham Halevi Fraenkel: x 17/02/1891, Munique, Alemanha - 1 15/10/1965, Jerusalém, Israel.

5Paul Joseph Cohen: x 02/04/1934, Long Branch, Estados Unidos.
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que A, # @ para todo n € N.
Seja A = :3 A,. Por hipdtese, para cada n € N, temos que A,, é enumeravel, logo, existe
fn : N — A, sobrejetiva. Vamos mostrar que a fungdo

f: NxN — A
(n,m) — fu(m)

é sobrejetiva. De fato, se x € A, entdo existe n € N tal que x € A,,. Como f,, é sobrejetiva,
existe m € N tal que f,(m) = z. Segue que f(n,m) = f,(m) = x. Na Proposi¢do 2.10
vimos que #N = #N?2. Portanto, existe g : N — N? sobrejetiva. Segue que fog: N — A ¢
sobrejetiva. [ ]

2.3 % O Hotel de Hilbert

David Hilbert foi grande entusiasta das descobertas de Cantor, chegando a afirmar que
“ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para nés’. Para ilustrar o conceito de
infinitude e enumerabilidade, Hilbert imaginou um hotel de infinitos quartos. Vamos explorar
a ideia de Hilbert com uma dose (extra) de ficco.

O Hotel de Hilbert fica ao bordo do Mar Mediterraneo, em Saint Tropez, na badalada Cote
d'Azur. Seu edificio, cinza e branco, construido em 1925 é um belo exemplo do estilo art-déco
dos anos 20 e 30 do século XX. Grande e confortavel, o hotel tem uma infinidade enumerdvel
de quartos suficientes para hospedar clientes dos mais diversos gostos. Desde aqueles em
busca de dias tranquilos e ensolarados aos que preferem noites em boites agitadas. O gerente,
o préprio David Hilbert, ¢ um homem muito gentil, de barba bem tratada que nunca é visto
sem seus oculos e chapéu branco.

Como ¢ alta temporada, o hotel estd lotado. Porém, o painel localizado em sua entrada
informa que ha vagas disponiveis! Chega um homem de camiseta florida, carregando uma
pequena e elegante valise marrom. Ele pede um quarto a Hilbert que responde:

— Apesar do hotel estar completamente lotado, providenciarei um quarto vazio para o
senhor. Aguarde um minuto, por favor.

Aproveitando que os hdéspedes sao muito solicitos, pelo alto-falante, Hilbert se dirige a
eles:

— Perdoem-me por incomoda-los. Gostaria de pedir a cada um de vocés que troque de
quarto. Quem estd ocupando o quarto n passard ao quarto n + 1. Grato pela compreens3o.

E o cliente, satisfeito, se instala no quarto nimero 1.

A época é de muita procura. Chega um Onibus de excursdao com uma infinidade enumeravel
de cadeiras. Todas estdo ocupadas mas, de acordo com as estritas normas de seguranca do
lugar, ninguém viaja em pé. O animador do grupo, facilmente reconhecivel por sustentar uma
pequena flamula vermelha com a marca da agéncia, dirige-se a Hilbert solicitando os quartos
que havia reservados para seus clientes.

Confirmando a reserva, Hilbert solicita um minuto para providenciar os quartos. Nova-
mente pelo alto-falante, dirige-se aos hdspedes:
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— Perdoem-me por incomoda-los outra vez. Peco novamente que troquem de quarto,
desta vez, obedecendo a seguinte regra: quem estiver ocupando o quarto n mudara para o
quarto 2n. Mais uma vez, agradeco a compreensao.

Hilbert informa ao animador que ele seu grupo podem acomodar-se. Quem esta na cadeira
m ocupara o quarto 2m — 1.

Fim do verao e o hotel se esvazia. Outra excursdo chega. O animador, com bandeira
amarela, é menos experiente que seu colega e ndo reservou os quartos antecipadamente pois
acreditava em baixa ocupa¢do no outono. O Onibus estd cheio mas, novamente, ndo ha
pessoas em pé. Além disto, para cada nimero real hd uma cadeira no onibus com aquele
nimero! Surpreendentemente, Hilbert informa que, apesar do hotel estar completamente
vazio, ndo hd vagas suficientes para acomodar a todos. E, amavelmente, sugere o Hotel
Real que é maior que o seu.

No préximo capitulo veremos porque Hilbert ndo podia receber o dltimo grupo.

2.4 Racionais: operacoes, enumerabilidade e ordem.

Lembramos que um nimero racional é aquele que pode ser expresso como razido entre
dois inteiros m,n € Z, com n # 0, i.e.,

m
VeeQ, dmeZ neN taisque == —.
n

Q é o conjunto dos niimeros racionais. Como m/1 = m para todo m € Z temos que
Z C Q.

Como fizemos com N e Z admitiremos neste curso que o leitor jd estd familiarizado
com as propriedades bdsicas do conjunto Q. Para um esbog¢o da construgdo de Q leia a
Secdo 5.2.3, p.85. Nesta e nas proximas duas secdes revisaremos algumas destas propriedades
e estudaremos outras menos familiares.

PROPOSICAO 2.14. Q é enumerdvel e #N = #Q.

Demonstracao. Como N C Z C Q, temos que #N < #Q. Vamos mostrar que #N > #Q.
A definicdo de nimero racional diz que a fungdo f : Z x N — Q dada por f(m,n) =m/n é
sobrejetiva. Vimos no Exemplo 2.4 que Z é enumeravel. Segue do exercicio 7, p.27 que Z x N
também é enumeravel. Logo existe g : N — 7Z x N sobrejetiva. Terminamos a demonstra¢do
observando que fog: N — Q é sobrejetiva. Para outra prova ver exercicio 13, p.28. [ ]

As operacoes de adicdo e multiplicacdo de nimeros racionais verificam certas propriedades
algébricas que definem o conceito de corpo.
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DEFINICAO 2.15. Seja K um conjunto munido de duas operagdes bindrias chamadas
adicao e multiplicacao da seguinte maneira: a cada par x,y € K a adicdo e a multiplicacao
fazem corresponder, respectivamente, a sua soma z +y € K e o seu produto = -y € K (por
simplicidade, as vezes omitimos o “"). Dizemos que o terno (K, +,-) é um corpo se valem
as seguintes propriedades.

Lx4+y=y+x e xz-y=y-x Va,y€ K (comutatividade).

i (x+y)+z=z+y+z2) e (x-y)-z=x-(y-2) Va,y,z € K (associatividade).

iii. Az € K tal que x +y =y Yy € K (existéncia do elemento neutro da adicdo). O
elemento neutro x sera denotado 0 e chamado de zero.

iv. Ve € K, 3ly e K tal que x+y =0 (existéncia de oposto). O elemento y que é
o oposto de = sera denotado por —z.

v. Jlz € K\ {0} talque z-y =y Yy € K (existéncia do elemento neutro da
multiplicagdo). O elemento neutro x serd denotado 1 e chamado de um.

vi. Ve € K\ {0}, 3y €e K talque z-y =1 (existéncia de inverso). O elemento y
que é o inverso de x serd denotado por x7*.

vii. x - (y+2) = (z-y)+ (x-2) Vr,y,z e K (distributividade).

A multiplicagdo tem prioridade sobre a soma: x -y + x - z significa (x - y) + (z - 2).

Exemplo 2.6. O terno (Q, +, ), onde + e - sdo as operagdes usuais de adicdo e multiplicacdo
(de nimeros racionais), é um corpo.

A Propriedade (iii) nos diz que zero existe e é tinico. Na verdade a unicidade do zero pode
ser demonstrada a partir de sua existéncia, i.e., poderiamos substituir o simbolo “3!" por “3"
que n3o faria diferenca. De fato, suponhamos que 0 e 0’ sejam dois zeros, ou melhor, dois
elementos neutros da adicdo. Mostraremos que 0 = 0'. Como 0 é elemento neutro da adicdo,
0+ y = y para todo y € K. Em particular, para y = 0/, temos 0 + 0’ = 0’. Da mesma
maneira, obtemos que 0’ + 0 = 0. Portanto, ' =0+0 =0+ 0 = 0.

Analogamente a existéncia do oposto de x implica a sua unicidade. De fato, suponhamos
que y e z sao opostos de z. Isto significaque zr+y=0ex+2=0,logozr+y =2+ 2.
Adicionando y aos dois lados da equagdao obtemos

y+rx+y=y+zr+z = (y+x)+ty=(@y+x)+z = O0+y=0+z — y==2.

Cabe ao leitor a tarefa de verificar as unicidades de 1 e do inverso.

Da definicdo de oposto e da comutatividade da soma, temos que x é o oposto de y se, e
somente se, y é o oposto de x. Em outros termos, o oposto de —x é z, ou ainda —(—z) = .
Observacdo analoga vale para o inverso.

Para simplificar a escrita, usaremos as seguintes conven¢des:

r—y=z+(~y) e —=xfy=v-y

Observacao 2.3 Além dos corpos famosos como Q, R, C, existem outros: extensées de
Q (exercicio 51, p.33), corpo dos niimeros algébricos (exercicio 32, p.52), corpos finitos
(exercicio 52, p.33), quatérnios (exercicio 16, p.88).
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As operacdes de um corpo podem ser estendidas as funcées com contradominio neste
corpo. Este é o objeto da proxima definicdo.

DEFINICAO 2.16. Sejam (K, +,) um corpo e f,g: A — K. As funcées soma, produto,
diferenca e quociente de f e g sido definidas e denotadas, respectivamente, por

i (f+g)(z)=f(x)+ g(x) para todo x € A;

i. (f-g)(xz)= f(z)-g(x) para todo x € A,

ii. (f—g)(z)= f(x)—g(x) para todo x € A,

iv. (f/g)(x)= f(x)/g(x) para todo x € A tal que g(x) # 0.
Dado ¢ € K definimos ainda (c- f)(z) = c¢- f(z) para todo z € A.

No conjunto dos niimeros racionais estd definida uma relagdo de ordem completa.

DEFINICAO 2.17. Uma relacio < num corpo (K, +,-) € dita ordem total ou, simples-
mente, ordem se valem as seguintes propriedades.

i sex <yey<z, entiox < z (transitiva).

i. sex <y ey <z, entdo x =y (antissimétrica).

iii. Y,y € K temos © <y ou y < x (completa).

iv. sex <y, entior+z<y+z VzeK (adigdo é mondtona).

v.sex <y, entdor-z<y-zquando0<zey-z<ux-zquandoz <0 (multiplicagdo
€ mondtona).

Neste caso, dizemos que (K, +, -, <) é um corpo ordenado.

DEFINICAO 2.18. Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado e sejam x,y € K. Se x <y, entdo
dizemos que x é menor ou igual a y, ou ainda, que y é maior ou igual a © e também
escrevemos y > x. Se x < y e x # y, entdo dizemos que x € MeENOr que y € escrevemos
x <y, ou ainda, que y é maior que x e escrevemos y > T.

DEFINICAO 2.19. Sejam (K, +,-,<) um corpo ordenado e A C K. Dizemos que A é
limitado superiormente pela cota superior s € K se a < s para todo a € A. Caso
contrario, A € ilimitado superiormente. De modo analogo define-se conjunto limitado
inferiormente, cota inferior e conjunto ilimitado inferiormente. Finalmente, A € dito
limitado se ele € limitado superior e inferiormente. Caso contrdrio, A € ilimitado.

DEFINICAO 2.20. Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado e f : A — K. Dizemos que f é
limitada superiormente se f(A) € limitado superiormente. Analogamente define-se funcdo
limitada inferiormente, funcao limitada e funcao ilimitada.

DEFINICAO 2.21. Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado, AC K e f: A— K.

i. f é crescente quando x < y implica que f(x) < f(y).

ii. f édecrescente quando x <y implica que f(y) < f(x).

iii. f € monétona quando € crescente ou decrescente.

iv. f € estritamente crescente quando x < y implica que f(x) < f(y).

v. [ € estritamente decrescente quando x < y implica que f(z) > f(y).

vi. f € estritamente mondétona quando € estritamente crescente ou estritamente de-
crescente.
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2.5 x Corpos Arquimedianos.

Uma importante propriedade do corpo ordenado (Q,+,-, <) é ser arquimediano. Para
isto, dado um corpo qualquer K com 1 elemento neutro da multiplicagdo, definimos por N o
conjunto {1, 1+ 1, 1+1+1,...}. Eclaro que para K=Q ou R, N=N.

DEFINICAO 2.22. Dizemos que um corpo ordenado (K, +,-, <) é arquimediano se N ¢
um subconjunto de K ilimitado superiormente, ou seja, para todo x € K existe m € N tal
que x < m.

De fato, (Q,+,-, <) é arquimediano pois se x € Q, com = > 0, entdo, existem m € Z
en € N tais que x = m/n. Como x > 0, temos m € N. Concluimos observando que
z=m/n<m<m+1€N. Um exemplo de corpo nio-arquimediano é o corpo Z, com p
primo (veja exercicio 52, p.33).

2.6 Exercicios.
2.6.1 Naturais, inteiros e inducao

— 1. Prove que o conjunto dos nimeros primos € infinito.
Dical: Suponha, por absurdo, que N é o maior primo. Prove que N!+ 1 também sera
primo.
Dica2: Suponha, por absurdo, que exista um ndmero finito de primos. Tome m o MMC
destes nimeros. Agora m + 1 também serd primo. Prova apresentada por Euclides! no livro
IX, proposicao 20. Em particular, isto mostra que nos Elementos de Euclides tém, além de
Geometria, Algebra.

Obs: Seja 7(n) o ndmero de primos menores que n. Provamos que lim 7(n) = +o00. Um
n—o0

problema dificil (que pertence a teoria analitica dos niimeros) é estimar 7(n) para n grande.
Foi provado em 1896 por Hadamard 2 e Vallée-Poussin 3 o teorema dos niimeros primos:
- m(n)

lim ————

% 7/ Tog(n) = 1. Isto mostra que 7(n) = n/log(n) para n grande ([O] p.75).

n
: . Iy, . : o . :
— 2. Prove por inducdo que | | (O, —,) é nao-vazio. Podemos utilizar indu¢iao para concluir
7
i=1

= 1
que ﬂ <O, ;) é nao-vazio?
i=1

— 3. Prove por induc3do que, para todo n € N:
—(a) n! > 2" (para n > 4); (b) 12+ ---+n?=n(n+1)(2n+1)/6;

'Euclides da Alexandria: x 325 AC, Grécia — 1 265 AC, Alexandria, Egito.

2Jacques Salomon Hadamard: % 08/12/1865, Versailles, Franca — 1 17/10/1963, Paris, Franca.

3Charles Jean Gustave Nicolas Baron de la Vallée Poussin: x 14/08/1866, Louvain, Bélgica—{ 02/03/1962,
Louvain, Bélgica.
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(€) (a=1)) a' =a"" -1, —d) P+2B 4+ 3= (1+24--+n)%
=1

b)" = Ma'b" " (bindmio de Newton): f) — cee b —
(e) (a+) ZE:O (Ma (bindmio de Newton)—>(f) e T

=—>(g) (1+ a)” > 1 + na (desigualdade de Bernoulli),' com a > —1.

= 1
(h)\/ﬁ<2—, para n > 2.
= Vi

(i) Zzz‘ =(n+1)!—1paran>1.
i=1
4. Seja fo(x) = x/(z + 1) e f, definida de forma indutiva por f,(z) = fo(fu—1(z)). Prove
que fu(z) =x/((n+ 1)x +1).
* 5. (extra) Os axiomas de Peano que definem N podem ser apresentados da seguinte

forma: Seja A um conjunto e s : A — A uma fung¢3o injetiva (a fungdo sucessor) com

A — s(A) = {a} (conjunto unitario) e A = U 5" (a). Entdo este A serd o N. Prove que:
n=0
(a) se eliminarmos a condicdo A — s(A) unitdrio entdo A pode ser um conjunto finito;

(b) podemos substituir a condicdo A — s(A) unitario pela existéncia de um dnico a € A

tal que A = U s (a);

n=0
(c) se a n3o for dnico entdo A serd finito;
Defina a operagdo bindria (soma) +: A x A — A por m,n € A: . m+a=m e

ii. m+s(n) =s(m+n).
(d) Prove que a soma estd definida para todos elementos de A. Prove que a +m = m
para todo m € A. Pode-se provar que a soma é associativa e comutativa.

2.6.2 Cardinalidade

6. Seja X C N infinito. Prove que existe uma (nica bijecao crescente f : N — X.

— 7. Prove que se A; e A, sdo enumeraveis, entdo A; X A, é enumeravel. Prove, por inducio,
que se Aq,..., A, sdo enumeraveis, entdo A; X --- x A, é enumeravel.

—> 8. Prove que F(N;N) é ndo-enumerdvel.

Dical: (argumento diagonal de Cantor da Proposicdo 2.11, p.20) Dada ¢ : N —
F(N;N), construa uma fp € F(N;N) que n3o esteja na imagem de ® (por exemplo com
fo(i) # (®(2))(4) para todo 7.

Dica2: {0,1} C N, exercicio 31, p.13 e exercicio 32(c), p.13.

9. Suponha que X # @ e #Y > 1. Prove que #X < #F(X;Y).
Dica: ver Dical do exercicio anterior.

! Jacques Bernoulli:  27/12/1654, Basileia, Suica - T 16/08/1705, Basileia, Suica.
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— 10. Suponha que X # @. Prove que #X < #P(X).
Dica: Argumento diagonal de Cantor da Proposicdo 2.11, p.20 e tricotomia da car-
dinalidade (exercicio 36, p.30). Concluimos que existem infinitas cardinalidades infinitas:

#X < #P(X) < #P(P(X)) etc.

— 11. Seja A um conjunto infinito enumerdvel. Prove que o conjunto {B € P(A); #B <
#N} é enumerdvel. Note que P(A) é ndo-enumeravel!

12. Use a Proposigdo 2.12 para provar, de maneira diferente do Exemplo 2.4, que Z é
enumerdvel.

—> 13. (Q é enumerdvel) Defina A; = {m/n; m € Z, n € N com |m|+n = j} para cada
J € N. Prove que:
(a) #A;, =25 —1; (b) Q = U A;; (c) Q é enumeravel.
jeN
Obs: Definindo a norma de ¢ = m/n por |m| + |n| (chamado de norma ['), A; é um
“circulo” de raio j.

— 14. Baseado no exercicio anterior, escreva um programa de computador que imprima todos
0s nlimeros racionais.

15. Sejam X e Y conjuntos finitos. Prove que:
(3) #(X UY) = #X + 4V — #(X 1Y), (b) #(X x ¥) = #X - £V
(c) #P(X) = 27, (d) #F(X;Y) = #Y#X,;
(e) o conjunto das bijegcdes de X em X possui (#X)! elementos.

— 16. Seja A C R? tal que a distancia d(x,y) € Q para todo x,y € A. Prove que A é
enumerdvel (ou finito). O resultado continua vélido para A C R"? ([T] p.13 no.5.35)
Dica: fixe 3 pontos n3o-colineares de A e escolha sistema de coordenadas.

17. Construa uma bijecdo de NxN em N tomando digitos de forma intercalada: (por exemplo
f(13,24) = 1234, f(3,724) = f(003,724) = 070234, e de forma geral, f(ay - -ag, by ---by) =
agby - - -arbiaghy). Corrija esta construgdo ou certifique-se de que estd correta. A primeira
questdo é se a funcdo estd bem definida.

— 18. Prove que se X é finito e Y é enumerdvel entdo F(X;Y') é enumerdvel ([L] p.45 no.20).
Generalizado no exercicio 33, p.30

19. Considere X C F(N;N) o conjunto das fun¢des que valem 1 em todos os pontos menos
num conjunto finito. Portanto se f € X entdo f(z) = 1 para todo = € N a menos de
um conjunto finito (ou ainda, gastando notacdo de teoria de conjuntos, f~1({1}F) ¢ finito).
Prove que X é enumerdvel (adaptado de [L] p.45 no.20).

£ 20. (dificil) Defina f : N — N tal que para todo n € N, f~!(n) seja infinito ([L] p.44
no.15).
Dica: Decomponha em fatores primos.

=—> 21. Um conjunto X é infinito se, e somente se, existe uma bijecdo dele com uma parte
préopria Y C X, Y # X.
Obs: Esta foi a definicao dada por Dedekind para conjunto infinito.
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22. Considere o conjunto das sequéncias de inteiros ndo-negativos {(n;); n; € Z,n; > 0}.
Determine se é enumerdvel o subconjunto das sequéncias:

(a) que sdo zero a partir de um certo termo ([T] p.13 no.5.29);

(b) que s3o decrescentes (ny > ny >nz > --- > 0);

(c) que sdo estritamente crescentes (ny < ny < ng < ---) ([L] p.45 no.26).

23. Construa uma bijegdo entre (—1,1) e R. Note que existe uma bijecdo (simples) entre
St — {N7} (circunferéncia sem um ponto) e (—1,1).

— 24. Construa uma bije¢do entre S? — { N} (esfera sem o polo norte) e R,
Dica: projecao estereografica.

— 25. Considere os intervalos (0,1] e (0, 1).
(a) prove que existe uma bije¢do entre eles utilizando o Teorema 2.9 (Cantor-Bernstein-
Schroder);
(b) construa uma bije¢3o entre eles (note que a existéncia é mais facil do que a construcio).
Dical: Defina f : (0,1] — (0,1) por: f(1) = 1/2, f(1/2) = 1/3, f(1/3) = 1/4, etc.
Nos outros pontos, f é a identidade.
Dica2: Aplique a demonstragdo do teorema de Cantor-Bernstein-Schréder (caminho dificil).

26. Construa uma bijecdo entre (0,1) e (0,1)U{1,2,...,k}.
Dica: exercicio anterior.

= 27. Construa uma bijegdo entre (0,1) e (0,1) UN.
Dica: exercicio anterior.

— 28. Prove que o conjunto dos circulos no plano com raio racional e com centro com
coordenadas racionais é enumeravel ([T] p.13 no.5.26).

— 29. Considere os seguintes subconjuntos do plano (IR?):
A={(x,y); 2% +y? < 1} (disco aberto), B = {(x,y); 2* + y? < 1} (disco fechado),
C ={(z,y); 0 <z*+y*< 1} (disco furado), D = {(z,y); 1/2 < z* +y* < 1} (anel
aberto).
Construa bijecOes entre cada um deste conjuntos.

— 30. Aqui generalizamos os resultados apresentados na sequéncia de exercicios anteriores.
Considere X um conjunto infinito e Y C X finito. Prove que:
() #X =#(X —Y);  (b) #X = #(X UN).
Dica: Extraia de X um subconjunto com cardinalidade igual a N. Note que usando (a)
podemos provar (b).

= 31. Prove que um conjunto qualquer B C P(R) de intervalos ndo-degenerados (ndo pode
ter comprimento zero) disjuntos dois a dois é enumeravel ([T] p.13 no.5.26).
Dica: Use enumerabilidade de Q para montar fungdo injetiva de B em Q.

£ 32. (dificil) Se X e Y sdo conjuntos infinitos ent3o:

(8) #(X x X) = #X;  (b) #(X UY) = max(#X, #Y).

Dica: E surpreendentemente dificil. Precisamos de mais teoria do que aprendemos. Po-
demos fazer por indugdo transfinita. Remeto os curiosos para [Ha].
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Obs: Este exercicio generaliza o fato que #(N¥) = #(N). Implica que #(C) = #(R?) =
#(R?) = #(R). Veja exercicio 28, p.51.

£ 33. (dificil) Prove que se X ¢é infinito e A finito com #A = N entdo #F(A; X) = #X.
Dica: Use exercicio 32(b), p.13 para provar que #F(A; X) = #(X") e exercicio 32, p.29
(a).

# 34. (dificil) Suponha que A é infinito. Prove que possuem a mesma cardinalidade:

(a) F(A;A);  (b) P(A); (<) F(A, P(A)).

Dica: Use péagina 13: exercicios 34, 31 e 32(c) e exercicio 32 (a).

Obs: Isto mostra que ndo obtemos cardinalidades mais altas tomando conjunto de fungdes.
De fato, a forma de aumentar a cardinalidade é tomando conjunto das partes.

t 35. (dificil) Suponha que A ou B é infinito (caso contrario é exercicio de combinatdria
calcular cardinalidade). Prove que:

(a) se #B =1 entdo #F(A; B) = #A4;

(b) Se #B > 1 entdo #F(A; B) = max(#P(A), #B).

Dica: Item (a) é facil. Para o item (b) existem dois casos. Se #P(A) > #B use dicas
do exercicio anterior. Se #P(A) < #B temos dois casos. Se A for finito use exercicio
no. 33. Se A for infinito (B também sera infinito) use hipdtese do continuo generalizado:
#B = #P®(A) para algum k € N. Defina C = P*~Y(A). Conclua que #F(A; B) =
#F(A;P(C)). Usando exercicio anterior e suas dicas podemos limitar #F(A; P(C)) por
#P(C) = #B. Por outro lado #B = #F({1}; B) < #F(A; B).

# 36. (dificil) Dados A e B dois conjuntos, entdo é verdade que (tricotomia da cardinali-
dade): #A = #B ou #A > #B ou #A < #B.
Obs: Precisamos do lema da boa ordenagdo (teoria dos conjuntos) como em [Ha].

* 37. (extra) Considere Xy e F definidos na demonstracdo do Teorema 2.9 (Cantor-Bernstein-
Schroder) na p. 18. Defina Z, = U F'(o

&
(a) Prove que Z, é ponto flxo de F.
(b) Prove que Xo éo maior e Z é o menor ponto fixo de F', ou seja:

F(Xo) =
F(Zy) =
e se F (Y, ) = (YO é ponto fixo de F'), entdo Z, C Yy C Xp.
(c) Prove que F(X) = (go f)(X)U g(B) .

+oo
(d) Prove que (o menor ponto fixo de F') Zy = U(gof)(i) [9(B)Y]. Note que esta férmula
i=0
é bem mais facil de calcular do que a dada originalmente para Xj,.

(e) Utilize a férmula em (d) para explicitar uma bijecdo entre [0, 1] e (0, 1).

Dica: (a) siga prova de C-5-B; (b) @ C Y, C A. Aplique F™ em todos os termos.
(c) use fato que se h é injetiva, h(X —Y) = h(X) — h(Y). (d) Verifique que FV(2) =
i—1

(90 /)™19(B)"].

n
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OBS 1: Existe um argumento informal que Z; definido pelo item (d) é o menor ponto
fixo. Elementos que n3o estdo na imagem de g (isto é, elementos de g(B)C) tem que estar em
Zy pois s6 poderdo ir para B com f (impossivel ir com g!1). Consequentemente, elementos
de g(f(g(B)%)) sé poderdo ir para B com f (Porque nio poderdo ir para B com ¢~ '7).
Prosseguindo de forma indutiva chegaremos ao conjunto Zj.

OBS 2: Existe uma demonstracao de C-S-B aparentemente diferente que pode ser vista
em Halmos (Naive Set Theory). Ela utiliza a linguagem de descendentes e ancestrais de
elementos para particionar A em trés partes (disjuntas) de acordo com a origem da “familia”
do elemento: A4, Ap, As. Ficard claro numa leitura atenta que: A4 = Z; (o menor ponto
fixo) e Ay U As = X (0 maior ponto fixo).

Assim como A4 = Zy (menor ponto fixo) é mais facil de se calcular que X, Bp também
+00

é mais facil, bastando inverter papel de f e g no item (d): Bg = U(f 0 g)D[f(A)Y]. Como
i=0

g(Bpg) = Ap e AEB = A, U A, = Xy (maior ponto fixo) é mais dificil de ser calculado pela

férmula original, podemos calcular mais facilmente por

oo c
X, = <g (U(fog)(“[f(A)E]» .

1=0

OBS 3: Esta prova utilizando ponto fixo é caso particular do Teorema do ponto fixo para
reticulados (em inglés /attices) de Tarski-Davis.

OBS 4: Se A=B, f=g9g=1d, Ay = Agp = @ e Ao = A: menor ponto fixo é o I,
maior é o A.

2.6.3 Racionais

— 38. Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado.
(a) Prove que 0 < z - x para todo x € K e conclua que 0 < 1.
(b) Prove que se 0 < z, entdo —x < 0 e conclua que —1 < 0. (Aten¢3o: desigualdade
estrita).
—>(c) Diga porque é impossivel definir uma relacdo de ordem no conjunto dos complexos de
modo que (C,+, -, <) seja um corpo ordenado.
Sugestdao: Em 38(a) considere separadamente os casos 0 < x e x < 0 e utilize a

monotonia de < para a multiplicagdo. Em 38(b) use a monotonia de < para a adi¢do. Em
38(c) use 38(a) e 38(b) e considere x = i.
39. Seja f: A — B uma fungdo crescente e decrescente ao mesmo tempo. Prove que f é

constante, i.e., f(z) = f(y) quaisquer que sejam z,y € A.

* 40. (extra) Prove que um niimero possui dizima com s > 0 termos na parte ndo-periddica
se, e somente se, o denominador da fracdo irredutivel possui fator 2° ou 5° mas ndo possui
fator 2571 nem 551,

* 41. (extra) Sejam/n € Q com m,n € N uma fragdo positiva irredutivel (MDC(m,n) = 1).
Prove que sao equivalentes:
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(a) m/n possui expansdo decimal finita; (b) 10° é miiltiplo de n para algum s € N;
(c) n = 2°5° para a, 3 € N.

* 42. (extra) Formule (e resolva) um exercicio semelhante ao anterior porém para expansdo
de o na base 6. E na base k7

# 43. (dificil) Prove que qualquer racional positivo pode ser escrito como a soma finita de
ndmeros distintos da forma 1/n com n € N ([Sp] p.411 no.22). Um coroldrio é que a série
harménica (veja pagina 65) diverge.

Dica: se p/q estiver estritamente entre 1/n e 1/(n + 1) entdo o numerador de p/q —
1/(n+ 1) é menor que p.

£ 44. (dificil) (teoria da expansdo decimal, vide [O] p.319 e [Hd]) Seja m/n € Q com m,n € N
uma fragdo positiva irredutivel, isto é, MDC(m,n) = 1. Sejam s,p € N minimos com p > 1
tais que 10°T? — 10° é mdiltiplo de n. Entdo a expansdo decimal de m/n possui uma dizima
periddica de periodo p que comecga apds s digitos a direita da casa decimal.

Mais ainda, se n = 2°5°Q com MDC(Q, 10) = 1 entdo s = max(a, 3).

Obs: Como consequéncia, a caracteristica da dizima de m/n depende SOMENTE de n.
Podemos calcular a tabela abaixo. Assim, por exemplo, se n = 3, toda fragdo m/3 irredutivel
possuird dizima periédica comegando imediatamente apds a casa decimal (s = 0) com periodo
1(p=1). Se n = 18 toda fragdo m/18 irredutivel possuirad dizima periédica comegando apds
uma (s = 1) casa decimal com periodo 1 (p = 1). Quando a expans3o decimal é finita (1/2
por exemplo) podemos interpretar como uma dizima com o algarismo 0 se repetindo (p = 1).

n 2 3 45 6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

s 102110300 2 01 1 4 0 1 0 2
p 11111611 2 1 6 6 1 1 16 1 18 1

Obs: Esta teoria pode ser facilmente generalizada para outras bases. Basta modificar o
10 que aparece acima pela outra base.

Obs: Podemos determinar s e p do seguinte modo. Calcule 10° mod n (resto da divisdo
por n) para i = 0,1,2,...,n. Como sdo no maximo n restos distintos (0 até n — 1), eles
se repetirdo. Isto &, existem 0 < s < j < n tais que 10 mod n = 10° mod n. Portanto,
tomando p = j — s, teremos que 10°T? — 10° mod n = 0.

* 45. (extra) Dado um corpo K qualquer existe um conjunto M C K homeomorfo a Z, isto
é, existe f : Ml — Z tal que f preserva as operagdes de soma e produto.
Dica: Identifique o elemento neutro da soma com o 0, o neutro do produto com 1 e
obtenha os outros elementos de M através da soma (ou subtracdo) do elemento identidade
do produto.

* 46. (extra) Prove a unicidade de 1 a partir de sua existéncia e da comutatividade da
multiplicacdo, ou seja, prove que se a operagao - é comutativa em K e existe x € K tal que
x -y =y qualquer que seja y € K, entdo ele é unico.

* 47. (extra) Prove a unicidade do inverso de z € K — {0} a partir de sua existéncia e da
comutatividade da operacao de multiplicagao.

* 48. (extra) Sejam (K, +,-) um corpo e z,y € K. Prove que
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(@) z-0=0; (b) (=2) -y = —(z-y); (©) (=) - (=y) =2y
Dica: (a) use 0 =0+ 0; (b) use (a); (c) use (b) duas vezes.

* 49. (extra) Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado. Sejam z,y € K. Prove que
(a) se x < 0, entdo x~! < 0; (b)se0 <z <y, entdo 0 <y ! <zl
(c)sex>0ey<0,entdoz-y <0 (d)sez<0ey<0,entdoz-y>0.

* 50. (extra) Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado e z,y, z € K. Prove que
(a) sex <y,entdoz+ 2z <y+ z
(b)se z <y, entdoxr-z2<y-zquandoO < zey-z<x-zquando z < 0.

* B1. (extra) Para cada K definido abaixo, determine se é corpo e, neste caso, determine a
férmula do inverso aditivo e do inverso multiplicativo:

(@) K= {a+bV2; a,bcQ}; (b) K= {a+by/n; a,beQ}, comneN,;
() K={a+bv2; a,bcQ}; () K={a+bvV3+cv9+dV27; a,b,c,dcQ},
* 52. (extra) Z, é o conjunto formado por {0, 1,...,n— 1} cujas opera¢des sdo feitas médulo

n. Por exemplo, em Z3 temos que 2-2 =1; 241 =0; —2 = 1. Prove que todos elementos
de 7Z,, possuem inverso multiplicativo se, e somente se, n é primo. Conclua que, neste caso,
Z,, é corpo ndo-arquimediano. Um contraexemplo é Z,, pois 2-2 = 0, o que implica (porque?)
que 2 nao tem inverso multiplicativo em Z,.

* 53. (extra) Sejam (K, +, -, <) um corpo ordenado arquimediano, e a € K com a > 0. Prove
quesebeKeb>1, entdo existe n € N tal que a < b"™.

* 54. (extra) Prove que um corpo ordenado K é arquimediano (i.e. N C K é ilimitado
superiormente) se, e somente se ([L] p.59 e p.72 no.25), dados a,b € K com a > 0 existe
n € N tal que:

1 1
(a) n-a>b; (b)0<ﬁ<a; (c)0<2—n<a.
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Capitulo 3

Numeros reais

3.1 Descoberta dos irracionais.

Uma das figuras mais importantes da Matematica grega foi Pitdgoras!. Nascido em
Samos, uma das ilhas do Dodecaneso, ele viajou pelo Egito e Babilonia antes de se estabelecer
em Crotona (atualmente na Itdlia) e & fundar a chamada Escola Pitagdrica. Mais do que
uma escola matematica ela era uma sociedade secreta dotada de varias doutrinas cientificas,
filosoficas, politicas e morais. Uma delas dizia que o conhecimento era um bem comum a
sociedade, e por isso, a atribuicdo de descobertas n3o era feita a nenhum membro especifico
da escola. Por esta razdo, é melhor n3o falar da obra de Pitdgoras mas sim da obra dos
pitagéricos.

O famoso Teorema de Pitdgoras ja era conhecido, provavelmente, por outras civilizagdes
mas imagina-se que foram os pitagéricos os primeiros a demonstra-lo.

Segundo outra doutrina pitagdrica “tudo é nimero”, ou seja, tudo podia ser explicado
através dos numeros (inteiros) e suas razdes (ndmeros racionais). Acreditava-se também
que dados dois segmentos quaisquer eles eram sempre comensuraveis, i.e., que existia um
terceiro segmento, menor que os dois primeiros, tal que cada um deles era mdltiplo inteiro
do menor. Em termos modernos, se a e b sdo os comprimentos dos dois segmentos, entdo
existe um segmento de comprimento ¢ e dois inteiros m e n tais que a = mc e b = nc. Daf
conclui-se que a/b = m/n. Muitas das demonstragdes da época eram baseadas neste fato.
Vejamos o que, junto com o Teorema de Pitdgoras, isto acarreta.

Consideremos um quadrado de lado 1 e seja d o comprimento de sua diagonal. Pelo
Teorema de Pitdgoras d> = 12 + 12 = 2. Pela comensurabilidade entre a diagonal e o lado,
existem inteiros m e n tais que d/1 = m/n. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
m e n n3o tém divisor comum maior que 1. Assim, 2 = d*> = m?/n%. Segue que m? = 2n>
e, portanto, m? é par, o que implica que m também é. Logo, existe um inteiro p tal que
m = 2p. Temos entdo 2n? = m? = 4p? e, portanto, n? = 2p?. Dai concluimos que n? é par
e, logo, n também é. Provamos que tanto m quanto n s3o pares contradizendo o fato que
eles nao possuem divisor comum maior que 1. Isto mostra que 1 e d sao incomensuraveis.

A comensurabilidade entre dois segmentos quaisquer é equivalente ao fato que todo

1Pitégoras de Samos: x & 569 A.C., Samos, Grécia - | ~ 475 A.C,, 7.

35
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nimero é racional! A incomensurabilidade entre 1 e d significa que d = /2 n3o é racio-
nal. Isto mostrou aos Pitagéricos que, ao contrario do que eles preconizavam, os nldmeros
(inteiros) e suas razdes n3o eram capazes de explicar tudo. Acredita-se este resultado foi
descoberto e revelado por Hippasus de Metapontum! que, por este motivo, foi expulso da
confraria (pior, segundo a lenda, ele foi jogado ao mar).

Foi Eudoxo? quem resolveu a crise surgida com a descoberta dos incomensuraveis intro-
duzindo uma nova definicao de proporcao de segmentos tal como ela aparece no livro V de
“Os Elementos” de EuclidesS.

Como os niimeros racionais s3o insuficientes para representar todos os segmentos devemos
completé-los. Isto é feito introduzindo o corpo ordenado (R, +, -, <) dos niimeros reais, que
contém o conjunto dos nlimeros racionais.

Com certeza o leitor estd habituado a trabalhar com ndmeros reais. Porém, se este é
seu primeiro Curso de Analise, é muito provavel que ele nunca tenha visto a construcao do
conjunto dos niimeros reais. Existem varias maneiras de construir este corpo ordenado. Neste
texto, apresentamos:

(a) na Segdo 3.2 deste Capitulo, a construgdo através de cortes de Dedekind* [De] (ver
também [Hd]) que pode ser vista como uma modernizagdo da ideia de Eudoxo;

(b) na Se¢do 5.2.4, a constru¢do como classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy
de ndmeros racionais;

(c) no exercicio 17, p.89, a construgdo como decimais infinitas, como costuma ser ensinado
no ensino fundamental e médio.

3.2 x Cortes de Dedekind.

Os gregos da época pitagérica conheciam e manipulavam nimeros racionais e apenas
eles. Suas demonstra¢es eram baseadas nas propriedades dos racionais e somente nelas. Por
outro lado, eles sabiam que existiam outros “niimeros” (por exemplo v/2) e, pelo fato de n3o
saberem como eles eram, os gregos eram incapazes de manipula-los. Este foi o motivo da
crise descrita na secao precedente.

Peco ao leitor que se comporte, simultaneamente, com duas posturas diferentes. Deve
esquecer tudo o que conhece sobre nlimeros reais - até mesmo a existéncia. Deve admitir, neste
momento, que conhece, além de Teoria dos Conjuntos, apenas fun¢bes, nimeros racionais e
suas propriedades (operatdrias, ordem, etc). Por outro lado, o leitor deve manter em mente
o conjunto dos nlmeros reais pois a experiéncia adquirida com ele nos guiard para a sua
constru¢do. Sabendo onde se deve chegar fica mais facil percorrer o caminho ate |3.

A mesma tipografia usada para as definicGes, exemplos, teoremas, etc serd usada, e iden-
tificada pela palavra IDEIA, para explicar a ideia intuitiva sobre os nlimeros reais que estara
por tras das demonstracoes e definicOes que a seguirdo. Porém, elas servem apenas para isto
e nd3o podem ser usadas como fato constatado. Comegamos por uma destas ideias.

'Hippasus de Metapontum: x ~ 500 A.C., Metapontum, Italia - 1 ?

2Eudoxo de Cnido: % 408 A.C., Cnido, Turquia - 7 355 A.C., Cnido, Turquia.

3Euclides de Alexandria: x ~ 325 A.C., ? - 1 =~ 265 A.C., Alexandria, Egito.

4Julius Wihelm Richard Dedekind: * 06/10/1831, Braunschweig, Alemanha - ¥ Braunschweig, Alemanha.
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IDEIA. Seja A um intervalo (de nimeros reais) aberto, ilimitado inferiormente e limitado
superiormente. Claramente, existe a € R tal que A = (—o0,a). Reciprocamente, dado um
ndmero real a o intervalo (—oo, a) € aberto, ilimitado inferiormente e limitado superiormente.
Desta forma, existe uma correspondéncia biunivoca entre nimeros reais e intervalos abertos,
ilimitados inferiormente e limitados superiormente. A nossa construcdo serd baseada nesta
correspondéncia: consideraremos intervalos do tipo (—oo, a) e no conjunto de tais intervalos
definiremos uma relacdo de ordem assim como operagbes de soma e multiplicagdo. Ao final
diremos que cada intervalo destes € um nimero real. O nosso trabalho consiste entdo
em definir um intervalo aberto, ilimitado inferiormente e limitado superiormente, i.e., um
intervalo do tipo (—o0, a) sem considerar o nimero a que, rigorosamente falando, n3o existe!
A definicdo seguinte cumpre este objetivo.

DEFINICAO 3.1. Dizemos que A C Q é um corte se valem as seguintes propriedades.
i A+ eA#Q.
ii. Sepe Aeq<pentdoqe A.
iii. Para todo p € A existe g € A tal que p < q.

Denotamos o conjunto de todos os cortes por ).

IDEIA. As duas primeiras condi¢bes da Definicao 3.1 implicam que A é um conjunto da forma
(—o00,a) NQ ou (—oo,a] N Q. A terceira condigdo exclui a segunda possibilidade (quando
a € Q) dizendo que A ndo tem maximo.

Exemplo 3.1. Sejar € Q. O conjunto Z(r) ={p € Q; p <r} éum corte. De fato, é facil
ver que Z(r) satisfaz as duas primeiras propriedades da definicdo de corte. Falta mostrar que
ele satisfaz a terceira. Seja p € Z(r) e tomemos q = (p + r)/2. Claramente temos p < q e
q <r (logoq € Z(r)). Definimos desta maneira uma funcdo Z : Q — ) que € claramente
injetiva. Veeremos, posteriormente, outras de suas importantes propriedades.

O exemplo anterior é fundamental. Para destacé-lo, fazemos a seguinte definicdo.

DEFINICAO 3.2. O cortes da forma Z(r) = {p € Q ; p < r}, com r € Q, sdo ditos
cortes racionais.

IDEIA. Sejam a e b dois nimeros reais. Temos que a < b se, e somente se, (—o0,a) C
(—00,b). Isto nos indica que a relagdo de inclusdo entre cortes é a maneira natural de definir
uma relacdo de ordem no conjunto §). Ja sabemos que a relacdo de inclusio € transitiva
e antissimétrica. Porém, ela ndo é completa pois existem A C Q e B C Q que ndo sdo
comparaveis, i.e., nem A C B nem B C A. Entretanto se A e B s3o cortes uma destas
inclusbes deve ser verdadeira. Este é o assunto do préximo teorema.

TEOREMA 3.3. Sejam A, B € Q). Temos A C B ou B C A.
Demonstracao. Se A = B, entdo ndo ha nada a ser demonstrado. Suponhamos que A # B.
Ent3o, existe p € B tal que p ¢ A ou existe ¢ € A tal que ¢ ¢ B.

No primeiro caso devemos ter A C B. De fato, qualquer que seja r € A temos r < p
(pois sendo, se fosse p < r, entdo, como A é corte, teriamos p € A) e, como B é corte,
re B.

De maneira andloga, concluimos que no segundo caso temos B C A. [ ]
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PROPOSICAO 3.4. Seja A, B € Q. O conjunto
C={reQ;r=p+qcompe Aeqée B}

é corte.

Demonstracao. Claramente C' # &. Sejam p, € Ab e gy € BY. Vamos mostrar que
Po + qo ¢ C (e portanto que Ct + ). Suponhamos, por absurdo, que py + g9 € C. Ent3o,
existem p € A e ¢ € B tais que po + qo = p + ¢q. Ndo podemos ter py < p (sendo teriamos
po € A) nem ¢y < ¢ (sendo teriamos ¢y € B). Logo p < pp € ¢ < qo. Pela monotonia da
adicdo p+q < p+ qo < po + qo, que é absurdo.

Sejamr € Ces <r. Existemp € Aeq € Btaisquer =p+gq. Sejat =s—p.
Mostremos que t € B. De fato, devemos ter t < ¢ pois sendo, se ¢ < t, entdop+q < p+1t,
i.e., r < s. Portanto t < q e, como B é corte, segue que t € B. Concluimos que s = p+t
comp e Aet e B e, portanto, s € C.

Finalmente, seja r € C' e mostremos que existe s € C' tal que r < s. Ora, r € C significa
quer=p+qgcomp e Aeq € B. Existet € A tal que p <t, logo,r=p+q<t+q. Para
concluir, basta tomarmos s =t + q. [ ]

DEFINICAO 3.5. Sejam A, B € Q). O corte C' dado na Proposicao 3.4 é denotado A ® B
€ chamado de soma ou adicao de A e B.

Observacio 3.1 E ficil ver que se A, B € Q) séo tais que Z(0) C AN B, entdo Z(0) C
A® B.

Fica assim definida uma operacao de adicdo entre cortes. Mostraremos que esta operacio
satisfaz algumas das propriedades da adigdo em um corpo.

TEOREMA 3.6. Sejam A, B,C € Q). Temos que:

. ADB=B®A; i. ( AeB)@C=Ad (Ba (), iii. A® Z(0) = A.
Demonstracado. (i) Seja r € A @ B. Podemos escrever r = p+qgcomp € Ae g € B.
Pela comutatividade da soma de ndmeros racionais, temos r = ¢+ p com g € B e p € A.
Concluimos que r € B @ A e, portanto, A® B C B ® A. Da mesma maneira mostra-se a
inclusdo contrdria.

(ii) Esta propriedade é consequéncia imediata da associatividade da soma de ndmeros
racionais (assim como (i) é da comutatividade).

(iii) Seja r € A® Z(0). Escrevemos r = p+qgcomp € Aeq e Z(0). Orag e Z(0)
significa ¢ < 0, logo, p+q < p+0, i.e., 7 < p. Como A é corte, segue que r € A. Mostramos
assim que A @ Z(0) C A. Reciprocamente, seja r € A. Tomemos p € A tal que r < p. Se
q=r—p, entdo ¢ < 0 e, portanto, ¢ € Z(0). Concluimos que r =p+q € Ad Z(0). [ ]

IDEIA. Para cada a € R estd associado o intervalo A = (—00,a) e ao seu oposto —a estd
associado o intervalo B = (—o0, —a). Devemos ser capazes de definir B em termos de A sem
considerar o ndmero a. Inicialmente observamos que p € B se, e somente se, —p € (a,+00).
Mas AL = la, +00), logo, p € B se, e somente se, —p € AY e —p # a. Para dizer que
—p # a, evitando usar o nimero a, basta dizer que —p ndo é minimo de AL,
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PROPOSICAO 3.7. Seja A € Q. O conjunto
B={peQ; —peAledge A tal que ¢ < —p}

€ corte.

Demonstracao. Sejamp e Aeq € AL E facil ver que —(¢g+1) € Be—p¢€ BE. Portanto,
B+@eBl £

Sejam p € B e g < p. Temos que —p < —q. Como —p € AP, segue que —q € AL e que
—g n3o é minimo de AL. Concluimos que ¢ € B.

Seja p € B. Por definicio de B, existe ¢ € A" tal que ¢ < —p. Tomando r = (p—q)/2
temos que p < r e também que ¢ < —r, logo, r € B. [

DEFINICAO 3.8. O corte B da Proposicio 3.7 é denotado ©A e chamado oposto de A.

Observacio 3.2 Seja A € Q. E ficil ver que:
i A=2Z(0) <= A= Z7(0), i. A# Z(0) <= A # Z(0);
ii. AD Z(0) <= oA C Z(0), iv. AD Z(0) «— A

O teorema justifica porque chamamos o corte ©A de oposto de A.

TEOREMA 3.9. Seja A € Q. Temos que A ® (©A) = Z(0).

Demonstracdo. Seja r € A @ (SA). Entdo existem s € A, p € 6A e ¢ € AL tais que
r=s+peq< —p. ComoseAequE, temos s < q. De ¢ < —p segue que p < —q e,
pela monotonia da adicdo, s+ p < s —¢. Portanto, r = s+ p < s — ¢ < 0. Concluimos que
r e Z(0).

Finalmente, seja r € Z(0), i.e., 7 < 0. Sejam ainda s € A e n o menor natural tal que
s —nr/2 € A, Tomemos

—1 1
N e P N L4
2 2 2
E facil verque t,qg € Al e t < ¢, logo, —q € ©A. Também temos p € A er =p— q. Segue
quer € Ad (OA). |

IDEIA. Queremos definir multiplicacdo de cortes. A primeira ideia é imitar a definicdo da
soma. Definimos o conjunto C, produto dos cortes A e B, formado pelos produtos p- q sendo
p € Aeq € B. Porém, isto ndo funciona pois o conjunto C' ndo € corte. Para ver isto,
considere o exemplo A = B = Z(2). Neste caso, C = Q. De fato, —1,1 € Aeser <0,
entior € B. Segue que —r,r € C e, portanto, C = Q.

Vamos adaptar esta ideia inicialmente para cortes “positivos”. Posteriormente, estende-
remos a definicdo para todos os cortes. Como vimos no exercicio 49, p.33, o produto de
numeros positivos é positivo. Portanto, tomando apenas os racionais positivos nos cortes A
e B obteremos apenas os racionais positivos de C'. Para que C' seja corte, faltard incluir os
racionais negativos.
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PROPOSICAO 3.10. Sejam A, B € Q tais que Z(0) C A e Z(0) C B. O conjunto
C={reQ;r<0our=p-qcompe A, g€ B, p>0eq>0}
é corte.

Demonstracdo. Claramente —1 € C. Sejam py € Al e ¢y € BE. Vamos mostrar que
Po - qo & C (e, portanto, que ct £ &). Suponhamos, por absurdo, que pg - qo € C. Entdo,
existem p € A e ¢ € B tais que po - qo = p - q. N3o podemos ter py < p (sendo teriamos
po € A) nem gy < ¢ (sendo teriamos ¢y € B). Logo, p < pp € ¢ < qo. Pela monotonia da
multiplicacdo, p-q¢ < p-qo < po - qo, que é absurdo.

Sejamr € C'e s <r. Se s < 0, entdo é imediato que s € C'. Suponhamos s > 0 e,
portanto, » > 0. Da definicao de C, segue que existem p € Aeq € Btaisquer =p-q, p >0
e ¢ > 0. Comor > 0, segue que p > 0. Seja t = s/p. Mostremos que t € B. De fato,
devemos ter ¢ < g pois sendo, se ¢ < t, entdop-q < p-t, ie, r < s. Portanto, t < q e,
como B ¢é corte, segue que t € B. Concluimos que s =p-tcomp € Aet € B e, portanto,
seC.

Finalmente, seja r € C' e mostremos que existe s € C tal que r < s. Se r < 0, entao
basta tomar s = r/2. Suponhamos 7 > 0. Neste caso, r € C significa que r = p - ¢ com
peEA g B, p>0eq>0. Existemt € Aeu € Btalquep <teq< u,logo
r=p-q<t-q<t-u. Para concluir, basta tomarmos s =1t - u. [

DEFINICAO 3.11. Sejam A, B € ) tais que Z(0) C A e Z(0) C B. O corte C dado na
Proposicdo 3.10 e denotado A ® B é chamado de produto ou multiplicacao de A e B.

Observacao 3.3 Da Definicdo 3.11 segue-se imediatamente que se Z(0) C A e Z(0) C
B, entio Z(0) C A® B.

IDEIA. Para estender a definicdo de produto para cortes ndo positivos, procedemos como
quando aprendemos a multiplicar nimeros negativos pela primeira vez (no Ensino Fundamen-
tal). Fazemos o produto dos médulos e ao resultado impomos o sinal de acordo com a regra
dos sinais. Vlejamos a definicdo de médulo de um corte e, em seguida, a definicdo geral do
produto.

DEFINICAO 3.12. Dado A € Q, o médulo de A, denotado por |A

, € definido por
A se Z(0) C A,

Al =
OA se AC Z(0).

Em vista da Observagdo 3.2, p.39 temos que |A| D Z(0) para todo A € ().
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DEFINICAO 3.13. Sejam A, B € ). Definimos A® B por
( |A|®|B| seZ(0)cC AeZ(0)C B,
O(|Al®|B|) se Z(0)Cc Ae B < Z(0),

A®B= (3.1)
o(|A|®|Bl) se AC Z(0) e Z(0) C B,

| |A|®|B| seAC Z(0) e B C Z(0).
TEOREMA 3.14. Sejam A, B,C € Q). Temos que:

i, AOB=BO0A; i. AOB)@C=A06(BOO); i. A® Z(1) = A.
Onde Z(1) = {p € Q ; p < 1} (conforme a Definicdo 3.2).

Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, que Z(0) C AN BNC.

(i) Sejar € A® B. Ser < 0, entdo é imediato que r € B ® A. Suponhamos r > 0.
Podemos escrever r = p-qcomp € A, g € B, p > 0 e g > 0. Pela comutatividade
do produto de nimeros racionais, temos r = ¢-pcom q € B, p € A, ¢ > 0ep > 0.
Concluimos que r € B ® A e, portanto, A® B C B ® A. Da mesma maneira mostra-se a
inclusdo contréria.

(i) Esta propriedade é consequéncia imediata da associatividade do produto de ndmeros
racionais (assim como (i) é da comutatividade).

(iii) Observamos inicialmente que Z(0) C Z(1). Seja r € A ® Z(1). Novamente, se
r < 0, entdo é imediato que r € Z(0) C A. Suponhamos r > 0. Escrevemos r = p - ¢ com
peA g€ Z(1)ep >0. Oraq € Z(1) significa g < 1, logo, p-q <p-1, ie, r <p.
Como A é corte, segue que r € A. Mostramos assim que A ® Z(1) C A. Reciprocamente,
sejar € A. Ser <0, entdor € A® Z(1). Suponhamos r > 0. Tomemos p € A tal
que 0 < r < p. Seq=r/p, entdo 0 < q < 1 e, portanto, ¢ € Z(1). Concluimos que
r=p-qeA®Z(1).

O caso geral é consequéncia da parte j4 demonstrada. Por exemplo, vamos mostrar (i)
para A C Z(0) C B. Neste caso, A©B = o(|A|®|B|) = &(|B|®|A]) = B®A. A primeira
igualdade segue da terceira linha de (3.1), a segunda igualdade é a parte ja demonstrada do
teorema e a terceira igualdade segue da segunda linha de (3.1). Deixo para o leitor a tarefa
de terminar a prova do teorema. [

PROPOSICAO 3.15. Seja A € Q tal que Z(0) € A. O conjunto
B={peQ; pﬁOoup_leAB quEAC tal que g < p~ '}

€ corte.

Demonstracao. Claramente temos —1 € B. Seja p € A tal que p > 0. Temos que

p~' € B, De fato, se fosse p~! € B, entio terfamos p = (p~!)~! € AL, que é absurdo.
Sejam p € Be g < p. Se ¢ <0, entdo trivialmente temos ¢ € B. Suponhamos ¢ > 0 e,

portanto, p > ¢ > 0. Temos p~! < ¢~!. Como p~* € A®, segue que ¢~ € A’ e que ¢! n3o

é minimo de AC. Concluimos que ¢ € B.
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Seja p € B. Vamos mostrar que existe ¢ € B tal que p < g. Claramente existe ¢ € B
com ¢ > 0, logo, se p < 0, entdo ndo ha nada a ser demonstrado. Suponhamos p > 0. Por
definicso de B, existe rr € AL tal que r < p~'. Tomando s = (r+p~1)/2 temos r < s < p~!
e, portanto, s € AL, Tomando ¢ = s~ temos p < ¢ e também ¢ € B pois ¢! € AL e
r<qt n

DEFINICAO 3.16. Seja A € Q tal que A # Z(0). Se Z(0) C A entdo o corte B da
Proposicdo 3.15 é denotado A®' e chamado inverso de A. Se A C Z(0), entdo definimos
ASL = 5(|A|9Y).

O teorema a seguir justifica porque chamamos o corte A°! de inverso de A.

TEOREMA 3.17. Seja A € Q) tal que A # Z(0). Temos A ® (A®') = Z(1).

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que Z(0) C A.

Sejar € A® (A®). Ser <0, entdo r € Z(1). Suponhamos r > 0. Entdo existem
sEA,p€A91quACtaisque'r’:s~p,5>O,p>0eq<p_1. ComoseAequE,
temos s < q. De ¢ < p~! segue que p < ¢! e, pela monotonia da multiplicagdo, s-p < s/q.
Portanto, r = s-p < s/q < 1. Concluimos que r € Z(1).

Reciprocamente, seja r € Z(1). Como antes, se 7 < 0, entdo é imediato que 7 € A ®
(A®Y). Por outro lado, se 7 = 0, entdo, como 0 € Ae 0 € A®!, temosr =0-0 € A®(A®).
Suponhamos > 0. Seja s € A com s > 0 e n o menor natural tal que s - (r~)" € A" (tal
n existe pois r < 1 e, portanto, r~! > 1). Tomemos

pr=s-(r'H" e t=s-(r"1)"

Pela escolha de n, temos p; € Aet € AL, Seja p € A tal que p; < p e tomemos
q=t"-p'-p. Dep < pseguequet <t-p-p;' =q . Obtemos assim que ¢ € Al e
dai que ¢ € A®!. Temos ainda

p.q:p.t*l_pfl,pl:Sfl.,rn.s.(rfl)nflzrl

Concluimos que r € A ® A®L,
Consideremos o caso A C Z(0). Temos trivialmente que A®' C Z(0). Da defini¢do de
produto de cortes e da parte ja demonstrada do teorema obtemos

Ao A% =Ale A% = |4]o [ (A7) = |4l e (A7) = Z(1).

TEOREMA 3.18. Sejam A, B,C € Q. Temos que (A® B)©C =(Ac0C)d (B O).

Demonstracao. Suponhamos inicialmente Z(0) C AN BNC.

Sejar € (A® B) ® C. Vamos mostrar que r € (A® C) @ (B ® C). Em vista das
observagdes 3.1 e 3.3 temos Z(0) C (A® C) @ (B ® C) e, portanto, basta considerar o
caso r > 0. Podemos supor ainda que r > 0 pois, neste caso, se r é elemento do corte
(A C) @ (B® (), entdo 0 também é. Neste caso, existem p € A® B e q € C tais que
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r=p-q,p>0eq>0. Orape A® B, logo, podemos escrever p = s+t com s € A e
t € B. Vamos mostrar que s-q¢ € A®C (da mesma maneira mostra-se que t-q¢ € BOC'). Se
s-q < 0, entdo, novamente gracas as observacdes 3.1 e 3.3, é imediato que s-q € A®C. Por
outro lado, se 0 < s - ¢, entdo, como ¢ > 0, temos que s > 0 e dai segue que s- g € A® C.
Tendor = s-q+t-gcoms-g € A®C et-q € BOC, concluimos que r € (A©C)d(BoO).

Sejar €e (A C)® (B ®C) e mostremos que r € (A@® B) ® C. Como antes, basta
considerar o caso r > 0. Existempe A©Ceqe Bo C taisquer =p+¢q. Como 0 < r,
temos p > 0 ou ¢ > 0. Para fixar as ideias, suponhamos p > 0. Neste caso, existem s € A
eteCtaisquep=s-t, s>0et>0. Vamos considerar separadamente os casos g > 0,
q=0eq<0.

. Existem u € Bewv € C taisque ¢ =u-v, u > 0e v > 0. Suponhamos v <t (o
caso v >t se trata analogamente). Temosr =s-t+u-v = (s+wu-v/t)-t. Como v/t <1
temos que u - v/t € B. Segue que r € (A& B) © C.

. Tomemos ¢ € B® C tal que ¢ < ¢. Comor =p+q < p+q e, pelo caso
anterior, p+ ¢ € (A® B) ® C, concluimos que r € (A® B) ® C.

. Escrevemos r = (s +¢q-t7!)-t. Como q-t~! < 0, segue que ¢-t~* € B.
Concluimos que r € (A @ B) ® C (observe que s+ ¢ -t~ > 0).

Cada um dos outros casos (para os quais ndo vale Z(0) C A, Z(0) C Be Z(0) C C) é
tratado de maneira andloga ou é consequéncia deste que acabamos de demonstrar. [ ]

Os teoremas 3.6, 3.9, 3.14, 3.17 e 3.18 nos dizem que (2,®,®) é um corpo. Além
disto, a relacdo de inclusdo C é uma relacdo transitiva, antissimétrica e completa em (2.
Para concluirmos que (€2, @, ®, C) é um corpo ordenado falta estabelecer a monotonia das
operacoes. Este é o assunto do préximo teorema.

TEOREMA 3.19. Sejam A, B,C € ). Temos:
i. se AC B,entio A®C C B& (C;
i. se AC BeZ(0)CC,entioA®C C B C,
iii. se AC BeCC Z(0), entioBOC CAGC.

Demonstracao. Sejar € A @ C. Entdo existem p € A e g € C tais que r = p+ q. Ora,
A C B e, portanto, p € B. Segue que A C C Ba C.

Do item (i), tomando C' = ©A, obtemos Z(0) C B @ (©A). Gragas a Observagdo 3.3,
p.40 temos Z(0) C (B® (0A)) ©C =(BoC)d (6A) ®C. Somando A ® C', novamente
do item (i), obtemos (ii).

O dltimo item se demonstra de maneira andloga a (ii). n

Terminaremos esta secdo com uma importante proposicao sobre a funcdo Z.

PROPOSICAO 3.20. A funcio Z é injetiva. Além disto Z é um homomorfismo de corpos
ordenados, i.e., para todo p,q € Q temos:

i. p < q se, e somente se, Z(p) C Z(q);

ii. Z(p+q) = Z(p) ® Z(q),

iii. Z(p-q) = Z(p) © Z(q).

Demonstracdo. A injetividade de Z e a Propriedade (i) s3o triviais.
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Vamos mostrar (ii). Sejar € Z(p+q), i.e., r < p+ q. Temos

r—p-— r—p-—
r:<p+#)+<q+#).

Vemos que r—(p+q) < 0 e, portanto, p+(r—p—q)/2 < p. Segue que p+(r—p—q)/2 € Z(p).
Analogamente, ¢+ (r—p—q)/2 € Z(q). Concluimos que r € Z(p) ® Z(q). Tomemos agora
r e Z(p)® Z(q) esejam s € Z(p) et € Z(q) taisque r = s+t. Comos <pet <y,
temos r = s+t < p+ ¢. Concluimos que r € Z(p + q).

Note que aplicando o item (ii) a ¢ = —p obtemos Z(0) = Z(p) ® Z(—p) e, portanto,
©Z(p) = Z(-p).

(iii) Suponhamos inicialmente p > 0 e ¢ > 0, de modo que Z(0) C Z(p) N Z(q). Seja
re€ Z(p-q), ie, r < p-q. Ser < 0, entdo temos imediatamente r € Z(p) ® Z(q).
Suponhamos 7 > 0. Teremos entdo p > 0 e g > 0. Seja s = (r+ p- q)/2, de modo

que r < s < p-q. Temos r = (p- f) . q-i) . Vemos que r/s < 1 e, portanto,
s - q

pr/s < p. Segue que pr/s € Z(p). Da mesma maneira ¢-s/(p-q) € Z(q). Concluimos
que r € Z(p) ® Z(q). Seja agora r € Z(p) ® Z(q). Se r < 0, entdo trivialmente temos
r € Z(p-q). Suponhamos r > 0. Existem s € Z(p) et € Z(q) taisque r =s-t, s >0
et >0 DeO < s <pe0 <t < q gragas a monotonia da multiplicagcdo, obtemos
s-t<p-t<p-q. Concluimos que r € Z(p- q).

O caso geral (p e ¢ ndo necessariamente positivos) segue do que acabamos de demonstrar
usando a regra dos sinais e o fato que ©Z(p) = Z(—p). |

Uma propriedade fundamental de (2, ®,®,C) e a chamada completeza. Antes de
enuncia-la precisamente, vamos interpretar a Definicdo 2.19 de subconjunto limitado superi-
ormente em (£2,®,®, C). Um conjunto I' C Q2 é limitado superiormente pela cota superior
SeQse AC S paratodo AeT.

A proxima definicdo, com adaptacdo dbvia, tem sentido em qualquer corpo ordenado.
Porém, nos limitaremos a (2, ®, ®, C).

DEFINICAO 3.21. Seja' C Q, njo vazio. Se existir S € ) que seja a menor cota superior
de T, isto é,

i. A C S paratodo A €T, ii. se R é cota superior de I, entdo S C R;
entdo dizemos que S é supremo (finito) deT", e escrevemos supI' = S. Quando T" € ilimitado
superiormente (ndo existe cota superior para I'), dizemos que o supremo de I é mais infinito
e escrevemos sup I' = +o00.

Exemplo 3.2. Sejal' = {AcQ; AcC Z(0)}. E imediato que Z(0) é cota superior de T e,
portanto, I é limitado superiormente. Também é imediato que Z(0) € o supremo de T".

TEOREMA 3.22. O corpo ordenado (), ®, ®, C) € completo, i.e., todo subconjunto de
Q) ndo vazio e limitado superiormente tem supremo finito.
Demonstracao. Seja [' C Q2 ndo vazio e limitado superiormente e seja .S a unido de todos

os elementos de I, i.e., S = U A. E imediato que A C S paratodo A € I' e também que
Aell
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S C M quando M € () que é cota superior de I". Logo, basta mostrar que S é corte para
concluir que S é o supremo de T'.

Claramente S # &. Seja M € €2 uma cota superior de I'. Temos que S C M e, portanto,
que M® c S®. Em particular, temos que SC #+ .

Sejape SereQtal que r < p. Sendo p € S temos que existe A € I tal que p € A.
Ora, A é corte, logo, r € A e existe ¢ € A tal que p < ¢q. Como A C S, temosr € S e
g € S. Concluimos a prova de que S é corte. [ ]

Terminamos nossa tarefa de mostrar que (£2,®,®,C) é um corpo ordenado completo.
A partir de agora, vamos mudar as nota¢des e nomenclaturas. Um corte serd chamado de
nimero real, o conjunto ) passa a ser denotado R e serd chamado de conjunto dos
numeros reais. Os simbolos @ e © serdo substituidos por + e - respectivamente. E,
em se tratando de cortes, passamos a escrever x < y ao invés de x C y. Observamos
que, rigorosamente falando, um nidmero racional n3o é ndmero real. De fato, um nimero
racional é um elemento do conjunto Q enquanto que um nimero real é um subconjunto de
Q. No entanto, através da fungdo Z (Definicdo 3.2) passamos de um nidmero racional r ao
ndmero real Z(r). Sendo Z injetiva (ver Proposicdo 3.20) temos que o conjunto Z(Q) é um
subconjunto de R que é uma espécie de “cépia” ou “clone” de Q. Esta nogao é precisada
matematicamente pelo fato de Z ser um homomorfismo injetivo (ver Proposi¢do 3.20). Por
esta razao, podemos, e faremos, os seguintes abusos de notacao e de linguagem: “Q C R"
ou “todo nimero racional é nimero real”. E ainda, Z(0) passa a ser notado 0, Z(1) passa a
ser notado 1, etc.

3.3 Numeros reais.

Neste ponto assumimos que construimos o corpo ordenado (R, +, -, <) dos niimeros reais.
Vamos definir o supremo (simbolizado por sup) e infimo (simbolizado por inf) de subcon-
juntos nao-vazios de R. Para isto primeiro introduzimos os conceitos de cota superior e
cota inferior.

DEFINICAO 3.23. Seja A C R, ndo vazio. Dizemos que:
i. r € cota superior de A se a < r para todo a € A;
ii. v € cota inferior de A se r < a para todo a € A.

DEFINICAO 3.24. Seja A C R, ndo vazio. Se existir s € R que seja a menor cota superior
de A, isto é,

i. a < s para todo a € A (s € cota superior);

ii. ser é cota superior de A, entdo s < r (s é a menor cota superior);
entdo dizemos que s é supremo (finito) de A, e escrevemos sup A = s. Quando A € ilimitado
superiormente (ndo existe cota superior para A) dizemos que o supremo de A é mais infinito
e escrevemos sup A = +o0.
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DEFINICAO 3.25. Seja A C R, ndo vazio. Se existir i € R que seja a maior cota inferior
de A, isto e,

i. i < a para todo a € A (i é cota inferior);

ii. ser é cota inferior de A, entdo r < i (i é a maior cota inferior);
entdo dizemos que i € infimo (finito) de A, e escrevemos inf A = i. Quando A € ilimitado
inferiormente (ndo existe cota inferior para A), dizemos que o infimo de A é menos infinito
e escrevemos inf A = —o0.

Agora introduzimos a propriedade que distingue Q de R.

DEFINICAO 3.26. Dizemos que um corpo ordenado (K, +,-,<) é completo se todo
subconjunto de K ndo-vazio limitado superiormente tem supremo (finito).

E parte fundamental nas constru¢des dos niimeros reais apresentadas na pdgina 36 que R
é completo e contém Q.

TEOREMA 3.27. (R é completo) Seja A C R, ndo vazio. Se A € limitado superiormente,
entdo A tem supremo finito. Se A € limitado inferiormente, entdo A tem infimo finito.

Demonstracao. Para a construcdo feita na Secao 3.2, observamos que as definices 3.24 e
3.21 sdo equivalentes, diferindo apenas na notacdo. Da mesma forma, a primeira afirmacdo
do Teorema 3.27 é uma nova versao do Teorema 3.22.

A segunda afirmacgdo do Teorema 3.27 é consequéncia da primeira (independente da cons-
trugdo dos reais que foi feita). De fato, verifica-se facilmente que se A é limitado inferiormente,
entdo B = {—x ; x € A} é limitado superiormente e inf A = —sup B. |

Daqui por diante nao precisaremos saber da constru¢ao do conjunto de ndmeros reais.
Tudo que precisamos saber é que (R, +, -, <) é um corpo ordenado completo, isto é:

i. (R,+,-) satisfaz as propriedades da Definigdo 2.15, p.24 (é corpo);

ii. a relagdo < em R satisfaz as condi¢des da Definigdo 2.17, p.25 (ordenado);

iii. R é completo conforme Definicdo 3.26, p.46.

Num certo sentido R é o tinico corpo ordenado completo (veja exercicio 31, p.52 para
detalhes). Outros exemplos de corpos sdo:

e C, que n3o pode ser ordenado pelo exercicio 38(c), p.31;

o conjunto dos niimeros algébricos, introduzido no exercicio 30, p.51, que estad contido
em R e contém Q mas ndo é completo, e é corpo pelo exercicio 32, p.52;

quatérnios e octdnios, generalizagdes dos complexos, apresentados na Segdo 5.2.6;

outras extensdes de (Q, apresentadas no exercicio 51, p.33;
e corpos finitos (Z,) apresentados no exercicio 52, p.33.

Um nidmero real que nao é racional é dito niumero irracional. Além disso, no exercicio 30,
p.51, definimos nimeros algébricos e transcendentes.
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Exemplo 3.3. Seam A={peR; p<Ooup’<2}eB={qgeR; ¢>0eq* > 2}
Claramente, A e B sdo n3o vazios.

Segue facilmente das definicées que A € limitado superiormente e que B € limitado in-
feriormente. Mais precisamente, qualquer elemento de A é menor que qualquer elemento de
B.

Pelo Teorema 3.27 existem r,s € R comr = sup A e s = inf B. E imediato quer,s > 0.
Como p < q para todop € A e q € B, temos que r < s e, portanto, r* < s.

Vamos mostrar que B ndo possui elemento minimo. Seja q € B. Temos ¢ > 0 e
> —2 > 0, de modo que podemos tomar h € R tal que h < q e

q* —2

0<h<
2q

Temos 2qh — h? < 2qh < ¢* — 2 e, portanto, (¢ — h)? > 2. Logo, ¢ — h é um elemento de B
estritamente menor que q. Em particular, ¢ ndo é elemento minimo de B. De modo analogo,
mostra-se que A n3o possui elemento maximo.

Temos que s?> < 2 pois, sendo, s seria elemento minimo de B. Analogamente, mostra-se
que > > 2. Concluimos que r* = s? = 2.

Este exemplo mostra que, gracas & completeza, existe r € R tal que r > 0 e r> = 2.
Veremos posteriormente, que existe um tnico ndmero com esta propriedade (chamado raiz
de 2 e denotado por \/2). Porém, como nio existe nenhum racional com esta propriedade
(/2 é irracional) concluimos que (Q, +, -, <) ndo é completo.

PROPOSICAO 3.28. (R, +, -, <) € arquimediano.
Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que N seja limitado superiormente e seja s =
supN. Temos que n < s para todo n € N. Segue que n + 1 < s para todo n € N. Logo,

n < s—1 paratodon € N, ou seja, s —1 é cota superior para N que é menor que s = sup N.
Absurdo. .

DEFINICAO 3.29. Sejam a,b € R com a < b. Um intervalo é um subconjunto de R de
qualquer uma das formas abaixo:

i la,b]={reR; a<z<b} i. [a,b) ={x €R; a <z <b},
jii. (a,b)={z€R;a<z<b}; iv. (a,b] ={z €R; a<xz<b};
v. [a,+00) ={z €R; a < z}; vi. (a,+00)={z€R; a<uz};
vii. (—00,b] ={x e R; z <b}; viii. (—oo0,b) ={z € R; z < b},

ix. (—o0,+00) =R.
Quando a = b, temos |a,a] = {a} e [a,a) = (a,a) = (a,a] = &. Logo, o conjunto vazio
e conjuntos unitarios sdo intervalos. Estes dois tipos de intervalo sio ditos degenerados
enquanto que os outros sdo ditos nao degenerados.

O intervalo & e os intervalos dos tipos (iii), (vi), (viii) e (ix) sdo ditos abertos. O intervalo
& e os intervalos dos tipos (i), (v), (vii), (ix) sdo ditos fechados.

Sejam a,b € R com a < b. O simbolo (a,b) é ambiguo pois representa ao mesmo
tempo um intervalo e um par ordenado. Isto poderia ser fonte de confusdo (por isto alguns
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autores usam a notacg3o |a, b[ para intervalos). Porém, fazendo as coisas como elas devem
ser feitas, isto é, sendo preciso nas argumentacoes, de acordo com o contexto entende-se
imediatamente qual das duas possibilidades é a correta. Por exemplo, na afirma¢do 1 € (0,1)
fica claro que (0, 1) representa um intervalo, mesmo sendo falsa a afirmag¢&do. Por outro lado,
ao considerarmos (0, 1) como um par ordenado, ambas as afirmagdes 1 € (0,1) e 1 ¢ (0,1)
nao tém sentido e, portando, ndo cabe a questao de saber qual delas é correta.

Observacao 3.4 De acordo com a Definicdo 3.29, os conjunto R e @ s3o intervalos
abertos e fechados ao mesmo tempo. Isto ndo deve causar nenhuma confusdo ja que R
e @ nao sao portas. Acabamos de ver as definicbes matematicas de intervalo aberto e
de intervalo fechado. Mesmo se as palavras “aberto” e “fechado” tém outros sentidos na
vida comum, s3o os sentidos da Definicdo 3.29 que serdo usados ao longo de todo o texto.
Observe que, por definicdo, R e @ sdo os tnicos intervalos que possuem esta propriedade.
Perceba também que existem intervalos que ndo sdo abertos nem fechados.

O préximo teorema é outra consequéncia da completeza.

TEOREMA 3.30. (dos intervalos encaixantes) Se ([an,bn]), € uma sequéncia de
+oo

intervalos encaixantes, i.e., [a,,b,] D [an11,bny1] para todo n € N, entdo ﬂ[an,bn] + .
n=1

Demonstracao. Seja A = {a,, ; m € N}. De [an,b,] D [ani1,bnr1] obtemos que a, <

api1 < byy1 < b,. Dali, segue facilmente que a,, < b, quaisquer que sejam m,n € N.

Em outras palavras, qualquer b, é cota superior de A. Pelo Teorema 3.27 existe s = sup A.

+oo

Mostremos que s € ﬂ [a,,b,]. Sejan € N. Temos que s é cota superior de A, logo, s > a,,.
n=1
Além disto, s é a menor cota superior de A, portanto, s < b,. Concluimos que a,, < s < b,

ou seja, s € [ay, by u

Ja vimos que v/2 é um ntimero irracional. Vamos mostrar agora que na verdade “exis-
tem mais ndmeros irracionais do que racionais”. Mais precisamente, na préxima proposicao
mostraremos que #N < #R. Como consequéncia, obtemos #Q < #(R\ Q). De fato, se
fosse #(R\ Q) < #Q = #N, entdo, como R = QU (R \ Q), teriamos #R < #N (veja a
Proposicdo 2.12).

PROPOSICAO 3.31. O conjunto R é ndo-enumerdvel, ou seja, #N < #R.

Demonstracao. Devemos mostrar que n3o existe funcdo sobrejetiva de N em R ou, de
maneira equivalente, que qualquer fun¢ao f : N — R ndo é sobrejetiva.

Seja f : N — Reseja [} = [ay,dq] um intervalo fechado tal que f(1) ¢ I;. Dividimos este
intervalo em trés partes da seguinte maneira: tomamos by, ¢y € I; tais que a; < by < ¢ < d;
e assim obtemos I1 = [ay,b1] U [b1,c1] U [c1,dy]. Certamente f(2) ndo pertence a algum
destes trés intervalos que denotaremos [;. Repetimos o processo com o intervalo I5: o
dividimos em trés partes e definimos I3 como sendo uma destas partes tal que f(3) ¢ Is.
Continuando indefinidamente este processo, construimos uma familia (I,),en de intervalos
fechados e limitados tais que I, D I,,11 e f(n) ¢ I,, qualquer que seja n € N. Pelo Teorema
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3.30 existe s tal que s € I, para todo n € N. Segue imediatamente que s # f(n) qualquer
que seja n € N e portanto f n3do é sobrejetiva. [ ]

Outra prova que R é ndo-enumeravel é pelo argumento diagonal de Cantor (ver exercicio 24,
p.51).

3.4 Exercicios.
3.4.1 Irracionais

— 1. Prove que r € QQ se, e somente se a expansdo decimal periddica de r é finita ou periddica.
Dica: Se r = p/q entdo o resto da divisdo por ¢ possui no maximo ¢ elementos distintos.
Note que isto sera verdade em qualquer base.
oo
—> 2. Prove que oo = Z 10~ (ndmero de Liouville!) é irracional.

n=1

3. Considere a sequéncia (a;) definida indutivamente por: a; = 1 e a,, = a,_1 + n. Prove

(o]
que o = E 1079 é irracional.

— 4. Prove que s3o irracionais: (a) v/3; (b) v/2; (c) V4; (d) v21.

— 5. Dados m,n € N prove que /m ou € um inteiro ou é um irracional.
Dica: Generalize argumento do exercicio anterior.

6. Prove que se x satisfaz 2" +a,,_12" 1 +- - -+ay = 0 para inteiros a’s entdo x é irracional a
n3o ser que x seja um inteiro ([Sp] p.31 no.17). Note que isto generaliza o exercicio anterior.
Dica: veja dica do préximo exercicio.

— 7. (Teorema de Gauss® segundo [Hd] p.7) Seja f(z) = ap + a1z + - -+ + a,a™ um

polinmio com coeficientes inteiros ([L] p.73, no.42).

(a) Se um racional p/q (p e q primos entre si) é raiz do polindmio, prove que p divide ag
e ¢ divide a,,.

Dica: Substitua p/q no polinémio e multiplique tudo por ¢";

(b) Determine todas as possiveis raizes racionais de 21z — 42% — 822 + 13z + 10 = 0;

(c) Prove que se ay = a,, = 1 as (nicas possiveis raizes racionais sdo 1 e —1;

(d) Se a,, = 1 as raizes s3o inteiras ou irracionais; Coroldrio: Dados m,n € N prove que
{/m ou é um inteiro ou é um irracional (outra prova do exercicio anterior).

(e) Prove que v/2 + v/2 é irracional.

8. Sejam a, b racionais positivos. Prove que \/a + Vb é racional se, e somente se, Vae Vb
forem ambos racionais ([L] p.72 no.30).
Dica: Multiplique pelo conjugado.

! Joseph Liouville: x 24/03/1809, Saint-Omer, Franga —  08/09/1882, Paris, Franca.
2 Johann Carl Friedrich Gauss: % 30/04/1777, Brunswick, Alemanha — 1 23/02/1855, Gottingen, Alemanha.
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— 9. Sejam ¢ # 0 racional e x, y irracionais. Determine se sdo racionais ou irracionais:
(a) 1/z; (b) g+ (c) qz; (d) z+y; (e) zy.

3.4.2 « Cortes de Dedekind

% 10. (extra) Seja A={p e Q; p<0oup® <2} Prove que
(a) A é corte; (b)y A® A C Z(2); (c) N&o existe r € Q tal que Z(r) = A.
Dica: 10(a) Seja p € A tal que p > 0. Prove que se h < 1 é bem escolhido, entdo
tomando ¢ = p + h teremos ¢ € A e p < q. 10(c) Proceda por absurdo e, usando a
Proposicdo 3.20, conclua que se Z(r) = A com r € Q ento r? = 2.

* 11. (extra) Prove que:
(a) ©Z(0) = Z(0); (b) AD Z(0) sse ©A C Z(0); (c) |A| = Asse A e QF.

3.4.3 Nuameros reais

= 12. Lembremos que o médulo de = € R, denotado por |z|, é definido por

x sex >0,
|z| =
—x sex <0.

Prove que se z,y, z,¢ € R, sendo € > 0, entao:
(a) o] = max{z,—z};  (b) lzy|=lz[ly];  (c) [z —y[<essexe(y—c,y+e)
@ le+yl <ol +lyl @ lo—yl<le—zl+lz—yli ) ]lel—lyl | <[z -yl
Cada uma das trés desigualdades acima é conhecida como Desigualdade Triangular.

— 13. Determine o sup e o inf de ([Sp| p.117 no.1):
) { + (1™ nGN}; (b) {1/n; neN};, (c) {sen(l/z); zeR-{0}};

(a

(d) {1/n; ne Z—{0}}; () {zeR; 2> +a—1<0}; (f) {(-1)"(1+21); neN}

( ) {%7 %737 %7%7 %7 é? %7 %7 %’ %""’}’ (h) {COS(TL+ 1); ne N}
Dica (h): é dificil, ver exercicio 33, p.75

—> 14. Suponha que a = sup A € A. Prove que Ve > 0 o conjunto (a — €,a) N A ¢ infinito.

— 15. Seja A C R, n3o vazio e limitado superiormente por s € R (s é cota superior de A).
Prove que s = sup A se, e somente se:
(a) se r < s entdo existe x € A tal que r < = < s;
(b) para todo € > 0 existe x € A tal que s — e < .
Obs: Trata-se, portanto, de outra definicdo para o supremo.

— 16. Sejaa € R.
(a) Defina |a| = sup{z € Z; =z < a}, chamada de floor (chdo) em inglés ou fun¢do
parte inteira (Definicdo 4.6). Porque?
(b) Defina [a] = inf{x € Z; x > a}, chamada de ceiling (teto) em inglés. Porque?
(c) Para quais a € R, [a] = [a]?
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17. Suponha que § > 0. Prove que todo nimero = € R pode ser escrito de forma Gnica na
formaxz =kS+yonde k € Z e 0 <y < ([Sp] p.119 no.10).
Dica: k= |z/5].
— 18. Sejam A C B C R n3o vazios. Prove que inf B < inf A <sup A < sup B.
19. Seja —A :={—z; x € A}. Prove que sup(—A) = —inf(A).
= 20. Dados A, B C R, investigue a relacdo entre:
(a) sup(A+ B) e sup A+ sup B; (b) Asup A e sup(AA) para A € R.

Dica: (a) Tente alguns intervalos; (b) vale igualdade dependendo de sinal de \. Veja
exercicio 19.

— 21. Sejam ([ay, b)) nen intervalos encaixantes com A = {a,, ; m € N} e B = {b,,; m € N}.
Prove que ﬂ [a,, b,] = [sup A, inf B].

neN
Obs: O intervalo pode degenerar em um tnico ponto.

—> 22. Sejam f,g: A C R — R limitadas e tais que f(x) < g(x) para todo x € A. Prove:
(a) sup{f(z) sz € A} <sup{g(z) ;x € A};
(b) inf{f(z) ;2 € A} <inf{g(z) ;x € A};
—(c) sup{—f(x); x € A} = —inf{f(z) ; = € A},
(d) inf{—f(z) ; v € A} = —sup{f(z) ; v € A}.
23. Prove que J C R é um intervalo (ver Definicdo 3.29, p.47) se, e somente se, para todo
x1, T2 € J com xy < x9 temos que [xq, 23] C J.
Dica: sup J e inf J.
— 24. Prove que R é ndo-enumeravel pelo argumento diagonal de Cantor (veja Proposi¢do 2.11,
p.20): suponha que exista uma lista com todos niimeros reais no intervalo (0,1). Construa
um novo nimero em (0, 1) que n3o estd nesta lista (outra prova da Proposi¢do 3.31).
Dica: Veja, por exemplo [Sp] p.370 no.6 ou [L] p.42.

— 25. Prove que o conjunto dos nimeros irracionais é ndo-enumeravel.
—26. Se X C R é enumerdvel entdo X é ndo-enumeravel (generalizag¢do do exercicio anterior).

—> 27. Prove que #R = #F(Z; {0, 1}) (sequéncias de 0's e 1's). Conclua que #R = P(Z).
Dica: base 2 e exercicio 32(c), p.13.

— 28. Prove que #(R x R) = #R. Prove (por indugdo) que #R" = #R.
Dica: Dados a,b € R construa ¢ € R intercalando os digitos da representacdo decimal de
a e b. Com isto defina funcdo injetiva. Este é um caso particular do exercicio 32, p.29.

29. Prove que #R < #F(R;R).
Dica: exercicio 32(c), p.13, exercicio 30, p.13, exercicio 10, p.28.

— 30. (Numeros algébricos e transcendentes) Um niimero real é algébrico quando ¢é raiz
de um polindmio n3o-trivial p Z 0 com coeficientes inteiros. Denotamos o conjunto dos

algébricos por A. Alguns exemplos sio: /2, {/3 +1/2/3 + /2 (porque?).

(a) Prove que Q C A. Conclua que os algébricos generalizam o conceito de racional.
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(b) Prove que o conjunto dos polindmios com coeficientes inteiros é enumeravel.
(c) Dada uma enumeragdo destes polindmios, o conjunto A, de raizes de p, é finito.

Como A = U A, conclua que A é enumeravel.

neN
(d) Prove que T = R — A (chamados de transcendentes) é ndo-enumerdvel.

Obs: Isto mostra a existéncia de nimeros transcendentes. O Teorema 4.32 mostra que
e € irracional e o Teorema 9.22 que w € irracional. E dificil provar que 7™ e e sdo nlmeros
transcendentes.

# 31. (dificil) Seja K um corpo ordenado completo. Prove que existe f : R — K bije¢do que
preserva as operacoes de soma e produto. Isto prova que todo corpo ordenado completo pode
ser identificado a R ([L] p.75 no.55, [Sp] p.509).

Dica: Através do neutro da soma e produto de K podemos identificar Z com Z' C K (ver
exercicio 45, p.32). Denotamos por p’ o inteiro correspondente a p € Z, isto é, f(p) = p'.
Definimos f em Q por f(p/q) = f(p)/f(q) = P'/q'. Finalmente para z € R qualquer nés
definimos f(z) = sup{p'/qd € K, p/q < z}.

¢ 32. (dificil) (precisa de Algebra; Veja [Fi2]) Sejam z,y € A, o conjunto dos algébricos.
Prove que:
(a) x + y € A (fechado para soma);
(b) x -y € A (fechado para produto);
(c) Existe z € A tal que x 4 z = 0 (inverso aditivo);
(d) Existe z € A tal que x - z = 1 (inverso multiplicativo).
Obs: Isto prova que os algébricos formam um corpo (subcorpo de R).



Capitulo 4

Sequéncias e séries

4.1 Sequéncias convergentes e subsequéncias.

A Definicdo 1.27, p.9 tratou do conceito de sequéncias, em geral, e de sequéncias de
nimeros reais, em particular. A préxima definicdo é apenas uma revis3o.

DEFINICAO 4.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcio z : N — R para a
qual denotamos o valor de x em n por x,, em vez de x(n).

Geralmente usamos a notagdo (z,),en para representar uma sequéncia = : N — R. As
vezes a denotamos também por (21,2, ..., Zy,...). Dizemos que =, é o termo de ordem
n ou que x, é o n-ésimo termo da sequéncia.

Quando quisermos explicitar que a imagem da sequéncia (x,),en estd contida em A C R
escreveremos (I, )neny C A.

Como sequéncias sdo funcdes, as definicoes de funcdo limitada, crescente, decrescente,
mondtona, etc, também fazem sentido para sequéncias.

Exemplo 4.1. Seja a € R e tomemos x,, = a para todo n € N. A sequéncia (z,)nen €
constante. E imediato que (x,)nen € limitada.

Exemplo 4.2. A sequéncia (1,0,1,0,1,0,...) € limitada mas ndo é mondtona.

Exemplo 4.3. Sejam a,r € N. Considere x1 = a, x9 = a +r, 3 = a + 2r, de maneira
geral, v, = a+ (n — 1)r. A sequéncia (x,),en € uma Progressao Aritmética de primeiro
termo a e razdo r. Ser = 0, entdo (x,)n,en € constante e, portanto, limitada. Se r > 0,
entdo (z,)nen € estritamente crescente e, portanto, limitada inferiormente. Finalmente, se
r < 0, entdo (x,)nen € estritamente decrescente e, portanto, limitada superiormente.

DEFINICAO 4.2. Dizemos que (yx)ren € uma subsequéncia de (x,,),cn Se existe uma
sequéncia (ny)reny C N estritamente crescente tal que y;, = x,, para todo k € N.

53
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Exemplo 4.4. Seja (z,)n,en @ Progressdo Aritmética de termo inicial a e razdo r. A Pro-
gressao Aritmética (yi)ren de termo inicial a e razdo 2r é uma subsequéncia de (x,,)nen. De
fato, tomando ny = 2k — 1 (k € N) obtemos

Tp, =a+ (np—Dr=a+ 2k —-2)r=a+ (k—1)(2r) = yp.

Intuitivamente, uma sequéncia (x, ),en é convergente para x se seus termos se aproximam
de x quando n cresce. Esta ideia ndo estd de todo errada. Porém, ela pode induzir a uma ideia
equivocada de convergéncia. Somos tentados a dizer que (z,),en converge para x quando a
distancia entre x,, e = diminui a medida que n cresce, ou seja, a fungdo f(n) = |z, — x| é
decrescente. N3o é bem assim. Veja a Figura 4.1. Ela foge um pouco do assunto “sequéncias
de ndmeros reais” mas ilustra bem o que queremos dizer por “se aproximar”. Imagine que,
partindo do ponto A, percorremos no sentido anti-hordrio o caminho desenhado como indicado
pelas setas. Ninguém duvida, e com razao, de que estaremos assim nos aproximando do ponto
O. Porém, a ideia de que a nossa distdncia ao ponto O decresce com o tempo mostra-se
errada. Convenca-se disto percebendo que passamos primeiro por B antes de chegar a C' e,
entretanto, o segmento BO é menor que o segmento CO. De fato, a distancia a O cresce
quando percorremos o segmento BC. Podemos perceber que existem muitos trechos do
caminho sobre os quais a distancia a O é crescente com o tempo, de modo que ndo existe
nenhum ponto a partir do qual a distancia a O passe a ser decrescente com o tempo.

c o]

[ Yo}

il |

A
Figura 4.1: Espiral da convergéncia

Continuemos analisando a Figura 4.1 em busca da boa definicdo de convergéncia. Obser-
vamos que nossa distdncia a O fica tdo pequena quanto quisermos, bastando para isto que
continuemos andando por um tempo suficientemente longo. Por exemplo, nossa distancia a
O sera menor que 1 depois que passarmos pelo ponto D. Ou seja, em certo instante entramos
na bola de raio 1 centrada em O e dela ndo saimos mais. Da mesma forma, a partir de outro
instante (futuro) entramos na bola de raio 1/2, centrada em O, e ai ficamos. De modo geral,
dado qualquer nlimero positivo ¢, existe um instante a partir do qual nossa distancia a O sera
menor que €. Af estd a definicdo. Para sequéncias de nliimeros reais ela é expressa da seguinte
maneira.
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DEFINICAO 4.3. Uma sequéncia (2,)nen € dita convergente se existe z € R de modo
que
Ve >0, INeN talque n>N implicaque |x,—z|<e.

Neste caso, escrevemos x, — x e dizemos que z € limite da sequéncia (z,)nen OU que T,
converge para (ou tende a) x quando n tende a mais infinito (n — +00). Se (z)nen ndo
é convergente, entdo dizemos que ela € divergente.

Exemplo 4.5. Seja x € R e considere a sequéncia dada por x,, = x para todon € N. Temos
que z,, — x. De fato, |x, — x| = 0 para todo n € N. Portanto, podemos escrever

Ve>0, n>1 = |z,—z|<e.

Exemplo 4.6. Considere a sequéncia =, = 1/n para todo n € N. Vamos mostrar que
xn, — 0. Dado € > 0, tomemos N € N tal que N > 1/¢. Temos entdo 0 < 1/N < ¢. Mas
sen€Nen> N, entdox, =1/n < 1/N = xx. Logo, podemos escrever

Ve>0, INeN talque n>N = |z,—0]<e.

O leitor talvez conheca a notacdo lim =z, = x para x,, — x. Vamos refletir sobre ela.
n—-+0o0o

Por enquanto, fagamos de conta que ndo conhecemos a defini¢ao de limite. Suponhamos que
ao abrir um livro de Andlise, pela primeira vez, encontremos as seguintes inscricoes:

z, —0 e x,—1.
N3o ficariamos chocados. Porém, se estivesse escrito

lim z,=0 e lim z, =1.

n—-4o0o n—4o0o
Seriamos levados a concluir que 0 = 1. Ora, é o sinal de igual “=" que nos leva a esta
confusdo. Se ndo tivermos a unicidade do limite, entdo a notacdo lim =z, = x é fortemente

n—-+o0o
enganosa. Apenas para constar, informo ao leitor interessado a definicdo de convergéncia num

contexto mais geral (de espacos topoldgicos), do qual a nossa é um caso particular, permite
a n3o unicidade do limite (isto ocorre em espacos que n3o sio de Hausdorff!). Entretanto, a

préxima proposicao nos dard direito ao uso da notagao lim =z, = z.
n—-+0o0o

PROPOSICAO 4.4. (unicidade do limite) Sejam (z,,)nen uma sequéncia e z,y € R tais
que x, — x e x, — y. Entdox =y.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que = # y. Seja ¢ = |z — y|/2 > 0. Como
r, — x, existe N € N tal que

n>N = |z,—z <e.

!Felix Hausdorff: x 08/11/1868, Wroclaw, Polénia - 1 02/01/1942, Bonn, Alemanha.
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Também temos x,, — y. Logo, existe N’ € N tal que
n>N = |z,—y|<e.

Seja n o maior dos nimeros N e N’. Para tal n as duas conclusdes anteriores sdo vilidas.
Temos entao
e —y| < |z —x,| + |z, —y| <e+e=2e=]|z—yl|

Concluimos que |z — y| < |z — y|, o que é absurdo. |

PROPOSICAO 4.5. Uma sequéncia (Tn)nen tende a x se, e somente se, toda subsequéncia
de (z,,)nen tende a x.

Demonstracao. Suponhamos que exista z € R tal que x, — . Seja (Yx)reny uma sub-
sequéncia de (zp)nen, i€, Yx = Tn, (Vk € N) para alguma sequéncia (ny)reny C N estrita-
mente crescente. Mostremos que y, — . Seja ¢ > 0. Como z,, — x, existe N € N tal que
sen > N, entdo |z, — 2| < e. Como (ng)ken C N € estritamente crescente, existe K € N
tal que se k > K, entdo n, > N. Segue que

k>K = |y.—zx|<e.

Portanto (yx)ren converge para x. A reciproca é imediata (basta observar que (z,,)nen é
subsequéncia de si mesma).

Exemplo 4.7. A sequéncia (1,0,1,0,1,0,...) € divergente. De fato, se ela fosse conver-
gente, entado pela proposicao anterior todas as suas subsequéncias seriam convergentes para o
mesmo limite. Porém, (1,1,1,...) e (0,0,0,...) sdo duas de suas subsequéncias sendo que
a primeira converge para 1 enquanto que a segunda converge para (.

Como corolario da proposi¢do anterior, obtemos que se x,, tende a x, entao x,, 12906 tende
a x. Nao ha nada de especial com o niimero 2006. Mais geralmente, fixado p € N, temos que
se x,, tende a z, entdo z,,, tende a z. E facil perceber que a reciproca também é verdadeira,
ou seja, se para algum p € N temos que z,., tende a x, entdo é porque z,, tende a z.
Verifique! A importancia deste fato é a seguinte. Se conhecermos alguma propriedade que
garanta a convergéncia de uma sequéncia e soubermos que tal propriedade sé é valida a partir
do seu p-ésimo termo entdo, ainda sim, podemos concluir que a sequéncia é convergente.
Vejamos um exemplo esclarecedor, mas antes de apresenta-lo facamos uma definicao.

DEFINICAO 4.6. A funcio Parte Inteira € definida, para todo = € R, por
lx] =n se n€Z e n<zr<n+l

Veja exercicio 16, p.50 para outra definicdo.

Exemplo 4.8. Temos [1] =1, |[1.4] =1e|—-1.5] = —-2.
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Exemplo 4.9. Sabemos que sequéncias constantes sao convergentes. Considere a sequéncia
(ndo constante) dada por x,, = |1000/n ], sendo | x| a funcdo Parte Inteira de z, definida
abaixo:

x| =m se meLZ e m<z<m+l

E ficil ver que x,, = 0 para todo n > 1000. Ou seja, (x,)nen € constante a partir do seu
milésimo-primeiro termo. Concluimos que ela é convergente.
TEOREMA 4.7. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja (x,),eny uma sequéncia convergente para © € R. Tomando ¢ = 1 na
definicdo de sequéncia convergente, concluimos que existe N € N tal que se n > N, entdo
|z, —z| <1, ie, x, € (x— 1,2+ 1). Tomando

a =min{zy,...,xy,z—1} e b=max{zy,...,zn,x+ 1}

temos imediatamente que z,, € [a, b] para todo n € N. Portanto (x,),en € limitada. [ ]

4.2 Sequéncias monoétonas, limitadas e de Cauchy.

A reciproca do Teorema 4.7 é falsa como mostra o Exemplo 4.7. Porém, existem algumas
reciprocas parciais que veremos nesta secao. Muitos dos resultados aqui apresentados utilizam,
em sua demonstracdo, a caracterizacao do supremo vista no exercicio 15, p.50.

PROPOSICAO 4.8. (sequéncia monétona limitada converge) Se (z,),en € crescente

e limitada superiormente, entdo x, — sup{z, ; n € N}. Da mesma forma, se (x,)nen €
decrescente e limitada inferiormente, entdo x,, — inf{z, ; n € N}.

Demonstracao. Vamos provar apenas a primeira parte da proposicao jd que a segunda se
demonstra de modo andlogo. Seja s = sup{z, ; n € N}. Dado ¢ > 0, tome N € N tal que
s—e <xy <s. Logo, paran > N, temos s — e < xy < x, < s. Concluimos dai que
|z, —s| <e. |

TEOREMA 4.9. (Bolzano!'-Weierstrass?) Toda sequéncia limitada possui subsequéncia
convergente.

Demonstracao. Sejam (z,),en uma sequéncia limitada. Considere o seguinte conjunto:
M={neN; z, >z, Vm>n}.

Existem duas possibilidades: M ¢ infinito ou M é finito.

!Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano: x 05/10/1781, Praga, Repiblica Tcheca - 1 18/12/1848,
Praga, Republica Tcheca.

2Karl Theodor Wilhelm Weierstrass: x 31/10/1815, Ostenfelde, Alemanha - 1 19/02/1897, Berlim, Ale-
manha.
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Escrevamos M = {ny,ns,n3,...} com ny < ng < nz < ... Assim, se
i < jentdon; < nj;e, comon; € M, obtemos que z,,, > x,;. Concluimos que a subsequéncia
(2n, )ken € decrescente. Sendo ela limitada obtemos, finalmente, que ela é convergente.

Como M é finito, existe ny € N\ M cota superior de M. Ora, ny ¢ M logo,
existe ny > ny (e portanto ny ¢ M) tal que x,, < z,,. Mas de ny ¢ M segue que existe
ns > ny (e portanto ng ¢ M) tal que z,,, < x,,. Por indugdo, definimos uma subsequéncia
(xn, )ken que € crescente e, portanto, convergente (pois ela é limitada). [ ]

Uma demonstracao geométrica do Teorema de Bolzano-Weierstrass utilizando a ideia de
bissecdo é apresentada no exercicio 27, p.74. ldeia semelhante surge na demonstra¢ao do
Teorema de Borel-Lebesgue (Teorema 6.17, p.96).

DEFINICAO 4.10. Uma sequéncia (i, )ney € dita de Cauchy® se
Ve >0, dIN €N talque n,m> N implica que |z, —x,| <ce.

Uma sequéncia é de Cauchy se seus termos se aproximam uns dos outros. Repare que n3o
apenas termos consecutivos mas sim todos eles. E natural acreditar que qualquer sequéncia
convergente é de Cauchy e vice-versa. Vamos admitir, por hora, que sequéncias convergentes
sdo de Cauchy (este fato serd demonstrado a seguir). Facamos alguns comentarios sobre a
reciproca.

Considere uma sequéncia (,,),en de nimeros racionais convergente para, por exemplo, V2
(existe tal sequéncia?). Sendo convergente ela é de Cauchy. Como a definicdo de sequéncia
de Cauchy nao faz mencdo ao limite, mesmo se s6 conhecéssemos niimeros racionais ainda
estariamos de acordo que (z,)nen € de Cauchy. Porém, neste caso, ndo seriamos capazes de
mostrar a existéncia do limite. Ou seja, se considerdssemos apenas nimeros racionais, nao
seria possivel mostrar que toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Ja que sequéncias de Cauchy siao convergentes em R mas ndo em Q, isto deve estar rela-
cionado a completeza. De fato, podemos usar (ver construgdo de R na pagina 86) sequéncias
de Cauchy de nimeros racionais para construir R. A vantagem desta construcdo é que ela
pode ser empregada para “completar” outros conjuntos (ou melhor, espagos métricos) que
nao sejam corpos ordenados.

TEOREMA 4.11. (sequéncias de Cauchy) Uma sequéncia é convergente se, e somente
se, ela é de Cauchy.

Demonstragao. Seja (x,),eny Uma sequéncia convergente para o limite z. Dado ¢ > 0,
existe N € N tal que se n > N, entdo |z, — x| < /2. Portanto, se m,n > N temos

E €
|2 — Tp| < |xp, — 2] + |2 — 20| < gts=¢
Concluimos que (x,,)nen € uma sequéncia de Cauchy.
Reciprocamente, suponhamos que (x,),en € de Cauchy. Um argumento analogo ao da
demonstracdo do Teorema 4.7 mostra que (Z,),en € limitada (verifique). Pelo Teorema

! Augustin Louis Cauchy: « 21/08/1789, Paris, Franca - 1 23/05/1857, Sceaux, Franca.
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de Bolzano-Weierstrass, (z,)nen tem subsequéncia (x,, )ren convergente para o limite .
Mostremos que x,, — x. Seja € > 0. Como (x,),en € de Cauchy, existe N € N tal que
o 3
n,m > N implica que |z, — 2| < o (4.1)
Como z,,, — =, existe k € N tal que ny, > N e |z,, — | < ¢/2. Dai e de (4.1) segue
que, se n > N, entao

3

225.

£
2 = 2] < [ = ] + [0, — 2] < 5+

4.3 Limites infinitos.

Existem sequéncias divergentes que possuem limite! Isto é apenas um jogo de palavras.
A definicdo seguinte diz que certas sequéncias tém limites que n3o sao nimeros reais. Nao
diremos que tais sequéncias sao convergentes.

DEFINICAQO 4.12. Seja (z,,)neny uma sequéncia. Dizemos que x,, tende a mais infinito
quando n tende a mais infinito ou que mais infinito é limite da sequéncia e escrevemos
T, = 400 ou lim =z, = +00 se,

n——+00

VM eR, dN €N talque n> N implica que x, > M.

DEFINICAQO 4.13. Seja (x,)nen uma sequéncia. Dizemos que x,, tende a menos infinito
quando n tende a mais infinito ou que menos infinito é /imite da sequéncia e escrevemos
T, =& —o0 ou lim =z, = —00 se,

n—-+o0o

VM eR, dN eN talque n> N implica que x, < M.

Insistimos no fato que se z, — +o0 ou x, — —o0, entdo n3o podemos dizer que a
sequéncia é convergente. Uma sequéncia é dita convergente exclusivamente quando satisfaz a
condi¢do da Definicdo 4.3. Além disto, se x,, — 400, entdo (z,)nen € ilimitada superiormente
e, portanto, é divergente. Da mesma forma, se =, — —o0, entdo (z,)en € ilimitada
inferiormente e, portanto, é divergente.

Observacao 4.1 Com estas convengbes sobre uso dos termos “sequéncia convergente”
e de ‘limite de sequéncia” a Proposicdo 4.5 também é vilida (obviamente com outra
demonstracdo) se substituirmos x por +0o ou por —oo.

Como z,, > M é equivalente a —x,, < —M, temos que xr, — +00 se, e somente se,
—x, — —oo. Portanto toda afirmac3o sobre limite mais infinito tem uma analoga para limite
menos infinito.
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4.4 Operacoes com limites.

Temos a seguir algumas propriedades aritméticas de limites finitos.

PROPOSICAO 4.14. (propriedades do limite) Sejam (2,)nen € (Yn)nen convergentes
para x ey, respectivamente, e c € R. Temos:
I Tp+Yn > T+ Y; il Tp - Yp —> T Y, iii. ¢-x, — cx;
iv. sey # 0, entdoy,' — y L.
Demonstracgao. (i) Seja ¢ > 0. Gragas as convergéncias de (2, )nen € (Yn)nen, existem N’
e N’ tais que, se n > N, entdo |z, — 2| < /2, e se n > N”, entdo |y, — y| < /2. Seja
N = max{N’, N"}. Assim, se n > N, entdon > N’ en > N” e, dai,

3

226.

5
(@0 +3n) = (@ +y)| = [(@n —2) + (Yo = Y) < fon =2 +lyn —yl < 5 +
Mostramos assim que z,, + v, — * + .
(i) Seja € > 0. Como (x,,),en é convergente, ela é limitada. Logo, existe C' > 0 tal que
|z,| < C paratodon € N. Seja N € N tal que se n > N, entdo |z, —z| <cel|y,—y| <e.
Desta forma, para n > N, temos

< Clyn —yl+ [yl -z — 2| < (C +yl)e.

Isto mostra que x,, - y,, converge para T - ¥.

(iii) E consequéncia do item anterior, tomando ¥, = ¢ para todo n € N.

(iv) Sejae > 0 e N’ € N tal que, se n > N’, entdo |y, — y| < . Temos ainda que
y # 0, consequentemente, existe N” € N tal que, |y,| > |y|/2, i.e., ly.|™! < 2|y|~!, quando
n > N”. Tomando N = max{N’, N"}, para todo n > N, temos que

1 1 — Un 2

___’ZIy y|<_2€_

Yoyl lynl - lyl Lyl

Isto conclui a demonstracao. ]

Exemplo 4.10. Considere (r"),ecn uma Progressao Geométrica de razio r.

Se |r| < 1, entdo multiplicando por |r"| > 0, obtemos 0 < |[r"*!| < |r"|. Logo,
(|r™|)nen € decrescente, limitada inferiormente e, portanto, convergente para, digamos, l.
Ora, |r"™| = |r||r"|, entdo, passando o limite, obtemos | = |r|l. Como |r| # 1, temos | = 0.
Segue, finalmente, que (1™),en converge para 0 (exercicio 4(a), p.71).

Se |r| > 1, entdo |r| = 1+ h com h > 0. Pela desigualdade de Bernoulli, |r"| = |r|* >
1+ nh e, portanto, |r"| — 4+o00. Em particular, (r"),cn € divergente (exercicio 4(b), p.71).

Deixamos para o leitor o estudo dos casosr =1 er = —1.

Vejamos agora as propriedades “aritméticas” de limites infinitos.
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PROPOSICAO 4.15. (propriedades do limite) Sejam (2, )nen € (Yn)nen duas sequéncias.
Suponhamos que x,, — +00. Temos:

i. se (Yn)nen € limitada inferiormente, entdo x,, + vy, — +00;

ii. sey, > c> 0 para todon € N, entdo x,, -y, — +00;

i, x;b— 0.
Demonstracdo. (i) Seja a € R tal que a < y,, para todo n € N. Dado M € R, como
T, — +00, existe N € N tal que se n > N, entdo x,, > M — a. Segue que se n > N, entdo
Tp + Yn > x, +a > M. Concluimos que x,, + y, — +0oc.

(i) Dado M € R, podemos tomar N € N tal que se n > N, entdo z,, > |M|/c. Desta
forma, se n > N, entdo z,, - y, > x, - ¢ > |M| > M. Portanto z,, - y, — +00.

(iii) Dado ¢ > 0, tomemos N € N tal que se n > N, entdo x, > e71. Segue que se
n > N, entdo |z,' — 0] = 2! < e. Concluimos que z,;' — 0. u

4.5 Limite superior e limite inferior.

4.5.1 Definicao

Nem toda sequéncia possui limite. Podemos, no entanto, introduzir uma extensdo do con-
ceito de limite que fara com que toda sequéncia possua limite. Existem outras possibilidades
de extensdo (ver exercicio 35, p.75).

DEFINICAO 4.16. Dada uma sequéncia (n)nen, se ela for limitada superiormente, defini-
mos a sequéncia X, = sup{z,, Tni1, Tnio, ...}, que é mondtona decrescente (porque?) e
portanto possui limite (pode ser —oc). O limite superior de (z,,),cn € definido por

. +00, se (Tn)nen € ilimitada superiormente;
im sup x,, = L T -
s o nl_l)r_’l_loo X, Se (Tp)nen € limitada superiormente.

DEFINICAO 4.17. Dada uma sequéncia (Tn)nen, se ela for limitada inferiormente, defini-
mos a sequéncia X, = inf{x,, Tny1, Tny2, ...}, que é mondtona crescente (porque?) e
portanto possui limite (pode ser +00). O limite inferior de (x,,),cn € definido por

o —00, se (T )nen € ilimitada inferiormente;

1}3&2; Ln = nl_l)rfoo X,, se (z,)nen € limitada inferiormente.
Exemplo 4.11. Considere a sequéncia (1, 1, 2, 1/2, 3, 1/3, ..., n, 1/n, ...). Seuliminf
é 0 e seu limsup é +oo.
Exemplo 4.12. Considere a sequéncia (0, 1, —1, 0, 1, =2, 0, 1, =3, ..., 0, 1, —n, ...).

Seu liminf é —oo e seu limsup € 1.

Exemplo 4.13. Considere a sequéncia (—1, —2, =3, ..., —n, ...). Seu liminf =
lim sup = —oo0.
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LEMA 4.18. Considere (z,),eny uma sequéncia de niimeros reais.

i. liminf z, <limsupx,;
n—+00 n—+00

ii. olimite lim x, existe se, e somente se, liminf x,, = lim sup z,,.
n—~+0o00 n——+00 n—s-4o0o
Demonstracdo. Vamos provar somente quando (,),en for limitada (superiormente e infe-
riormente). Deixamos para o leitor completar a prova para o caso geral.

Tomando o limite nos dois lados da desigualdade X,, < X,, obtemos (i).

Suponha que limsup = lim inf. E claro que X,, <z, < X,,. Portanto, se os limites dos
extremos s3o iguais, o limite do meio vai existir e serd igual ao dos extremos (conhecido como
Teorema do Sanduiche, ver exercicio 7, p.71). Agora suponha que lim existe. Logo (x,,)nen €
Cauchy e, portanto, para todo ¢ > 0 existe N > 0 tal que |z, x—x,| < esen > N, para todo

k> 0. Comoz, < X,, 0<X,—x, =sup{0, Tpi1—Tn, Tnio—Tn, - .., Tppk—Tp, ...} <E
se n > N. Logo a sequéncia X,, — x,, — 0. Portanto lim = lim sup. Argumento similar vale
para o liminf. [ ]

Veja no exercicio 29, p.74 como definir liminf e lim sup de sequéncias de conjuntos.

4.5.2 % Quase Cota

Vamos definir lim inf e lim sup de outra forma.

DEFINICAO 4.19. Denotamos por R = {—oco} UR U {+c}, o conjunto R mais os

pontos no infinito. Em R estendemos a relacdo de ordem usual em R convencionando que
—00 < x < +00 para todo x € R.

Pode-se estender a Definicdo 3.24, p.45 para se definir sup e inf de subconjuntos de R:
menor das cotas superiores ou maior das cotas inferiores, onde maior e menor é dada pela
relacdo de ordem acima. Assim, se +00 € A, sup A = +oc ese —o0 € A, inf A = —cc.

DEFINICAQO 4.20. Dizemos que r € R é quase cota superior de uma sequéncia (,)nen
se existe somente um nudmero finito de termos x,, com x, > r € quase cota inferior se
existe somente um numero finito de termos x,, com x,, < r.

Note que 400 é sempre quase cota superior e —oo é sempre quase cota inferior. Logo os
conjuntos de quase cotas superiores e inferiores s3o sempre ndo-vazios.

DEFINICAO 4.21. Dada uma sequéncia (Tn)nen, seja A o conjunto de quase cota supe-
riores e B o conjunto de quase cota inferiores. O limite superior de (z,),cn € definido
por

lim sup x,, = inf A.

n—-+4o00

O limite inferior de (z,,),cn € definido por

liminf z,, = sup B.
n——+00
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4.5.3 x Valor de Aderéncia

Vamos definir liminf e lim sup de uma terceira forma.

DEFINICAO 4.22. Dizemos que = € R é valor de aderéncia de (n)nen Se existe sub-
sequéncia de (x,)nen convergente para x. Dizemos que y € R € valor de aderéncia
generalizado de (x,,),cn Se existe subsequéncia de (x,),en convergente para y.

Utilizando estas definicdes, o Teorema de Bolzano-Weierstrass garante que toda sequéncia
limitada possui valor de aderéncia em R. Por outro lado, se a sequéncia for ilimitada ela
possuird +0o0 ou —oo como valor de aderéncia. Desta forma, o conjunto de valores de
aderéncia generalizados de uma sequéncia serda sempre nao-vazio.

DEFINICAO 4.23. Seja A o conjunto dos valores de aderéncia generalizados de (Zn)nen-
O limite superior de (x,,),cn € definido por

lim sup x,, = sup A.
n—-+o0o

O limite inferior de (z,,),cn € definido por
lim inf z,, = inf A.
n—-+o0o

Essencialmente, o limite superior de uma sequéncia é o seu maior valor de aderéncia
generalizado, enquanto que o limite inferior é seu menor valor de aderéncia generalizado.

4.6 Séries.

DEFINICAO 4.24. Considere uma sequéncia (Zn)nen. Para cada n € N definimos
Sn:in::c1+~-~+xn.
i=1

A sequéncia (Sy,)nen € dita das somas parciais da série ) x,, e z,, € 0 n-ésimo termo ou
termo geral da série. Escrevemos

+oo
E z, = lim S,
n—+4o0o
n=1
quando o limite acima existe e, neste caso, ele é dito limite da série.

DEFINICAO 4.25. Dizemos que .z, é:

n
i. convergente se a sequéncia S, = le é convergente para um valor finito caso
i=1
contrario dizemos que é divergente.
ii. absolutamente convergente se a série > |x,| é convergente.
iii. condicionalmente convergente se ) z,, € convergente mas ) |z,| € divergente.
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Exemplo 4.14. A série Y x, =1+ 1+ 1+ --- diverge (para infinito).
Aséried x,=1—1+1—1+1--- diverge (pois S, alterna entre 1 e 0).
A série (termos de uma PG de razdo 1/2) > x, =1+1/2+1/4+41/8--- converge.

Exemplo 4.15. Considere a Série Geométrica de termo geral z,, = 1™V, Temos
Sp=Tldr+ri4 4" 24" h

Se r = 1, entdo € imediato que S,, = n. Segue que (S,).cn diverge e, portanto, »_ x,
diverge. Suponhamos r # 1. Multiplicando por S,, por r obtemos

rS, =r+ri4rd 4y n
=14r4+r+r+ " " -1
=Sy +1r" =1

Portanto, S, = (r™ —1)/(r — 1). Assim, >_ x, converge se, e somente se,

caso,
—+o0
o=
T, = .
" 1—r
n=1

A préxima proposicao é uma versao da Proposicdo 4.14 para séries.

r| < 1 e, neste

PROPOSICAO 4.26. (propriedades de séries) Sejam Sz, e 3. v, duas séries conver-
gentes e c € R. Temos que

i. Y (@, + yn) € convergente para . T, + > Yn;
ii. Y (c-x,) é convergente para c- Y x,.

Demonstracao. A demonstracao é trivial: basta aplicar a Proposicao 4.14 para as sequéncias
das somas parciais de > x,, e de Y y,. n

+o00 +00 +o0o
Observamos que, em geral, Z(xn “Yn) F an . Zyn.
n=1 n=1

n=1
Passamos ao estudo da natureza de séries, i.e., estamos interessados em critérios que

determinem se uma série é convergente ou divergente.

TEOREMA 4.27.
i. Y x, converge se, e somente se,

Ve >0, AN €N talque n>m > N implica que < €.

n
D

i=m

ii. Se Y x, converge, entdo x, — 0.
iii. Toda série absolutamente convergente é convergente.

Demonstracao. (i) O critério dado diz simplesmente que a sequéncia das somas parciais é
de Cauchy. O resultado segue do Teorema 4.11.
(i) Segue de (i), tomando m = n.
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(iii) Observamos que para todo m,n € N temos

m m m
D_mi| <D il = 3l
i=n i=n i=n

Portanto, por (i), a convergéncia de >_ |z, | implica a de ) x,,. n

O item (iii) do teorema anterior esta intimamente ligado ao fato de R ser completo.
Devemos ressaltar ainda que a sua reciproca nao é verdadeira, ou seja, existem séries que sao
convergentes mas nao absolutamente convergentes. Veremos um exemplo posteriormente.

Exemplo 4.16. Pelo item (ii), a condicdo x, — 0 €é necessdria para a convergéncia da
série Y x, porém ela ndo é suficiente. A Série Harménica >_ 1/n € o contraexemplo mais
famoso. De fato, agrupando de 1 em 1, 2 em 2, 4 em 4, ..., 2¥ em 2* termos e estimando
por baixo temos que

Son =1+ 1+1+1+1+1+1+ + 1+ + L +1
S 23 4576 "7 on—1 on _ 1 on

>1+42 L +4 ! 4.4 2nt ! +1
4 8 on on

S IRV
2 "2 2’

Contando o nimero de vezes que 1/2 aparece, obtemos que Son > 1+ (n — 1)/2. Dai,
segue que lim Sy» = 4o00. Concluimos que a série diverge. Podemos obter o mesmo
n—-+0o0o

resultado (utilizando outras técnicas) pelo exercicio 43, p.32 ou pelo exercicio 71, p.81 ou
pelo exercicio 3(f), p.27 ou pela Proposicdo 4.39, p.70.

Vamos tratar agora de alguns critérios de convergéncia para séries de termos positivos.
Claramente, todos os critérios aqui expostos podem ser adaptados para séries de termos
negativos. De fato, se > x,, € uma série de termos negativos, entdo > (—x,) é uma série de
termos positivos e, além disto, a primeira converge se, e somente se, a segunda converge.

Eventualmente, podemos usar também critérios sobre séries de termos positivos para uma
série > x,, que tenha termos de sinais varidveis. Ora, se ao aplicarmos algum destes critérios
para a série > _ |x,| concluirmos que ela é convergente, entdo, como toda série absolutamente
convergente é convergente, concluiremos que > x, converge. Por outro lado, se o critério
nada disser, ou mesmo se ele nos informar que ) |z, | é divergente, em geral, nada poderemos
afirmar sobre a convergéncia da série ) x,,.

Observamos também o seguinte fato, ja mencionado no caso de sequéncias. Os primeiros
termos de uma série nada influem na sua natureza. De fato, a série > x, converge se, e
somente se, a série > I, 10006 converge. De maneira geral, fixado p € N a série >z, é
convergente se, e somente se, a série an+p é convergente. Desta forma, todos os critérios
que determinam a natureza de uma série através de alguma propriedade verificada por todos
os seus termos continuam validos se a tal propriedade é verificada a partir de algum termo
(por exemplo, 2006). Por outro lado, ndo podemos desprezar nenhum termo de uma série
convergente quando estamos interessados em determinar o valor do seu limite.
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PROPOSICAO 4.28. Uma série de termos positivos é convergente se, e somente se, a
sequéncia de suas somas parciais € limitada superiormente.

Demonstracao. Por definicdo, > x, é convergente se, e somente se, a sequéncia de suas
somas parciais (S, )nen € convergente. Como z,, > 0, temos imediatamente que (S, )nen €
crescente. Logo, (S,)nen é convergente se, e somente se, ela é limitada superiormente (ver
proposicdes 4.7 e 4.8) [ ]

TEOREMA 4.29. (Critério da Comparacdo) Sejam (,,)nen € (Yn)nen tais que 0 < x,, <
Yn para todo n € N.

i. Se >y, converge, entdo > x, converge.

ii. Se >  x, diverge, entdo >y, diverge.
Demonstracao. Sejam (S,,)nen € (Th)nen as sequéncias de somas parciais de > 2, € > Yn,
respectivamente. De z,, < y,, segue imediatamente que S,, < T}, para todo n € N. Assim,
se (Sy)nen € ilimitada superiormente, entdo (7},),en também é. Por outro lado, se (T},)en €
limitada superiormente, entdo (.S,,),en também é. Concluimos gracas a Proposicdo 4.28. =

Exemplo 4.17. Vamos estudar a natureza da série >, 1/n? segundo os valores de p. E claro

que se p < 0, entdo ela diverge pois neste caso lim z, # 0.
n—-+00

Suponhamos 0 < p < 1. Temos 1/n < 1/n? para todon € N. Portanto, por comparacdo
com a Série Harménica, concluimos que a série diverge.

Finalmente, consideremos o caso p > 1. Vamos utilizar técnica similar a utilizada no
estudo da série harmédnica para mostrar que a série converge. Seja (S,)nen a@ sequéncia das
somas parciais. Agrupando de 1 em 1, 2em 2, 4 em 4, ..., 2k em 2% termos e estimando
por cima obtemos que

11 1
Snzl‘i‘ﬁ"‘%"‘"“i‘ﬁ

et 1
=" T T3 np (2n — 1)

Y S Y G I I L
B 20 3P 4p 50 6P TP (2n—1)p (2n —1)p

n

< 1+£+£+...+£ :Z(Ql—P)(i—l)_
- op 4P (2n—1)p —

Como p > 1 temos 2'7P < 1 e, portanto, a Série Geométrica de razio 2' P converge. Segue
que (S, )nen € limitada superiormente e portanto ) 1/n? é convergente.

TEOREMA 4.30. (Teste da Razdo, ou de d’Alembert') Seja (z,,),en uma sequéncia
de niimeros estritamente positivos.

i. Se lim wx,.1/x, <1, entdo > x, é convergente.

n—-+o0o

i. Se lim x,.1/x, > 1, entdo ) x, € divergente.
n—-+o00

!Jean Le Rond d'Alembert: x 17/11/1717, Paris, Franca - 1 29/10/1783, Paris, Franca.
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Demonstragdo. (i) Tomemos r € R tal que lim z,.1/x, < r < 1. O resultado do

n—-+400

exercicio 6(a), p.71 garante que existe N € N tal que z,,,1/x, < r paratodon > N. Temos
entao

TN+1 < TTN;
2, .
IN42 < TTN41 < TTIN;

3 .
INy3 < TTNy2 < T XN,

De maneira geral, z,, < v Nz, para todo n > N. Tomando y, = r" Ny (para todo

n € N) temos que z,, < y, para todon > N. Como >y, é uma Série Geométrica de razdo
r € (0,1), ela é convergente. O resultado segue do Critério de Comparagio.

(ii) Usando o resultado do exercicio 6(b), p.71 concluimos que existe N € N tal que
Zpi1/x, > 1 para todo n > N. Portanto, x,,1; > z, para todo n > N. Segue que a
sequéncia dos termos gerais da série é crescente a partir do N-ésimo termo e, portanto, nao
converge para zero. Logo, a série é divergente. ]

Exemplo 4.18. A série > 1/n! é convergente pois

. 1/(n+1)! ] n! _ 1
lim —— = lim ——— = lim =
n—r+00 1/71' n——+o0o (n + 1)' n—atoon + 1

Analogamente, dado x € R, mostra-se que > z"/n! é (absolutamente) convergente e, em
particular, x™/n! — 0. Para outra prova ver exercicio 20, p.72. Esta série serd revista na
Secdo 10.5.

Definiremos a seguir as constantes e e m, que estao entre as cinco principais da Analise.
As outras trés s3o 0, 1, e 7 (a dltima aparece na Andlise Complexa). Bem menos conhecida é
a constante v (gamma) de Euler (ver exercicio 24, p.73) e a razdo durea ¢ (ver exercicio 25,
p.73).

o0

DEFINICAO 4.31. ¢ = i'
mn:
n=0

Podemos definir e também através do exercicio 20, p.72.

TEOREMA 4.32. O ndmero e € irracional.
Demonstracao. Suponhamos por absurdo que e € Q. Ent3o, existem p,q € N tais que
+o0
1
e =p/q, ou seja, b_ Z = Multiplicando por ¢! e rearranjando obtemos
q

n.
n=0

+oo

q
q! q!
p(q—l)!—Zg: o
n=0 n=q+1 ’
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Claramente o termo do lado esquerdo da igualdade é inteiro. Concluiremos a prova mostrando
que o termo do lado direito n3o € inteiro. De fato,

q! 1 1 1
0< = = + + +
Snh g+l (g+2)(g+1)  (+3)(g+2)(g+1)
Lol by
2 4 8 B

Observacao 4.2 A prova que e é transcendente pode ser vista em [Sp] capitulo 20. I

Quando lim x,,1/x, =1, o Teste da Raz3o nada permite concluir (nem convergéncia
n—-+o0o

nem divergéncia). Ha outras versdes do Teste da Razdo. A aqui apresentada n3o é a mais
geral delas. Por exemplo, no Teorema 4.30 (i), podemos substituir o simbolo de limite pelo
simbolo de limite superior que a afirmagao continua vélida. Analogamente, a conclusao do
Teorema 4.30 (ii), permanece vélida ao substituirmos o simbolo de limite pelo de limite inferior.

Exemplo 4.19. Vejamos exemplos para os quais o Teste da Razdo ndo é conclusivo. Consi-
dere as séries > 1/n e > 1/n?. J4 vimos que a primeira é divergente enquanto que a segunda
é convergente. Porém, para ambas temos que lim x,.1/z, = 1. De fato,

n——+0o00

1 1 1 1)2 2
lim M — lim - —1 e lim M B T
n——4o00 1/n n—+oo m 4+ 1 n—-+o0o 1/”2 n—-4o0 (n -+ 1)2

TEOREMA 4.33. (Teste da Raiz, ou de Cauchy) Seja (x,),en uma sequéncia de
numeros positivos.
i. Se lim Yz, <1, entdo ) x, € convergente.

n—+0o0o
i. Se lim {/x, > 1, entdo > x, € divergente.
n—+o0o

Demonstracao. (i) Seja r € R tal que lim <{/z,, <r < 1. Do resultado do exercicio 6(a),

n—-+o0o

p.71 obtemos que existe N € N tal que {/z, < r, ou seja, x, < r" paratodon > N. O
resultado segue por compara¢do com a Série Geométrica » | r".
(ii) Andlogo ao item anterior. n

Quando lim {/x, = 1, o Teste da Raiz nada permite concluir (nem convergéncia nem
n—-+4oo

divergéncia). Também ha outras versdes do Teste da Raiz. A apresentada acima n3o ¢ a
mais geral de todas. Por exemplo, (i) se generaliza ao substituirmos o simbolo de limite pelo
simbolo de limite superior. Analogamente, em (ii), podemos substituirmos o simbolo de limite
pelo de limite inferior.

Exemplo 4.20. Considere a sequéncia (x,,)nen dada por (1/2,1/3,1/22,1/32,1/23,1/33%,...).
O que os testes da Razdo e da Raiz nos dizem sobre a natureza da série > x,,? Vejamos.

Temos que
Ton 1/3" 2\" Topyr  1/27T0 1 /3)\"
= = — e — —_ — — .
Ton—1 1/2” 3 Ton 1/3” 2\2
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Segue que limsup x,,.1/x, = +oo e liminf x,,1/x, = 0. Portanto o Teste da Razdo nada
n—r+00 n—+0o0

diz. Temos ainda 1

1 1
X xon = 7 e y/Top 1 = 2 : ok

Portanto lim sup /x,, = 1/ V2 < 1. Pelo Teste da Raiz, a série converge.

n—-+o0o

No exemplo anterior o Teste da Razao nao permitiu concluir, enquanto que o da raiz
sim. Isto ndo é uma simples coincidéncia. O Teste da Raiz é mais eficiente que o da Raz3o.
Mais precisamente, em todos os casos nos quais o Teste da Raz3o permite concluir (seja por
convergéncia ou por divergéncia) o Teste da Raiz também serd concludente. Entretanto, o
Teste da Razdo é, em geral, mais facil de ser aplicado.

TEOREMA 4.34. (Teste da Raiz, ou de Cauchy) Seja (x,).en uma sequéncia de
numeros positivos.
i. Se lim Yz, <1, entdo ) x, € convergente.

n—+0o0o
i. Se lim {/x, > 1, entdo > x, € divergente.
n—+o0o

DEFINICAO 4.35.(série alternada) A série Y  x, € dita alternada se z,x,.1 < 0, isto
€, se os termos sucessivos da série possuem sinal oposto e portanto alternam entre termos
positivos e negativos.

O préximo teorema apresenta um critério de convergéncia de séries alternadas conhecido
como critério de Leibniz!. Para a demonstracio veja exercicio 57, p.79.

TEOREMA 4.36. (Critério de Leibniz) Se (z,),en € uma sequéncia decrescente de
nimeros positivos convergente para 0, entdo a série y (—1)""x, é convergente.

Exemplo 4.21. Utilizando o critério de Leibniz podemos provar que as séries abaixo conver-
gem. Podemos determinar para onde convergem com um esforco a mais. Veja exercicio 59,
p.79 e exercicio 60, p.79.

111, 1. 1,11 1.

ISE

O item (b) do exemplo acima motiva a defini¢do abaixo.

DEFINICAO 4.37. w:4(1—§+%—%+%---).

Para justificar a definicdo, faca exercicio 60, p.79. Podemos definir m também através
do exercicio 61, p.80 ou da Definicao 10.26, p.180. A irracionalidade de 7 é provada na
Secdo 9.4, p.154.

O préximo teorema, cujos passos para demonstracdo estdo no exercicio 62, p.80, apre-
senta uma propriedade surpreendente de séries condicionalmente convergente: Caso vocé
reordene seus termos podemos fazer com que a série convirja para qualquer valor. Con-
traste com séries absolutamente convergentes, em que reordena¢des nao alteram o limite:
veja exercicio 63, p.80.

1Gottfried Wilhelm von Leibniz: « 01/07/1646, Leipzig, Alemanha - + 14/11/1716, Hannover, Alemanha.
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TEOREMA 4.38. (Riemann) Seja > | a,, uma série condicionalmente convergente. Existem
reordenacgées (b,,) e (c,) dos termos desta série tais que:
(a) > b, = +o0; (b) Dado o € R qualquer, > ¢, = .

4.7 « A série dos inversos dos primos.

Terminamos o capitulo com um interessante resultado sobre a série dos inversos dos primos.
O primeiro a demonstra-lo foi Euler! [Eu]. A demonstracdo que apresentaremos aqui é mais
uma das preciosidades de Erdos® [Er]. O argumento é do tipo combinatério. Um coroldrio
imediato é a divergéncia da série harmonica.

PROPOSICAO 4.39. Seja (Pn)nen a sequéncia estritamente crescentes dos nimeros primos
(r1 =2, pp=3, ps=05, ...). Asérie> 1/p, diverge.
Demonstracdo. Suponhamos por absurdo que > 1/p, converge. Portanto existe N € N

tal que
S
n:an 2

Seja M = 22V Temos que M = #A + #B, sendo

A= {m e {l,..., M} ; m é miltiplo de algum dos primos py, pn1,-- - },

B = {m € {l,..., M} ; m n3o é miltiplo de nenhum dos primos py, py+1,-- - }

Vamos mostrar que #A < M/2 e #B < M /2 chegando assim a uma contradi¢do.
O nidmero de miiltiplos do primo p que sdo menores que M é | M/p| (ver Definicdo 4.6
desta fung3o). Segue que

XM sy VSV
#A < {—J < — < —.
Z;V Dn Z;Vpn 2

Também é ficil ver que todo m € B pode ser escrito como m = a-b* sendo a um produto
de primos distintos, todos menores que py, e b*> um produto de quadrados de primos, também
menores que py. Existem exatamente 2~! nimeros nas condicdes de a. Temos ainda que
b? < m < M e portanto b < /M = 2V. Segue que existem, no maximo, 2"V niimeros nas
condicdes de b. Portanto #B < 2N-1. 2N = 22N=1 — pf/9, ]

4.8 Exercicios.

4.8.1 Sequéncias

— 1. Prove, utilizando a definicdo que:

Leonhard Euler: x 15/04/1707, Basileia, Suica - + 18/09/1783 - S3o Petersburgo, Rissia.
2Paul Erdés: % 26/03/1913, Budapeste, Hungria - 1 20/09/1996, Warsaw, Poldnia.
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(a) lim 1/v/n+1=0; (b) lim (n+ 1) = 4o0.

n—-+o0o

2. Considere a sequéncia %,%,%,i,%,%,%,%,%,%,%,.... Para quais § € R existe sub-

sequéncia convergindo para 57 ([Sp] p.380 no.2)
3. Identifique a fun¢do f(z) = lim ( lim (cos(n!wz))*). ([Sp] p.381 no. 5 e [Hd])

n—+o0o0 k——+oo

—> 4. Seja (2,,)nen uma sequéncia. Prove (utilizando a defini¢do) que:
(a) se |z,| — 0, entdo z,, — 0; (b) se x, — x, entdo |z,| — |z|;
(c) prove que a reciproca de (b) é falsa.
(d) se &, — 400 e ¢ >0, entdo ¢ x,, = +00.

— 5. Sejam (z,,)nen € (Yn)nen convergentes para x e y, respectivamente. Prove que:
—(a) T, — Yo > T —Y; (b) se y # 0, entdo x,/y, — x/y;
—(c) (zn)* — (x)* qualquer que seja k € N.

—> 6. Sejam y € R e (x,),en Uma sequéncia convergente para = € R.
—>(a) Prove que se y < z, entdo existe N € N tal que y < x,, para todon > N.
(b) Prove que se x < y, entdo existe N € N tal que x,, < y para todon > N.
(c) Prove que se z,, > y para todo n € N, entdo x > y;
(d) Se y < x,, para todo n € N, entdo podemos afirmar que y < z7?

—> 7. Sejam (z,)nen € (Yn)nen Sequéncias convergentes para = e y, respectivamente. Supo-
nhamos que z, < z, < ¥, para todo n € N. Prove que
(a) x <y, (b) (Teorema do Sanduiche) se = = y, entdo z, — x.

8. Prove (utilizando somente defini¢do) que se (x,),en é Cauchy, entdo € limitada.
Observagdo: Seria facil provar usando o Teorema 4.7, p.57, mas objetivo aqui é usar
somente a definicao de sequéncia de Cauchy.

9. Prove que se z,, — a entdo existe subsequéncia monétona z,, — a.
Dica: {n; =, > a} ou {n; =, < a} éinfinito.

10. Sejam (ny)ken, (Mmi)ren C N estritamente crescentes e tais que {nk ko€ N} U
{mk s ke N} = N. Prove que (z,)nen converge para x se, e somente se, as subsequéncias
(@n, )ken € (Tm, )ken COnvergem para .

11. Seja (ng)ren € N uma sequéncia crescente. Prove que
(a) se (ng)ken € limitada superiormente, entdo ela é constante a partir de um certo termo;
(b) se (ng)ren € estritamente crescente, entdo ny > k para todo k € N. Conclua que
(ng)ken ndo é limitada superiormente.

12. Seja (x,)nen a sequéncia definida indutivamente por 1 =0 e

Tpi1 = V2+x, Vn € N.

Prove que
(a) (,)nen é crescente; (b) z, <2 VneN; (c) (zp)nen é convergente.
Determine lim =z,.

n—-+4o0o

— 13. Considere a,, = {/a com a > 0. Prove que:
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(a) é decrescente se a > 1 e crescente caso contrario;

(b) é limitada e portanto convergente;

(c) o limite é um.

Dica: ([C] cap.l, parag.5, p.31) Forma direta de provar que o limite é 1 é escrever {/a =
1+ h, (p/ a > 1) com h, > 0 e utilizar a desigualdade de Bernoulli (1 + h,)" > 1+ nh,,.
Se a < 1 escrever {/a =1/(1+ h,).

— 14. Considere a,, = /n. Prove que:

(a) é mondtona decrescente limitada inferiormente e portanto converge;

Dica: Para provar que é decrescente precisamos provar que n" 1 > (n + 1)" ou seja, que
n > (141/n)" o que é verdade pois (1+1/n)" < 3. Desta forma a sequéncia é decrescente
para n > 3.

(b) converge para 1.

Dical: Tome n = 2 e prove que a subsequéncia by, := ayr converge para 1.

Dica2: ([C] cap.l, parag.7, p.35) Forma direta de provar que o limite é 1 é escrever
/n =1+ h, e usar a desigualdade (1 + h,)" > n(n — 1)h2 /2.

15. Prove que a sequéncia a,, = V/n? + n converge para 1.
Dica: Veja dica2 do exercicio anterior.

— 16. Dado v = (a,b) € R? definimos |[v]|, = <{/la|P + |b]P. Prove que lim [jv]|, =
pP—00
max(|al, [b]). Isto justifica a definicdo ||v||. = max(|al, |b]).
17. Prove que ([Sp] p.380 no.1):

. , _ 1 . nl
(@) Jim Vit F L=V 1= () Jim T =i (@) i o5 =0
(d) lim aln) =0, onde a(n) é o nimero de primos que dividem n.
n—oo N

Dica: (a) Prove que o limite de ¥/n% + 1 — v/n2 é 0. (c) Expanda n!.

— 18. Seja ¢ = sup X. Prove que:
(a) existe (z,)neny C X tal que z,, — ¢;
(b) podemos tomar uma sequéncia monétona no item (a).
Dica: exercicio 15, p.50.

= 19. Uma definicdo possivel para o nimero “e” pode ser feita através do limite da sequéncia
n
a, = Z = quando n vai para o infinito. Prove que esta sequéncia é mondtona crescente e
7!
=0
limitada e portanto converge pela Proposicdo 4.8.
Dica: Para provar que é limitada use o fato que 7! > 2° para todo i > 4.

= 20. Uma definicdo possivel para o nimero “e” pode ser feita através do limite da sequéncia
b, = (141/n)"™ quando n vai para o infinito. Prove que esta sequéncia é mondtona crescente
e limitada e portanto converge pela Proposicdo 4.8.
Dica: ([C]) Utilize o bindmio de Newton e fatore adequadamente para obter que:

b, = 1+1+%(1—1/n)+%(1—1/n)(1—2/n)—|—- : -—i—%(l—l/n)(l—Q/n) (1= (n—1)/n).
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* 21. (extra) Prove que as duas defini¢cdes acima para “e" determinam o mesmo niimero real.
Dica: E claro que b, < a,,. Portanto limb, < lima,. Para p € N fixo,

by > 1+1+%(1—1/n)+%(1—1/n)(1—2/n)+- : -+$!(1—1/n)(1—2/n) - (1=(p—1)/n).

Fazendo n — oo (e mantendo p fixo) o segundo membro tende a a,. Logo limb, > a,.
Passando o limite em p concluimos a desigualdade contraria.

* 22. (extra) Prove que o niimero “e" definido nos exercicios acima é o dnico numero real
cuja drea entre [1,e] e o gréafico da fungdo 1/z é igual a 1.
Dica: Isto implica que log(e) = 1. Da defini¢do de derivada, 1/z = ]llin% 1/hlog(1+h/x).
_)

Tomando z = 1/x e exponenciando, e* = }llirr(l)(l + zh)Y". Para z = 1 obtemos o resultado
ﬁ
(<)

* 23. (extra) Objetivo desta atividade é aproximar a funcdo fatorial. E ficil ver que (\/)

nl = (1/2)(2/3)°(3/4)° -+ ((n — 1) /n)"'n".

. j n—1
J N , N
Logo n! = n” — = n" 1+ 1/79). Ja sabemos que o termo (1 + 1/7)/
: Il (-4) QICRRTE : (1 +1/5)

tende para “e” quando j tende para infinito. Portanto n! =~ n"/e"~! = e(n/e)™ (vide [Fe]).
Utilizando esta aproximacdo, determine os limites, quando n vai para infinito, de:
(a) n/n!; (b) n®/n!; (c) e"/n!; (d) n™2/n!; (e) n®"/n!; (f) n™/nl.
Obs: Podemos definir “fatorial” de n3o-inteiros (e até mesmo de complexos) com a fungdo
gama de Euler definida no exercicio 24, p.163.
Obs: Utilizando outro caminho (vide [C] p.361-364 ou [Sp] p.483) obtemos a férmula
de Stirling®: n! = v/27n(n/e)"e’™ com |0 < 1/12.
"1
— 24. Considere a sequéncia a, = Z—, — In(n). Prove que ela é mondtona, decrescente
i
i=1
e limitada inferiormente. Seu limite é chamado de constante gama de Euler, que vale

aproximadamente 0.5772156649. E um problema aberto se vy é racional ou irracional.
1
n+1

Dica: Use a definicdo de log através da integral In(z) = flx dx/x e prove que <

In(n+1) —In(n) < %
Obs: A constante gama de Euler esta relacionada com a funcdo gama de Euler, conforme
exercicio 24, p.163.

x 25. (extra) A sequéncia de Fibonacci® a,,o = a,,; + a, modela o crescimento no
ndmero de casais de coelhos (sem mortes). Cada casal, apés 1 ano de maturagdo, dd origem
a um novo casal. A populagao que nasce num instante de tempo € igual a populacdo que

! James Stirling: * 05/1692, Garden, Escécia — 1 05/12/1770, Edinburgh, Escécia.
2L eonardo Pisano Fibonacci: x 1170, Pisa, Itélia — 7 1250, Pisa, Italia
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havia 2 anos antes devido ao tempo de maturacdo. Dividindo tudo por a,.; chegamos a
relagdo entre as razbes das populagdes em anos sucessivos 7, = 1+ 1/r,_1. Normalmente
assumimos que ag = a; = 1 mas, de todo modo, como trate-se de populagao podemos supor
somente que ag,a; > 0

(a) Prove que (7)) converge;

Dica: Prove que 1 < 1, < 2. Além disso, para k par (ou impar), r é mondtona. Expresse
Tkio — T €m fungdo de riyq e 7,_1. Defina ¢ = |rp 1 — 71|, prove que ¢, < /(1 +¢).

(b) Determine, analiticamente (isto é, de forma exata), o limite desta sequéncia.

Dica: Passe ao limite dos dois lados e resolva a equacao resultante. Encontraremos a
famosa razdo durea ® = (1 + v/5)/2 ~ 1,618, que aparece em Artes e em Biologia.
Concluimos que a,, ~ ay®".

— 26. Aplicacio de exponencial: Juros compostos continuos. Suponha um capital ¢ investido
com juros anuais de k por cento ao ano. Colocando av = k/100, apds m anos, o valor total
serd ¢(1 4+ o)™ (porque?). Agora se os juros forem computados mensalmente, a taxa mensal
serd de a/12 e o total serd, apés um ano, ¢(1 + «/12)'2. E se quisermos computar por dia:
c(1+ «/365)3%. Finalmente podemos computar por hora, minuto, segundo, etc. Qual serd o
total apdés um ano se computarmos juros compostos continuos?

— 27. Demonstre o Teorema 4.9, p.57 (Bolzano-Weierstrass) de outra forma. Como a,, é
limitada, existe M € R tal que |a,| < M. Divida o intervalo [—M, M] ao meio. Existira
uma infinidade de elementos da sequéncia em uma das metades. Proceda desta maneira para
construir uma sequéncia de intervalos encaixantes cujo diametro vai para zero.

* 28. (extra) Prove a versdo 2D do Teorema de Bolzano: Toda sequéncia limitada no plano
possui uma subsequéncia convergente.
Dica: Assuma, sem perda de generalidade, que a regidao é um quadrado. Divida a regido
em quatro e prove que em pelo menos uma delas existe um ndmero infinito de termos.

* 29. (extra) Definimos o limsup e o liminf de uma sequéncia de conjuntos por:

Asup = limsup A4, = ﬂ ( AZ-) e Af=IliminfA, = U ( AZ-) :

n—00 n=1 \i= n=1
Caso Asup = Ajpf definimos

n—oo

Calcule limsup e liminf para:
(a) An = (O,TL); (b) B, = (TL, OO); (C) Cn = {(_1)11},
(d) D, = (—=1/n,1/n), (e) E, = (0,n mod 3); (f) F,, = (n mod 4,n mod 6]
Obs: N3o é necesséario topologia (nogdo de convergéncia) para estas defini¢des.

* 30. (extra) Prove que:
(2) At © Asup;

—>(b) Asup = {z; 2 € A, para uma infinidade de n's};
(c) Aipf = {x; € A, para todo n > No};
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—(d) se A, C A1 entdo Asup = Ajps = Upoy Ans
(e) se Ay C A, entdo Asup = Ajps =g An-

31. Seja (x,)nen uma sequéncia limitada superiormente e que ndo tem valor de aderéncia.
Prove que z,, - —o0.

4 32. (dificil) Seja G = {nv/2mod 1; n € N}. Prove que:
(a) se a,b € G coma > bentdoa—be G, (b) #G = #N;
(c) existe g, € G com g, — go;
Dica: Aplique o Teorema de Bolzano-Weierstrass.
(d) existe h, € G com h,, — 0; (e) inf G = 0;
(f) G é denso em [0,1], isto é, para todo ¢ > 0 e x € [0,1] existe m € N tal que
Imyv2mod 1 — z| < e.
Obs: Podemos trocar v/2 por o € R — Q qualquer. Ver exercicio 36, p.101.

t 33. (dificil) Prove que o conjunto dos valores de aderéncia da sequéncia a,, = sen(n) é
[—1,1].
Dica: n mod 27 é denso em [0, 27| pelo exercicio anterior.

* 34. (extra) Seja (a,) uma sequéncia. Defina b, = (1/71)26% (a média dos n primeiros
i=1
termos da sequéncia).
(a) Prove que se (a,) é convergente entdo (b,,) converge para mesmo limite que (ay);
(b) Seja a,, = (—1)". Prove que b, — 0;
(c) Seja a, = n mod 2. Prove que b, — 1/2;
(d) Seja (a,) =(0,1,1,0,1,1,...,). Prove que b, — 2/3.
Obs: Desta forma generalizamos o conceito de sequéncia convergente (no sentido de
Cesdro!, dita césaro somavel). Uma aplicacio importante é na convergéncia da série de
Fourier.

# 35. (dificil) Generalizando o exercicio anterior, podemos tomar médias ponderadas com pesos
distintos (ver [L] p.124 no.26). Mais precisamente (matriz de Toeplitz?) sejam ¢;, € (0, 1)
para i,n € N com

(2) lim g =0; (b) Z;Qm =1

n
n
Defina b,, = quai. Prove que se (a,) é convergente entdo (b,) converge para mesmo
i=1
limite que (a,).
Dica: Assuma que a sequéncia converge para zero.
Obs: Caso (b,) convirja dizemos que (a,) é Toeplitz-convergente mesmo que (a,) ndo
convirja no sentido classico.

£ 36. (dificil) Generalizando o exercicio anterior (vide [R]) sejam ¢;,, € R (podem ser negativos)
para i,n € N e M > 0 independente de n tais que:

'Ernesto Cesaro: x 02/03/1859, Népoles, Itdlia — 1 12/09/1906, Torre Annunziata, Italia.
20tto Toeplitz: x 01/08/1881, Breslau (agora Wroclaw, Polénia), Alemanha — 1 15/02/1940, Jerusalém,
Israel.
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(2) lim g =0; (b) ;|qm| < M; (©) nETOO;% _ 1
Defina b, = ZQina’i- Prove que se (a,) é convergente entdo (b,) converge para mesmo
i=1

limite que (a,).
Obs: Foi demonstrado por Steinhaus (veja [R]) que para (¢i,) qualquer existe uma
sequéncia limitada (a,) tal que (b,) ndo converge.

* 37. (extra) Prove que se omitirmos o primeiro termo da sequéncia (a,) nos exercicios
anteriores, construindo uma sequéncia (a,), entdo (b,) converge para o mesmo valor que
(by,). Por indugdo podemos omitir um ndmero finito de elementos da sequéncia.

* 38. (extra) (outra prova da Proposi¢do 4.14 ii) Prove que se |z —x(| < min (75 : 1)
2([yol +1)
ely—wol < m entdo |xy — xoyo| < € ([Sp] p-19 no.20).
* 39. (extra) (outra prova da Proposicdo 4.14 iv) Prove que se yo # 0 e |y — yo| <

2
. € .
min <|y_20|’ |%0| ) entdoy £ 0 e % — i‘ < ¢ ([Sp] p-19 no.21).

* 40. (extra) O objetivo deste exercicio é provar o seguinte resultado: para todo m € N e
a € Rcomm >2ea >0, existe um tnico x € R tal que z > 0 e 2™ = a. Tal z é dito raiz
m-ésima de a e é denotado {/a (ou simplesmente y/a no caso m = 2). Para isto considere
a sequéncia (z,)nen definida indutivamente por x; =1 e

T —a
Tyl = Tp — mna:m—l Vn € N.
n

Prove que
(a) a fungdo f : R — R dada por f(z) = 2™ é estritamente crescente em [0, +00).
Conclua a unicidade da raiz m-ésima de a;
(b) y™ > 2™ + ma™ (y —z) Va,y > 0; (), >0 VneN,
(d) 2"y >a VYVneN; (e) Tpyo < xpy1 YneN;
(f) (2)nen converge e o seu limite x verifica z > 0 e 2™ = a.
Sugestdo: Em 40(b) use 40(a) e considere separadamente os casos = < y, = >y e =y.
Use ainda a seguinte igualdade:

m __ pm
Yy :ymfl_'_ymf%r_'__.__'_yl,m72_'_l,m71.
Yy—

Em 40(c) proceda por indu¢do. Em 40(d) use 40(b) e em 40(e) use 40(d). Finalmente use a
Proposicdo 4.8 em 40(f).

x 41. (extra) (Fracdes continuadas® Parte |: vide [St]) Considere uma sequéncia (a;) tal

introduzidas em 1613 por Pietro Antonio Cataldi: = 15/04/1548, Bologna, Italia — f 11/02/1626, Bo-
logna, Itélia.
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que a; > 1 para i > 0 (ag pode ser zero). Denotamos por (ay, ..., ax) a expressio
1
(ag,...,ax) == ag+ :
a1 + ant T
2 ast 1

1

af
Seja b, = (ao,...,ax), definimos o = (ag,ay,...,) através do limite a = lim b, =

k——o00
lim (ag,...,ax). Prove que:

k——+o00

(a) (1,1,1,...,) = (1 +/5)/2 ~ 1,618 (a chamada razio durea);

Dica: Defina f(z) =1+ 1/x e prove que se « é a fragdo continuada, f(«a) = a.

(b) v2=1(1,2,2,2,...,); (c) v3=1(1,1,2,1,2,1,2,...,).

Obs1: Obtemos a sequéncia de digitos da fragdo continuada de a > 0 através do algoritmo:

0. Inicialize @ com o nimero que queremos expandir em fracdes continuadas;

1. Prove |a| (parte inteira do nimero a);

2. Se a € Z entdo va para o passo 3. Sendo a :=1/(a — |a]) e vé para o passo 1;
3. Prove a e pare. Neste caso a fracao NAO é continuada, e sim finita, pois a € Q.

Fazendo isto obtemos que m=(3,7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,...,)
v=1(0,1,1,2,1,2,1,4,3,13,5,1,1,...,) e=1(2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,).
Observe que destes, somente e possui um padrao.

Obs2: Truncamentos da fracdo continuadas fornecem a melhor aproximacao racional com o
menor denominador possivel. Assim, como 7 = (3,7,15,1,...,), obtemos que 7 ~ 3+1/7 =
22/7ou3+1/(7+1/15) =333/106 ou 3+1/(7+1/(15+1/1)) = 355/113 (erro de 1079!).

Obs3: A fragdo obtida satisfaz |a—p/q| < 1/¢?, isto é, o erro cometido pela aproximag3o é
menor que 1/¢>. Assim, com erro menor que 1072, V2 ~ 17/12, V3~ 19/11, e=19/7,
v 4/7.

Obs4: A expansdo em fragbes continuadas é periddica se, e somente se, o nimero € raiz
de uma equacdo do segundo grau com coeficientes inteiros.

* 42, (extra) (FragBes continuadas Parte Il) Seja by = (ay,. .., ax) (fragdo continuada) com
a; > 1 parai > 0 (ag pode ser zero). Nosso objetivo nesta sequéncia de exercicios é provar
que a sequéncia by é convergente. Para isto é conveniente definir b, e a de forma indutiva

i af = apm+——; m<k
por: b, = oy e . Qg
Prove que:
, ok =
(a) Para todo k,j >m, ol —af = w;
. am—l—lgm—i—l
2
(b) brra—be = (—1)F /S :
k+2 k k+2 k _k+2 _k k+2 k>

O[l O{la2 0[2 AR O{k O[k.

_ (A1) :
() |bgsr — b = R T AR BN Sy

Dica: Para (a) utilize a definicio de o* . Para (b) e (c) utilize o item (a).
(d) 0 < by <ag+ 1, isto é, (b) é limitada;
(e) A sequéncia by, é crescente e by, é decrescente;
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(f) Quando k vai para infinito, byy1 — by — 0;

Dica: Considere o conjunto A = {m € N; a,, > 2}. Este conjunto pode ser finito ou
infinito.

(g) Conclua que by é convergente.

Obs: Para provar a convergéncia ndo é necessario supor que a; € N, embora isto ocorra
na expansao em fracdes continuadas.

4.8.2 Séries

= 43. Uma série pode ser:
(a) convergente;  (b) absolutamente convergente.  (c) condicionalmente convergente.
Faga um diagrama que mostre as implicagdes (tipo (a) = (b)). Caso ndo implique
forneca exemplos.

— 44. Determine se converge ou diverge cada uma das séries abaixo:
@Y (6) S @O @Y
ChIEs O T (®) Y gy P € B
03 o 0 o 0>

(log )"
1 logn
2 : :
(k) S sen?(m(1 -+ 1/n); )Y oy (m) 315",
Dica: (b) < 2/n?; (g) diverge; (k) use teorema do valor médio; (1) (logn)'oe™ = nleelloen)
que é maior que 2 para n grande.

45. (representacdo decimal) Seja a,, sequéncia de inteiros entre 0 e 9. Prove que Z a, 107"
n=1

existe (e estd entre 0 e 1) ([Sp] p.407 no.4(a)).

£ 46. (dificil) Determine se converge ou diverge cada uma das séries abaixo ([Sp] p.406 no.2):

2"n! 3"n! a"n!
s 0y, e
n=1 n=1 n=1
Dica: (c) converge se a < e, diverge se a > e.
47. Determine, segundo o valor do parametro a > 0, a natureza da série
2
Z (n!) a.
(2n)!
— 48. Seja ) _ x, uma série convergente de termos positivos. Prove que
. . ~ Tn
=>(a) Y_ 2?2 é convergente; (b) se liminfy, > 0, entdo Z — ¢ convergente.
n——+0o0o UYn
_ . x
49. Suponha z,, > 0. Prove que se ) x,, converge (ou diverge) entdo Z - +" converge
xn

(ou diverge) ([Fil] p.40, no.17).
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— 50. Use o resultado do exercicio 3(f), p.27 para provar que a série harmdnica diverge.
— b1. Prove que o teste da razdo e o teste da raiz ndo servem para decidir a convergéncia ou

1
divergéncia da série Z — para qualquer p.
n

— 52. Suponha que z,, = com p e g polinémios e r € R.

(a) Prove que o critério da raz3o e da raiz ndo decidem convergéncia de > z,;

(b) Enuncie e prove um teorema que garanta a convergéncia ou divergéncia de > x,, em
funcdo dos graus dos polinémios e de r.

Dica: use critério da comparacao.

— 53. Prove que se > z,, é absolutamente convergente e (¥, )nen € limitada, entdo > (x, - yn)
é absolutamente convergente.

54. Prove que se Y a, é absolutamente convergente ([Sp|] p.409 no.10 e 11):
(a) e b, é subsequéncia de a,, entdo )b, é absolutamente convergente;

(b) [32 an| <37 an|.

senn , N . [
—> 55. Prove que g é convergente. Vocé consegue generalizar este resultado para séries

do tipo Z (Z) sob que hipétese sobre f : R — R?
n

— 56. Sejam (x,,)nen € (Yn)nen duas sequéncias positivas tais que

lim % =ceR\ {0}

n—-+o0o UYn

Prove que > z,, converge se, e somente se, »_ ¥, converge.

— 57. O objetivo deste exercicio é provar o Critério de Leibniz! que diz: se (z,,),en é uma
sequéncia decrescente de ndmeros positivos convergente para 0, entdo a série > (—1)""lz, é
convergente. Considere a sequéncia de somas parciais (S, ),en da série > (—1)""'z,. Prove
que

(a) (Sp)nen € limitada;

(b) (S2n—1)nen € (S2n)nen S0 mondtonas. Conclua que estas sequéncias sdo convergentes
para o mesmo limite s;

(c) Y (=1)"*1x, é convergente.

— 58. Use o Critério de Leibniz para dar um exemplo de uma série que é convergente mas nao
é absolutamente convergente.

59. Considere a série 1 — ? % it 513 . Prove que:

(a) é convergente; ) converge para 1n2
Dica: Expanda In(z + 1) utilizando série de Taylor.

—> 60. Considere a série 1 — % + % — % + % -++. Prove que:
(a) é convergente; (b) converge para %

1Gottfried Wilhelm von Leibniz: « 01/07/1646, Leipzig, Alemanha - + 14/11/1716, Hannover, Alemanha.
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1+ 22 1422
ot —ab 4.

1
: dz T . . 1 )
Dica: = arctan(l) = i integre termo a termo a série =1—-2°+

0

* 61. (extra) Podemos definir m como a drea do circulo unitario (veja [C]). Podemos calcular
seu valor através de um limite, utilizando o método da exaustdo de Arquimedes da Secdo 9.1.
Seja a,, a area do poligono regular de m lados inscrito no circulo unitario.

2 2, 2
a) Prove que ag,, = —4 |2 —24/1 — (L) :
m m

(a)

(b) Prove que esta sequéncia é limitada e mondtona (e portanto convergente);

(c) Utilize-a para aproximar 7 (comece com m = 4);

(d) Prove que os lados do poligono regular de 2™ lados circunscrito ao circulo unitério
é relacionado aos lados do inscrito pelo fator cos(w/2"71). Conclua que vale a estimativa:

agn < T < agn/ (cos(w/Q"‘l))z.
— 62. Prove o Teorema 4.38, p.70: Seja > a,, uma série condicionalmente convergente. Prove
que existem reordenagdes (b,) e (c,) dos termos desta série tais que:

(a) > b, = +oo; (b) Dado a € R qualquer, > ¢, = a.

Dica: Divida a série em termos positivos e negativos. O somatério dos termos positivos
(negativos) converge para +o0o (—o0) e estes termos convergem para zero. No item (a)
coloque termos positivos o suficiente para ultrapassar N e depois negativos que n3o deixem
a soma menor que N — 1. Para o (b) faca a série alternar em torno de a.

£ 63. (dificil) Seja > x,, uma série absolutamente convergente e f : N — N uma bijecdo. Seja
Yn = T(n) Uma reordenacdo de x,,. Entdo )y, converge para o mesmo valor que ) z,,.

— 64. Seja x, uma sequéncia positiva n3o-crescente tal que > 1z, converge. Prove que
nx, — 0 quando n — oo ([Fil] p.39, no.6. e [Sp] p.411 no.20).
Dica: xo, + -+ + Tyt > nwgy, = 1/2(2nx4,).
# 65. (dificil) Suponha que Zafl e Zbi convergem. Prove que ([Sp] p.411 no.19 e [C]
p.383):
a
nbn : b) > — :
(a) Za converge (b) Z - converge

66. Prove que se > z,, converge com z,, > 0 entdo Z Vin converge ([Fil] p.39, no.9).
n

Dica: ab < a?/2 + b*/2 (desigualdade de Cauchy-Schwarz).
Tni1

* 67. (extra) (generalize o teste da razdo) Suponha que limsup =r < 1. Prove que

n—oo xn
> x, é convergente.
Tpi1

Obs: Pode-se provar que se liminf > 1 entdo > x, diverge. Existem critério

n—o00 T
semelhantes para o teste da raiz.
Tn+1

* 68. (extra) Suponha z,, > 0. Prove que se lim existe entdo lim {/x, existe.
n—oo I, n—o00

Obs: A reciproca é falsa. Isto mostra que o teste da raiz é melhor que o teste da razao.
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— 69. Vamos ver que para séries divergentes ndo vale a associatividade.

(a) Considere a série S =1—1+4+1—1+1---. Associe os termos dois a dois de forma
distinta para “provar” que S = 0 e S = 1 ao mesmo tempo. Por outro lado verifique que
(S-1) + S=0. Conclua que S = 1/2. Explique.

(b) Determine (comoem (a)) L=1—-2+3—-4+5—6+---+.

Dica: Calcule (L — 1) + L e use o exercicio anterior para concluir que L = 1/4.

# 70. (dificil) Uma sequéncia (a,,) é dita de variacao limitada se Z |ap41—ay,| < 0o. Prove

n=1
que se (a,) for de variagdo limitada entdo (a,,) converge ([Fil] p.214, no.1).
Dica: Prove que (a,) é Cauchy usando que o rabo da série é menor que ¢.

t 71. (dificil) (Teorema da condensacao de Cauchy) Seja x,, uma sequéncia positiva
decrescente. Entdo ) x, converge se, e somente se, Y 2"x,, converge. Aplique-o para
provar que ([Sp] p.410 no.18 e [Fil] p.36, teorema 1.11):

(a) > n~P converge; (b) a série harmdnica diverge.
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Capitulo 5

Construcao dos conjuntos numeéricos

5.1 Relacao de equivaléncia.

Antes da definicdo formal vamos explorar o conceito de forma intuitiva. A metafora que
utilizaremos serd a de uma prato, representando um conjunto, onde seus elementos s3o os
atomos que o constituem. Joguemos este prato no chdo para quebrd-lo! Ele se partird e
teremos cacos de diversos tamanhos no chao.

Pensemos agora neste novo conjunto, onde cada elemento é um caco (ao invés de um
atomo). Denotaremos por C' este conjunto dos cacos do prato, e por P o conjunto de dtomos
do prato. A ideia importante é ver que o conjunto P foi partido, formando um novo conjunto

C, onde os elementos s3o cacos.

P C

Agora temos que para quaisquer dtomos a, b e ¢ pertencentes ao prato P:

i. Cada atomo pertence a um caco.

ii. Se a pertence a um mesmo caco que b entdo b pertence a0 mesmo caco que a.

iii. Se a pertence ao mesmo caco que b, b pertence ao mesmo caco que ¢, entao a pertence
a0 mesmo caco que c.

Agora comecaremos a definir os termos técnicos associados a estas ideias intuitivas. Uma
relacdo é uma propriedade que dois elementos de um conjunto podem ter entre si. No caso
em estudo a propriedade é pertencer ao mesmo caco. Denotaremos a ~ b para dizer que o
atomo a pertence ao mesmo caco que o atomo b.

DEFINICAO 5.1. Uma relacdo (bindria) num conjunto A é um subconjunto R C A x A.
Dados a,b € A, dizemos que a e b estdo relacionados se (a,b) € R, denotado por a ~ b.

Exemplo 5.1. Alguns exemplos de relacdes (verifique!). Defina (a,b) € R se:
e a<bparaa,becR;

ORetirado de ALGEBRA: Um Guia de Estudo. Marco Cabral, 1991. Versao completa na internet.
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e b= f(a) paraa,b € R e alguma f;
e a divide b para a,b € N.

DEFINICAO 5.2. Uma relacdo “~" num conjunto A serd dita relacdo de equivaléncia
quando respeitar as seguintes propriedades para todo a,b,c € A:

i. a~ a (reflexiva);

ii. a ~ b implica que b ~ a (simétrica);

iii. a~bebr~ cimplica que a ~ c (transitiva).

Leia novamente os itens (i), (ii) e (iii) relativos a 4&tomo e caco dados acima e compare
com a definicdo de relagao de equivaléncia.

Exemplo 5.2. A relacio definida no conjunto das retas em R?, r ~ s se, e somente se r e
s sdo retas paralelas, é relagdo de equivaléncia (verifique!).

Vamos denotar para cada dtomo a € P, o caco a que o atomo pertence por a € C'. Este
caco serd chamado classe de equivaléncia de a.

DEFINICAO 5.3. Sejaac A, a = {b€ A; a~ b} C A serd a classe de equivaléncia
de a € A.

DEFINICAO 5.4. O conjunto quociente é o conjunto das classes de equivaléncia de um
conjunto, denotado por A/~={a; a € A} (lé-se A dividido pela relagdo de equivaléncia).

Na nossa analogia, cada classe de equivaléncia de P (o prato) é um caco e o conjunto
quociente é o conjunto dos cacos C, ou seja, P/~= C. Note a mudan¢a de ponto de
vista: cada elemento de P é um atomo e cada elemento de C' é um caco. Embora cada caco
seja composto de dtomos, os elementos de P e de C' s3o distintos. Assim n3o é verdade que
CcPouPcCC.

Deste modo, o conjunto A e A/~ n3o estd contido um no outro, nem vice-versa pois seus
elementos s3o distintos, conforme indicado na figura abaixo.

A Afm

Exemplo 5.3. (fracées e Q) Seja F = {a/b; a,b € Z,b # 0}, o conjunto das fracées. Aqui
em F a barra (/) serve para separar os inteiros, NAO é a divisio em Q. Sio elementos distintos
de F: 2/3, —=8/— 12, 7/4, 10/5, 3/2, ... Elementos distintos de F' podem representar o
mesmo elemento de Q: 10/5 # 2/1 (em F') mas ambos representam 2 € Q.

Existe uma ¢ : ' — Q que associa a cada fracdo um elemento de Q. Mas nao € injetiva
pois ©(1/2) = p(2/4) = ¢(—3/—6) = 0,5 € Q. Queremos que 1/2, 2/4, —3/—6, ...
sejam considerados equivalentes.

Definimos a seguinte relacdo de equivaléncia (verifique!) em F': a/b ~ c/d se, e somente
se ad = bc (em Z). Desta forma definimos Q por F/~. Ver detalhes na Secdo 5.2.3.
Exemplos de elementos de F'/~: {7/3, 14/6, 21/9, ...}, {2/3, 4/6, 6/9, ...}.
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5.2 Construcao dos conjuntos numéricos.

5.2.1 Construcao de N.

N3o procederemos a esta construcdo bdsica, que consiste em axiomatizar os inteiros N
com os axiomas de Peano. Para detalhes veja exercicio 5, p.27. Destes decorrem todas as
propriedades de N. Para isto consulte [Ha] p.. 46.

O mais importante na construgdo de Peano é a funcdo sucessor, que a cada elemento de
N associa o préximo. Seria como somar “mais um”. Define-se a soma por indugdo com a
funcdo sucessor, e o produto através da soma. Define-se também uma relacdo de ordem.

5.2.2 Construcao de Z.

Dada a existéncia de N podemos construir Z do seguinte modo:

1. Defina o conjunto Z' = N x N.

2. Defina em Z' a relagdo (a,b) ~ (c,d) se, e somente se a + d = b+ c. Prove que é
relacao de equivaléncia.

3. DefinaZ = 7' /~.

4. Defina soma e produto em Z utilizando soma e produto em N: (a,b) +' (¢,d) =
(a+c,b+d)e(a,b)«(c,d) = (axc+bxd bxc+ axd) Verifique que as operagdes estdo
bem definidas e que o elemento neutro da soma é (0, 0).

5. Verifique que, ao contrdrio de N, todo elemento terd inverso aditivo: dado (a,b) o
inverso aditivo é (b, a).

6. Verifique, utilizando propriedades correspondentes em N, que valem as propriedades:
Comutatividade, associatividade, distributividade etc.

5.2.3 Construcao de Q.

Dada a existéncia de Z podemos construir (Q do seguinte modo:

1. Defina o conjunto ' = Z x Z*, onde Z* = Z\ {0}. @' é formado por pares ordenados
(a,b) que serdo denotados por a/b.

2. Defina em @' a relagdo (a/b) ~ (c/d) se, e somente se a * d = bx* ¢ Prove que é
relacao de equivaléncia.

3. Defina Q = Q'/~.

4. Defina soma e produto em Q utilizando soma e produto em Z: a/bx'c/d = (axc)/(bxd)
ea/b+' c/d=(axd+bxc)/(bxd).

5. Verifique se as operacles estdo bem definidas, isto é, tomando x1, 22, 41, y2 € Q’, com
T1 = Ty e §J1 = Yo, verificar se T1+'3j; = To+ o (mesmo para o produto). N3o procederemos
com esta verificacdo, mas o leitor poderd recorrer a [Ga], p.38.

Observacao 5.1 Quando falamos que ©1 = To queremos dizer que tomamos dois repre-
sentantes da mesma classe de equivaléncia, ou seja, x1 = a/b, x5 = ¢/d, com axd = bxc.
Por exemplo 1 = 9/6 e x5 = 18/12.
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6. Verifique que, ao contrério de 7Z, todo elemento ndo nulo terd inverso multiplicativo:
dado a/b € Q)', a # 0, o inverso multiplicativo é b/a.
7. Verifique, utilizando propriedades correspondentes em Z, que (Q, +', ') é um corpo.

5.2.4 Construcao de R.

1. Defina o conjunto R’ das sequéncias de Cauchy de niimeros racionais. Vamos denotar
seus elementos por (a,),a, € Q. Note que R’ C F(N;Q).

2. Defina em R’ a relagdo (a,) ~ (b,) se, e somente se lim (a,, — b,) = 0. Prove que é
n—oo

relacao de equivaléncia.

3. Defina R = R/ /~.

4. Defina soma e produto em R utilizando soma e produto em Q: (a,)+' (b,) = (a,+b,)
e (an) *" (bn) = (an * by).

5. Podemos definir uma relacdo de ordem em R a partir da relacao de ordem em Q, que
por sua vez é definida a partir da relacao de ordem de N.

6. Resta verificar que estas operacdes estdo bem definidas e que R é um corpo completo.

Observacao 5.2 A dnica razdo para uma sequéncia de Cauchy ndo convergir € a existéncia
de um "“buraco” no espaco. Esta mesma construcdo € feita para se completar um espago
métrico qualquer.

Podemos resumir o que fizemos com a seguinte definicdo.

DEFINICAO 5.5. O conjunto R é formado por classes de equivaléncia de sequéncias de
Cauchy de nimeros racionais. Para se fazer operacdes (soma, produto, potenciacdo, raiz,
etc) deve-se fazer operacées correspondentes nas sequéncias de racionais para se obter nova
sequéncia.

Existem outras duas maneiras de construir R:

(a) através de cortes de Dedekind, feito na Segdo 3.2, p.36;

(b) como decimais infinitas, como costuma ser ensinado no ensino fundamental e médio,
apresentado no exercicio 17, p.89.

5.2.5 Construcao de C.

Definir em R x R as operacdes de soma e produto destes pares de forma apropriada.
Depois introduzir a notacao a + bi.
Para outra construcdo ver exercicio 15, p.88.

5.2.6 OQutros corpos (quatérnios e octdnios).

Seguindo o caminho de obter C a partir de R, um corpo de dimensao 2 sobre R, podemos
ser tentados a obter corpos que contenham R, porém de dimens3ao maior que 2. Podemos
provar que isto é impossivel para dimenso 3 (ver [Fel] p.3).
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Hamilton conseguiu, em 1843, uma generalizagdo dos niimeros complexos: Os Quatérnios.
Eles sdo um corpo (na verdade sdo somente anéis de divisdo, pois num corpo o produto deve
ser comutativo — vamos no entanto utilizar o termo corpo para os quatérnios e os oct6nios)
de dimensao 4 sobre os reais onde a multiplicacdo ndo é comutativa. Para detalhes faca o
exercicio 16, p.88.

Logo apés Hamilton, Cayley obteve, ndo exigindo comutatividade nem associatividade, os
octénios (ou Bi-Quatérnios), corpo de dimensdo 8 sobre os Reais.

Ainda houve muitas tentativas frustradas de se obter corpos com outras dimensdes sobre
os reais. Em 1877 Frobenius provou que exigindo-se associatividade os tinicos corpos sao: R,
C e Quatérnios. Restou o problema para as n3o associativas, resolvidas em 1957 por Bott e
Milnor e Kervaire : R, C, Quatérnios e octdnios. Mais detalhes em [Fel].

5.3 Exercicios.

— 1. Para um conjunto A com dez elementos, defina uma relagdo de equivaléncia tal que:
(a) A/~ seja um conjunto unitério; (b) A/~ tenha a mesma cardinalidade que A;
(c) A/~ tenha 3 elementos.

— 2. Seja f : A — B qualquer. Prove que a relagdo em A = ~ y se f(z) = f(y) é de
equivaléncia.

— 3. Cada uma das f : R? — R abaixo define uma relagio (de equivaléncia pelo exercicio
anterior) (a,b) ~ (z,y) se f(a,b) = f(z,y). ldentifique (geometricamente) as classes de
equivaléncia de cada item. Em todos os itens as classes possuem a mesma cardinalidade?

(@) flz,y) =y+22; (b) fz,y) =z (c) flz,y) =y —a* (d) fz,y) =2" +3y°
4. Dados dois S,T triangulos defina a relacdo S ~ T se S é congruente a T. Prove que
esta relacao é de equivaléncia.

5. A relagio em R? z e y retas , x ~ y se, e somente se, x || y (x e y s3o retas paralelas)
é relagdo de equivaléncia (verifique !).

6. Considere uma fung¢ao f : A — B sobrejetiva, e a seguinte relacdo de equivaléncia em
A, x ~ y se, e somente se, f(x) = f(y). Defina uma nova g : A/~ — B da seguinte
forma: g(a) = f(a). Verifique que por construcdo g ¢ injetiva, e portanto bijetiva.

7. Defina em R? a seguinte relagdo de equivaléncia: (x,y) ~ (a,b) se, e somente se, z = +a.
(a) Prove que “~" é uma relagdo de equivaléncia;
(b) Calcule a classe de equivaléncia de (1,0);
(c) Descreva o espaco quociente R?/~.

8. Considere a relagdo em Z: a ~ b se, e somente se, |a| = |b|.
(a) Prove que é de equivaléncia; (b) Determine as classes; (c) Descreva Z/~.

=— 9. Dados z,y € Z e n € N, defina a relacdo z ~ y se x — y é miiltiplo de n. Prove que esta
relacdo é de equivaléncia.
Obs: Quando z ~ y denotamos por x = y (z é cdngruo médulo n a y). O conjunto Z/~
é denotado por Z,,. Este é o chamado conjunto dos inteiros médulo n.
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— 10. Considere a relacio em R: a ~ b se, e somente se, a — b € Z. Prove que:

(a) é de equivaléncia; (b) R/Z = S* (circulo).

— 11. Considere a relagdo em R x R: (a,b) ~ (c,d) se, e somente se, (a — ¢,b—d) € Z X Z.
Prove que:

(a) é de equivaléncia; (b)  RxR)/(Z x Z)=T"= S* x S! (toro).

= 12. Explique como efetuar as seguintes opera¢des envolvendo niimeros reais:
(a) 2™. Mais precisamente, devemos multiplicar 2 por si mesmo quantas vezes e tirar
quantas raizes depois?
(b) m + +/2. Como efetuar a soma? qual o algoritmo? Alinhe os niimeros pela casa
decimal e ...

13. Seja K C R. Considere a relagdo em R: a ~ b se, e somente se, a — b € K.

(a) Prove que se K é um conjunto limitado superiormente ou inferiormente ent3o a rela¢do
NAO & de equivaléncia;

(b) Prove que se a relagdo é de equivaléncia entdo: 0 € K e se k € K entdo —k € K.

* 14. (extra) Considere a relacdo em R: a ~ b se, e somente se, a — b € Q.
(a) Prove que é de equivaléncia.
(b) Defina V (conjunto de Vitali' definido em 1905) como o conjunto formado por um
elemento de cada classe de [0,1]/Q. Seja V, = ¢+ V. Prove que se g # ¢’ (com ¢,¢ € Q)
entdo V, NV, = 2.

(c) Prove que R = U V. (d) Prove que V é ndo-enumeravel.
q€Q
(e) Prove que [0,1] C U V, C[—1,2].
ge[-1,1]UQ

(f) Prove que V n3o pode ser medido (dizemos que ndo é mensuravel).

Dica: Como V), é translagdo de V, ambos possuem mesma medida. Como por (b) os V,
sdo disjuntos, a medida da unido é igual a soma das medidas. Por (e) a medida da unido
dos conjuntos de Vitali estaria entre 1 e 3. A medida de V n3o pode ser zero nem positival
Contradicao. Ver Wikipedia, Vitali set.

* 15. (extra) Seja P[z] o espago dos polinémios com coeficientes em R. Prove que dados
p,q € Plx], a relagdo p ~ q se p — ¢ é divisivel pelo polindmio 2% + 1 é de equivaléncia.
Exemplo: 2% + 32% +5 e 23 + 22 + 3. O quociente P[z]/~ pode ser identificado com os
ndmeros complexos! (vide livro de algebra).

* 16. (extra) (corpo dos quatérnios) Considere os “ndmeros” (quatérnios, generalizagdo
dos complexos feita por Hamilton? em 1843) da forma a + bi + ¢j + dk com a,b,c,d € R.
Definimos a soma de dois quatérnios através da soma dos coeficientes reais. O produto, que
ndo é comutativo, é definido através da propriedade distributiva e das regras: i2 = j? = k? =
ik = —1.

(a) Prove que ij =k, jk=1ie ki=j.
Dica: Multiplique ijk = —1 nos dois lados por k com cuidado (produto n3o é comutativo).

1Giuseppe Vitali: « 26/08/1875, Ravenna, Itdlia — f 29/02/1932, Bologna, Itélia.
2Sir William Rowan Hamilton: * 04/08,/1805, Dublin, Irlanda — 1 02/09/1865, Dublin, Irlanda.



5.3. EXERCICIOS. 89

(b) Prove que se associarmos o vetor (b, c,d) € R com o quatérnio bi + cj + dk entdo
o produto de dois quatérnios desta forma vai ter como parte real menos o produto escalar e
como parte ndo-real o produto vetorial.

(c) Prove que z* = —1 possui infinitas solucdes nos quatérnios.

(d) Dado um quatérnio ndo-nulo determine a férmula do seu inverso multiplicativo.

Dica: Nimeros complexos e conjugado.

t 17. (dificil) (construgao dos niimeros reais do ensino médio) Defina um nimero real
como o par (a, (by)nen), onde a € Z e b, € {0,...9} mas ndo existe M tal que b, =9 para
todo m > M (a sequéncia NAO ¢é constante igual a 9 para indices grandes). Intuitivamente
0 par representa o numero a + Z b, 107",

neN
(a) Podemos definir uma relacdo de ordem no conjunto dos pares do seguinte modo.

Dizemos que (a, (b,)) < (¢, (d,)) se a < c ou, se a = c e para algum n b, < d,, mas b; = d;
para 1 < j < n. Com esta definicdo prove que todo conjunto limitado possui supremum.
(b) Através do supremum definimos as operagdes (ver [Sp] p.505 no.2.).



90

CAPITULO 5. CONSTRUCAO DOS CONJUNTOS NUMERICOS



Capitulo 6

Topologia de R

6.1 Introducao.

A seguinte frase é facilmente aceita pela nossa intuicdo: “se x é um nimero préoximo de 2,
entdo 22 é um niimero préximo de 4. Outra, “z? estard cada vez mais préximo de 4 quanto
mais préximo z estiver de 2”. Por esta razio dizemos que a fungdo f(z) = z? (para todo
x € R) é continua no ponto 2. Muitas das fun¢des que encontramos na Anlise sdo fung¢des
continuas. Queremos precisar o conceito de continuidade. Observe que para isto é necessério
estabelecer o que queremos dizer com “x é um nimero préximo de 2".

Inicialmente, observe que a nogdo de “estar préximo” usada cotidianamente é uma nogao
subjetiva. Por exemplo, um aluno, morador de Niteréi-RJ, que estd no Pao-de-agtcar, pergun-
tado onde é a Praia de Ipanema, possivelmente respondera: “fica longe, vocé tem que pegar
um Onibus”. Por outro lado, se o mesmo aluno viaja para Ribeirdo Preto e |4 o perguntarem
em qual cidade ele mora, entdo, temendo que os ribeirenses ndo conhecam Niterdi, ele resolve
precisar sua resposta dizendo: “fica perto da cidade do Rio de Janeiro”. Finalmente, o mesmo
aluno numa viagem espacial, perguntado onde mora, responderd: “no planeta Terra, perto da
Estrela Sol”. Na primeira frase, o longe significa uns 4 km, na segunda frase o perto significa
uns 15 km e, na terceira, o perto significa uns 10° km.

Em Matemadtica, como em qualquer outra ciéncia, as ideias intuitivas e subjetivas sao
muito bem vindas para ajudar a tornar conceitos abstratos em objetos mais “palpaveis”.
Tais ideias facilitam a compreensao e o desenvolvimento do conhecimento. Entretanto, em
definicGes e demonstracdes, devemos lidar apenas com conceitos e fatos rigorosos e objetivos.
Ideias que dependam de interpretacao do leitor, de acordo com sua opinido, ndo fazem parte
de nenhuma teoria matemética. E claro que, mesmo em Matematica, opinides e divergéncias
de opinides existem. Porém, uma demonstracdo (ou contraexemplo) acaba com qualquer
polémica sobre a veracidade de uma afirmacao.

Para evitar esta subjetividade no conceito de proximidade, podemos refrasear o exemplo
dizendo que “a medida que x se aproxima de 2, 2 se aproxima de 4", ou “se x tende a 2,
ent3o z2 tende a 4". O verbo tender nos faz pensar imediatamente no conceito de limite que
ja foi explorado no capitulo anterior. Resumindo: os conceitos de proximidade e limite estdo
intimamente relacionados.

A Topologia é o ramo da Matemitica que trata destas questdes de limite (e/ou proximi-
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dade). A Topologia da Reta, isto ¢, a Topologia de R, é bem simples, para ndo dizer pobre.
Nela, os abstratos conceitos da Topologia Geral ganham formas mais concretas e compre-
ensiveis. Poderiamos usar estas formas simplificadas em nossa exposicao porém, preferimos
argumentos mais gerais para facilitar a (futura) passagem do leitor ao estudo da Topologia em
contextos mais gerais. Mesmo que o leitor ndo venha a se especializar em Topologia, para se
aprofundar em Andlise ou Geometria serdo necessarios outros conhecimentos que ultrapassam
os da Topologia da Reta.

6.2 Conjuntos abertos e conexos.

Intuitivamente, x é um ponto no interior de um conjunto A se os pontos vizinhos a x
(tanto a esquerda quanto a direita) também estdo em A. Mais precisamente temos:

DEFINICAO 6.1. Dizemos que = € R é ponto interior de A C R (ou que A é vizinhanca
de x) se A contém um intervalo aberto do qual x é elemento. Neste caso, escrevemos x € A°,
ou seja, A° € o conjunto dos pontos interiores de A, denominado interior de A.

Observacao 6.1 E ficil ver que na definicdo anterior podemos substituir, sem perda de
generalidade, o intervalo aberto arbitrario por um intervalo da forma (x — e,z + ) com
€ > 0. Ou, em outros termos, © € A° se, e somente se,

de >0

talque |ly—z|<e = yeA

Temos sempre A° C A. Porém a inclusdo inversa ndo é necessariamente verdadeira.
Tomemos, por exemplo, A = [0,1]. Temos que 1 ¢ A° pois todo intervalo aberto que
contém 1 tem elementos maiores que 1 e portanto n3o estd contido em A.

E trivial que todo ponto de um intervalo aberto pertence ao interior do intervalo. Ou seja,
se A é um intervalo aberto e n3o vazio, entdo A° = A. De maneira geral temos a seguinte
definicdo.

DEFINICAO 6.2. Um conjunto A é aberto se todos os seus pontos sdo interiores, ou seja,
se A C A° (neste caso, A° = A).

Como na Observacdo 6.1, p.92 temos que A é aberto se, e somente se,
Vee A, Je>0 talque |[y—z|<e = yeA

Vamos introduzir aqui a nota¢do de conjuntos para denotar intervalos. Ela é importante
pois é mais compacta e generaliza os conceitos topoldgicos para o R".

DEFINICAO 6.3. Dado 2y € R e ¢ > 0 qualquer, denotamos por B.(xy) o conjunto (um
intervalo aberto) {x € R; |x — xy| < e}. Assim B.(xo) = (zo — €, 20 + €).
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Desta forma, B.(xy) é um intervalo centrado em z, de raio . Em R"™, B.(xy) é uma
bola centrada em x( de raio . Com esta notacdo podemos redefinir conjunto aberto de tal
forma que a mesma definicdo seja valida em R™.

PROPOSICAO 6.4. Um conjunto A é aberto se, e somente se,

Ve e A, >0 talque B.(x)C A

Demonstracao. Deixo para o leitor. [ ]

Exemplo 6.1. O conjunto vazio € aberto! De fato, negar esta afirmacdo significa admitir
que &° C & e, em particular, admitir que existe x € &.

Exemplo 6.2. O conjunto [0, 1] ndo € aberto pois, como jd vimos, 1 ¢ [0,1]°. Da mesma
maneira, 0 ¢ [0,1]°. Por outro lado, qualquer x € (0,1) € interior de [0,1] ou seja [0,1]° =
(0,1).

As propriedades mais importantes dos conjuntos abertos sao dadas no teorema abaixo.

TEOREMA 6.5. (propriedades de abertos) Temos:
i. os conjuntos & e R sdo abertos;
ii. toda unido de abertos é aberta;
iii. toda intersecdo finita de abertos é aberta.

Demonstracao. (i) Ja foi provado.

(ii) Sejam (A;)ier uma familia de abertos e A = J,.; Ai. Se v € A, entdo existe 1 € [
tal que x € A;. Como A; é aberto, existe ¢ > 0 tal que B.(x) C A; C A. Segue que A é
aberto.

(iii) Basta mostrar que se A; e A, sdo dois conjuntos abertos entdo A = A; N A,
também é aberto (o caso geral segue por indugcdo). Se A = &, entdo ndo hd nada mais a
ser demonstrado. Suponhamos A # & e seja x € A. Temos que = € A; e x € A,, logo,
existem €1,e9 > 0 tais que B.,(z) C A; (i = 1,2). Tomando ¢ = min{ey, 5} obtemos que
B.(x) C A, ou seja, A é aberto. n

DEFINICAO 6.6. Dizemos que A C R é um conjunto conexo se A é um dos intervalos
da Definicao 3.29, p.47.

Em Topologia mais geral (em R™ por exemplo), definimos conjunto conexo utilizando
apenas conjuntos abertos. Para detalhes ver exercicio 22, p.100.
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6.3 Conjuntos fechados e discretos.

DEFINICAO 6.7. Dizemos que x € R é ponto de aderéncia de F C R se existe uma
sequéncia (x,)nen C F tal que x,, — x. Neste caso, escrevemos x € F, ou seja, ' € o
conjunto dos pontos de aderéncia de F' e também é chamado de fecho de F'.

E facil ver que x é ponto de aderéncia de F’ se, e somente se, dado qualquer € > 0, B.(x)
tem pontos de F.

Temos sempre ' C F. Porém a inclusio inversa ndo é necessariamente verdadeira.
Tomemos, por exemplo, F' = [0,1). Temos 1 € F pois a sequéncia z,, = 1 — 1/n é
convergente para 1 e além disto z,, € F' para todo n € N.

Seja (Z,)nen Uma sequéncia convergente para x. Sabemos que se x, > a para todo
n € N, entdo x > a. Do mesmo modo, se x,, < b para todo n € N, entdo z < b. Conclui-
se que uma sequéncia convergente de pontos em um intervalo fechado tem o seu limite no
intervalo. Ou seja, se F' é um intervalo fechado e n3o vazio, entdo F=F.

DEFINICAO 6.8. Um conjunto F € fechado se todos os seus pontos de aderéncia perten-
cem a F, ou seja, se F' C F (que neste caso implica F = F).

Exemplo 6.3. O conjunto vazio é fechado por vacuidade! De fato, negar esta afirmagcdo
significa admitir que existe ponto de aderéncia que ndo pertence a &. Mas o vazio ndo possui
pontos para violar esta condicdo. Logo a afirmagdo € satisfeita por vacuidade.

Exemplo 6.4. O conjunto (0, 1) ndo é fechado pois, como ja vimos, 1 € (0,1). Da mesma

maneira 0 € (0,1). Por outro lado, se (,)nen C (0,1) € convergente para x entdo x € [0, 1].
Segue que (0,1) = [0, 1].

O conjunto vazio (e também R) sdo exemplos de conjuntos que s3o abertos e fechados
simultaneamente. Isto nos mostra, que ao contrario do que podem sugerir as palavras “aberto”
e “fechado”, estes dois conceitos ndo sdo excludentes. Além disso um conjunto pode nao ser

aberto nem fechado. Refraseando Observacio 3.4, p.48, conjuntos nao sao portas (V>
Porém, existe uma relacdo estreita entre conjuntos abertos e conjuntos fechados.

PROPOSICAO 6.9. (aberto é complementar de fechado) Um conjunto é aberto se, e
somente se, seu complementar é fechado.

Demonstracdo. Seja A C Re F = A",

Suponhamos que A seja aberto e mostremos que F' é fechado. Para isto, devemos mostrar
que F' C F. Se, por absurdo, existir uma sequéncia (1, ),eny C F convergente para z ¢ F
(ie., x € A), entdo, como A é aberto, existe ¢ > 0 tal que B.(z) C A. Desta maneira, para
n suficientemente grande, temos que z,, € B.(z) C A. lIsto é absurdo pois =, € F = AL
para todo n € N.

Suponhamos agora que I’ seja fechado e mostremos que A é aberto. Se A ndo for aberto,
entdo existird x € A tal que x ¢ A°. Assim, qualquer que seja ¢ > 0, B.(z) n3o estard
contido em A. Em particular, para cada n € N, tomando ¢ = 1/n concluimos que existe
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Ty, € Byy(x) tal que z, ¢ A, ou seja, x, € F. Vemos facilmente que x,, — x e, portanto,
x € F. Como F é fechado, temos x € F, o que é absurdo pois x € A = Ft. ]

Observacao 6.2 Tomando complementares, o Teorema 6.5 nos diz que
i. os conjuntos & e R sdo fechados;

ii. toda unido finita de fechados é fechada;

iii. toda intersecdo de fechados é fechada.

Um conceito relacionado ao de ponto de aderéncia e de muita importancia é dado na
definicdo seguinte.

DEFINICAO 6.10. Dizemos que z € R é ponto de acumulacdo de F' C R se existe uma
sequéncia (x,)nen C F\ {x} tal que x,, — x, ou, em outros termos, se x € F \ {z}.

A ideia desta definicao é que se x é ponto de acumulacao de F' entao x pode ser “apro-
ximado” por elementos de F', diferentes de x.

Segue imediatamente da definicdo que todo ponto de acumulagdo é também ponto de
aderéncia. Porém, a reciproca nao é verdadeira. Por isto, consideramos também a seguinte
definicao.

DEFINICAO 6.11. Se z € ponto de aderéncia de F' e no é ponto de acumulacio, entdo x
€ dito ponto isolado de F'.

DEFINICAO 6.12. Um conjunto € discreto se todos os seus pontos séo isolados.

Tente entender o porqué desta nomenclatura.

6.4 Conjuntos compactos.

A préxima definicao é apenas uma entre vdrias maneiras de se definir conjuntos compactos
em R. Estas vérias definices, dependendo do contexto (i.e., do espaco topoldgico), podem
ndo ser equivalentes (neste caso, a definicdo dada neste texto é a da chamada compacidade
sequencial). Porém, como ja dissemos anteriormente, a topologia da reta é bastante simples
e neste contexto tais definicdes sdo equivalentes.

Dependendo dos objetivos de cada um, pode-se usar uma ou outra forma de compacidade.
A escolha pela definicdo seguinte é, de certa maneira, uma escolha pessoal do autor baseada
em sua prépria experiéncia em Matematica. E provavel que outro autor, mais interessado em
Geometria do que em Equacgdes a Derivadas Parciais, prefira outra definicao.

DEFINICAO 6.13. Um conjunto n3o-vazio K C R é compacto se toda sequéncia de
pontos de K tem uma subsequéncia convergente para um ponto de K.

Vejamos uma caracterizacdo bem simples e de uso pratico para conjuntos compactos.

'Heinrich Eduard Heine: x 16/03/1821, Berlim, Alemanha - f 21/10/1881, Halle, Alemanha.
2Félix Edouard Justin Emile Borel: x 07/01/1871, Saint Affrique, Franca - 1 03/02/1956, Paris, Franca.
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TEOREMA 6.14. (Heine'-Borel’) Um subconjunto nio-vazio de R é compacto se, e
somente se, ele é fechado e limitado.

Demonstracao. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia num conjunto limi-
tado tem subsequéncia convergente. Se além de limitado o conjunto é fechado, entdo o limite
desta subsequéncia sera um elemento do conjunto. Isto mostra que todo fechado e limitado
é compacto.

Suponhamos agora que K C R seja compacto e mostremos que ele é limitado e fechado.
Sejam 2 € K e (2,)nen C K convergente para z. Como qualquer subsequéncia de (7,,)nen
tende a x (Proposicdo 4.5), gracas a compacidade, temos x € K. Segue que K é fechado.
Suponhamos, por absurdo, que K n3o seja limitado, digamos, superiormente. Entdo, para
cada n € N existe z,, € K tal que z,, > n. Temos que (2, ),eny C K e z,, — +00. Portanto,
todas as suas subsequéncias tendem a +oo (veja a Observacdo 4.1, p.59) e, portanto, ndo
sao convergentes. Isto contradiz a compacidade de K. ]

A dltima demonstracdo (sobretudo a primeira parte) é digna de um livro de Topologia
Geral. Em vdrios destes livros as demonstragcdes usam muito texto e poucos simbolos (alga-
rismos, em particular). Na opinido do autor, além da importancia incontestdvel da Topologia
Geral, estes livros também s3o referéncias perfeitas para mostrar aos leigos em Matematica
que, ao contrario do que eles pensam, ndés ndo somos pessoas que trabalham fazendo contas
com algarismos (nimeros, como eles dizem)! (\/)

Terminamos esta secdo com outra caracterizacdo de compactos. Mesmo nao sendo util
neste curso, tal caracterizacdo é importantissima. Em Topologia Geral, esta caracterizacio é
a definicao de compacidade. Antes, definiremos cobertura aberta.

DEFINICAO 6.15. Uma cobertura aberta para K é uma colecio C de conjuntos abertos

tais que
Kcl]A

TEOREMA 6.16. (caracterizacao de compactos por cobertura) Um conjunto K é
compacto se, e somente se, toda cobertura aberta C para K tem subcobertura finita, ou seja,
existe C' C C finita que é cobertura para K.

Antes de demonstrar este teorema, em toda sua generalidade, mostraremos um caso
particular.

TEOREMA 6.17. (Borel-Lebesgue®) Se C é um cobertura aberta para [a,b], entdo ela
tem subcobertura finita.

Demonstracao. Note a semelhanca desta prova com a apresentada no exercicio 27, p.74.
Procedemos por absurdo, supondo que C n3o tenha subcobertura finita.
Dividindo o intervalo [a, b] no seu ponto médio obtemos dois intervalos de comprimento
(b — a)/2. Para pelo menos um destes intervalos, que denotaremos [aq, b1, ndo existe sub-
cobertura de C finita. De fato, se existissem C’,C" C C finitas que fossem coberturas para o

'Henri Léon Lebesgue: « 28/05/1875, Beauvais, France - 1 26/07/1941, Paris, Franca.
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primeiro e para o segundo intervalo, respectivamente, entdo C' U C” seria uma subcobertura
finita de C para [a, b]. Aplicamos o procedimento anterior ao intervalo [ay, b;]. Continuando
indefinidamente este processo construimos uma sequéncia ([an, bn])neN de intervalos encai-
xantes. Além disto, qualquer que sejan € N, b, —a,, = (a—b) /2" e n3o existe subcobertura
finita de C para [a,, by].

Gragas ao Teorema dos Intervalos Encaixantes, temos que ()% [a,, b,] # @. Mais preci-
samente, esta intersecdo sé tem um elemento z. De fato, suponhamos que exista y # x tal
que y € [a,,b,] para todo n € N. Segue 0 < |z — y| < b, — a, para todo n € N. Isto é
absurdo ja que b, — a,, — 0.

Ora, z € [a, b], logo, existe A € C tal que x € A. Como A é aberto, existe € > 0 tal que
B.(x) C A. Tomando N € N, suficientemente grande, de modo que by — ay < & temos
lan,bn] C B.(x) C A. Portanto, tomando C' = {A}, temos que C' é uma subcobertura
finita de C para [ay, by]. Absurdo! u

Demonstracado. (do Teorema 6.16) Suponhamos que K seja compacto (portanto limitado
e fechado). Seja C uma cobertura aberta de K. Como K é limitado podemos tomar a,b € R
tais que K C [a,b]. Como K é fechado, o conjunto KTt ¢ aberto. Temos claramente que
C U {K"®} é uma cobertura aberta de [a,b]. Pelo Teorema de Borel-Lebesgue, existe C' C C
finita tal que K C [a,b] C U AU {K"}. Dai, concluimos que K C U A.

Aec’ Aec!
Suponhamos agora que toda cobertura aberta de K possua subcobertura finita. Para

todo © € K definimos A, = Bj(z). A colecdo {A, ; © € K} é uma cobertura aberta
de K. Por hipdtese, existem x; < --- < z, € K taisque K C A,, U---UA,, . Logo,
K C (xy —1,x,+ 1) e, portanto, K é limitado.

Vamos mostrar que Kb ¢ aberto para concluir que K é fechado e, portanto, compacto
(pois ja sabemos que ele é limitado). Seja y € K. Para todo z € K definimos

lz —y |z — y|
A, = 2 — , .
<:c 5 T+ 5

Temos que (A.).cx € uma cobertura aberta de K tal que y ¢ A, qualquer que seja =z € K.
Por hipétese, existem x4, ..., 2, € K taisque K C A,, U---UA,, . Tomando

1 .
£ = 5111111{‘561 —y\,---,\fcn—yu’

é facil ver que B.(y) C KT, Mostramos que y € (KC)o e, portanto, KT é aberto. [ ]

6.5 Conjuntos densos.

DEFI_NICAO 6.18. Sejam A,B C R com A C B. Dizemos que A é denso em B se
B CA.
Em outros termos, se A C B, entdo A é denso em B se, e somente se, para todo

x € B, existe (x,)neny C A tal que x,, — x. A préxima proposi¢do nos fornece uma condi¢do
necessaria e suficiente para a densidade.
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PROPOSICAO 6.19. (densos e abertos) Sejam A, B C R. Temos que A é denso em B
se, e somente se, todo aberto que contém algum ponto de B também contém algum ponto
de A.

Demonstracao. Suponhamos que A seja denso em B. Sejam z € B e (,)peny C A
convergente para x. Se I um aberto contendo x, entdo para n € N suficientemente grande
temos z,, € I. Portanto I N A # @.

Por outro lado, suponhamos que todo aberto que intercepta B também intercepte A. Seja
x € B. Para todo n € N, o intervalo aberto (x — 1/n,x + 1/n) contém x € B e, portanto,
contém algum ponto z,, € A. Definimos desta maneira uma sequéncia (z,)n,en C A tal que
x, — x. Segue que z € A. Logo, B C A. |

Vejamos um dos exemplos mais importantes de conjuntos densos em R.

Exemplo 6.5. Q € denso em R. De fato, sejam a,b € R com a < b. Mostremos que
(a,b) NQ # . Se 0 € (a,b), entdo ndo hda mais nada a ser demonstrado. Se 0 ¢ (a,b),
entdo 0 < a oub < 0. Consideremos o caso a > 0 (o caso b < 0 é andlogo). Como R €
arquimediano, existe n € N tal que n > 1/(b — a). Seja m € N o menor natural tal que
m > na, ou seja, m € N satisfaz

m—1 m

<a< —.
n n

Para concluir que m/n € (a,b) N Q basta mostrar que m/n < b. Suponhamos, por absurdo,
que m/n > b. Neste caso,
m—1 m m m—1

1
<a<b<s— = b—a<—-— = b—a< —.
n n n n n

Contradizendon > 1/(b — a).

Todos os conceitos basicos de topologia podem ser definidos utilizando somente o conceito
de conjunto aberto. De fato, um conjunto é:

(a) fechado, pelo Teorema 6.9, se seu complementar é aberto;

(b) compacto, pelo Teorema 6.16, se toda cobertura aberta possui subcobertura finita;

(c) denso em B, pela Proposicio 6.19, se todo aberto que intercepta B também intercepta
0 conjunto;

(b) conexo, pelo exercicio 22, p.100, se ndo é unido disjunta de abertos n3o-vazios.

Este é um ponto de vista mais avangado: introduzir conjuntos abertos e definir fechado,
compacto, denso e conexo diretamente, sem usar, por exemplo, sequéncias.

6.6 Exercicios.

6.6.1 Conjuntos abertos, conexos, fechados e discretos

— 1. Seja A=[0,1) U (1,2] U {3}. Determine: (a) 4;  (b) 4%  (c) 4%  (d) (AC)O.
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— 2. Determine: (a) Q; (b) (QN0,1])°; (c) N°; (d) A° (algébricos); (e) A.
— 3. Calcule o fecho de {T; m,n € N, m < n}
n

= 4. Para cada um dos conjuntos abaixo, determine se é: fechado? aberto? discreto?
111
(a) A= {5, I } (b) B=AU{0}; (c) C um conjunto finito;
(d) Nt (e)Z; (f) QL.

5. Sejam X C R e A a unido de todos os subconjuntos abertos de X. Prove que A = X°.

— 6. Prove que X° é o maior subconjunto aberto de X, ou seja, prove que:
(a) X° é aberto; (b) para todo aberto A tal que A C X, temos A C X°.

7. Prove que X é o menor subconjunto fechado de X, ou seja, prove que: B
(a) X é fechado; (b) para todo fechado F' tal que X C F', temos X C F.

— 8. Prove que A C R € aberto (ver Defini¢do 6.2, p.92) se, e somente se:
(a)Ve € A, Fe>0 talque B.(z)C A
(b) A é unido enumeravel de intervalos abertos;
—>(c) Ya € A e toda sequéncia x, — a existe N € N tal que x,, € A para todon > N.
Obs: Desta forma podemos definir conjunto aberto através de sequéncias.

— 9. Seja X C R. Prove que (X°)t = XC.

— 10. Defina a distancia de a € R até um conjunto n3o-vazio X por
d(a,X) =1inf{|z —a|; x € X}. Prove que ([L] p.149 no.29):
(a) d(a,X)=0sse ac X;
(b) Se X é fechado entdo para todo a € R existe = € X tal que d(a, X) = |a — z|.

11. Prove que se A ¢é limitado entdo A é limitado e sup(A) = sup(A).

12. Prove os itens (ii) e (iii) da Observagdo 6.2, p.95 a partir das definicdes de conjunto
fechado e ponto de aderéncia.

13. Prove que A é discreto sse Vx € A, existe €, > 0 tal que B, (z) N A = {z}.

* 14. (extra) Prove que se A é discreto, entdo A é enumerdvel.
Dica: Para todo z € A tomemos &, como no exercicio anterior. Sejam z,y € A com
x # y e mostremos que B., s3(x) N B.,/3(y) = @. Complete com exercicio 31, p.29.

15. Supondo que A é discreto, prove que se A é:
(a) fechado, entdo A é finito;  (a) aberto, entdo A é vazio.

= 16. Dé um exemplo de familia de abertos cuja intersecdo ndo é aberta. D& um exemplo de
familia de fechados cuja unidao nao é fechada.

— 17. Sejam X C R e z € R. Prove que sdo equivalentes:

) para todo conjunto aberto A tal que x € A, temos que X N A # &;
) para todo intervalo aberto I tal que z € I, temos X N[ # &,

) para todo € > 0, existe y € X tal que |z — y| < ¢;
)

(a
(b
(c
(d) z € X.
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18. Investigue (prove ou dé um contraexemplo) se:
(a) (AuB)=AUB,; (b) (AU B)° = A°U B°.

= 19. Prove que se A C R é aberto entdo:
(a) A —Z é aberto; (b) A — F é aberto se F é fechado.

x 20. (extra) Em topologia definimos a fronteira de um conjunto A por 9A = A — A°.
Calcule:

() 0Z;  (b) 9Q;  (c) IR —Z).

* 21. (extra) Prove que:

(a) A é aberto sse 0AN A = &, (b) A é fechado sse 0A C A;
(c) OA é um conjunto fechado; (d) A= AU0IA, (e) A°=A— 04,
(f) # € DA sse toda bola B contendo 2z, BNA# @ e BNAL + &.

* 22. (extra) (definicdo de conexo) A definigdo mais geral de conjunto conexo é a seguinte.
Dizemos que A, B é uma cisao de J se:
(i) A, B sdo abertos; (i) J C AU B; (i) AN B =g.
Dizemos que a cisdo A, B é trivial se JN A = @ ou JN B = @. Dizemos que J é
conexo se toda cisdo de J é trivial. Prove que:
(a) sdo desconexos: Z, Q, R—Z eR—Q; (b) se J é conexo entdo J é um intervalo;
(c) se J e K s3o conexos entdo J N K é conexo; (d) se J é conexo entdo .J é conexo;
(e) D& exemplo em que A é conexo mas A ndo é conexo.
Dica: (a) obtenha cises n&o-triviais; (b) a = inf J e b = sup J.

6.6.2 Conjuntos compactos

— 23. Sejam K; C R compactos para i € N e F fechado. Prove que:

(a) ﬂ K, é compacto; (b) UKZ' é compacto; (c) F N K, é compacto.
ieN i=1
24. Sejam F,, C R uma sequéncia de conjuntos ndo-vazios satisfazendo F,, C F,, ;. Dé
exemplos mostrando que ﬂ F; pode ser vazia se ([L] p.148 no.22):
ieN
(a) os F;'s sdo apenas fechados; (b) os F;'s sdo apenas limitados.

— 25. Para cada um dos conjuntos abaixo, dé um exemplo de uma cobertura aberta que n3o
possua subcobertura finita:

(a) (0, 1]; (b) [0, +-00); (c) Z; (d) @nN[0,1].

— 26. Seja ¢; enumeracgdo de Q. Prove que as bolas B (¢;) cobrem Q mas ndo cobrem R.
2t
27. Seja ¢; enumeragdo de Q. Determine se as bolas B1(g;) cobrem R.
Dica: depende da enumeracao. Use exercicio anterior.

— 28. Seja C uma colecdo de abertos de R disjuntos dois a dois, i.e., se A, B € C entdo A e
B s3o abertos e AN B = &. Prove que C é enumeravel.
Dica: Para cada A € C existe um racional ¢ € A. Veja exercicio 31, p.29.
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29. Sejam A C Re f: A — R. Dizemos que f é localmente limitada em z se existe
e > 0 tal que f restrita a B.(x) N A é limitada.

(a) para A = (0,1) dé exemplo de f localmente limitada que n3o seja limitada em A;

(b) prove que se A é aberto, o conjunto dos pontos = € A tais que f é localmente limitada
em x é aberto;

(c) prove que se A é compacto e f localmente limitada para todo = € A entdo f é
limitada em A

— 30. Seja f : R — R definida por f(z) = zse x € R—Q, f(p/q) = q se p/q é
fracdo irredutivel com p > 0 e f(0) = 0. Prove que f é ilimitada em qualquer intervalo
ndo-degenerado ([L] p.172 no.17).

Dica: Veja exercicio 17(f), p.117.

# 31. (dificil) Seja A C R qualquer. Prove que toda cobertura de A por abertos possui uma
subcobertura enumerdvel (Teorema de Lindel6f') ([L] p.150 no.44).

Dica: Considere C a colecdo de bolas com centro em ¢; € Q e raio racional contida em
algum elemento da cobertura. Prove que se z € ANQF, z € B € C e portanto existe &
(podemos assumir 6 € Q) tal que Bs(x) C B. Por densidade, x € Bj/2(g;) para algum g;.

t 32. (dificil) Consulte na internet (ou em algum livro) a definicdo do conjunto de Cantor.
Prove que:
(a) é ndo-enumerdvel; (b) tem interior vazio; (c) é compacto;
(d) na base 3 os pontos ndo possuem o digito 1 exceto quando ele se repete infinitamente
ao final, pois por exemplo 0,202022222 ... = 0,20210000. ..

6.6.3 Conjuntos densos

— 33. Prove que se A C R é enumeravel, entio A’ é denso em R. Conclua que irracionais e
transcendentes sao densos em R.

— 34. Prove que A = {g

35. Prove que A é denso sse A® tem interior vazio ([L] p.149 no.25).

;o m € 7, nEN}édensoemR.

¢ 36. (dificil) Prove que se @« € R — Q entdo A = {m +na; m,n € Z} (em Algebra
denotamos A por Z[a]) é denso em R ([L] p.76 no.58).
Dica: Ver exercicio 32, p.75.

'Ernst Leonard Lindelof: x 07/03/1870, Helsingfors, Império Russo (agora Helsinki, Finlandia) —
04/06/1946, Helsinki, Finlandia.
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Capitulo 7

Limite e continuidade

7.1 Limite de funcoes.

Dada uma funcao real f estamos interessados em saber o que acontece com o valor de
f(z) quando = se aproxima de um ponto z, sem, entretanto, assumir este valor. Este é o
assunto desta secdo. Muitas vezes f(x) se aproximard de f(x), porém, isto sé ocorre para
uma classe de fungdes, ditas continuas. Trataremos desta questdo posteriormente.

Iniciamos nossa discussao precisando o que quisemos dizer, no paragrafo anterior, com
“r se aproxima de um ponto x, sem, entretanto, assumir este valor’. Ora, se estamos
interessados no valor de f(x) é preciso que z esteja no dominio de f mas, como x n3o
assume o valor xy, ndo é necessario que f(xg) esteja definido. Ou seja, ndo é necessério que
T pertenca ao dominio de f. Porém, é preciso que seja possivel “se aproximar de zy" por
pontos do dominio de f. Rigorosamente falando, se A é o dominio de f, entdo a no¢do de
limite de funcdes tera sentido se, e somente, xy é ponto de acumulacao de A. Lembramos
que esta condi¢do significa que xy € A\ {zo}, i.e., existe uma sequéncia (2, )neny C A\ {20}
convergente para .

Sejam f: ACR — R e 2y um ponto de acumulagao de A. Como expressar de maneira
rigorosa que f(x) se aproxima de k € R quando x se aproxima de xy? A experiéncia com limite
de sequéncias nos indica que deve ser errado pensar que a distancia de f(x) a k decresce
junto com a distancia de = a xy. A armadilha explicada na Figura 4.1, p.54 também se
apresenta neste contexto. Para armadilhas semelhantes usamos escapatdrias semelhantes. A
ideia intuitiva correta é dizer que f(z) é tdo préximo de k quanto quisermos, bastando para
isto tomar x suficientemente préximo de x,. Vejamos a definicdo rigorosa.

DEFINICAO 7.1. Sejam f : AC R — R e xy um ponto de acumulacio de A. Dizemos
que existe o limite de f(z) quando = tende a xy € R e ele vale k € R se

Ve > 0,30 > 0 tal que para todo x € A, se 0 < |x — xo| < 0 entdo |f(x) — k| < e.

Neste caso, escrevemos lim f(x) = k.
T—T0

Neste momento, o leitor ja pode apreciar a capa do livro.
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Comentdrio andlogo ao que fizemos sobre a nota¢do de limite de sequéncias (em particular
sobre o sinal de igual nela presente) e a unicidade do limite também se aplica aqui. Querendo,
o leitor podera demonstrar a unicidade do limite. Nés ndo a faremos aqui pois ela sera uma
consequéncia da Proposicao 7.2.

S6 faz sentido considerar o limite de f(x) quando x tende a xy quando zy é ponto de
acumulacdo do dominio de f. Daqui por diante, esta condicao ficard subentendida quando
estivermos considerando limites.

Atencdo: a negacao de mlgg f(x) = k diz que o limite, se existir, é diferente de k mas
nao diz que ele existe. Portant%, para negar esta condicdo, se ndo tivermos de antemao a
existéncia do limite, entdao nao podemos supor que a;llgcl f(z) # k. Neste caso, devemos tomar

0

a negacdo légica da condi¢do que define que lim f(z) = k. Isto serd feito, por exemplo, na
T—TQ

demonstracao da Proposicao 7.2.

1 sex >0,
Exemplo 7.1. Seja f : R\ {0} — R, dada por f(x) =
-1 sex <.
E ficil ver que 0 é ponto de acumulacio de R\{0}. Suponhamos que glclir(l) f(z) = k. Tomando

e = 1 na definicdo de limite, obtemos a existéncia de 6 > 0 tal que |f(x) — k| < 1 quando
0 < |z| < 4. Portanto,

2=[1-(=D=1[f(6/2) = f(=6/2)| < |f(6/2) — k| +[f(=6/2) = k| <1+ 1=2.
Absurdo!

Exemplo 7.2. Seja f : (0,1] — R dada por f(x) = 1 para todo x € (0,1]. Observe que
0 ndo esta no dominio de f mas é ponto de acumulagcdo deste. Logo, faz sentido perguntar
se existe o limite de f(x) quando xz tende a 0 e, no caso afirmativo, determinar o valor
do limite. Mostraremos que ele existe e vale 1. Seja e > 0. Para todo x € (0,1] temos
|f(z) — 1| = |1 — 1| = 0 < e. Portanto, tomando qualquer § > 0, temos

reA 0<|lz—0/<éd = |f(x)—1|<e.
Concluimos que lir% f(x) = 1. Da mesma maneira mostra-se que se g : A C R — R é
T—r

constante igual a c e xg € A\ {xo}, entdo lim g(z) = c.
T—T0

O exemplo anterior é atipico. Se xy, € e 6 sdo como na Definicdo 7.1, entdo, geralmente,
d depende de ¢ e de zy. Muitas vezes esta dependéncia ¢ indicada na notagdo 6 = (¢, xp).
Os exemplos a seguir ilustram esta dependéncia. No primeiro deles § depende apenas de ¢ e,
no segundo, ¢ depende tanto de € quanto de xy.

Exemplo 7.3. Sejam f : R — R, dada por f(x) = x para todo x € R, exy € R. Mostremos
que lim f(z) = zo. Dado ¢ > 0, tomando 6 = ¢, obtemos
T—TQ

reR O0<|z—z9|<d = |f(zx)—axo|=|r—z0|]<I=c¢.
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QED!.

Exemplo 7.4. Sejam f : R — R, dada por f(x) = x? para todo x € R, e 7y € R.
Mostremos que lim f(x) = . Fixado ¢ > 0, tomamos 6§ = min{1,e/(2|wo| + 1)}. Desta

T—T0

forma, se 0 < |z — x¢| < 6, entdo |x| < |xo| + 0 < |zo| + 1. Além disto,
(@) = ag| = |2® — xg] = & — @o| - &+ wo| < &(|z] + [z0]) < (20| +1) <e.

O exemplo anterior pode induzir o leitor a pensar que achar 6 em fungdo de ¢ e de z
é uma tarefa sobrenatural. Normalmente, rascunha-se a demonstragdo de trds para frente:
sabendo que devemos obter |f(x) — k| < €, procuramos saber qudo grande pode ser |z — x|
(i.e., qual deve ser o valor de §) para que cheguemos a esta conclusdo. Em seguida, passamos
a limpo a demonstracdo e, ja sabendo qual é o valor de 9, simplesmente dizemos: “seja
0 =Abracadabra...” Porém, dependendo da fungdo, mesmo que achar o valor de § n3o seja
magica, tal tarefa pode ser bastante enfadonha. Uma alternativa é fazer uso das proposi¢des a
seguir. Elas facilitam as demonstracdes de existéncia e os célculos dos limites, sem necessidade
de manipular e's e §'s.

PROPOSICAOQ 7.2. (limites por sequéncias) Sejam f: ACR - Rexg € A\ {0}

Entdo, lim f(x) = k se, e somente se, lim f(xz,) = k para toda sequéncia (z,)nen C
T—TQ n—-+4oo

A\ {xo} convergente para x.

Demonstragdo. Suponhamos que lim f(z) = k e mostremos que se (z,)nen C A\ {z0}
T—TQ

e x, — X, entdo f(x,) — k. Seja ¢ > 0. Por hipétese, existe § > 0 tal que
reA 0<|r—xo| <0 = |f(x)—k|l<e. (7.1)

Ora, x, — zy, logo, existe N € N tal que se n > N, entdo |z, — xo| < 0. Assim, para
n > N, ao tomar x = x,, em (7.1) obtemos |f(z,) — k| < . Concluimos que f(x,) — k.

Reciprocamente, suponhamos que seja falso que lim f(x) = k. Isto significa que existe
T—T0

e > 0 tal que
Vo >0, dJreA talque 0<|z—a9/ <0 e |[f(z)—FK|l>e¢e. (7.2)

Para cada n € N, ao tomar § = 1/n em (7.2) obtemos z,, € A tal que

1
0<|z,—zo| <— e |f(zn) —K|>ce.
n

Constréi-se desta maneira uma sequéncia (z,)neny C A\ {xo} convergente para z, sem que
f(x,) — k. Absurdo! |

Vejamos como esta proposi¢do facilita o calculo de limites. Retomemos o Exemplo 7.4,
mostrando o mesmo resultado sem manipular ¢'s e d's.

LQED, abreviacdo de “quod erat demonstrandum” que, em latim, significa “como queriamos demonstrar” .
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Exemplo 7.5. Sejam f : R — R, dada por f(x) = x° para todox € R, a € R e

(n)nen C R\ {a} convergente para a. Temos entdo que f(z,) = 22 — a®. Como a

sequéncia (x,)nen € arbitraria, concluimos que lim f(z) = a?.
T—a

Aplicando a Proposicao 7.2 e a Proposicao 4.14, p.60 bem como o resultado do exercicio 5,
p.71 demonstra-se facilmente a préxima proposicao.

PROPOSICAO 7.3. (propriedades do limite) Sejam f,g: ACR - Rec e R. Se
lim f(z) =k €R e lim g(x) =m € R, entdo:
T—T0

] Jlim (f(z)+g(z) =k+m; i lim (cf(z)) = ck;
fi. IlLrlgo (f(z) —g(z)) =k —m, iv. :}LIrzlo (f(z)g(x)) = km;

v. sem # 0, entdo ILm f(z)/g(z) = k/m.

Demonstracao. Deixamos para o leitor. [

Terminamos esta secdo com uma propriedade util sobre limites.

PROPOSICAO 7.4. (permanéncia do sinal) Seja f : A C R — R. Se lim f(z) = k <
T—a

m, entdo existe 0 > 0 tal que f(x) < m para todo x € A tal que 0 < |x —a| < . Uma
conclusdo analoga vale quando k > m.

Demonstracdao. Tomando ¢ = m — k£ > 0 na definicdo de limite, obtemos d > 0 tal que
|[f(z) —k|l<m—ksexeAel < |x—x9 <. Ora

J@) =k <|f@@)—K <m—k — f(&)<m.

J4 vimos um tipo de limite (a saber, lim f(x) = k). Veremos os outros quatorze. Todos
T—TQ

eles estdo presentes na Tabela 7.1 (onde xy e k denotam nimeros reais e f é uma fun¢do
real de dominio A C R).
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lim f(z)=4k | lim f(x) =400 | lim f(z)=—00
T—T0 T—T0 T—T0
lim f(z) =4k | lim f(z) =400 | lim f(z)=—o00
lim f(z) =k | lim f(z) =400 | lim f(z)= —o0
L @)=k D Je) = oo I J(e) = —eo
lim f(x)=4k| lim f(z)=4oc0| lim f(z)=—o0
T——00 T——00 T——00

Tabela 7.1: Os quinze tipos de limite.

O limite que aparece na primeira linha e primeira coluna ja foi definido. Os outros sao
definidos com pequenas adaptagdes. O importante é entender o que significam limites iguais
a k, +00 ou —oo (cada um destes corresponde a um coluna da tabela), bem como o que
representam os simbolos x — xg, * — xaL, r — x5, T — +00ex — 400 (que correspondem
as linhas). Fagcamos alguns comentdrios a este respeito.

lim f(z) = k
lim f(z) = 400
lim f(z) = —o0
z —

T — xgd

T — T

Como ja vimos, isto significa que, por menor que seja € > 0, podemos
concluir que |f(x) — | < € desde que = que verifique certa condi¢3o.

Significa que, por maior que seja M > 0, podemos concluir que f(x) > M
desde que x que verifique certa condicdo.

Significa que, por maior que seja M > 0, podemos concluir que f(x) <
—M desde que x que verifique certa condicdo.

Como ja vimos, isto significa que a condigdo sobre z é 0 < |x — x¢| < §
para § suficientemente pequeno. E necessario que 2o € A\ {z0}.

Lé-se x tende a xy pela direita. Significa que que a condigdo sobre x
€0 <z — 1y < J para § suficientemente pequeno. E necessario que
xo € AN (g, +00).

Lé-se x tende a x( pela esquerda. Significa que que a condi¢cdo sobre x
¢ 0 < xg—x < 0 para 0 suficientemente pequeno. E necessario que
xg € AN (—00,xp).
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xr — +00 Lé-se = tende a mais infinito. Significa que que a condigcdo sobre = é
x > N para N suficientemente grande. E necessario que A seja ilimitado
superiormente.

r— —00 Lé-se = tende a menos infinito. Significa que que a condi¢do sobre x é
x < —N para N suficientemente grande. E necessario que A seja ilimitado
inferiormente.

Por exemplo, lim f(z) = 400 deixa subentendido que zo € AN (—00, xg) e significa:
T—T(

VM >0, 36>0 talque z€ A 0<zp—x<d = f(x)> M.

Para cada um dos quinze tipos de limite existem versdoes das proposicoes 7.2 e 7.4. A
Proposicao 7.3 tem uma versao quase idéntica para limites da primeira coluna da Tabela 7.1.
Entretanto, para os outros tipos devemos tomar cuidado pois +00 e —oo nao sdao nimeros
reais, e por isto, ndo podem ser operados como se fossem: (+00) + (+00) = 2 - (+00), ou
ainda, (+00)+ (—o0) = 0. Isto ndo faz sentido! Uma comparagdo entre as proposi¢des 4.14,
p.60 e 4.15, p.61 pode ajudar ao leitor a entender estas diferencas.

7.2 Funcoes continuas.

Como ja antecipamos, intuitivamente, uma fungdo f é continua em um ponto zy do
seu dominio se f(z) estd préximo de f(xg) quando z estd préximo de x. Induzidos pela
discussdo que precedeu a definicdo de limite de funcdes, somos tentados a dizer que f : A = R
é continua em xy quando

lim f(z) = f (o). (7.3)

T—T0

E quase isto, mas ndo exatamente. O problema é um “detalhe técnico”. A definicdo de
lim f(x) exige que x seja ponto de acumulagdo de A. Por outro lado, para que f(z) tenha
T—TQ

sentido devemos ter zy € A. Estas duas condigdes podem ser incompativeis (veremos no
exemplo 7.7). Entretanto, quando xq verificar ambas as condicbes a definicdo que faremos
serd equivalente a (7.3).

Exemplo 7.6. Seja A = [0,1) U {2}. Temos que 2 € A mas 2 ¢ A\ {2} = [0,1].
Dada f : A — R, f(2) tem sentido ao contrdrio de lil% f(z). Por outro lado, 1 ¢ A e
T—

1€ A\ {1} =1[0,1]. Logo, ndo existe f(1), porém, pode existir lin% f(z).
T—
DEFINICAO 7.5. Sejam f : ACR — R e 2y € A. Dizemos que f é continua em xq se
Ve >0, 36>0 talque x€ A, |x—x¢| <0 implicaque |f(x)— f(zo)| <e.

DEFINICAO 7.6. Dizemos que f é continua em A se f é continua em todo ponto de A
e escrevemos f € C(A). Mais precisamente, f € C'(A) se

Vye A, Ve>0, 30 >0 talque x € A, |[z—y|l<d = |f(x)—fly)|<e. (7.4)
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Alguns autores costumam denotar por CY(A), em vez de C'(A), ao conjunto das fungdes
continuas em A.

Vamos introduzir a definicdo de fun¢ao continua na linguagem de conjuntos do Capitulo 1,
utilizando a notacdo da Definicao 6.3, p.92. A demonstracido da equivaléncia com a definicao
anterior é o exercicio 16, p.117.

DEFINICAO 7.7. Sejam f : ACR — R exy € A. Dizemos f é continua em xq se

Ve >0, 39>0 talque f(Bs(xo)NA)C B.(f(x0)).

Observe que a definicdo de continuidade tem (como esperdvamos) uma relagdo muito
grande com a definicdo de limite. Por esta razao, podemos facilmente adaptar os argumentos
dos exemplos 7.2, 7.3 e 7.4 para mostrar que sdo continuas as fungdes f,g,h: ACR — R
dadas por f(z) =c¢, g(z) = x e h(x) = 2? para todo x € A.

Exemplo 7.7. Este exemplo pretende acabar com o mito, geralmente apresentado nos cursos
de Calculo I, que diz que fungbes continuas sdo aquelas cujos graficos sdo tracados sem tirar
o ldpis do papel. Considere a funcdo g : N — R dada por g(n) = n para todon € N. Faca
um esbogo do grafico de g e convenga-se que ndo € possivel desenha-lo sem tirar o lapis do
papel. Ora, a fungcdo g é a mesma do paragrafo anterior (com A = N) que, como jd sabemos,
é continua! Vocé esta duvidando? Vejamos com mais detalhes. Sejam e > 0 en € N. Se
x €Nelr—n|<1/2, entdo x = n e, portanto, |g(x) — g(n)| = 0 < e. Concluimos que g
é continua em n e, como n € arbitrario, que g é continua!

Observe que tomamos 6 = 1/2 independente de € e de n. Mais que isto, nem a definicdo
de g foi necessaria na demonstracdo. Moral da histdria: fun¢des definidas em N sdo sempre
continuas.

Passemos imediatamente as proposicoes que nos poupam, em muitos casos, o trabalho
com €'s e d's. Todas elas tém demonstracdes analogas aquelas encontradas na Segdo 7.1.
Por esta razao omitiremos suas provas.

PROPOSICAO 7.8. Sejam f: ACR — R exy € A. A funcdo f é continua em x, se, e
somente se, lirf f(x,) = f(xo) para toda sequéncia (x,)nen C A convergente para xg.
n—-+0o0

A proposicao anterior, essencialmente, nos diz que fun¢bes continuas sao aquelas que
comutam com o simbolo de limite, ou seja, f é continua se, e somente se,

lim f(z,) = f( lim :c)

n—-+o0o n—-+o0o

desde que a sequéncia (x,)nen esteja contida no dominio de f e seja convergente para um
ponto deste conjunto.

1 sexeQ,
Exemplo 7.8. Seja f : R — R, dada por f(x) = Dado xy € R arbitrario,
0 sex ¢ Q.
tomando sequéncias (Tn)nen C Q € (Yn)nen C QL convergentes para x,, obtemos que
f(x,) — 1 e f(y,) — 0. Concluimos que f € descontinua em qualquer ponto.



110 CAPITULO 7. LIMITE E CONTINUIDADE

PROPOSICAOQ 7.9. (conjunto de fungdes continuas forma espaco vetorial e
algebra) Sejam f,g : A C R — R continuas e ¢ € R, entdo cf, f+g, f—g e fg
sdo continuas. Além disto, a funcdo f /g estd definida e é continua nos pontos de A onde g
ndo se anula.

PROPOSICAO 7.10. (compostas de fungdes continuas) Sejam f : AC R — R e
g: B CR — A tais que f(A) C B. Se f € continua em zy e g € continua em yy = f(xo),
entdo g o f é continua em xy. Segue que se f e g sdo continuas, entdo g o f € continua.

Demonstracdo. Seja (z,),eny C A convergente para xp. Como f é continua temos que

f(xn) = f(z0) = yo, € como g é continua em yo temos que g(f(z,)) = g(yo) = g(f(x0)).
Segue que g o f é continua em x. ]

PROPOSICAQO 7.11. (permanéncia de sinal) Seja f : A C R — R continua em x, € A.
Se f(xo) < k € R, entdo existe § > 0 tal que f(x) < k para todo x € A tal que |z —xo| < 0.
Temos uma conclusdo andloga se f(xy) > k.

Vamos ver o conceito de continuidade utilizando a ideia de oscilacdo de uma funcao.

DEFINICAO 7.12. Dado um conjunto limitado X definimos seu didmetro
diam(X) = sup{|z — y|, =,y € X}.

Note que este conceito estd bem definido em R", bastando trocar |z — y| por ||z — y]l.
De forma ainda mais geral, se tivermos uma distancia d(z,y) bem definida, podemos trocar

|z —y| por d(z,y).

DEFINICAO 7.13. Considere f uma fungao limitada. Definimos a oscilacao def: A — R
emx € A por
w(f;x) = inf{diam (f(Bs(x) N A)); § > 0}.

LEMA 7.14. (funcao continua e oscilagdo) Considere f : A — R. A fung¢do f € continua
em A se, e somente se, w(f;x) =0 para todo x € A.

Demonstracao. Ver exercicio 20, p.117. ]

Vamos apresentar o primeiro de trés Teoremas que fazem a conexdo entre topologia e
funcdes continuas. Essencialmente diz que a imagem inversa de aberto é um aberto se a
funcao é continua.

TEOREMA 7.15. (imagem inversa de aberto é aberto) Seja A C R aberto. Entdo
f: A— R é continua se, e somente se, para todo aberto B, f*I(B) é aberto.
Demonstracao. Nesta demonstracdo vamos utilizar a Definicdo 7.7 de continuidade.
Suponha f continua. Se f~!(B) = & ent3o é aberto. Caso contrério temos que provar
que f~1(B) é aberto. Considere 7y € f~1(B), que implica que f(zy) € B, com B aberto
por hipdtese. Logo existe ¢ > 0 tal que B.(f(zo)) C B. Pela continuidade da f em A,
existe & > 0 tal que f(Bs(wo) N A) C B.(f(x)) C B. lIsto implica, aplicando f~! dos dois
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lados, que ¢ € Bs(rg) N A C f~1(B). Como A é aberto, Bs(zy) N A é aberto (intersecio
de abertos) que contém x,. Logo f~1(B) é aberto.

Suponha agora que f~1(B) é aberto para todo aberto B. Tome zy € A (se A for vazio
n3o had nada para ser provado) e yo = f(x¢). Isto implica que para todo € > 0, f~1(B.(yo))
é aberto. Logo existe § > 0 tal que Bs(xg) C f~*(B-(yo)). Aplicando f dos dois lados,
f(Bs(z0)) C Be(yo). Logo f(Bs(zo) NA) C f(Bs(zo)) C Be(yo), isto é, f é continua em
xo- |

Este resultado é utilizado em cursos de Topologia para definir fungdo continua utilizando
somente abertos, sem utilizar épsilons e deltas!

7.3 Funcoes continuas em conexos.

Conforme vimos na Definicdo 6.6, p.93, A C R é um conjunto conexo se A é um dos
intervalos da Definigdo 3.29, p.47. Vamos apresentar o segundo Teorema que faz a conexao
entre topologia e fun¢des continuas: funcdo continua leva conexo em conexo. Precisamos
antes de famoso resultado do Calculo.

TEOREMA 7.16. (do valor intermedidrio) Se f € C([a,b]) e f(a) < k < f(b), entdo
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k. A mesma conclusdo vale quando f(a) >k > f(b).

Demonstracdo. Seja S = {z € [a,b] ; f(x) < k}. E imediato que S é n3o vazio (a € S)
e limitado superiormente (b é cota superior de S). Sejam ¢ = sup S e (2,)nen C S tal que
x — c. Temos que f(z,) < k para todo n € N e como f é continua em ¢ temos
lim f(zn) = f(c).
n—-+00
Portanto, f(c) < k e, logo, ¢ < b.
Suponhamos que f(c) < k. Gragas a Proposicdo 7.11 existe § > 0 tal que se x € [a, b] e

|z —¢| <9, entdo f(z) < k. Como ¢ < b podemos tomar = € [a,b] com ¢ < z < ¢+ J para
obter que f(z) < k. Isto implica que x € S e z > ¢ =sup S, o que é absurdo. [ ]

TEOREMA 7.17. (imagem de conexo é conexo) Seja I C R um conexoe f: 1 — R
continua. Entdo f(I) € um conexo.

Demonstracao. Seja J = f(I). Para mostrar que J é um intervalo basta (ver exercicio 23,
p.51) mostrar que dados yi,y0 € J, com y; < yo, [y1,y2] C J. Para isto tome y €
(y1,y2) qualquer. Como J = f(I), existem x1,z5 € [ tais que f(z1) = y1 < yo = f(x2).
Como f(x1) # f(x2), obtemos que =1 # x5. Suponhamos, por simplicidade, que z; < 5.
Aplicando o Teorema 7.16 (do Valor Intermedidrio) a fungdo f no intervalo [z, z5] concluimos
que existe x € (x1,x3) tal que f(x) = y. Segue que y € J. u

O préximo Teorema ¢é leitura opcional.

* TEOREMA 7.18. Seja I um intervalo ndo degenerado e f : [ — R continua. Temos:
i. Se f € injetiva, entdo f é mondtona;
ii. Se f é injetiva, entdo a funcdo f~':.J — I é continua.
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Demonstracao. (i) Suponhamos, por absurdo, que f n3o seja mondtona. Ent3o existem
r1 <z < xg € [ tais que f(xy) < f(x2) > f(xs) ou f(x1) > f(z2) < f(x3). Consideremos
o primeiro caso (o segundo é andlogo). Seja k € (f(z1), f(x2)) N (f(x3), f(x2)). Pelo
Teorema 7.16 (do Valor Intermedidrio) existem s € (z1,x2) e t € (x9,x3) tais que f(s) =
f(t) = k, contrariando a injetividade de f.

(ii) J& sabemos que f é mondtona. Para fixar as ideias, suponhamos que f é crescente.

Sejay € J e (Yn)nenw C J tal que 3, — y. Vamos mostrar que [~ (y,) — f~(y).
Dado & > 0, se r,t € I sdo tais que f'(y) —e < s < fl(y) <t < fHy) + ¢, entdo
f(s) <y < f(t). Como y, — y, existe ng € N tal que f(s) <y, < f(t) se n > ng. Neste
caso, f7Hy) —e < s < fMyn) <t < fl(y)+e. Portanto |f(y,) — [ (y)| < ese
n > ng. [ ]

7.4 Funcoes continuas em compactos.

Vamos apresentar o terceiro Teorema que faz a conexdo entre topologia e fun¢des continuas:
funcdo continua leva compacto (compactos em R s3o limitados e fechados, conforme Teo-
rema 6.14, p.96) em compacto. E um exemplo de como a compacidade pode ser bem
explorada. A sua demonstracao é bastante simples, porém, as ideias nela presentes sdo usuais
(e poderosas) no Calculo de Variagdes e em Equagdes Diferenciais Parciais.

TEOREMA 7.19. (imagem de compacto é compacto) Seja K C R um compacto e
f: K — R continua. Entdo f(K) é um compacto.

Demonstracao. Seja y, € f(K) qualquer. Queremos provar que existe subsequéncia con-
vergente para algum elemento de f(K).

Por definicdo, y, € f(K) implica que existe z, € K com y, = f(z,). Como K ¢é
compacto, existe subsequéncia, z,,, — zo € K. Definindo vy, = f(z,,), pela continuidade
da f, yn, = f(@0) € f(K). u

Vamos apresentar um coroldrio muito utilizado (em Célculo por exemplo) mas precisamos
antes algumas definicoes.

DEFINICAO 7.20. Sejam f: ACR - R e B C A. Se f(xo) > f(x) para todo z € B,
entdo dizemos que xy € um ponto de maximo de f em B. Neste caso, f(x() € o valor
maximo de f em B. Se f(x¢) < f(x) para todo x € B, entdo z € dito ponto de minimo
de f em B e f(zo) € o valor minimo de f em B. Se x € ponto de maximo ou de minimo
em B, entdo xo € chamado de extremo em B. Em particular, quando B = A trata-se de
maximo global ou minimo global ou extremo global de f.

COROLARIO 7.21. (Weierstrass) Se f : [a,b] — R € continua, entdo f tem pontos de
maximo e de minimo em [a, b].

Demonstracao. O conjunto [a, b] é conexo e compacto. Como f é continua, pelos Teore-
mas 7.17 e 7.19, f([a,b]) é conexo e compacto, ou seja, é um intervalo fechado e limitado.
Logo (veja as op¢des para intervalos na Definicdo 3.29, p.47) f([a,b]) = [¢, d]. Logo o minimo
de f é c e 0o maximo é d. [ ]
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DEFINICAO 7.22. Seja f : A C R — R. Dizemos que f é uniformemente continua se

Ve >0, 36>0 talque x,y€ A, |[xt—y|<d implicaque |f(z)— f(y)]<e.

Observe bem a diferenca entre as definicdes de continuidade (veja (7.4)) e continuidade
uniforme. Apenas trocamos a expressdo “y € A" de lugar. Isto é realmente uma grande
diferenca. A definicdo de continuidade diz que, dadoe > 0 ey € A, existe 6 > 0, dependente
de c edey tal quese z € Ae |z —y| < 0 entdo |f(z) — f(y)] < e. A definicdo de
continuidade uniforme nos diz mais que isto: é possivel encontrar 4, independente de y.
Vejamos um exemplo de funcao continua que nao é uniformemente continua.

Exemplo 7.9. J3 vimos que f : R — R, dada por f(x) = 2? para todo x € R, € continua.
Mostremos que ela ndo é uniformemente continua. Tome x =n ey = n — d. Entdo, como
|f(z) — f(y)| = 2nd + 62, por menor que seja &, podemos fazer o lado direito ser tdo grande
quanto quisermos tomando n grande. Isto mostra que f ndo é uniformemente continua.

TEOREMA 7.23. (funcdo continua em compacto é uniformemente continua) Seja
K C R um compacto e f: K — R continua. Entdo f é uniformemente continua em K.

Demonstracao. Vamos apresentar duas provas.

‘Prova 1: direta por coberturas‘ Dado € > 0, para cada z € K, como f é continua, existe
d; > 0tal que [z —y| < &, y € K, implica que | f(z) — f(y)| < £/2. Tome cobertura aberta
Bs, ;2(x) de K. Como K é compacto, existe subcobertura finita Bs, 2(z;) parai=1,...,n.
Defina § = min{d,,/2; i = 1,...,n}. Dado z € K, x € Bs, 2(x;), para algum i e, pela
continuidade,

[f(x) = flai)] < e/2. (%)

Dadoy € K com |z—y| < 6, |[y—z;| < |y—zx|+|x—x;] < 6+0,,/2 < 0y, /2+04,/2 = da,.
Logo y € Bs,, (x;) e, pela continuidade,

[f(y) = fla)] <e/2. (%)

Juntado (%) e (x*) e utilizando desigualdade triangular concluimos que |f(x) — f(y)| < e.

‘Prova 2: por absurdo com sequéncias ‘ Suponhamos, por absurdo, que f ndo é uniforme-
mente continua. Entao, existe ¢ > 0 tal que

Vo >0, Jr,ye K taisque |[x—y|<d e |f(z)— fly)|>e.

Tomando, para cada n € N, § = 1/n construimos duas sequéncias (z,)neny C K €
(Yn)nen C K tais que |z, —y,| < 1/ne|f(z,)—f(yn)| > € para todon € N. Podemos extrair
uma subsequéncia de (x,),en (ainda denotada (z,)nen) convergente para x € K. Como

lilf (x, — yn) = 0, obtemos que (¥, )nen também converge para x. Como f é continua,
n—-+00

temos lim f(x,) = nl_l)I_’I_loof(yn) = f(z). Concluimos que nl_l)I}_loo(f(ZCn) — f(yn)) = 0,

n—-+o0o

contrariando |f(z,) — f(yn)| > € para todo n € N. u
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DEFINICAO 7.24. Uma funcdo f: ACR — R é dita Lipschitz' continua se existe
K >0 tal que |f(z) — f(y)| < K|z — y| para todo z,y € A.

A classe das func¢des Lipschitz continuas é basicamente uma generalizacdo da classe das
fungbes com derivada limitada (ver exercicio 6, p.136). A classe das fungGes Lipschitz
continuas é importante em aplicacées de andlise como por exemplo equacdes diferenciais.
E generalizada pela classe de fun¢des Holder continua pelo exercicio 49, p.120.

LEMA 7.25. (Lipschitz e uniformemente continua) Se f é Lipschitz continua em A,
entdo f € uniformemente continua em A.

Demonstracao. Veja exercicio 44, p.120. [ ]

7.5 «x Pontos fixos para funcoes continuas.

Facamos a seguinte definicao para, em seguida, explicar sua importancia.

DEFINICAO 7.26. Seja f : A C R — R. Dizemos que z é ponto fixo de f se f(z) = x.

O leitor ja deve ter percebido que em Matematica é importante resolver equagdes, ou pelo
menos, mostrar a existéncia de solucdes. Por exemplo, o exercicio 40, p.76 tratava de mostrar
que a equagdo (em )

™ =a (7.5)

tem Unica solucdo positiva se m € N e a > 0. De fato, o que se demonstra é que a funcao
F :[0,4+00) — [0, +00) dada por

F(z)=x—

mxm—l

tem ponto fixo e que este é a solugdo procurada para a equagdo (7.5). Como neste exem-
plo, frequentemente é conveniente transformar um problema de resolver uma equacdo num
problema de encontrar um ponto fixo para alguma funcdo. Por esta razdo, teoremas sobre
existéncia ou unicidade de pontos fixos podem ser interessantes.

O préximo teorema é uma consequéncia simples do Teorema do Valor Intermedidrio. Ele
se generaliza para dimensGes maiores e, de fato, sdo estas generalizagdes que tém importancia.
Mas ndo custa nada demonstra-lo aqui.

TEOREMA 7.27. (do ponto fixo de Brouwer?) Se f : [0,1] — [0, 1] é continua, entdo
f tem ponto fixo.

'Rudolf Otto Sigismund Lipschitz: x 14/05/1832, Kaliningrado, Rissia - 1 07/10/1903, Bonn, Alemanha.
2Luitzen Egbertus Jan Brouwer: x 27/02/1881, Rotterdam, Holanda - ¥ 02/12/1966, Blaricum, Holanda.
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Demonstragdo. Seja g : [0,1] — [0, 1] dada por g(z) = f(x) — x para todo z € [0, 1].
Observamos que z é ponto fixo de f se, e somente se, = é raiz de g. Vamos entdo mostrar
que g tem raiz.

Ora, g(0) = f(0)—0>0eg(l) = f(1) =1 <0. Se g(0) = 0 ou g(1) = 0, entdo n3o
ha nada mais a ser demonstrado. Suponhamos agora que g(0) > 0 e g(1) < 0. Neste caso,
como ¢ é continua, o Teorema do Valor Intermedidrio garante a existéncia de uma raiz de g
no intervalo (0, 1). |

Vejamos outro teorema de ponto fixo que é Gtil mesmo nesta sua versao mais simples.

Como preliminar, definimos contracdo.

DEFINICAO 7.28. Seja f : A ¢ R — R. Dizemos que f é uma contracdo se existe
a € (0,1) tal que
If(x) = fy)| < alz—y| Va,y € A

E facil ver que se f é uma contragdo, ent3o f é uniformemente continua (veja Lema 7.25).

TEOREMA 7.29. (Do Ponto Fixo de Banach!) Sejam f : A C R — R contracio e
X C A fechado, ndo vazio e tal que f(X) C X. Entdo existe um dnico a € X que € ponto
fixo de f. Mais precisamente, dado xy € X a sequéncia (x,,),en definida recursivamente por

T = f(n_1) Vn € N. (7.6)

converge para a.

Demonstragdo. Vamos mostrar que a sequéncia (z,),en € de Cauchy. Seja e > 0.
Por definicdo de contragdo, existe a € (0,1) tal que

If(x) = fy)| < alz—y|  Va,yc A
Como a € (0,1), existe N € N tal que

_ n
N> N — mimlet
1—«

Por indu¢do, mostra-se facilmente que |z,.1 — x,| < a”|x; — x| para todo n € N.
Usando este fato, obtemos que se m > n > N, entdo

m—1 m—1
)| < Z |[Tiv1 — x| < Z a'|zy — 2o
i i=n

|9Um - $n| = (sz‘+1 — X

Concluimos que a sequéncia (xn)neN é de Cauchy e, portanto, convergente para algum
a € R. Como X é fechado obtemos que a € X. Tomando o limite quando n — 400 em
(7.6), da continuidade de f segue que a = f(a), ou seja, que a é ponto fixo de f.

1Stefan Banach: % 30/03/1892, Krakéw, Polénia - f 31/08/1945, Lvov, Ucrania.
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Mostremos agora a unicidade. Suponhamos por absurdo, que existe b € X ponto fixo de
f diferente de a. Temos

b—al =[f(b) = fla)] < alb—a| <|b—al.

Absurdo. u

Observacao 7.1 O Teorema 7.29 do Ponto fixo de Banach também é conhecido como
Método das Aproximacdes Sucessivas de Picard'ou Lema da Contracao.

7.6 Exercicios.

7.6.1 Limite de funcoes

- N
1. Prove (por contradigdo) que lim — n3o existe.
z—0x

— 2. Para f: A — R, dé as defini¢cGes rigorosas de liIJIrl f(z)=ke lim f(x)=+o0.
T—>r+00 T—r—00

— 3. (Teorema do Sanduiche) Sejam f,g,h : A — R. Prove que se f(z) < g(z) < h(x)
para todo z € A e lim f(x) = lim h(x) =k, entdo lim g(x) = k.
T—T0 T—xT0 T—xTQ

— 4. Nos exercicios abaixo, |z]| denota a parte inteira de * € R (veja a Definicdo 4.6).
Determine:

(a) lim z|1/x|; (b) ili%xtl/xj

r—r-+00

7.6.2 Funcoes continuas

— 5. Seja [ continua definida em [a,b]. Prove que existe h continua com dominio igual a R
que seja uma extensdo de f (caso particular do (Teorema de extensdo de Tietze). Dé
um exemplo que prove que isto é falso se substituirmos [a, b] por (a,b).

— 6. Sejam f,g,h : R — R continua. Prove que Z = {z € R ; f(z) = 0} (zeros de f) é
fechado. Conclua que C'={z € R; f(z) = g(z)} é fechado.

— 7. Sejam 7~ os transcendentes negativos e A" os algébricos positivos.
Defina f: T~ UAT — [0, +00) por f(z) = z*.
(a) Prove que f é uma bijecdo continua cuja a inversa é descontinua em todos os pontos
menos no zero ([L] p.195 no.21).
(b) Determine a oscilagdo w(f~*; 72).
(c) Determine a oscilagdo w(f~!; o) para cada y, € [0, +00).
— 8. Seja f :[0,1)U[2,3] — [0,2] dada por f(z) = x se x € [0,1) ou f(z) =2 — 1 se
x € [2,3]. Prove que f é uma bijec3o continua com inversa dada por f~!(y) =y sey € [0,1)
ou f7Hy) =y+1seye[l,2]. Conclua que f~! é descontinua em 1.

1Charles Emile Picard: * 24/07/1856, Paris, Franca - 1 11/12/1941, Paris, Franca.
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— 9. Prove que se f: A — R é continua, ent3o |f| é continua. A reciproca é verdadeira? Ou
seja, podemos afirmar que se |f| é continua, entdo f é continua?

* 10. (extra) Sejam f: R — R e A C R. Considere a seguinte definicdo: f é continua em A
se f é continua em todos os elementos de A.
(a) Prove que se f é continua em A, entdo f|4 é continua.
(b) Encontre um exemplo onde f|4 é continua mas f é n3o é continua em A.
Dica: A=Q, f = Iy.

— 11. Prove que se f e g sdo continuas ent3o:
(a) h = max(f, g) é continua; (b) I = max(fi,..., f,) é continua.
Dica: max(a,b) = (a+ b+ |a — b])/2.

— 12. (colando fungdes continuas) Suponha que f é continua em [a, b] e g é continua em [b, (|
com f(b) = g(b). Defina h em [a,c| por h(x) = f(x) para z € [a,b] e h(x) = g(x) para
x € (b, c]. Prove que h é continua em [a, c] ([Sp] p.98 no.14).

—> 13. Seja A um conjunto discreto (i.e., todos seus pontos s3o isolados). Prove que F(A;R) =
C(A;R), i.e., que toda fungdo de A em R é continua.

14. Seja f : R — R continua e A um conjunto aberto. D& um exemplo onde f(A) ndo é um
conjunto aberto. Conclua que fungao continua nao leva, necessariamente, aberto em aberto.

15. Encontre uma fungdo f que seja descontinua nos seguintes pontos, mas continua em
todos os outros ([Sp] p.98 no.6):
(@)1, 5,3, 5, (b) 0,1,5, 5,5, -
= 16. Prove que f : A — R é continua sse Ve > 0,3 > 0 tal que f(Bs(xo)NA) C B.(f(xg)).

— 17. Determine w(f;x) (oscilagdo de f) e os pontos de descontinuidade, de:
(a) f(z) = x/|z| para z # 0 e f(0) = 0; (b) f = I

(c) f(z) = xlg(); (d) f(z) = sen(1/x) para x # 0 e f(0) = 0;
(e) f(z) =sen(x)/|sen(x)| para sen(x) # 0, f(x) = 0 caso contrério;

(f) f : R — R definida por f(z) = 0se x € R—Q, f(p/q) = 1/q se p/q é fragdo
irredutivel com ¢ > 0 e f(0) = 0;

Dica: esboce o grafico para ¢ = 2,3, ...

(g) f(z) igual ao primeiro algarismo da expansdo decimal de x ([Sp] p.70 no.17);

(h) f(x) = 0 se 1 ndo aparece na expansdo decimal de z e f(x) = n se 1 aparece na
n-ésima posi¢ao([Sp| p.70 no.17).

18. Esboce o grafico e determine os pontos de descontinuidade de ([Sp] p.70 no.17):

(a) f(z) igual ao segundo algarismo da expansdo decimal de x;

(b) f(z) igual ao nimero de 7's da expansdo decimal de z se este niimero é finito e zero
caso contrdrio.

19. Prove que:
(a) se X C Y entdo diam(X) < diam(Y); (b) diam(X) = sup(X) — inf(X);

(c) diam(X) = diam(X); (d) diam(]X|) < diam(X) onde | X| = {|z|;z € X}.
(e) Determine diam(QF N [0,1]) e diam(B.(x)).

— 20. Prove que:
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(a) se f é continua em A entdo Ve > 0 30 > 0 tal que diam (f(Bs(xo) N A)) < ¢;
(b) w(f;x) =0 para todo = € A se, e somente se, f é continua em A;

(c) pode-se trocar inf por 6lim+ na definicdo de oscilagdo.
—0

21. (Teorema da mudanca de variaveis no limite)
(a) Prove que lin% fla+z) = }lLim f(h);
T—r —a

(b) Generalize (a): Seja g uma fungdo continua em a. Ent3o lim f(g(x)) = hliH(l)f(h)
r—a —gla

caso os limites existam.

* 22. (extra) Suponha que a é ponto interior de A. Suponha que os limites laterais em «a
existem para uma fun¢do f. Prove que w(f;a) é a maior diferenca entre os nimeros: f(a),
lim f(z), lim f(z). Prove que de forma geral (sem assumir existéncia de limites) é a maior
Tr—a T—a~

diferencga entre os nimeros: f(a), limsup f(z), liminf f(x).
T—a z—ra

t 23. (dificil) Seja D,,, = {z € [a,b]; w(f;x) > 1/m}. Prove que:

(a) D,, é fechado (e limitado, e portanto, compacto);

(b) o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fun¢do é a unido enumeravel de
fechados;

(c) uma fungdo real ndo pode ser descontinua somente nos irracionais (mas pode ser
descontinua somente nos racionais: vide exercicio 17(f), p.117).

t 24. (dificil) Dizemos que f tem uma descontinuidade removivel em a se o limite lim f(x)
r—a

existe mas é diferente de f(a). Neste caso basta redefinir a f em a para que ela seja continua
neste ponto. O objetivo deste exercicio é investigar se existe uma fun¢do que é descontinua
em todos os pontos mas que possui somente descontinuidades removiveis ([Sp] p.99 no.16(e)
e p.387 no.24). Seja f definida em [0, 1] tal que o limite liin f(z) existe para todo a € [0, 1].
Prove que: o

(a) Dado € > 0 existe um niimero finito de pontos a € [0, 1] com |i1§éf(x) — fla)| > e.

Dica: Veja exercicio 39, p.119. Se fosse infinito, existiria um ponto limite k& € [0, 1] tal
que lim f(x) n3o existiria.

z—k

(b) o conjunto dos pontos onde f é descontinua é enumeravel.

— 25. Prove que se f e g sdo fungBes continuas tais que f(x) = g(z) para todo = € Q entdo
f = g. Conclua que basta conhecer uma fungdo continua nos racionais para determinar seu
valor em todos os pontos.

£ 26. (dificil) Use o exercicio anterior para provar que a cardinalidade do conjunto das fun¢des
continuas f : R — R é igual a cardinalidade de R (e portanto estritamente menor que a
cardinalidade do conjunto das fung¢des).

* 27. (extra) Seja f : R — R continua. Se, para todo A C R, f(A) for aberto entdo f é
injetiva e portanto mondtona ([L] p.196 no.25).

28. Seja f : R — R tal que f(z +y) = f(z) + f(y) para todo z,y € R. Prove que [ é
continua em zero se, e somente se, f é continua em R ([Sp] p.98 no.7).
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x 29. (extra) Seja f : R — R continua tal que f(z +y) = f(x) + f(y) para todo x,y € R.
Prove que existe a € R tal que f(x) = az ([Fil] p. 73 no.1).
Dica: Quanto vale f(0) e f(1)? Prove para x € Q e utilize a densidade de Q em R.

t 30. (dificil) Prove que se f é continua e f(z +y) = f(x)f(y) para todo z,y € R, entdo
f=0ou f(z) =a” (com a > 0) para todo z € R ([Sp] p.300 no.27).
Dica: Quanto vale f(0) e f(1)? Prove para x € Q e utilize a densidade de Q em R.

¢ 31. (dificil) Seja f : R — R tal que f(z+y) = f(z)+ f(y) paratodo z,y € Re f(xz) >0
para todo = > 0. Prove que existe a € R tal que f(x) = ax ([Fil] p.73 no.2).

* 32. (extra) (versdo abstrata do exercicio 17(f), p.117) Seja A,, C [0, 1] conjunto finito para
cadan € Ncom A, N A, = @ paran # m. Defina f(zr) =1/n parax € A, e f(x) =0
caso contrdrio. Prove que lim f(z) = 0 para todo a € [0, 1]. ([Sp] p.91 no.22)

r—a

— 33. Uma fungdo ¢ : [a,b] — R € linear por partes se existe subdivisdo finita do intervalo
[a, b] tal que o é linear em cada subdivisdo. Prove que se g : [a,b] — R é continua ent3o
dado ¢ > 0 existe ¢ linear por partes tal que |g(x) — ¢(x)| < € para todo = € [a,b] ([L]
p.197 no.44). Dizemos que as funges lineares por partes sdo densas no conjunto das fun¢des
continuas.

34. Dada f: X — R, suponha que para cada € > 0 se possa obter g : X — R continua tal
que | f(z) — g(x)| < € para todo = € X. Prove que f é continua ([L] p.197 no.46).

t 35. (dificil) Prove que ndo existe fun¢do continua em R que assuma cada valor ([Sp] p.110
no.20):

(a) exatamente duas vezes; (b) zero ou duas vezes; (c) n vezes, com n é par.
(d) Encontre uma fun¢do continua que assuma cada valor exatamente trés vezes. De
forma geral, encontre uma que assuma exatamente n vezes, com n impar;

7.6.3 Funcoes continuas em conexos

= 36. Seja p(z) = 2" + a, 12" ' + -+ + a1 + ag, com n par. Prove que:
(a) existe xo € R que é ponto de minimo global de p.
(b) se p(zg) < 0, entdo p tem pelo menos duas raizes.
Dica: ag é maior ou igual ao minimo global. (ver [Sp] p.105).
Se M = max(1,2n|a,_1],...,2nlaol), |x| > M implica que 2" /2 < p(z).

— 37. Seja p(x) = 2" + a,_ 12" + - - + a;x + ag, com n impar. Prove que:
(a) lirf p(z) = +o0;  (b) lim p(z) = —oo;  (c) existe 2 € R tal que p(zg) = 0.
T—r+00 T—r—00

—> 38. Seja f : R — Q continua. Prove que f é constante.

— 39. Seja f:]0,1] — R crescente. Prove que ([Sp] p.119 no.8 e p.370 no.7 e 8):
(a) os limites laterais existem em todos os pontos;
(b) se f satisfaz a conclusdo do Teorema do valor intermediario (TVI) entdo f é continua;
Obs: Note que f(x) = sen(1/xz)l,+o(z) satisfaz a conclusdo do TVI mas ndo é continua.
(c) A. ={a €[0,1]; xlgf}r f(z) — mlg?— f(z) > e}, para € > 0, é finito;
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(d) o conjunto dos pontos de descontinuidade de f é enumeravel (ou finito);

(e) se f é mondtona entdo (a), (b) e (d) sdo verdadeiros.

Dica: Veja exercicio 24, p.118. (c) #A. < (f(1) — f(0))/e; (d) Este conjunto pode ser
escrito como U Ay

neN

# 40. (dificil) Prove que se f satisfaz a conclusdo do TVI, e assume cada valor uma dnica vez,
entdo f é continua. Generalize para o caso em que f assume cada valor um ndmero finito de
vezes ([Sp] p.109 no.13). Dica: Por contradi¢do: suponha f descontinua.

* 41. (extra) O objetivo deste exercicio é mais ambicioso do que o do Exercicio 40 do Capitulo
4. Sejamm € Ne f:]0,+00) — [0,400) dada por f(x) = 2™ para todo x > 0. Prove que
(a) f é continua e injetiva; (b) xEIJPoof(x) = +00;
(c) existe e é continua a funcdo f~!: [0, +00) — [0,+00). A funcdo f~! é chamada de
raiz m-ésima e é denotada por fl(y) = v/y para todo y € [0,+00) (ou, simplesmente,
VY quando m = 2).

7.6.4 Funcoes continuas em compactos

= 42. Seja p uma funcdo polinomial qualquer.
Prove que existe zy € R tal que |p(xo)| < [p(z)| para todo = € R ([Sp] p.109 no.16).
Dé exemplo de uma fun¢do p (ndo-polinomial) que n3o satisfacdo esta propriedade.

—> 43. Suponha que f é continua com f(x) > 0 para todo z e liIJP f(x)=0= lim f(x).
T—r+00 T—r—00
Prove que existe 7 € R tal que f(z) > f(x) para todo x € R ([Sp] p.109 no.17).

— 44. Prove que:
(a) se f é Lipschitz continua, entdo f é uniformemente continua.
(b) f(z) = +/x ndo é Lipschitz continua mas é uniformemente continua em [0, 1].

45. Prove que f(x) = 2™ é Lipschitz continua num intervalo limitado mas ndo é uniforme-
mente continua em R ([L] p.197 no.37).

—> 46. Seja f : R — R continua e suponha que lim f(z) e hT f(x) existem e sdo finitos.
T—r—00 T—>+00

Prove que
(a) f é limitada; (b) f é uniformemente continua.

47. Prove o Teorema 7.23, p.113 por absurdo pelo principio dos intervalos encaixantes. Dica:
Construa intervalos I,, encaixantes onde f nao é uniformemente continua.

* 48. (extra) Prove que se f(X) é limitado para toda f continua entdo X é compacto ([L]
p.196 no.27).

x 49. (extra) Dizemos que f : X — R é a-Hélder' continua se existem o, M > 0 tais
que |f(x) — f(y)| < M|z — y|* para todo z,y € X. Isto generaliza o conceito de Lipschitz
continua (o = 1). Veja no exercicio 30, p.139 porque supomos que o < 1. Prove que:

(a) se f é a-Holder continua entdo f é uniformemente continua;
(b) f(x) = \/]z| é 1-Holder continua mas ndo é Lipschitz continua (perto do zero).

10tto Ludwig Holder: x 22/12/1859, Stuttgart, Alemanha —  29/08/1937, Leipzig, Alemanha.




Capitulo 8

Derivada

8.1 Derivada e propriedades.

O autor gostaria muito de ver a discussdo que segue nos livros de Célculo I. Como ndo a
encontrou, ele a fard aquil.

Partimos da seguinte observacio. As fungdes afins (fungcdes ¢ : R — R da forma
g(x) = ax+0b, sendo a e b constantes, i.e., fungBes cujos graficos sdo retas) sdo mais simples
de serem manipuladas do que outras fun¢des (cujos gréficos sdo curvas). Por isto, pode ser
atil saber se é possivel (e em caso afirmativo, de que modo) aproximar uma fun¢do qualquer
por outra que seja afim. Intuitivamente, dada a funcdo f, queremos encontrar uma funcao
afim g que mais se pareca com f. Vejamos um exemplo que foge um pouco do contexto mas
que é suficientemente familiar para auxiliar nossa intuicao.

Consideremos a Terra. Durante muitos milhares de anos, pensou-se que a superficie
terrestre era plana. A razdo é que o planeta era visto de muito perto. Sé quando nos
afastamos dele, vemos que na realidade a sua superficie é mais parecida com uma esfera do
que com um plano. Diz-se que que Aristételes? reparou isto vendo a sombra da Terra sobre a
Lua durante um eclipse. De certa forma, Aristételes precisou recorrer a imagem da Terra vista
da Lua para poder perceber que a Terra ndo era plana. Ora, se a Terra parece (ou parecia)
plana significa que existe um plano que se parece muito com a Terra, certo? Na verdade,
sabemos que n3ao é um plano, mas sim varios planos. Para um habitante de Tdéquio, o plano
que mais parece com a Terra ndo é o mesmo que para nés. Isto nos indica que esta nocao de
aproximacao é local, isto é, dependendo do ponto onde nos colocamos percebemos de modo
diferente o objeto simples (reta, plano, etc) que mais parece com o objeto original (curva,
esfera, etc).

Voltando ao caso de uma fungdo real. Dada a funcao f definida numa vizinhanga de z,
queremos determinar a fung¢do afim g, dada por g(z) = ax + b, que mais se pareca com f
na vizinhanga de z (lembre-se que esta semelhanga é local, i.e., perto de x(). Determinar g
significa determinar as constantes a e b. Serd mais conveniente, modificando a constante b,

1 Agradeco ao colega Prof. Victor Giraldo pelas proveitosas discussdes sobre o assunto e indico ao leitor
interessado a referéncia [Gi.
Victor Giraldo: = 05/01/1969, Rio de Janeiro, Brasil.

2Aristételes: * 384 A.C., Stagirus, Grécia - T 322 A.C., Chalcis, Grécia.
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escrever a fung¢do g na forma g(z) = a(z — xo) + b (convenga-se que toda fungdo afim pode
ser escrita desta forma).

Como proceder? A resposta depende, é claro, do que se entende por “aproximar uma
funcdo”. Devemos precisar o que significa g ser a funcdo afim que mais se parece com f na
vizinhan¢a de um ponto. E natural exigir que a funcao g satisfaca as seguintes condicoes:

i. g(z0) = f(x0); i. lim (f(x) - g(x)) = 0.

E facil ver que a condic3o (i) é equivalente a b = f(z0). A condicio (ii) significa que o
erro r(x) = f(x) — g(x) cometido ao aproximar f por g no ponto x fica tdo pequeno quanto
quisermos bastando para isto tomar x suficientemente préximo de x. Substituindo g por sua
expressdo em (ii) obtemos

xli_)l;lo [f(2) = (a(z—z0) + f(20))] =0 <= xh_g&lo f(z) = xli_gclo (f(xo) +a(z—wzg)) = f(xo)-
Ou seja, (ii) é equivalente a continuidade de f em xy. Veja que este resultado (in)felizmente
ndo implica nada sobre a constante a. Serd que existe algum valor para a que dé a melhor
aproximacgao?

Consideremos um exemplo que serd esclarecedor. Veja a figura 8.1(a). Ela mostra duas
aproximacdes afins para a fungdo f(x) = z* em trés vizinhancas de ry = 1, cada vez menores.

4 : 2.5 : 1.3
T2
z z K z
3 A . ..... f 1 20 d ..... f BA 12 A ..... f X T2
. . 7"1 .
1
: 92 : g2 : 92
9 ... /A . 1.5 4 -ovoene- e . 1.1 - onnn. e A
: g1 : g1 : g1
14 /oo 1.0 4 /oo A 10+, /ST
- h b b
0 i 0.5 i 0.9 i
0 1 2 0.5 1.0 1.5 0.9 1.0 1.1
(@) h=1 (b) h=0,5 (c) h=0,1
Figura 8.1: Aproximacdes afins para f(z) = z* no intervalo [1 — h, 1 + A.

Observe que o grafico da fungdo f é mais parecido com o grafico de go(z) = 2(x — 1)+ 1,
do que com o de g;(z) = (x — 1) + 1. Fazendo um zoom (tomando valores menores de h),
percebemos que quanto mais perto do ponto (1,1) olharmos, maior serd a semelhanca entre
os gréficos de f e go. Podemos ter uma ideia dos valores dos erros ry(x) = f(z) — go(z) €
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r1(z) = f(x) — g1(z) olhando para o extremo direito de cada um dos intervalos, i.e., tomando
x = 1+ h. Percebemos que r1(1 4 h) se aproxima de zero, mas comparado com h n3o é tdo
pequeno. De fato, 71(1+h)/h tende a 1 quando h — 0. Por outro lado, ro(1+ h) é pequeno
mesmo quando comparado com h ja que 7o(1 + h)/h tende a zero quando h — 0. E esta
propriedade que formaliza o fato de g, ser a melhor aproximagdo afim de f numa vizinhanca
de 1. E ela também que nos indica qual deve ser o coeficiente angular da melhor aproximacao.
Fazemos a seguinte definicao.

DEFINICAO 8.1. Sejam f : A C R — R e xy um ponto de acumulacio de A. Dizemos
que [ € derivavel em zy € A se existe a € R tal que

o F@) = (f(@0) + a(z — 20))

T—T0 T — T

=0, (8.1)

ou, de forma equivalente (troque x — o por h),

L I@) = (f@) + ah)

h—0 h =

A discussao anterior mostra que se f é derivavel em x( entdo f é continua neste ponto.

O leitor que ja estudou Célculo |, pode estranhar esta definicdo, pois ela difere daquela
cldssica presente na maioria (sendo todos) os livros. A proposicdo seguinte resolve esta
confusdo mostrando que as duas definicGes sdo equivalentes. A escolha pela Definicdo 8.1
se deve ao fato que ela pode ser facilmente generalizada para fungcdes de mais varidveis
(inclusive infinitas!). O autor espera, com isto, suavizar as dificuldades que o leitor possa ter
com defini¢cdo de derivabilidade para fun¢des de duas ou mais variaveis. Reflita bastante sobre
a Definicdo 8.1 e a proposicdo seguinte.

PROPOSICAO 8.2. Uma funcio f : A — R é derivdvel em xo, ponto de acumulacio de
A, se, e somente se, o limite abaixo existe e € finito.

oo 1@) = flag)

T—x0 Tr — 1‘0

Neste caso, a constante a em (8.1) é dnica e igual ao limite acima.

Demonstracao. Observamos que

f@) = (f(zo) +alw —20)) _ f(x) = f(xo)

T — 2o T — 2o

f(x) = f(x0o)

Portanto, lim J(w) = (f(xo) +ale - xo)) =0«— lim ——————= =aq. [ |
T—x0 T — X T—T0 T — Ty
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DEFINICAO 8.3. Seja f : A — R. Se f é derivdvel em z, € A, entio a derivada de f
em x € denotada por f'(xy) e definida por

Se f € derivavel em todo ponto do seu dominio, entdo dizemos simplesmente que f € de-
rivavel. A funcdo f’, definida no conjunto dos pontos onde [ €é derivavel, que a cada x
associa f'(x) é chamada de derivada de f.

Se f é derivdvel em x(, entdo a reta de equagdo g(z) = f(zo) + f/(x0)(x — x0) € a reta
que melhor aproxima o grafico de f numa vizinhanga de . Tal reta é chamada de tangente
ao grafico de f no ponto x.

Exemplo 8.1. Seja f : R — R dada por f(x) = ax + b para todo x € R com a e b
constantes. Perguntamos se f € derivavel num ponto xy € R e, no caso afirmativo, quanto
vale f'(xo)? Determinar se f € derivdvel em xo corresponde a determinar se f pode ser
bem aproximada por uma fungdo afim numa vizinhanca de xy. Neste exemplo, f ja € afim e
portanto pode ser muito bem aproximada por ela mesma. Além disto, sendo a derivada igual
ao coeficiente do termo em x da aproximagdo, temos imediatamente que f'(xy) = a qualquer
que seja xy € R. Vamos verificar isto rigorosamente a partir da definicdo. Temos
ar +b—axqg—>b

lim M = lim = a.

T—rx0 T — ,Z'O T—x0 T — ,I‘O

Segue que f é derivdvel em todo ponto xy € R com f'(xg) = a. Em particular, se [ €
constante (a = 0), obtemos que f'(xq) = 0 para todo xy € R.

Exemplo 8.2. Vamos verificar que a funcdo dada por f(x) = 2™ para todo x € R (n € N)
é derivdvel em qualquer ponto xo € R com f'(x¢) = naf~'. Temos

lim —2 = lim (2" ' + 2" %20 + -+ xap 2 F 2l ) = naf
rT—x0 L — :CO T—T0

xn n

Outros exemplos podem ser vistos em qualquer livro de Célculo . Vamos admitir conheci-
das varias funcdes e suas derivadas. Em qualquer curso de Andlise o enfoque n3o deve estar
no calculo de derivadas mas sim no estudo rigoroso de suas principais propriedades.

As propriedades operatdrias das derivadas sdo, em sua maioria, consequéncias imediatas
das propriedades andlogas sobre limites.

PROPOSICAO 8.4. (propriedades da derivada) Sejam f,g: A C R — R derivéveis em
xg € A e sejac € R. Temos:

i. f+g éderivavel em xy e (f + g)'(xo) = f'(x0) + ¢'(x0);

ii. cf € derivavel em zq e (cf) (xo) = cf'(x0);

iii. f— g €derivavel em zq e (f — g)'(z0) = f'(x0) — ¢'(20);

iv. fg € derivavel em xo e (fg)'(xo) = f'(x0)g(o) +f( 0)g'(0);
v. se g(xg) # 0, entdo f/g € derivavel em x, e

/ I ) — f'(20)g(x0) — f(20)g' (20)
(9) - 9(o)? |
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Demonstragao. Deixamos como exercicio (i), (ii) e (iii). Da Proposi¢do 7.3, p.106 e das
identidades

(f9)(x) = (fg)(z0) _ [(x) = f(zo) ol(z0) + f(x)g(fc)—g(fco)

(f/g)(l“:z - ijo‘/g)(xo) _ g(x);(xo) (f(xgi - Q%) g(z0) — (o) _9(92 - iixo)> |
obtemos (iv) e (v). u

PROPOSICAO 8.5. (regra da cadeia) Sejam f : ACR - Reg: BCR — R com
f(A) C B (segue que g o f estd bem definida). Se f é derivdvel em xq € A e g € derivavel
em f(xo) € B, entdo go [ € derivavel em x e, além disto,

(go f) (wo) =g'(f(z0)) f (20)-

Demonstracao. Seja r : B — R dada por

9(y) — g(f(x0))

- gl(f(fco)) se y # f(xo),

r(y) = y — f(xo)
0 se y = [(zo)-
E imediato que hfI(n )r(y) =0=r(f(z0)). Sey € Bey# f(x), entdo

9(y) — 9(f(@0)) = ¢'(f(@0)) (v — f(z0)) + r(y) (v — f(x0)).

Como a equagdo acima é, trivialmente, verdadeira para y = f(zo) temos que ela é valida para
todo y € B. Fazendo y = f(z) com z € A, x # x(, na equagdo acima e dividindo-a por
T — Ty, obtemos

g(f(:b’)) - g(f(xO)) _ g/(f<x0)) f(:(:) - f(fco) 4 T’(f(:(:)) f(:(:) - f(fco).

T — Xo T — Xo Tr — Xy

Como f é continua em x( e  é continua em f(x(), da Proposi¢do 7.10, p.110 obtemos que

lim r(f(:v)) = 0. Concluimos a demonstracdo, fazendo = — xy na equacdo acima e usando
T—TQ

a Proposicao 7.3, p.106. ]

PROPOSICAO 8.6. (derivada da inversa) Sejam A, BC R e f : A — B invertivel. Se
f €é derivdvel em xq € A com f'(xg) # 0 e f~1 é continua em f(x), entdo f~1 & derivdvel

em f(xo) e, além disto, (ffl)/(f(xo)) = (f’(xo))f1

Demonstracdao. Tomando yo = f(x¢), pela defini¢do de fungdo inversa,

N (e S ) ) -
U (o) = () (o) = fim =2 — s T 1) — £ (wa)
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Como f~! é continua, podemos mudar varidvel no limite utilizando o exercicio 21, p.118 com
r = f~1(y) e obtemos que

lim ) -2 o r—x0 f(z) = flzo)
v=f@o) f(f7(y)) — f(xo)  2=wo f(x) — f(mo)  |zom0 @ — 0

Exemplo 8.3. No exercicio 41, p.120 vimos que a fun¢do f : [0, +00) — [0, +00) dada por
f(x) = 22 para todo x > 0 tem inversa continua. Como a derivada de f s6 se anula em 0,
a Proposicdo 8.6 implica que [~ é derivdvel em f(x) se x > 0, ou seja, f~1 é derivdvel em
(0, +00). Além disto, em y = f(x) > 0, a derivada de f~' é dada por

1 1 1

R (E TN

A hipétese de continuidade de f~! é essencial como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 8.4. Seja f : [0,1] U (2,3] — [0,2] definida por f(x) = = se x € [0,1] e
f(x) = x—1, sex € (2,3]. Temos que f é derivavel com f'(x) = 1 para todo = no
dominio de f. Vimos no exercicio 8, p.116 que f é uma bijecdo com inversa descontinua em
1. Portanto, f~! n3o é derivdvel em 1.

8.2 Extremos locais e o Teorema do Valor Médio.

Em paralelo ao conceito de extremo (maximo ou minimo) global (veja Defini¢cdo 7.20,
p.112) existe o conceito de extremo local.

DEFINICAO 8.7. Seja f : A C R — R. Dizemos que z, € A é um ponto de maximo
local de f se xy é ponto de maximo de f na intersecdo de A com uma vizinhanga de x.
Mutatis mutandis! define-se ponto de minimo local e ponto de extremo local.

E imediato que todo extremo global é extremo local.

Veremos a seguir como a derivada pode ser util na determinacdo de extremos locais
(e a posteriori de extremos globais). O resultado importante neste sentido é o Teorema
dos Extremos Locais. Além de ser um resultado de uso bastante pratico ele também tem
importancia tedrica. Por exemplo, usaremos o Teorema dos Extremos Locais para demonstrar
o Teorema do Valor Médio. Este ultimo é um dos teoremas mais fundamentais da Andlise
Real.

TEOREMA 8.8. (dos extremos locais ou Fermat) Seja f: ACR - R. Sexge A é
um extremo local de f tal que xo € A° e f € derivavel em xy, entdo f'(x¢) = 0.

!Express3o latina que significa “modificando onde tiver que ser modificado”
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Demonstragdo. Suponhamos que x5 é um ponto de maximo local de f (a demonstracdo
é andloga para ponto de minimo local). Como y é ponto de méximo local no interior de
A, existe § > 0 tal que se |x — x| < 0, entdo x € A e f(x) < f(zg). Portanto para
To < & < g+ 0 temos (f(x) — f(z0))/(x — o) < 0. Segue que

i 1@ = fwo)

x%mg T — Zo

<0.

Por outro lado, para zg — § < z < g temos (f(z) — f(z0))/(x — zo) > 0. Portanto

i £ = fwo)

Ty T — X

> 0.

Como dissemos anteriormente, o Teorema dos Extremos Locais € (til na determinac3o dos
extremos globais de uma funcdo f: A C R — R. De fato, temos as seguintes implica¢Ges:

xo € extremo global =— x( é extremo local
/
xg € A° e f é derivavel em xg

Observacao 8.1 Concluimos que se xy € extremo global, entdo x pertence a algum dos
trés conjuntos abaixo:

{x € A°; f é derivdvel em x e f'(x) =0}, A\ A° ou {x € A°, f ndo € derivavel em z}.

Exemplo 8.5. Seja f : [0,4] — R dada por f(x) = |x — 1|(5 — x) para todo x € [0,4].
Como [ € continua e A = [0,4] é compacto, [ tem extremos globais. Vamos determina-los.
E imediato que

(1—-2z)b—2x) se0 <z <1,

(x—1)(b—x) sel<az<A4.
Segue facilmente (verifique) que f € derivavel em todo ponto x € A\ {1}. Além disto,

20 —6 se0 < x <1,

() =

6—2x sel <x<4.
Assim, todo extremo global pertence a algum dos trés conjuntos abaixo:
{x € A°; f éderividvel em x e f'(x) = 0} = {3},
A\ A° =1{0,4},
{z € A°; f ndo é deriviavel em x} = {1}.

Uma simples verificacdo nos da f(0) =5, f(1) =0, f(3) =4 e f(4) = 3. Portanto, 0 € o
ponto de maximo global e 1 é o ponto de minimo global de f.
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TEOREMA 8.9. (de Rolle') Se f € C([a,b]) (com a < b) é derivdvel em (a,b) com
f(a) = f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracao. Se f for constante, entdo ndo hd mais nada a ser demonstrado. Suponhamos
que f n3o seja constante. Gracas ao Coroldrio 7.21, p.112 (Weierstrass), f tem extremos
globais em [a,b]. Como f n3o é constante, um destes extremos, denotado ¢, é tal que
f(e) # f(a) = f(b) e portanto ¢ € (a,b). Do Teorema 8.8 (Extremos Locais) segue que

f'(c) = 0. n

COROLARIO 8.10. (Teorema do Valor Médio) Se f € C([a,b]) (coma < b) é derivavel
em (a,b), entdo existe c € (a,b) tal que f(b) = f(a)+ f'(c)(b— a).
Demonstracdo. Considere a fun¢do g definida sobre [a, b] dada por
f(b) — fla
o(@) = f(@) ~ fla) - T
—a
Temos que g € C([a,b]) e g é derivavel em (a,b) com

g = (@) - 1O

Para terminar a demonstragdo, basta mostrar que existe ¢ € (a, b) tal que ¢’(¢) = 0. Como
g(a) = g(b) = 0, podemos aplicar o Teorema 8.9 (Rolle) para concluir a demonstragdo. =

(x — a).

Em particular temos o seguinte coroldrio.

COROLARIO 8.11. Sejam I C R um intervalo nio degenerado e f,g € C(I), derivdveis
em [°. Se, para todo x € I°:

i. f'(x) >0, entdo f € crescente em I;

ii. f'(x) >0, entdo f € estritamente crescente em I,

ii. f'(x) <0, entdo f é decrescente em I;

iv. f'(z) <0, entdo f € estritamente decrescente em I;

v. f'(x) =0, entdo f € constante em I;

vi. f'(x) =g¢'(x), entdo f — g é constante em 1.
Demonstracao. (i) Sejam a,b € I com a < b. Aplicando o Teorema do Valor Médio a
fli{a,p), obtemos que existe ¢ € (a,b) tal que

Segue que f(b) > f(a). Logo f é crescente. Deixamos os outros itens para os leitores. m

Observacao 8.2 A hipdtese da derivada ser positiva num intervalo é fundamental para
se concluir que a funcdo é crescente neste intervalo. A derivada ser positiva em um ponto
a ndo implica que ela é crescente numa vizinhanga de a (ver exercicio 2, p.135).

Terminamos a secdao com uma aparente generalizacdo do Teorema do Valor Médio, o
Teorema de Cauchy. Na realidade (prove!) sdo equivalentes os Teoremas de Rolle, do valor
médio e de Cauchy (ver exercicio 27, p.139).

IMichel Rolle: x 21/04/1652, Ambert, Franca - + 08/11/1719, Paris, Franca.
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» TEOREMA 8.12. (de Cauchy) Se f,g € C([a,b]) (com a < b) sdo derivdveis em (a, b)
e g’ ndo se anula em (a,b), entdo g(a) # g(b) e existe ¢ € (a,b) tal que

fb) = fla) _ f'(c)

g(0) —g(a)  g'(c)’
Demonstracao. Observamos inicialmente que g(a) # g(b), pois sendo, pelo Teorema de
Rolle, ¢’ se anularia em algum ponto de (a,b). Considere a funcdo h, definida sobre [a, b],
dada por

E facil ver que h satisfaz as hipSteses do Teorema de Rolle, logo existe ¢ € (a,b) tal que
R (c) =0, ou seja,

Dai segue imediatamente o resultado. ]

8.3 Férmulas de Taylor.

A ideia que motivou a definicao da derivada foi a de aproximar uma fun¢ao arbitraria por
uma funcdo afim, isto é, por uma fung¢ao polinomial de grau menor ou igual a 1. Veremos
nesta secdo, que podemos fazer aproximagdes melhores se tomarmos polindmios de graus
maiores que 1. Para isto serd necessdrio exigir mais de f.

DEFINICAO 8.13. Sejam I um intervalo e f : I — R derivdvel. Dizemos que f é duas
vezes derivavel em ©o € [ se [’ € derivdvel em xy. A segunda derivada de f em xy é
definida por (f") (xq) e denotada por f"(x).

Analogamente, definimos a terceira derivada, quarta derivada, etc. De modo geral, a n-ésima
derivada de f em 2 é denotada por f™(z,). Convencionamos ainda que f© = f.

DEFINICAO 8.14. Se f é n vezes derivdvel e f™ € C(I), entdo dizemos que f é de
classe C" em I, e escrevemos f € C"(I). Finalmente, se f € C™(I) para todo n € N,
entdo dizemos que [ € de classe C™ em [ e escrevemos f € C*(I).

DEFINICAO 8.15. Seja f uma funcdo n vezes derivivel em xy. Definimos o polinémio
de Taylor! de f de ordem n em torno de x por

f" (o)
2

f(”)(xo)

n!

f/l/(xo)
3!

pn(x) = f(z0)+f'(20) (T —120)+ (z—m0)*+ (z—x0)+- -+ (z—mx0)".

!Brook Taylor: « 18/08/1685, Edmonton, Inglaterra - 1 29/12/1731, Londres, Inglaterra.
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Tomando h = & — xg, o polinémio de Taylor de ordem n de f em torno de z, pode ser
escrito como

" " (n)
pn(l‘o+h) — f($0)+f/(l‘0)h+ f é!x())h2+ f ?E'xo)hii f (l‘o)hn

n!
Observe ainda que no ponto z( as derivadas até a ordem n de f e de p coincidem.

x TEOREMA 8.16. (férmula de Taylor com resto de Peano!) Seja f uma fungion—1
vezes derivavel no intervalo I (se n = 1 esta hipétese € eliminada), e n vezes derivdvel em
x9 € I. Se vy + h € I, entdo escrevendo

f(xo + k) = pp(zo + h) +1(h),
sendo p,, o polinémio de Taylor de grau n de f em torno de x,, temos que

lim )

h—0 hn? =0

Demonstracao. Observamos inicialmente que a relagdo f(xg+h) = p,(xo+h) —r(h) deve
ser vista como a definicdo de r(h), i.e., 7(h) = f(zo + h) — pp(xo + h).
Procedemos por indu¢do em n. Para n = 1 temos p;(zo + h) = f(xg) + f'(x¢)h. Segue

" r(h) _ (o) = f(ao) = fleh

h h
O resultado segue imediatamente da Definicdo 8.1 e da Proposicao 8.2.
Suponhamos n > 1. Observamos que f’ é n — 2 vezes derivdvel em [ e n — 1 vezes
derivavel em xy. Um cdlculo simples mostra que o polindmio de Taylor de grau n — 1 de f’
em torno de x, é dado por p/,. Dai e da hipdtese de indugdo, obtemos

o Fw 4 B) — g0 + 1)
h—0 hn—1

=0.

Seja € > 0. Da igualdade acima, concluimos que existe § > 0 tal que

xo +h) — pl,(zo + D)
hn—l

/
x0+hel,0<|h|<5:>’f( <e

Seja h € (0,9) tal que g +h € I (o caso h € (—09,0) é andlogo). As fungdes dadas
por 7(t) = f(xg +t) — pn(xo + 1) € g(t) = t" sdo derivaveis em [0, h] e se anulam em 0.
Além disto, ¢’ ndo se anula em (0,h). Pelo Teorema de Cauchy (Teorema 8.12), obtemos
que existe ¢ € (0, h) tal que

r(h)
hn

= fow <e.

- 7‘(0)'
g(h) = 9(0)

r’(t)' 1

[ (zo + 1) —p’(xo—l—t)‘ _€

1Giuseppe Peano: x 27/08/1858, Piemonte, Itlia - 1 20/04/1932, Turim, Itélia.
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O teorema anterior diz que, numa vizinhan¢a de zy, podemos aproximar uma funcdo f
pelo seu Polinémio de Taylor de grau n. Ao fazé-lo, no ponto zy + h, cometemos um erro
r(h) = f(xzo + h) — pu(zo + h) que é um infinitésimo de ordem n, i.e., que tende a zero
mais rdpido que h"™ quando h tende a 0. Este fato é, muitas vezes expresso, com a seguinte
frase: “r é o(h™) quando h — 0". Ou ainda, é usado o abuso de nota¢do “r = o(h™)".

O teorema seguinte fornece uma forma mais explicita para o erro da aproximacao. Ele
também pode ser visto como uma generalizacdo do Teorema do Valor Médio.

TEOREMA 8.17. (férmula de Taylor com resto de Lagrange') Se f € C"([a,b])
(coma < b, 0o caso b < a € andlogo) e f é n + 1 vezes derivavel em (a,b), entdo existe
c € (a,b) tal que

f(n+1)(c)
(n+1)!
sendo p,, o polinbmio de Taylor de ordem n de f em torno de a.
Demonstracao. Seja g definida sobre [a, b] dada por

f(b) = pn(b) + (b—a)"",

/ [ () 2 f () n A nt1
o) = @)+ P —0) + L0 - Ly o
_ — f®(2) k A n+1
_k:(] X (b—x) —|—<n+1)!(b—x) :

sendo A uma constante escolhida de modo que g(a) = f(b) e, portanto,

f(0) = pn(b) +

————(b— )"
mrn? Y

Devemos mostrar que existe ¢ € (a,b) tal que f™™)(c) = A. Temos que g € C([a,b]) e
é derivavel em (a,b). Além disto, g(b) = f(b) = g(a). Gragas ao Teorema de Rolle, existe
¢ € (a,b) tal que ¢’(c) = 0. Por outro lado,

n ) (g (e | (n+1) () —
7@ =3 IO g 3 LD e A O A

—~ il — (i —1)! n! n!

Segue que f"*V(c) = A, n

Observacao 8.3 Tomando a = xy e b = xy + h no Teorema 8.17 (para compara-lo com
o Teorema 8.16) obtemos de forma explicita o erro:

_ _ f(nﬂ)(c) n+1
f(xo + h) = pu(zo+ h) +r(h) comr(h) = T R,

onde c € By,(x,). Desta forma, ¢ depende de h mas se f™+1) for limitada nesta bola por

)l . _c () _
T = e ) g =

C entdo

h|, e portanto, lim
!‘ ep h—0

! Joseph-Louis Lagrange: * 25/01/1736, Turim, Itlia - + 10/04/1813, Paris, Franca.
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Observacao 8.4 Veja o exercicio 26, p.139 para uma férmula explicita do erro como uma
integral.

Como exemplo de aplicagdo da Férmula de Taylor temos a seguinte proposicdo sobre
extremos locais.

PROPOSICAO 8.18. Seja f uma funcio definida num intervalo I e n vezes derivavel em
x9 € I com f'(xg) = -+ = fV(x) =0 e f™(20) # 0. Temos:

i. sen é pare f("(x9) > 0, entdo xo é minimo local de f;

ii. sen épare f™(xy) <0, entdo xy é maximo local de f;

iii. sen € impar, entdo xy ndo é extremo local de f.
Demonstracao. Seja x € I. Como as derivadas de f se anulam até a ordem n — 1, tomando
h = x — xo na Férmula de Taylor com resto de Peano obtemos

(n) h
F@) = Flwo) = pul@) — flao) +r(h) = L o) com 1 T g
n! h—0 h7"
(8.2)
Deste modo, existe § > 0 tal que se z € [ com 0 < |x — x¢| < §, entdo
Ir(h)] < Th . (8.3)
De (8.2) e (8.3), obtemos que o sinal de f(z) — f(x) é 0 mesmo de
(n) (n)
) _ S (900)@1j — o)™
n! n!
Dai seguem imediatamente as trés afirmagoes da proposi¢ao. [

8.4 x Método de Newton.

No exercicio 40, p.76 mostramos que, dados m € N e a > 0, existe x > 0 tal que
2™ = a, ou de modo equivalente, que existe raiz para a fungdo f : [0,4+00) — R dada por
f(z) = 2™ — a para todo x > 0. Nosso método consistiu em definir recursivamente uma
sequéncia (x,),en que era convergente para a raiz da fun¢do f acima.

O método empregado é um caso particular do chamado Método de Newton!, muito
usado para calcular aproximacgdes (t3o boa quanto quisermos) de raizes de fun¢des. A Figura
8.2 da uma ideia geométrica do método. O préximo teorema garante o seu funcionamento.

TEOREMA 8.19. (método de Newton) Seja f: ACR —- R ea € A com f(a) = 0.
Suponhamos que exista € > 0 tal que

i. f € duas vezes diferencidavel em (a —e,a+¢) e f" € continua em a;

ii. f' ndo se anula em (a —e,a+¢€).
Ent3o, existe 5 > 0 tal que para qualquer x¢ € [a — 0, a + §], a sequéncia definida recursiva-
f(@n-1)

f'(@n-1)

1Sir Isaac Newton: % 04/05/1643, Woolsthorpe, Inglaterra - 1 31/03/1727, Londres, Inglaterra.

mente por x, = T,_1 — Vn € N. é convergente para a.
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f(xnfl)

Tn — Tp—1

fl(@n) =

/ a TpTp-

Figura 8.2: Iteracdo do Método de Newton.

Demonstracao. Segue imediatamente das hipdteses que, no intervalo (a—¢, a+¢), a fungdo

/()

dada por g(z) =z — 7(z) esta bem definida e é derivavel. Derivando ¢ obtemos,

oy =1 @ @) @),
f'(x)? f'(x)?
Segue que ¢’ é continua em a e que ¢'(a) = 0. Portanto, existe § € (0, ¢) tal que |¢'(z)| < 1/2
para todo z € X = [a — d,a + 0].
Vamos mostrar que g|x é uma contragdo. Sejam z,y € X. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que = < y. Pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (x,y) C X tal que

9(2) — 90)| = || | — ] < 5l — ]

Temos ainda que g(X) C X. De fato, se z € X entdo,
1
l9(2) —g(a)] < gle —a| <z —af < 0.

Como g(a) = a temos |g(x) — a| < J e, portanto, g(z) € X. Em particular, se o € X,
entdo (z,)nen C X. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 7.29, p.115), (z)nen
converge para o Unico ponto fixo de g em X. Ou seja, (z,)nen CoOnverge para a. ]

8.5 * Regras de I'Hospital.

PROPOSICAO 8.20. (regra de I'Hospital' “0/0”) Sejam f e g funcées derivdveis em
(a,b). Se lim f(x) = lim g(z) = 0, ¢’ ndo se anula em (a,b) e existe lim f'(z)/q (x)
z—at z—at z—at

/
f@) _ S

(finito ou ndo), entdo existe Ilgg f(z)/g(z) e Ilg{g @) A )

1Guillaume Francois Antoine Marquis de I'Hospital: x 1661, Paris, Franca - 1 02/02/1704, Paris, Franca.
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Demonstracao. Como hm f(x) = 0, modificando ou estendendo f, se necessario, podemos

supor que f(a) =0. Analogamente g(a) = 0. Desta forma f e g sdo continuas em [a, b).
Seja x € (a,b). Aplicando o Teorema 8.12 as fun¢des f e g sobre o intervalo [a,z],
fla) _ fle) = fla) _ ['(y)

g(z)  glx)—gla) gy
acima observando que y — a* quando x — a™. ]

encontramos y € (a, ) tal que . O resultado segue da igualdade

Pequenas adaptagdes na demonstracao anterior mostram que a proposicdo também é
valida quando no seu enunciado substituimos z — a® por x — b~. Da mesma forma, a
Regra de I'Hospital vale para limites do tipo z — a. O préximo coroldrio trata do caso
x — +00 (o caso x — —oo é andlogo).

COROLARIO 8.21. Sejam f e g funcbes derivdveis em (a,+0c0). Se lir+n flz) =
T—>r+00
lim g(x) = 0, ¢’ ndo se anula em (a,+0) e existe hm f( )/g'(z) (finito ou nao),

T—+00
/
entdo existe Igm f(x)/g(x) e xginoo % = xginoo ;8
Demonstracao. Considere a fungdo F' definida sobre um intervalo (0,b) por F'(y) = f(1/y).

Analogamente definimos G(y) = ¢g(1/y). Os seguintes fatos sdo de verificagdo imediata:

i. e G sdo derivéveis com F'(y) = —f'(1/y)/v* e G'(y) = —¢'(1/y)/y* (segue que G’
ndo se anula);

i ylggﬁ(y):ylgg f(1/y) = lim f(z)=

T—r+400

i. lim G(y) = lim ¢g(1/y) = lim g(x) =0;

y—0t y—0t —+oo
. lim F'(y)/G'(y) = Jim F(/y)/g(1/y) = lim f(z)/g'(x).

Pela Proposicdo anterior, lim F(y)/G(y) = liIJ]ra f'(z)/4g'(x). Entdo,
T—1+00

y—0t

LS Sy F(y)

z—+o0 g(1) B yi>0+ g(1/y) ot G(y) - xgrfoof ()/g'(x).

PROPOSICAO 8.22. (regra de I'Hospital “co/c0”) Sejam f e g funcdes derivéveis em
(a,b). Se lim+ flz) = lim+g(a:) = +00, g’ ndo se anula em (a,b) e existe lim f(z)/d (x)
T—a

(finito ou ndo), entdo existe Ihm f(z)/g(x) e IlfflL % - JEZ& g/’ég

Demonstracao. Seja ¢ > 0. Suponhamos que lim+ f'(x)/g'(x) seja finito e igual a k (no
T—ra

caso infinito, a demonstrag3o é andloga). Sabemos que existe y > a tal que
f'(z)
9'(2)

€(a,y) = k—-e<

<k+e (8.4)
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Como lim+ f(z) = lim+g(a:) = +o00, existe 0 > 0 (que podemos supor menor que y — a)
r—a Tr—a

tal que
1—g(y)/9(x)

1= f(y)/f(z)

Seja z € (a,a+ §) C (a,y). Gragas ao Teorema 8.12, existe z € (x,y) C (a,y) tal que

a<r<a+d = l-—e< <l+e. (8.5)

F@) A= fW/f@) _ fl@) [y _ ()
9(@)(1—g(y)/g(z)) g(x) —gly) g(2)
i Y _ 1'(z) . L= 9y)/g(x) ai e das relacoes e obtemo
Dai segue que 0@ 7 1= fw) @) Dai e das relagdes (8.4) e (8.5) obtemos
(k—e)(1—¢) < % <(k+e)(1+e),

se f'(2)/4¢'(z) > 0 (caso contrario, basta inverter as desigualdades acima). A conclusdo segue
imediatamente. |

Pequenas adaptacdes na demonstracao anterior mostram que a proposicao também é
vélida nos casos © — b~ e z — a. O préximo coroldrio trata do caso x — +o0 (analogamente,
trata-se o caso x — —00). A demonstragdo é uma adaptac¢3o da ideia usada na demonstragio
do Coroldrio 8.21 que, por esta razio, é deixada a cargo do leitor.

COROLARIO 8.23. Sejam f e g funcbes derivdveis em (a,+oc0). Se lir+n flz) =
T—r+00

lim g(x) = 400, ¢’ ndo se anula em (a,+00) e existe hT f(z)/4d (x), entdo existe
T—r+00

T—>+00
!/
lim f(x)/g(z) e lim @) = lim / <x)
T——+00 T——400 g(gj‘) T——400 g'(,j(;)
Demonstracao. Deixada para o leitor. [

8.6 Exercicios.
8.6.1 Derivada e propriedades

—> 1. Determine f’(z) para:
(@) f(z) = [=]; (b) f(x) = 1/[1/z]; (0) f(x) = 2*Ig(x).
= 2. Considere f(z) = z/2+ z%sen(1/x) para x # 0 e f(0) = 0 (veja [Sp] p.188 no.47 e [L]
p.209).
(a) Prove que f/(0) > 0 mas que f ndo é crescente numa vizinhanga de 0. Confronte
com o exercicio 23, p.139.
Dica: se g(x) = z*sen(1/x), existem niimeros préximos 0 com ¢'(x) =1 e ¢'(z) = —1.
(b) Visualize a fungdo f com auxilio de um software.
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x (c) Considere h(x) = Sz + x%sen(1/z) (generalizagdo de (a)), com 3 > 0. Prove que
h'(0) > 0 mas que h ndo é crescente numa vizinhang¢a de 0.
Dica: para 3 < 1 é facil, para 5 > 1 ver [Sp] p.188 no.48.

—> 3. Dizemos que f é estritamente crescente em a se existe § > 0 tal que f(z) < f(a) <
f(y) para todo z,y € Bs(a) com z < a < y. Suponha que f é estritamente crescente em a
([Sp] p-189 no.49).

(a) Isto implica que f é crescente em Bs(a)?

Dica: veja exercicio anterior.

(b) Prove que se f é diferencidvel em a entdo f'(a) > 0.

(c) Suponha ¢'(a) > 0. Prove que g é estritamente crescente em a.

# 4. (dificil) Suponha que f é estritamente crescente em a para todo a € [0, 1] ([Sp] p.189
no.49).

(a) Supondo que f é continua, prove que f é estritamente crescente em [0, 1].

Dica: para 0 < b < 1, prove que o minimo de f em [b, 1] tem que estar em b.

(b) Prove (sem supor que f é continua) que f é estritamente crescente em [0, 1].

Dica: considere, para cada b € [0,1] o conjunto S, = {x; f(y) > f(b) para todo y €
b, z]}. Prove que S, = [b, 1] tomando o sup Sj.

(c) Prove, sem usar o teorema do valor médio, que se a derivada é estritamente positiva
em todos os pontos de um intervalo a funcdo é estritamente crescente neste intervalo.

Dica: item (a) deste exercicio e item (a) do exercicio anterior.

(c) Prove, sem usar o teorema do valor médio, que se a derivada é zero em todos os
pontos de um intervalo a funcdo é constante neste intervalo.

Dica: ver [Sp] p.190.

—> 5. Seja f : R — R continua e derivavel em x5 € R. Determine o valor de a € R de modo
f(x) — flxo)

T — 2o

se T # x,
que seja continua em R a fungdo F(z) =

a se r = xg.

—> 6. Seja f : I — R derivavel em [°, sendo I um intervalo. Prove que f é Lipschitz continua
em [ se, e somente se, f' é limitada em I°.
. fla+h)—fla—h)

= 7. Seja f : R — R derivavel. Prove que f'(a) = }er(l] oF . Este é método
—

da diferenca centrada utilizado em analise numérica.

—> 8. Prove que o limite do exercicio anterior existe para f(z) = |x| embora f ndo seja derivavel.

— 9. Seja f : A — R duas vezes derivavel no ponto a € A°.
flath)+ fla—h) —2f(a)
h2

Prove que f”(a) = lim . D& um exemplo em que o limite acima
h—0

existe mas f ndo é derivavel em a.
10. Seja f: (0,400) — R uma fun¢do derivavel tal que f'(z) — [ quando z — +o0.
Prove que:

(b) se f(x) = a quando x — 400, entdo 5 = 0 ([Fil] p.89 no.14);

(a) f(x)/z — B ([Fil] p.89 no.15).
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11. Seja f : R — R derivdvel, com derivada limitada. Prove que existe ¢ > 0 tal que a
fun¢do g : R — R, dada por g(z) = = + c¢f(z) para todo = € R, é uma bijegdo com inversa
derivdvel.

12. Seja p(x) = 2® + ax® + bx + c¢. Prove que p : R — R é uma bije¢do com inversa
continua se, e somente se, a® < 3b ([L] p.231 no.6).

* 13. (extra) Vamos deduzir a derivada de log e exp utilizando somente propriedades basicas

destas funcGes e supondo que elas s3o diferenciaveis.

(a) Partindo da propriedade log(bx) = log(z) + log(b) e derivando obtemos log’(bx) =
blog'(bx) = log'(x). Tome x = 1 e conclua que log'(b) = log'(1)/b.

(b) Partindo da propriedade exp(x+b) = exp(x) exp(b) e derivando obtemos exp’(z+b) =
exp’(z) exp(b). Tome x = 0 e conclua que exp’(b) = exp’(0) exp(b).

Obs: Para provar que log'(1) = exp/(0) = 1 precisamos do limite fundamental. Note
que para provar (a) e (b) n3o utilizamos a base e, cuja definicdo é motivada por simplificar o
calculo de derivada.

* 14. (extra) Sejam f,g € C*(R) tais que f' = f, ¢’ = g e f(0) = g(0) = 1. Prove que:
(a) f(z)f(—x) =1 para todo = € R; (b) g(x)f(—z) =1 para todo z € R;
(€ f=9

— 15.  Dizemos que f é convexa em (a,b) se
FO@+ (1= N)y) € Af(@) + (1= Nf(y) YA€ 0,1, Ya,y € (a,b).
Suponha que f é convexa. Prove que:

(a) (desigualdade de Jensen') se \; > 0 com Z)\i = 1 entdo f (Z )\Z-J:i) <
=1 i=1

n

Z)‘if(xi)'

i=1
) = f(@) _ f(e) = Fb)

b—a c—b

(c) se f é crescente em (x,y) entdo é crescente em (y, +00). Vale formulagdo andloga
se f for decrescente em (x,y). Qual?

(d) f é continua.

Dica: Dado a < ¢ < x < (3, aplique (b) em torno de c e de z. Depois passe ao limite
com x — ¢t para provar que f(c) — f(x) e f(x) — f(c) vdo para zero.

(e) se f é derivavel em (a,b) entdo f é convexa se, e somente se, f”(x) > 0 para todo
x € (a,b).

Dica: Prove que f’ é mondtona n3o-decrescente.

(f) e* é convexa. Conclua que dados «, 3,a,b >0, com a + 8 =1, a®V? < aa + jb.

(b) sea < b < ¢,

. Qual interpretacdo geométrica?

* 16. (extra) O objetivo deste exercicio é demonstrar a versdo real do (Teorema Fundamental
da Algebra): todo polindmio de grau n tem no maximo n raizes.

!Johan Ludwig William Valdemar Jensen: % 08/05/1859, Nakskov, Dinamarca — 1 05/03/1925, Copenha-
gen, Dinamarca.
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(a) Prove que se f : R — R é derivdvel e tem n raizes, entdo f’ tem pelo menos n — 1
raizes.

(b) Prove a versdo real do Teorema Fundamental da Algebra.

Sugestdo: Em 16(b) proceda por indugdo e use 16(a).

* 17. (extra) (Principio do Méximo em R) Suponha que u : R — R é uma fungdo suave que
satisfaz v”(z) + g(z)u/(x) > 0 para todo z € [a,b]. Prove que o méximo de u ocorre em a
ou b, isto é, na fronteira de [a, b].

Dica: Prove por contradicao, supondo que maximo estd no interior. Comece com desi-
gualdade estrita. Depois tome v(z) = u(x) + 2%, use desigualdade estrita e faca e — 0.

t 18. (dificil) (Teorema de Darboux) Seja f : R — R continua e diferencidvel (com derivada
ndo necessariamente continua). Prove que g = f’ satisfaz o TVI em qualquer intervalo [a, b]:
Dado ¢ entre g(a) e g(b) existe um x € [a, b] tal que g(x) = f'(z) = c.

Dica: Ver wikipedia.

£ 19. (dificil) Seja f; : (0,1) — R definido por f(z) = 1/¢" se x = p/q € Q fragao irredutivel
ndo nula e f(z) = 0 caso contrdrio. Prove que:

(a) se t < 2 entdo f; ndo é diferencidvel em ponto algum;

(b) se t > 2 entdo f; é diferencidvel nos irracionais.

8.6.2 Extremos locais, TVM e Taylor

20. Seja f: [~1,2] — R dada por f(z) = 23 — x. Determine os conjuntos

A ={z €[-1,2] ;x é minimo global de f},
B ={xz €[-1,2] ;x é maximo global de f},
C ={x €[-1,2] ;x é minimo local de f},
D = {z € [-1,2] ;x é maximo local de f}.

21. Se a; < -+ < ay,, encontre o minimo global de ([Sp] p.181 no.3):

n n
2.
(@) fl@) =) (z—a)’  *(b) glx) =) |z —ail.
i=1 i=1
Dica para (b): como a fungdo € linear entre os intervalos, o minimo ocorre em um dos
a;'s. Considere como g(x) se modifica quando se passa de um intervalo a outro.

22. Determine todos os maximos e minimos locais e globais de ([Sp] p.181 no.4):

(a) f(x) =1/a* se 2 #0, f(0) =0; (b) f(2) = wlg(2);

(c) f=14,0onde A={1/n; neN} (d) f = 1o+

(e) f(z) =0sex e Qb f(p/q)=1/qsep/qé fracio irredutivel com ¢ > 0 e f(0)
( >

f 0;
f(x) = 0sex € Q f(p/q) = (=1)Pq se p/q é fracdo irredutivel com ¢

O.

f

0e

(x) =1 se 5 aparece na expans3o decimal de z e f(z) = 0 caso contrério.
Dica: Para (e) e (f), veja exercicio 17(f), p.117.
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23. Suponha que f € C}(R;R) e f’(a) > 0. Prove que existe § > 0 tal que f é estritamente
crescente em I = Bs(a). A hipdtese da continuidade da derivada é fundamental. Confronte
com exercicio 2, p.135.

= 24. Suponha que f € C*(R;R). Prove que o conjunto dos pontos criticos de f:
(a) é fechado; (b) ndo-degenerados (f” # 0) é isolado; (c) ndo-degenerados é
enumerdvel.
Dica: Use a enumerabilidade dos racionais e defina uma funcdo sobrejetiva de Q nos
pontos criticos ndo-degenerados.

— 25. (modificagdes do Teorema de Rolle) Seja f : R — R derivével. Prove que existe ¢ € R
tal que f’(c) =0 se:
(a) f(0) = hT f(x)=0; (b) f é um polindmio de grau par;
T—>+00

(c) tim f(z)= lim f(z)=

26. (férmula de Taylor com resto dado por integral) Se f € C"!([a,b]), entdo

") (g b _n
o=y El0-ar s [ e
k=0 ’ @ ’

Dica: Prove por inducdo integrando por partes.

27. Nés provamos que o Teorema 8.9 (Teorema de Rolle) implica no Corolario 8.10 (Teorema

do Valor Médio). Prove a reciproca e a equivaléncia com o Teorema 8.12 (Teorema de
Cauchy).

— 28. Dizemos que f: I - R é anall'tica num intervalo aberto I se para cada a € [ existe

(n)
€ > 0 tal que a série de Taylor Z / ( )h”

= f(a+h) para todo |h| < . Prove que se f e

g sao analiticas num intervalo aberto I e coincidem, juntamente com todas as suas derivadas
no ponto a entao:

(a) f(z) = g(x) para todo = numa vizinhanca de a;

(b) f(z) = g(x) para todo x € I ([L] p.236 no.45).

o _ 2 ;. ~
29. Calcule a série de Taylor de f(z) = e™*/*" em 2 = 0. Observe que a série ndo converge
para a funcdo em vizinhanca alguma do zero, isto é, a funcdo nao é analitica em zero.

* 30. (extra) Suponha que f é a-Hdlder continua (ver exercicio 49, p.120) com a > 1. Prove
que:
(a)f é derivével, (b) f é constante.

# 31. (dificil) Prove que se f pode ser diferenciada duas vezes em [0,1] com f(0) = 0,
f(1) =1e f(0) = f/(1) = 0 entdo |f"(x)| > 4 para algum = € [0,1]. Em linguagem
mais pitoresca: Se uma particula percorre uma unidade em um instante de tempo e comega e
termina com velocidade zero entdo em algum instante ela possui aceleragdo > 4 ([Sp] p.184
no.25).

Dica: Prove que a aceleragdo é maior que 4 em algum instante na primeira metade do
tempo ou que é menor que —4 em algum instante na segunda metade do tempo.
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# 32. (dificil) Suponha que todo ponto de [a,b] é um ponto de maximo local de f.

(a) Prove que o conjunto f([a,b]) é enumerdvel ([Sp] p.371 no.8).

Dica: Para cada x escolha nlimeros racionais a, e b, tais que x é maximo no intervalo
(G by).

(b) Prove que se f é continua em [a,b] e todo ponto de [a,b] é um ponto de maximo
local entdo f é constante ([Sp] p.190 no.50).

(c) Refaca (a) e (b) supondo que todo ponto é de maximo ou minimo local.

Dica: para (b) use (a) ou se o minimo ocorre em 1 considere o conjunto {x € [z, b]; f(y) =

f(zo) para todo y € [z, ]}

8.6.3 * Newton e I'Hospital

* 33. (extra) Sejamm € Nea > 0. Escreva a definicdo da sequéncia (z,,),en de aproximagdes
dada pelo Método de Newton para a raiz da fungdo f : [0, 4+00) — R definida por f(z) =
2™ — a para todo = > 0 (compare com a sequéncia do Exercicio 40 do Capitulo 4).

* 34. (extra) Prove que para a convergéncia do Método de Newton (Teorema 8.19) a hipdtese
de continuidade de f” em a pode ser substituida pela limitagdo de f” em (a —e,a + ¢).

* 35. (extra) Suponha que f é suave e que |f'(c)| < 1.
(a) Prove que existe ¢ > 0 tal que o método x,.1 = f(x,) converge para todo zq €
(c—e,c+¢);
Dica: Tpy1 — 2n = f(25) — f(2n-1)
(b) Seja a = nl_l)I}_lOOZL’n Prove que f(a) = q;

(c) Prove que |z,4+1 — a| < p" para algum p € (0,1).

— 36. Seja p um polindmio n3o constante. Prove que
€T

1
= +0o0; (b) lim T

(@) lim A )]

w=oo [p(z)]

— 37. Prove que 1 +x + 22/2! +23/3! + - - -+ 2" /n! < e® para x > 0. Utilize isto para provar
que lim e_n = +o0o ([Sp] p.298 no.21).

x—+oo I
Dica: Use inducao e compare derivadas.

x 38. (extra) Indeterminagdes: Porque oc® # 1?7 (Ver [Ap] p.209-210) De forma geral os
problemas envolvendo limites do tipo oo” d3o 1.

(a) Prove que lim (e® 4+ )% = ¢; (b) Determine lim x
T—00 z—0

Suponha que f(x) satisfaz f(0) = 0 e possui derivada numa vizinhanga da origem.
(c) Prove que se o limite lin% f(x)/f'(x) existe entdo vale 0;
T—r

a/logx.

(d) Conclua que neste caso liH(l)fL‘f(x) =1;
x>

(e) Porque (a) e (b) ndo satisfazem (d)?
b
* 39. (extra) Defina f(y) = / tYdt. para 0 < a < b fixos. Prove que f é continua em —1.

Dica: Use I'Hospital para determinar limlf(y) = In(b) — In(a) ([Ap] p.309).
Yy



Capitulo 9

Integral de Riemann

9.1 Somas superiores e inferiores.

O conceito de integral tem suas origens no Método da Exaustao devido, provavelmente,
a Eudoxo e que teve Arquimedes! como um dos seus grandes desenvolvedores. A motivacdo
deste método foi o calculo de dreas e volumes de figuras com fronteiras curvas.

Apresentaremos aqui a integral de Riemann? usando a definicdo devida a Darboux® [Da].
Para o autor, a importancia da integral de Riemann é, sobretudo, histérica. A integral de
Lebesgue generaliza este conceito com muitas vantagens analiticas. Porém, a sua definicdo
exige ferramental muito mais complicado e abstrato. Portanto, a integral de Riemann também
tem importancia didatica. Ela serve de aquecimento a intuicao para o estudo posterior da
integral de Lebesgue. O leitor interessado no assunto poderd consultar [Rul].

DEFINICAO 9.1. Chamamos particdo de la, b] qualquer P C [a,b] finito tal que a,b € P.
O conjunto das particdes de [a, b] é denotado P|a,b].

A definicao anterior ndo exclui a possibilidade a = b. Neste caso, a Unica particao do
intervalo (degenerado) {a} é P = {a}. E imediato que se P,Q € P[a,b], entdio PUQ €
Pla,b]. Se P € Pla,b], entdo ao escrever P = {xy,...,x,}, deixaremos subentendido que
a=x9< - <z, =Db.

DEFINICAO 9.2. Seja f uma funco limitada em la,b] e P = {xo,...,x,} uma particdo
de [a,b]. Para cadai € {1,...,n}, definimos

I =[ziq,2), Ary=x;—x;i—1, my=inf(f(;)) e M;=sup(f(L)).

Note que ZA@- =b—a.
i=1

LArquimedes: % 287 A.C., Siracusa, Itdlia - 1 212 A.C., Siracusa, Itélia.
2Georg Friedrich Bernhard Riemann: x 17/09/1826, Breselenz, Alemanha -  20/07/1866, Selasca, Itélia.
3Jean Gaston Darboux: « 14/08/1842, Nimes, Franca - f 23/02/1917, Paris, Franca.
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DEFINICAO 9.3. Definimos a soma inferior e a soma superior de f com relacio a P,
respectivamente, por

I(f; P) = ZmiAxi = inf(f(L)Az; e S(f;P)= Z M;Az; = sup(f (L)) Az;.

i=1 i=1

A interpretacdo geométrica de I(f; P) e S(f; P) para uma fungdo f continua e positiva
é dada na Figura 9.1. A drea pintada de cinza | | (riscada ou ndo) corresponde a S(f; P)
enquanto que a drea riscada (3 corresponde a I(f; P). Vemos entdo que S(f; P)e I(f;P)
s30 aproximacdes por excesso e por falta, respectivamente, para a drea® da regido delimitada
pelo grafico de f, o eixo x, a reta = a e a reta x = b. Observamos ainda que a area riscada
estd contida na drea cinza, refletindo o fato que I(f; P) < S(f;P).

o T1 o Ti—1 Ty Tipl . Tp1 Tp
| |
a b

Figura 9.1: Interpretacdo geométrica soma superior e inferior para uma fungdo continua e
positiva.

Exemplo 9.1. Sea é um elemento do dominio de f, ento f é limitada em {a} e I(f;{a}) =

S(f;{a}) =0.

Exemplo 9.2. Consideremos uma funcdo [ constante, igual a ¢, em um intervalo [a,].
Seja P = {xg,...,x,} uma particio de [a,b]. Temos m; = inf(f(l;)) = c. Portanto,

I(f;P)= Z m;Ax; = cz Ax; = ¢(b— a). Analogamente obtemos S(f; P) = c¢(b — a).

i=1 i=1

E facil ver que I(f;P) < S(f;P). A proposicdo a seguir é uma generalizacdo deste
resultado.

1O que é 4rea de uma regido delimitada por linhas tortas?
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PROPOSICAOQ 9.4. (unido de particdes) Seja f uma fung¢do limitada em [a,b]. Temos:

I(f; P)<I(f;PUQ) <S(f;PUQ) <S(f;Q)  VP,Q € Pla,b].
Demonstragao. Sejam P = {xg,...,z,} e y € Q \ P (estd na particdo () mas ndo em P).
Entdo existe j € {1,...,n} tal que x;_y <y < z;. Segue que

n
= g m;Ax; = g mi(x; — xi—1) +mj(x; — x_1)
i=1

Z#J
= Z m;(z; — 1) + my(x; — y) + my(y — zj-1). (9.1)
i=1
i#]

Tomando p = inf(f([y, z;]) e ¢ = inf(f([z;-1,y]), temos

I(f;PU{y}) Zmz i — i) +p(r; —y) +qly — z51). (9.2)
#J
Ora, [zj_1,y] Uy, x;] = [z;-1, z;], logo, mj < p e m; < q. De (9.1) e de (9.2), obtemos
I(f; P) <I(f; PU{y}). (9-3)

Aplicando este resultado um ndmero finito de vezes obtemos que I(f; P) < I(f; PU Q). A
desigualdade do meio segue da definicao de soma superior e inferior.
Analogamente, mostra-se que para z € P\

S(f;Quiz}) <S(f:Q). (9.4)
Aplicando este resultado um ndmero finito de vezes obtemos que S(f; PUQ) <S(f;Q). m

COROLARIO 9.5. Seja f uma fungio limitada em [a,b]. Entdo {I(f;P); P €Plab)}é
limitado superiormente e {S(f; P) ; P € Pla,b]} € limitado inferiormente. Além disto,

sup {I(f;P); P € Pla,b]} <inf {S(f;P); P € Pla,b]}.
Demonstracao. Gracas a proposicao anterior temos
I(f; P) < S(f;Q) VP,Q € Pla,b.

Ou seja, I(f; P) é cota inferior para {S(f;Q) ; @ € Pla,b]}. Como o infimo é a maior cota
inferior, temos

I(f; P) <inf {S(f;Q) ; Q € Pla,b]} VP € Pla,b].

Portanto, inf {S(f;Q) ; Q € Pla,b]} é cota superior de {I(f; P) ; P € P[a,b]}. Final-
mente, usando que o supremo e a menor cota inferior obtemos o resultado. [ ]
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9.2 Integral e propriedades.

DEFINICAO 9.6. Dizemos que f é (Riemann) integravel em [a, D] se é limitada em [a, b]
e
sup {I(f;P); P € Pla,b]} =inf {S(f; P); P € Pla,b]}.

Neste caso, a integral de f em [a,b] € definida por
b
/ f(z)de = inf {S(f; P) ; P € Pla,b]).

Neste texto, ao dizer que uma func3do é integravel ficard subentendido que ela é limitada.

Exemplo 9.3. Sejam f e a como no Exemplo 9.1. Temos f € integravel em {a} e

IR

Exemplo 9.4. Considere uma fun¢do f constante, igual a ¢, em [a,b]. Vimos no Exemplo
9.2 que I(f; P) = S(f; P) = c¢(b— a) para toda P € Pla,b|. Segue dai que f € integravel

em [a,b] e
/f (b —a).

Exemplo 9.5. Considere a funcdo f dada por f(x) = x para todo x € R. Vamos mostrar
que [ € integrdvel em [0, 1] e que sua integral, neste intervalo, vale 1/2. Para isto, tomemos

n € N e consideremos a particdo P, = {xq,...,x,}, sendo
i = = Vi e {0,...,n}.
i = ied n}
Para cada i € {0,...,n} temos
11 .
Ar; =x; — 151 = Lot == e  M;=sup(f(l;)) =sup(l;) =x; = .
n n n n
i n+l
Portant M;Ax; = = .
ortanto, Z X 3 o

i=1
Analogamente obtemos I(f P,) = (n—1)/2n. Concluimos que

n-+1
n

-1

”2— <sup{I(f;P); PeP[0,1]} <inf{S(f; P); PeP01]}< V¥n € N.
n

Tomando o limite quando n — 400 obtemos o resultado desejado.

Exemplo 9.6. Considere a funcdo f dada por f(x) =1,sex € Q, e f(x) = -1, sex ¢ Q.
Vejamos que f ndo € integrdvel em nenhum intervalo [a, b] ndo degenerado. Como Q e QL sso
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densos em R, qualquer intervalo aberto intercepta estes conjuntos. Portanto, para qualquer
P ={xg,...,x,} particdo de [a,b] com xy < -+ < x,, temos

inf(f(L)=—-1 e sup(f(l;)=1 Vie{l,...,n}.
Logo, I(f; P)=a—0beS(f; P)=0b—a para toda P € Pla,b|. Segue que
sup{I(f;P); P€ Pla,b]} =a—-b<0<b—a=inf{S(f;P); P € Pla,b]}.
Concluimos que f n3o € integrdvel em [a,b].

No contexto da Integral de Lebesgue, a fungcdo do exemplo anterior é integravel e sua
integral em [a, b] é a mesma da fungdo constante igual a —1. Isto ocorre porque o conjunto
onde f difere da fungdo constante —1 (no caso, Q) é, em certo sentido, “pequeno”. Em
outras palavras, estas duas fun¢des sdo iguais “em quase todo ponto”, logo, é razoavel que
tenham a mesma integral.

Observacao 9.1 O sentido de “pequeno” e “quase todo ponto” ndo € o de cardinalidade
mas estes estdo relacionados, conforme Lema 9.27, p.157.

Vejamos algumas propriedades importantes das funcdes integraveis. Comegcamos por um
lema atil que serd usado muitas vezes sem ser explicitamente mencionado. Portanto, é muito
importante que o leitor memorize-o.

LEMA 9.7. (caracterizacao de funcGes integraveis) Seja f uma funcdo limitada em
la,b]. Entdo, f € integrdvel em [a,b] se, e somente se,

Ve >0, 3P € Pla,b] talque S(f;P)—1I(f;P)<e. (9.5)
Demonstracao. Suponhamos que f seja integravel e seja s a sua integral, i.e.,

sup {I(f; P); P € Pla,b]} =s=inf {S(f;P); P € Pla,b]}.
Dado € > 0, da definicdo de s segue que existem P;, P, € Pla, b| tais que
5 — % <I(f; P) <s<S(f; ) < S+g.
Tomando P = P, U P,, pela Proposicao 9.4, temos

3—% < I(f; P) < I(f; P) < S(f; P) < S(f; P») < s—l—%.

e, portanto, S(f; P)—I(f;P) <e.
Reciprocamente, suponhamos que f n3o seja integrdvel. Para toda P € P[a, b] temos
I(f; P) <sup{I(f;Q); Q € Pla,b]} <inf{S(f;Q); Q € Pla,b]} < S(f;P)
Portanto, tomando

inf {S(/:Q) : Q € Pla,t]} —sup {I(/:Q): Q € Pla,b]}
- ,
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obtemos que S(f; P) — I(f; P) > €, contrariando (9.5). n

Reportamo-nos mais uma vez a Figura 9.1. Veja que a quantidade S(f; P) — I(f; P)
corresponde a drea pintada de cinza e que n3o esta riscada. O lema anterior nos diz que
esta quantidade serd arbitrariamente pequena (bastando tomar uma parti¢do adequada) se, e
somente se, f for integravel.

TEOREMA 9.8. (fungdes continuas sao integraveis) Se f é continua em |a,b|, entdo
f € integravel em [a, b].

Demonstragdo. Sabemos que f é limitada em [a,b], gracas ao Teorema de Weierstrass
(Coroldrio 7.21, p.112). Mostremos que f é integravel.
Dado ¢ > 0, usando que f é uniformemente continua em [a, b], existe 6 > 0 tal que

vy clab] e jr—yl<d = |f(z)=fly)l<e (9.6)

Seja P = {xg,...,2,} uma particdo de [a,b] tal que Az; = z; — 2,1 < ¢, para todo
i€{1,...,n}. Definindo,

m; = inf(f(;)) e M;=sup(f(l;)),

de (9.6), obtemos M; — m; < e. Portanto,

n

S(f; P)=I(f; P) =) (M; —mi)Aw; <e > Aw; =e(b—a).

i=1 i=1
|

O Teorema 9.8 e o Exemplo 9.6 sdo duas faces da mesma moeda (perceba que a fungdo
vista naquele exemplo é descontinua em todo ponto). De fato, existe uma relagdo estreita
entre a integrabilidade e continuidade dada pelo Teorema de Lebesgue (a seguir) do qual o
Teorema 9.8 é um simples coroldrio. Outros resultados sobre integrabilidade a serem vistos
nesta secdo também o s3o. Preferimos, no entanto, dar demonstracdes particulares para cada
um deles como forma de aquecimento a intuic3do.

PROPOSICAO 9.9. (funcdes integraveis formam espaco vetorial) Seja c € R. Se f
e g sdo integrdveis em [a,b|, entdo f + g, c¢f e [ — g sdo integrdveis em [a,b] e

K[um+ﬂmmzl%mm+l2mm;
A jﬁbcf(x)dx::(:/ﬁbf(x)dx;
ﬁh[ﬁ@—ﬂﬂ@zl%@@—[%@@.

Demonstracgao. Deixo a cargo do leitor a prova (se ele ainda n3o a fez) de que f + g, cf e
f — g sdo limitadas em [a, b].
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Dado € > 0, como f e g sdo integraveis, existe P = {xo,...,x,} particdo de [a,d] tal
que
b b
/ f(:c)da:—e<[(f;P)§S(f;P)</ f(z)dz +e. (9.7)
e
b b
/ glx)de —e < I(g; P) < S(¢g; P) < / g(x)dx +e. (9.8)
Mostremos que f + g é integravel sobre [a,b] e que vale (i). Para cada i € {1,...,n},
temos

sup((f + 9)(£s)) < sup(f(£:)) + sup(g(L;)).

Multiplicando por Az; e somando de : = 1 até ¢ = n obtemos

S(f+g;P) < S(f; P)+ S(g; P).

Desta desigualdade, de (9.7) e de (9.8) segue que

S(f+g; P /f d:c+/ g(x)dz + 2e.

Analogamente, mostra-se que

/f(x)d:z:+/g(:c)da:—25<[(f—i—g;P).

Das duas tltimas desigualdades concluimos que S(f +¢g; P)—I(f+g; P) < 4e. Comoe > 0
é arbitrdrio, segue do Lema 9.7 que f + g é integrdvel. Além disto,

/(lbf(a:)d:c+/abg(x)d:c—2g</ab (f(:c)+g(:c))dx<Lbf(x)dx+/abg(x)dx+28_

Finalmente, fazendo ¢ — 0, concluimos (i).

Mostremos agora que cf é integravel sobre [a,b] e que vale (ii). Suponhamos ¢ > 0 (o
caso ¢ < 0 é tratado de modo andlogo). Multiplicando (9.7) por ¢ e usando o resultado do
exercicio 1, p.160, obtemos

c/bf(x)dx—cegl(cf;P)S/b cf(z)dx < S(ef; P) < /f )da + ce.

Segue que S(cf; P) — I(cf; P) < 2ce. Novamente, como ¢ > 0 é arbitrério, do Lema 9.7,
obtemos que c¢f é integrdvel. Tomando o limite quando £ — 0 concluimos (ii).

Obtemos que f — g € integravel em [a, b] e que vale (iii) como consequéncia imediata dos
resultados ja demonstrados. [ ]

No espirito da proposicao anterior, o leitor pode perguntar sobre o produto e o quociente
de fungdes integraveis. Observamos, desde j4, que o quociente de fun¢des limitadas pode ndo
ser limitado (quando o denominador tende a zero em algum ponto). Sobre o produto, sera
preferivel adiar um pouco esta questdo. Antes disto demonstraremos duas proposicoes.



148 CAPITULO 9. INTEGRAL DE RIEMANN

PROPOSICAO 9.10. (monotonia da integral) Se f & integravel em [a,b] com 0 < f(x)
para todo x € [a,b], entdo

0< / ’ f(2)d.

Demonstragao. Seja P = {zg,...,z,} uma particdo de [a,b]. Como 0 < f, 0 <
sup(f(I;)). Multiplicando por Az; e somando de i = 1 até i = n obtemos

0<S(f;P) VP e€Pla,b].
Tomando inf dos dois lados, obtemos

b
0 <inf {S(f;P); P € Pla,b]} :/ f(z)dz.

Que é a conclusdo desejada. ]

COROLARIO 9.11. Sejam f e g integrdveis em [a,b]. Se f < g em [a,b], entdo

/abf(a:)dx < /abg(x)da:.

Demonstracao. Aplique a Proposicao 9.10 a fun¢ao g — f e use a Proposicao 9.9. ]

PROPOSICAO 9.12. (integral do médulo) Se f & integravel em [a,b], entdo |f| é

integravel em [a, b] e
b b
[ twas| < [ is@as

Demonstracao. Como f ¢ integravel, é limitada em [a,b]. Mais uma tarefa para o leitor:
mostrar que isto implica que | f| é limitada em [a, b].

Dado € > 0, seja P = {xy, ..., x,} uma parti¢do de [a, b] tal que S(f; P)—I(f;P) <e.
Para cada i € {1,...,n}, denotamos:

m; =inf(f(;)),  M; =sup(f(L)), T =inf(|f(L;)), M;=sup(|f|(L;)).

n

Com esta notagdo, S(f; P) — I(f; P) = Z(MZ — m;)Ax,; < e. Resta provar que
i=1
M; —m; < M; —m,, pois isto implicara que

n

S(Ifl; P) = I(|f]; P) = Z(Mz —m;)Az; < Z(Mz —m;)Ax; <e.

i=1

Do Lema 9.7 concluimos que |f| é integravel. Como f < |f| e —f < |f|, temos que

[ rwar < [1gas

_/abf(x)dx:/ab(—f(x))dxS/ab|f(x)|dx.
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Dai obtemos a conclusao final.

Para provar que M, —m; < M; — m;, dividimos em trés casos:

(a) se f >0 em I;, entdo m; = m; e M; = M; e, portanto, M; —m; = M; — m;;

(b) se f < 0em I;, 0 > M; > mj;, e portanto, M; = —m; e m; = —M, e, portanto,
Mi—mi:—mi—(—Mi):Mi—m/Z—; B

(c) caso contréario, M; > 0 > m;. E claro que (porque?) M; = max(M;, —m;) < M;—m,;
(como os dois termos s3o positivos, a soma deles é maior que o maximo entre os dois). Por
outro lado, m; > 0. Logo, M; —m; < M; = max(M;, —m;) < M; —m;. []

A reciproca da proposigdo anterior é falsa. Ou seja, |f| pode ser limitada e integravel em
[a, b], sem que f seja integravel neste intervalo. Por exemplo, considere a fun¢do f dada por
fx) =1,sex €Q, e f(r) =—1sex ¢ Q. J&d vimos que f ndo é integravel em [0, 1].
Porém, a funcdo | f| é constante (igual a 1) e, portanto, integrdvel neste intervalo. Este é um
exemplo de desvantagem da integral de Riemann em relagdo a de Lebesgue: f € integravel a
Lebesgue se, e somente se, |f| também é.

PROPOSICAO 9.13. (funcdes integraveis formam uma algebra) Se f e g sdo in-
tegrdveis em [a, b|, entdo fg € integrdvel em [a,].

Demonstracao. Aqui também fica a cargo do leitor a demonstracdo de que fg é limitada
m [a, b].

Inicialmente, vamos considerar o caso particular em que f = g, limitada pela cota superior
M > 0. Pela proposi¢do anterior |f| é integrdvel. Dado ¢ > 0, existe uma particdo P =
{zo,...,x,} de [a,b] tal que

S(f1 P) = 1(f1: P) < 5=

S

Para cada i € {1,--- ,n}, denotamos

—if(|f|(1), M =sup(If[(L) q = mE(f2L)). Qi = sup(f2(L).

nf(f
Desta forma, para todo x € [x;_1, z;], temos m? < f(x)? < M?. Portanto,
<

m; < q; < f(z)? < Qi < M7

Concluimos dai que

n

S(f%P) — 1(f% P) = 3 (Qi — ¢)Aa,

i=1

i=1

<

NE

[y

=

< 2MY (M; —mi)Az; = 2M [S(|f|; P) — I(|f|; P)] < ¢

i=1

Pelo Lema 9.7 obtemos que f2 é integrdvel.
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O caso geral segue imediatamente do caso particular ja demonstrado, da Proposicdo 9.9
e da igualdade
(f+9°—(f—9)
1 :

fg=

O leitor deve perceber que é errado afirmar que a integral do produto é o produto das
integrais (procure um contraexemplo).

PROPOSICAO 9.14. Seja ¢ € (a,b). Uma fungdo [ € integrdvel em [a,b] se, e somente
se, ela é integravel em [a, c] e em [c,b]. Neste caso,

/f dx—/f dx+/f )dz. (9.9)

Demonstracdo. Fica (mais uma vez) para o leitor a tarefa de provar que f é limitada em
la, b] se, e somente se, f é limitada em [a,c| e em [c, b].

Sejam P € Pla,b], P, € Pla,c] e P, € Plc,b| tais que P = P, U P,. Mais precisamente,
podemos escrever

P =A{zo,...,z.}, Po=A{xn,....,xn} e P={xo,...,Tpn, ..., Ty}

Para cada i € {1,...,m} temos que

Z sup(f(1;))Ax;
= Z sup(f([;))Az; + Z sup(f(1;))Az;

i=n+1

:S(f;P1)+5(f;P2)-

Do mesmo modo, mostra-se que I(f; P)=I(f; )+ I(f; ).

Se f é integravel em [a,b|, entdo, dado € > 0, existe P € Pla,b| tal que S(f;P) —
I(f; P) < e. Gragas a Proposicdo 9.4 podemos supor que ¢ € P. Tomando P; e P, como
antes, obtemos

[S(f; P) = I(f; P)] + [S(f; P2) = I(f; Pa)] = S(f; P) = I(f; P)< ¢

As quantidades entre colchetes s3o positivas e tém soma inferior ou igual a ¢, logo, cada uma
delas € inferior ou igual a €. Portanto, f € integravel em [a, c| e em [c, b].

Reciprocamente, se f é integravel em [a,c|] e em [c,b], entdo, dado € > 0, existem
P, € Pla,c] e P, € Plc,b| tais que

/ f@)de — e < I(f P < S(f P < / fa)drte

/f(x)d$—€§1(f;Pz)SS(f;Pg)S/ flx)de +e.
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Somando, obtemos

c b
/ f(a)da + / Fla)de — 26 < I(f; P) + I(f: Po) < S(f; Po) + S(f: Py)

< /acf(:c)dx + /cb f(z)dx + 2¢.

/acf(a:)d:c + /cbf(a:)d:c 2 < I(f;P) < S(f:P) < /acf(a:)d:c + /cbf(a:)d:c + 2.

Segue dai que S(f; P) — I(f; P) < 4e. Concluimos que f é integravel em [a, b]. Além disto,
da relacdo acima obtemos,

/:f(g;)dx + /cbf(x)dx 2% < /abf(x)dx < /acf(x)dx + /cbf(x)dx + 2.

Terminamos a demonstracdao tomando o limite £ — 0. [

Portanto, para P = P, U P,, temos

Seja f uma func¢3o limitada e integravel em [0,b]. Se 0 < a < b, ent3o, pela proposicdo

anterior,
/f d:c_/f d:c+/f )da. (9.10)

Do resultado obtido no Exemplo 9.3 obtemos que (9.10) também vale para a = 0 ou a = b.
Suponhamos agora que 0 < b < a. Neste caso, (9.10) perde o sentido pois o segundo termo
do lado direito n3o estd definido. Entretanto, se f é limitada e integravel em [0, al, ent3o,
novamente pela proposicdo anterior, podemos dizer que

/Obf(x)dx - /Oaf(x)dx - /baf(:p)dx

Comparando a igualdade acima com (9.10) concluimos que sé existe uma forma de definir
a integral de a até b, com b < a, para que (9.10) faca sentido. Esta é a motivacdo para a
préxima definicao.

DEFINICAO 9.15. Seja f integrdvel em [a,b]. A integral de f de b até a é definida por

/baf(x)dx — /abf(x)dx

Feita esta definicdo, temos a seguinte generalizacdo para (9.9).

PROPOSICAO 9.16. Seja f integrdvel em [A, B]. Entdo

/abf(x)dx - /acf(x)der /be(x)dx

quaisquer que sejam a,b,c € [A, B].
Demonstracao. E consequéncia da Proposicdo 9.14 e da Definicdo 9.15 (verifique). ]
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9.3 Teoremas Fundamentais do Calculo.

TEOREMA 9.17. (TFC: integral da derivada) Se F' é derivavel em [a,b], e f = F' €
integravel em [a, b], entdo
b
~ [ fas

Demonstracgao. Seja P = {zq,...,x,}, particdo de [a,b], qualquer. Temos

F(b) — F(a) = F(z,) — F(zo) = Y [F(x;) — Flai1)].
i=1
Para cada i € {1,...,n}, aplicando o Teorema do Valor Médio a F' em [x;_1,x;], obtemos a
existéncia de y; € (z;_1,;) tal que F(z;) — F(x;—1) = F'(y;)(x; — x;—1). Substituindo na
relacdo acima obtemos

= Z F'(y) (i — i) = Z f(yi)Az;.

Como y; € (z;_1,x;), temos inf(f(I;)) < f(y;) < sup(f(I;)). Portanto,
I(f; P) < F(b) — F(a) < 5(f; P).
Tomando sup do lado esquerdo e inf do lado direito,
sup I(f, P) < F(b) — F(a) < inf S(f, P).

[ , : b .
Como f & integrével, os extremos valem a mesma coisa: [ f(z)dz. Concluimos o resultado

pois
/f )z < F(b /f

Cuidado! O teorema anterior ndo diz que se I é derivavel, entdo f = F’ é integravel. De
fato, Volterral! [Vo] encontrou um exemplo de funcio derivavel com derivada limitada, porém,
nao integravel.

TEOREMA 9.18. (TFC: derivada da integral) Se f € integravel em [a,b], entdo F :
la,b] — R definida por

= /ﬂ»‘ f(s)ds  Vz € [a,b].

é Lipschitz continua. Além disto, se f é continua em xy € [a,b], entdo F' € derivavel em x
e F'(zg) = f(x).

Vito Volterra: « 03/05/1860, Ancona, Italia - 1 11/10/1940, Roma, Itélia.
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Demonstragdo. Sejam z,y € [a,b] com y < z. Seja ainda M € R tal que |f(s)| < M para

todo s € [a, b]. Temos
[ s [T ses) = | [ s s [ s
[ ss| < [ 1ras < [ atas = o -,

Isto demonstra a primeira parte do teorema.
Suponhamos que f seja continua em xy. Dado € > 0, tomemos ¢ > 0 tal que

|F(z) = F(y)l =

se€la,b e |s—x|l<d = |f(s)— f(zo)| <e.

Assim, para todo z € [a,b], com 0 < |z — zo| < 0, temos

F(:Ei:fo(xo) ~ _1930 [/amf(s)ds ) /amf(s)ds] - _196O /m: F(s)ds.

Subtraindo f(x() na equagdo anterior e observando que

flaw) = —— | :f(l“o)ds,

T — 2o
obtemos
F —F 1 z 1 z
(:c:z - xo(:co) — f(:co)’ il /xo f(s)ds — pra— /xo f(xo)ds
1 r 1 z
== / (f(s) = f(xo))ds| < p— / 1£(s) = f(ao)|ds
1 X
< x_%/xosds:e.
Dai segue o resultado. -

COROLARIO 9.19. Sejam f € C(la,b]), ce R e F : [a,b] — R dada por

F(x):ch/xf(s)ds Vz € [a,b].

Entdo F' = f.

Demonstracao. Trivial. [ ]

DEFINICAOQ 9.20. Se F é derivdvel em [a,b] com F' = f, entdo dizemos que F é uma
primitiva, antiderivada ou integral indefinida de f em [a, b].
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O Corolério 9.19 diz que se f € C([a,b]), entdo F é uma primitiva de f em [a, b].

Observacdo 9.2 Embora a integral de fungdo continua sempre exista, F(x) =
x

/ exp(—s?)ds ndo pode ser expresso por meio de funcbes elementares (sen, cos, etc.).
0

Existe uma teoria andloga (Abel) a teoria de Galois para integrais que determina quando
uma funcdo possui primitiva expressa por meio de fungcées elementares.

A teoria de Galois determina quando a raiz de um polinébmio pode ser expressa por meio
de operacbes elementares (soma, multiplicacdo, divisdo, raizes, etc.).

9.4 « A constante 7.

Nesta secio mostraremos que a constante 7 € irracional. Para cumprir esta tarefa é,
obviamente, necessario definir . Ora, todos sabem que 7 é a razdo entre o comprimento da
circunferéncia e seu didmetro. Porém, estes s3o conceitos geométricos e necessitamos de uma
definicao analitica. Da mesma forma, precisamos de definicdes analiticas para as principais
fungdes trigonométricas: seno e cosseno.

Na Secdo 10.6, p.178 apresentaremos as definicoes analiticas das funcbes seno e cosseno
(Defini¢do 10.22) e da constante 7 (Definicdo 10.26). Por hora, apenas citamos algumas
destas propriedades que serdo utilizadas na prova da irracionalidade de w. S3o elas.

i. As funcbes sen e cos sdo derivaveis com sen’ = cos e cos’ = —sen;
ii. sen(0) =sen(m) =0 e cos(0) = —cos(m) = 1.
iii. 0 <sen(z) <1 paratodo x € [0, 7];

A demonstracdo é devida, essencialmente, a Charles Hermite.! Ela é t3o surpreendente
que comeca por um lema que, aparentemente, ndo tem relacdo com o problemal!

LEMA 9.21. Dadon € N, seja f : R — R dada por f(x) = In(lnif,x)n Vz € R; Temos:

i. 0 < f(z) < 1/n! para todo x € [0, 1];

ii. existem ¢y, Cpi1, ..., Con € Z tais que

f(x) = - (cnx" + ™ cznxQ") Vr € R;
n!

iii. dado k € N temos f*)(0), f¥)(1) € Z.
Demonstragdo. (i) Trivial.

(ii) Basta observar que z"(1 — x)™ é um polinémio em z, de coeficientes inteiros, grau 2n
e multiplo de x™.

(iii) As derivadas até a ordem n — 1 sdo polindmios muiltiplos de z, logo, se anulam em

x = 0. As derivadas de ordem superior a 2n so identicamente nulas. Logo, f*)(0) € Z para
k <mnouk >2n. Paran <k < 2n, temos que f*)(0) = klc;/n! € Z. Finalmente, como

f(@) = f(1 —z) temos fW(z) = (=1)® f(1 —2), logo, fM(1) = (-1)*/®(0) €Z. =

1Charles Hermite: x 24/12/1822, Dieuze, Franca - T 14/01/1901, Paris, Franca.
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TEOREMA 9.22. O nimero w2 é irracional e, portanto, ™ também é.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que existem p, ¢ € N tais que 72 = p/q.

No Exemplo 4.18, p.67, vimos que p" /n! — 0 quando n — +o00. Assim, podemos escolher
n € N, suficientemente grande, para que p"/n! < 1/7.

Seja f o polindmio de grau 2n do lema anterior e considere as fun¢des I’ e GG definidas,
para cada x € R, por

F(x) = q" (n* f(x) = a2 O (2) + - (1) 7t fED () + (=1)" 72 f O (2))
G(z) = F'(z)sen(rzx) — wF (x) cos(wz).
Para k € {1,...,n}, temos que ¢"7%* = ¢"*p" € N. Disto e do lema anterior, con-
cluimos que F'(0), F'(1) € Z. Também temos G(0) = —7F'(0) e G(1) = nF(1).
Derivando GG uma vez e F' duas vezes, obtemos
G'(z) = F"(z) sen(nzx) + wF'(x) cos(mz) — nF'(x) cos(mz) + nF(x) sen(wz),
= (F"(z) + 7°F(x)) sen(rz),
F//(SC) — qn (71_2nf(2) (x) . 71_21172Jc(4)(x> T (_1)1171 4f(2n)<$))
_ _7T2qn (_7T2n72f(2) (SC) + 71_2n74f(4) (SC) ( )nﬂ,Qf(2n) (.T))
=" (F(2) = "7*" f(2)) = —7*F(x) + 7p" f (2).

Portanto, G'(x) = n%p" f(z)sen(rwx). Segue do Primeiro Teorema Fundamental do Calculo
que

1
1) —
7r/ p" f(z)sen(x)dx = G¢l) =GO =F(1)+ F(0) € Z.
0 T
Por outro lado,
L "
0<m [ p"f(x)sen(z)dr < PR 1.
0 .
Ou seja, FI(0) + F (1) €e ZNn (0,1) = @. Absurdo! u

9.5 Mudanca de variaveis e integracao por partes.

PROPOSICAO 9.23. (mudanca de variavel) Seja g derivavel em [a,b] com ¢’ integravel
neste intervalo. Se f é continua em g([a, b)), entdo

g(b)

x)dx = x)) ¢ (z)dzx.
i@ /af(g< ))g/(x)

Demonstracao. A funcdo f é continua e, portanto, integravel. Também é integrdvel o
produto das fungdes integriveis f o g e ¢’ (observe que f o g é continua).

Pelos Teoremas de Weierstrass (Corolario 7.21, p.112) e do Valor Intermediario (Teo-
rema 7.16, p.111), temos que g([a,b]) € o intervalo fechado [c,d], sendo ¢ e d, respectiva-
mente, os valores minimo e maximo de g em [a, b]. Assim, a fungdo continua f tem primitiva
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F em [c,d]. Pela Regra da Cadeia, para todo = € [a,b], temos (Fog)'(z) = F'(g(z)) g (z) =
flg(2)g'(x).

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

g(b) 9(b)
F(g(b)) — F(g(a)) = /( ) F'(z)dz = /( | f(z)dz

F(g(b)) = F(g(a)) = (F o g)(b) = (F o g)(a) =/ f(9(2))g'(x)da.

Dai segue o resultado. n

PROPOSICAO 9.24. (integracio por partes) Sejam f e g funcbes derivdveis em [a, b]
com f' e g’ integrdveis. Entdo

b b
/ f(@)g'(x)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) — / f(@)g(x)dz.
Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental do Calculo temos
f(0)g(b) — f(a)g(a) = / (fg)'(x)dz = / (f'(@)g(x) + f(2)g'(x))da.

a

O resultado segue dai, observando que f’g e fg’ sdo integraveis (Proposicdo 9.13) e usando
a Proposi¢cgo 9.9 (i). u

9.6 Medida nula e Teorema de Lebesgue.

Ja vimos que fungdes continuas s3o integrdveis e comentamos que a integrabilidade estd
relacionada com a continuidade, ou melhor, com a descontinuidade. De fato, o Teorema de
Lebesgue, que veremos nesta secdo, nos diz que uma fungdo f limitada em [a, b] é integravel
neste intervalo se, e somente se, ela n3o é “muito” descontinua ai, ou, em outros termos, se
o conjunto dos pontos de [a, b] onde f é descontinua é “pequeno”.

Comegamos por precisar o que queremos dizer por “pequeno” no paragrafo anterior.

DEFINICAO 9.25. Dizemos que A C R tem medida (de Lebesgue) nula se para todo
e > 0, existe uma sequéncia (I,,),en de intervalos abertos e limitados tal que

+oo +oo
Ac|JL, e D |Ll<e (9.11)
n=1 n=1

sendo que |I| representa o comprimento do intervalo I, ou seja, |I| =b—a se I = (a,b).

Conjuntos finitos ou, mais geralmente, enumeraveis tem medida nula como veremos nos
dois exemplos a seguir.
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Exemplo 9.7. Seja A = {x1,...,2,}. Dado e > 0, para cadan € N, definimos

E‘:x_i_f‘:)
yn 2m7

]ﬁ:: ( n
o 2m

sen<m, oul,=J, sen>m. E imediato que A C :g 1,,. Além disto,

+oo m m e

DIl =D =3 —=e.
m

n=1 n=1 n=1

Portanto, A tem medida nula.
O argumento do préximo exemplo é uma pequena sofisticacdo do anterior.

Exemplo 9.8. Seja A = {x1,25,---}. Dado e > 0, para cadan € N, definimos

I = 9 g
o= (o= g ot )

E imediato que A C |JT™ I,,. Além disto,

+o00 +o0 e
D Ihl= 5=
n=1 n=1

Portanto, A tem medida nula.

Podemos adaptar este argumento para provar que na definicao de medida nula podemos
utilizar intervalos fechados.

LEMA 9.26. (medida nula e intervalos fechados) O conjunto A C R tem medida nula
se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe uma sequéncia (I,,)n,en de intervalos fechados e
limitados tal que (9.11) € vdlido com |I| =b — a se I = [a,b].

Demonstracao. Dado £ > 0 qualquer, podemos substituir cada intervalo fechado I, =
[an, by] pelo intervalo aberto J,, = (@, — 557, by + 557)- E claro que

+oo +oo
g || = g || + €.
n=1 n=1
Deixamos o leitor completar o resultado. [ ]

E facil perceber que o intervalo [a,b], com a < b, n3o tem medida nula (pense nisto). A
demonstracdo mais natural deste fato, na opinido do autor, é tediosa, ou entdo, repleta de
afirmacdes, sem prova, do tipo “é facil ver que”. Outra demonstracdo menos natural, porém
mais elegante, é indicada no exercicio 25, p.164.

LEMA 9.27. (unido enumeravel de conjuntos de medida nula tem medida nula) Se
+oo

(A;)nen € uma sequéncia de conjuntos de medida nula, entdo U A, tem medida nula.

n=1
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+oo
Demonstracao. Sejame > 0e A = U A,. Para cada n € N, temos que A,, tem medida
n=1

nula. Logo, existe uma sequéncia (I,S?))meN de intervalos abertos e limitados tal que

+o0
Ac I e Z| <o
m=1

Como N2 é enumerével, os intervalos I\ podem ser substituidos por J/s com indice i € N.

Logo

+00 400 +o00
A= UA cJyr=Jx
n=1m=1 i=1

com (a série é absolutamente convergente pois todos os termos sdo positivos; portanto ndo
interessa a ordem da soma)

+o0 +00 400
2| = ZZII(”i—Z -
i=1 n=1 m=1 n=1

Para a demonstracdo do Teorema de Lebesgue vamos utilizar o conceito de didmetro de
um conjunto limitado (veja Defini¢do 7.12, p.110). Do exercicio 19(c), p.117, diam(X) =
sup(X) — inf(X). Logo, diam(f(X)) = sup(f(X)) — inf(f(X)). Tomando X = I;, e
utilizando a notagdo |I;| = Ax;, concluimos que

S(f,P)— Zdlam IGE

Pode-se definir a oscilagao de f em X por diam(f(X)).

* TEOREMA 9.28. (Lebesgue) Seja f limitada em [a,b]. Entdo, f € integrdvel em [a, D]
se, e somente se, o conjunto D = {x € [a,b] ; f € descontinua em =} tem medida nula.

Demonstracao. Suponha que‘D tem medida nula ‘
Como f ¢é limitada em [a, b], existe M > 0 tal que

diam(f(J)) < 2M  paratodo J C [a,b]. (9.12)

Fixe ¢ > 0. Como D tem medida nula, existe uma sequéncia (/;);cy de intervalos abertos

e limitados tal que
D C I; I; I; 9.13
U € Z| = Z| =< 4M ( )

1eN 1€N 1€EN

Como, por definicdo de D, f é continua em y € [a,b] \ D, fixado € =

dy > 0 (depende de y pois ndo temos continuidade uniforme) tal que

f(Bas, (y) N a,b]) C B(f(y))-
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Como diam(B=(f(y))) = 2¢,

3

diam (F(Bas, (y) N, 1) < 22 = 5=

(9.14)

Pelas definicdes é claro que a unido das cole¢des de abertos {I,},en (que cobrem D)
e {Bs,(¥) }yelap\p (que cobrem o complementar de D em |[a, b]) cobrem o compacto [a, b].
Pelo Teorema 6.17, p.96 (Borel-Lebesgue), existe subcobertura finita:

k=1 k=1

O extremos destes intervalos que estiverem contidos em [a, b] junto com {a, b} formam
uma partigdo de [a,b] P = {a = x¢,...,x, = b}. Defina J; = [x;_1, x;]. Queremos escrever
{1,...,n} = UUV (pode ser que UNV # &) com U e V apropriados para fazer estimativas
distintas em J;. Como cada ponto extremo de .J; é ponto extremo de I, ou B%k (yx) para
algum k (faga uma figura), cada intervalo fechado J; estd contido em:

(a) I, para algum k € {1,...,p}, ou,

(b) Bs,, (yx), para algum k € {1,...,q}. Portanto, definimos

U={i; J;C1I,, paraalgumk} e V = {i; J; C By para algum k}.

Como, por construgcdo, UUV ={1,...,n},

S(f,P)—=I(f,P) = Zdlam MIPA

(9.15)
< Zdlam \J\—l—Zdlam il
ieU eV
Para i € U, como J; C I,,,, por (9.12) e (9.13),
i ) < <
diam(f(J) <2M e DK< Tl < 1o
€U keN
e portanto,
2Me ¢
> " diam(f ()| Ji] < 0 =5 (9.16)
€U
Para i € V, como J; C B, (yk) C Bas, ( k) e J; C [a,b], por (9.14),
. €
diam(f(J;)) < oa S|l < Z|J| <b-—a,
eV
e portanto,
€ €

eV
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Aplicando (9.16) e (9.17) em (9.15), obtemos que S(f, P) — I(f, P) < ¢, concluindo a
primeira parte.

Suponha agora que ‘ f € integravel ‘

Seja A = [a,b] e w(f;a) a oscilagdo da fungdo f em a, definida por

w(f;a) = inf{diam (f(Bs(a) N A)); § > 0}.

Defina
Dy, = {z € [a,0]; w(f;x) > 1/m}.
Pelo Lema 7.14, p.110, se f é descontinua em x entdo w(f;x) > 0. Logo D = U D,,.

Pelo Lema 9.27, é suficiente mostrar que D,,, tem medida nula para cada m. el
Fixado m, como f é integravel, dado £ > 0, existe P = {xq,...,z,} tal que
S(fiP) = I(f;P) < —. (9.18)
Defina I; = [z;_1,x;] e
J=Ake{l,...,n}; diam(f(I})) > 1/m}. (9.19)

Vamos verificar que D,,, C U I; (estes intervalos fechados cobrem D,,). De fato seja = € D,,.
ieJ

Por definigdo w(f,x) > 1/m e, como x € [a,b], cujo intervalo foi particionado, = € I; para

algum 7. Vamos mostrar que x € I; com 7 € J.

(a) se © € I? (interior do intervalo), é claro que diam(f(;)) > w(f,x) > 1/m pois
w(f,z) é o infimo dos didmetros de f aplicado em intervalos contendo z. Logo = € I; com
e J.

(b) se x = z; (extremo do intervalo) entdo das duas uma: diam(f([;)) > w(f,xz) > 1/m
ou diam(f(Z;11)) > w(f,z) > 1/m pela mesma razdo. Logo x € I, com i € Jou z € [;1
comi+1e€eJ.

Finalmente, usando (9.18) e (9.19),

—Z|]|<Zd|am |I|<Zd|am DL = S(f, P)—I(f,P)< —

ied ieJ

Concluimos que D,, C U‘fi (intervalos fechados) e Z |I;| < €. Segue do Lema 9.26 que
ieJ icJ
D,, tem medida nula. u

9.7 Exercicios.

9.7.1 Integral e propriedades

— 1. Sejam c € R, P € Pla,b] e f uma fun¢do limitada em [a,b]. Prove que
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(a) se ¢ >0, entdo S(cf; P)=cS(f; P)eI(cf; P)=clI(f;P);
(b) se ¢ <0, entdo S(cf; P) =cI(f;P)e I(cf; P)=cS(f;P).

— 2. Sejam P,Q € Pla,b] e f uma fungdo limitada em [a,b]. Prove que se P C @, entdo
I(f; P) < I(f;Q) < S(f;Q) < S(f; P).

— 3. Este exercicio mostra que podemos alterar uma funcdo integravel em um ponto sem
perder a integrabilidade nem alterar a integral. Sejam ¢ € [a,b] e f uma fun¢3o limitada e
integravel em [a, b]. Suponhamos que g é uma fungdo definida em [a, b] e tal que f(z) = g(x)
para todo x € [a,b] \ {c}. Prove que g é limitada e integravel em [a, b] e

/abg(:v)dx = /abf(x)d:c.

Sugestao: Para simplificar a demonstragdo, considere inicialmente os casos ¢ = a e ¢ = b.
Depois use a Proposicao 9.14 para concluir o caso geral.

— 4. O objetivo deste exercicio é generalizar o resultado do exercicio anterior. Sejam ¢y, ..., ¢, €
[a,b] e f uma funcdo limitada e integrdvel em [a, b]. Suponhamos que g é uma func3o definida
em [a, b] e tal que f(z) = g(x) para todo = € [a,b] \ {c1,...,c,}. Prove que g é limitada e

integrével em [a, b] e
b b
/ g(z)dz :/ f(z)dz.

Sugestao: Proceda por indugdo e use o resultado do exercicio anterior.

—> 5. Sejam a,b,c,d € R tais que ¢ < a < b < d. Prove que I(,p (fungdo indicadora ou
caracteristica), e Ij, ;) sdo integraveis em [c,d] e

d d
/ Iop(x)dr = / Iy (x)dz =b— a.

* 6. (extra) Determine, utilizando a definigdo:
a

(a)/ z"dr paran=1e2; (b)/ e” dx; (c)/ sen z dz.
0 0 0
Dica: Para o item (c) ver [C].

— 7. Determine a integrabilidade a Riemann, utilizando S(f, P) e I(f, P), de:
(3) f(x) = /|| para £ 0 e f(0) =0;  (b) f = Iy
(c) f(x) =sen(l/z) parax # 0e f(0) =0;
(d) f : R — R definida por f(z) = 0se z € R—-Q, f(p/q) = 1/q se p/q é fragdo
irredutivel com ¢ > 0 e f(0) = 0.
Dica: Para (d), veja exercicio 17(f), p.117.

— 8. Prove que se modificarmos uma func¢do integravel f num conjunto enumeravel a integral
pode deixar de existir.
Dica: I.

— 9. Sejam f, g : [a,b] — R continuas. Prove que f =0 em [a, b] se:
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/|f )ldz =0,

—>(b) (Lema de du Bois-Reymond?) / f(s)ds =0 para todo z,y € [a, b];

/ f(z)g(z) dz = 0 para toda g;

(d) / f(z)g(z)dz = 0 para toda g que satisfaz g(a) = g(b) = 0. ([Sp] p.237 no.23)
Obs' resultado importante para o calculo das variagoes.

Dica (para todos itens): suponha por contradicdo que f(x¢) # 0 para zg € [a,b] e use
permanéncia de sinal de funcdo continua.

— 10. Uma fungdo h é chamada de escada se existe uma particdo tal que h é constante em

cada intervalo da particdo, i.e., h = ZcﬂhH,xi] ([Sp] p-235 no.17).
i=1
(a) Prove que se f é integrdvel em [a, b] ent3o para todo € > 0 existe uma fungdo escada

h < f tal que fab(f — h) < e. De forma analoga existe uma fungdo escada m > f tal que
b
[(m—f)<e
Dizemos que as fun¢des escada s3o densas no espaco das fungdes integraveis.
(b) Suponha que para todo € > 0 existam k; e ky fun¢des escadas com ki < f < k tais

que f:(k’g — k1) < . Prove que f é integravel.
* 11. (extra) Prove que se f é integravel em [a,b] entdo dado € > 0 qualquer existe uma
fungdo continua g < f com f; |f — g] < e ([Sp] p.236 no.18).
Dica: Primeiro determine uma fun¢do escada com esta propriedade depois ligue com retas

para ficar continua. Dizemos que as funcles escada e continuas sdo densas no espaco das
fungdes integraveis.

t 12. (dificil) (desigualdade de Jensen, utilizada em probabilidade) Prove que se ¢ é
1 1
convexa e g é integrdvel entdo ¢ (/ g(z) dx) < / v(g(x)) dz.
0 0

Dica: Prove para fung¢bes escada usando exercicio 15, p.137 e use densidade das fungdes
escada nas integraveis (exercicio 10, p.162).
13. Suponha que f é continua e lim f(x) = a. Prove que lim —/ f(t) a ([Sp]
T—r+00 T—+00 I
p.239 no.34).

14. Seja f continua e periodica de periodo T" > 0, isto é, f(x+T) = f(x) para todo z € R.
Prove que faJrT )dz = fo s) ds para todo a € R ([Fil] p.179 no.3).

— 15. Prove que se f é continua e limitada em [a, )] entdo F(x f f(s)ds é Lipschitz
continua.

x 16. (extra) Prove que / e dx = /7/2.

0

'Paul David Gustav du Bois-Reymond: * 02/12/1831, Berlim, Alemanha — 1 07/04/1889, Freiburg,
Alemanha.
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Dica: Ver livro de calculo Ill. Distribuicdo normal em probabilidade.

— 17. (teste da integral para séries) Seja f : [1, +00) — R uma funcdo positiva e decrescente.

Prove que / f(z)dz < oo se, e somente se, Z f(n) < oo ([Fil] p.199 no.3).
1 n=1

b 1/p
18. Definimos em C([a,b]) a norma LP de f por | f|, = (/ |f|p) para p > 1.

Prove que liril I fll, = max] |f(x)] (o lado direito serve de definicdo para norma L°).
pP—1T00

)

0.7.2 Teoremas Fundamentais do Calculo

—> 19. Seja f: R — R tal que f' = f. Prove que existe C' € R tal que f(x) = C'exp(x) para
todo z € R;
Dica: Considere h(z) = f(z)/exp(z).

— 20. Defina F(z,\) = / f(s,A)ds. Suponha que f é derivavel com relagdo a A. Prove

oF °0
que F' é derivavel com relagdo a \ e que — = —f(s, A)ds

ox  J, o

21. Seja f continua tal que f(z) :/ f(s)ds. Prove que f =0 ([Fil] p.179 no.2).
0

Dica: derivada.
b

x 22. (extra) (Lema de Riemann-Lebesgue) Prove que lim [ f(x)sen(nz)dz = 0se f é

n—o0 a

integravel.

Dica: Prove para fungdes escada e e use densidade das fun¢es escada nas integraveis
(exercicio 10, p.162). E vélido um resultado andlogo para cos. Este é um resultado funda-
mental na teoria da série de Fourier, pois prova que os coeficientes da série de Fourier de uma
funcao integravel convergem para zero.

2
* 23. (extra) Defina a, = / f(x)sen(nz)dx. Prove que se f € C'([0,27]) entdo
0

k

lim na, = 0. Prove, por induc3o, que se f € C*([0,27]) entdo lim n"a, = 0.

n—00 n—00
Dica: Integracao por partes e exercicio anterior. Este resultado caracteriza o decaimento

dos coeficientes da série de Fourier para funcdes suaves. Mostra, em particular, que se f for
O™ os coeficientes vio para zero mais rapido que qualquer polindmio. Existe, ampliando C*
para os espacos de Sobolev? H*, uma reciproca deste resultado: se os coeficientes decaem
“rapidamente” ent3o a func3o estd em HF.

— 24. (Fungdo Gama de Euler?, generalizacio de fatorial para nio-inteiros e complexos)

Defina I'(z) = / e 't*~ 1 dt. Prove que:
0

1Sergei Lvovich Sobolev: x 06/10/1908, S3o Petesburgo, Rissia — 1 03/01/1989, Leningrado, Russia.
2Leonhard Euler: x 15/04/1707, Basel, Suica — 1 18/09/1783, Sdo Petesburgo, Rissia.
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(a) a integral converge para z > 0; (b) I'(n) = (n — 1)! paran € N.

Dica: Para (b) integre por partes e prove que I'(z + 1) = 2T'(z2).

Obs: Este exercicio mostra que podemos estender a fung¢do fatorial para niimeros n3o-
inteiros: ! = I'(x 4+ 1). Pode-se considerar inclusive nimeros complexos se Re(z) > 0 (parte
real). Podemos, utilizando a propriedade (b) acima, amplid-la para z € C qualquer contanto
que Re(z) ¢ Z — N (inteiros negativos ou zero).

Obs: T'(1) = —~ (constante gama de Euler, vide exercicio 24, p.73). Pode-se provar
também que I'(3/2) = (1/2)! = /7 /2. ([Sp] p.327 no.25)

9.7.3 Medida nula e Teorema de Lebesgue

25. Sejam a, b 6 R com a < b, e (I,)nen uma sequéncia de intervalos abertos e limitados

tais que [a,b] C U I,.

(a) Prove que eX|stem ni,...,n; € N tais que [a,b] C I,,, U---U,,.

(b) Prove que b —a < 27, |1,

(c) Conclua que se a < b, entdo [a b] ndo tem medida nula.

Sugestao Em 25(b) considere as fun¢des indicadoras (ou caracteristicas) dos intervalos
[a,0], I, ..., I, e use o exercicio 5, p.161 e o exercicio 11, p.11.

— 26. Prove que se A tem medida nula ent3o interior de A é vazio.

— 27. Considere f : [a,b] - R e X C [a,b] com medida nula. Prove que f(X) tem medida
nula se f é Lipschitz continua.
Dica: estime diam(f([)) para I um intervalo qualquer.

t 28. (dificil) Se f for Holder continua n3o necessariamente X com medida nula implica f(X)
com medida nula (veja exercicio anterior). Segue um exemplo. Considere f a funcdo de
Cantor.

(a) Prove que f é Holder-continua com pardmetro o = log 2/ log 3.

(b) Se X é o conjunto de Cantor, que possui medida nula, mostre que f(X) = [0, 1], que
nao possui medida nula.

— 29. Sejam f, g fun¢Bes integraveis. Se o conjunto {z; f(z) # g(z)} tem medida nula

dizemos que f = g qtp (quase todo ponto).

(a) dé um exemplo de f # g com f = g qtp;

(b) prove que a relagdo f = g qtp no conjunto das func¢des integraveis é de equivaléncia;

(c) prove que se f = g qtp entdo fab f(x)dx = ffg(x) dz

Dica: prove que se h = 0 qgtp entao fab h(z)dxz = 0. Para isto suponha que [h # 0 e
portanto existe I tal que inf I > 0 (spdg= sem perda de generalidade).

(d) se g =0 qtp entdo fabf(x)g(x) dz = 0 para toda f integrdvel;

(e)seg>0e f:g(a:) dz = 0 entdo g = 0 qtp em [a, b].

30. Prove que o conjunto de Cantor (que é ndo-enumeravel) possui medida nula.



Capitulo 10

Sequéncias de funcoes

10.1 Convergéncia simples e uniforme.

Considere, para cada n € N, uma fungao f,, : A — R. Neste capitulo estudaremos em
que sentido a sequéncia (f,,)nen converge para uma fun¢do f : A — R. Existem muitos
modos de se definir convergéncia de fun¢des: simples ou pontual, uniforme, em LP, etc.

DEFINICAO 10.1.  Seja (f,)nen uma sequéncia de funcdes de A em R. Dizemos que
(fn)nen converge simplesmente ou converge pontualmente para f: A — R se

lim f.(x)= f(z) Vz € A.

Em outras palavras, para todo x € A, a sequéncia (numérica) (f,,(x))nen converge para
f(z). Segundo a definicdo de sequéncia convergente, temos

Vee A, Ve>0, INeN talque n>N = |f.(z)— f(z)|<e.  (10.1)

Exemplo 10.1. Seja f,, : R — R dada por f,(x) = x/n paran € N e x € R. Dados ¢ > 0
exr € R, tomemos N € N tal que N > |z|/e. Assim, se n > N, entdo

|

‘g—O‘: <|—]3\j[‘<5.

n n

Portanto, (f,)nen converge simplesmente para a fungcdo nula.
Exemplo 10.2. Seja f, : [0,1] — R dada por f,(x) = 2™ paran € N ez € [0,1]. Se

x € [0,1), entdo 2" — 0 e se x = 1, entdo ™ — 1. Portanto, a sequéncia (f,)nen €
simplesmente convergente para f : [0,1] — R dada por

0 sex #1,
fz) =

1 sex=1.

165



166 CAPITULO 10. SEQUENCIAS DE FUNCOES

Salientamos que, na Definicio 10.1, o valor de N depende de x e e. Quando N n3o
depende de x, mas apenas de ¢, temos outro sentido de convergéncia, assunto da préxima
definicao.

DEFINICAO 10.2. Seja (fu)nen uma sequéncia de funcées de A em R. Dizemos que
(fn)nen converge uniformemente para f: A — R se
Ve>0, INeN talque n>N = |fulx)— f(z)]<e, VzeA. (10.2)

E imediato que a convergéncia uniforme implica na convergéncia simples. A reciproca,
entretanto, é falsa como veremos no Exemplo 10.5.

x/n para todo
N ez € [0,1],

Exemplo 10.3. Para cada n € N, seja f, : [0,1] — R dada por f,(z)
x € 10,1]. Dado e > 0, tomemos N € N tal que N > 1/¢. Assim, se n
entao

VA

T
n n

Portanto, (f,)nen converge uniformemente para a fungdo nula.

Salientamos novamente a diferenca entre convergéncia simples e uniforme através da
comparac¢ao dos exemplos 10.1 e 10.3. No primeiro exemplo o valor de N depende de = e de
e (N > |z|/e), enquanto que no segundo ele sé depende de € (N > 1/¢).

Terminamos esta Se¢do com duas definicbes de convergéncia muito utilizadas em Proba-
bilidade.

DEFINICAO 10.3. Seja (fn)nen uma sequéncia de fungées de A em R. Dizemos que
(fn)nen converge quase todo ponto (qtp) para f: A — R se

lim f.(x)=f(z) VreA\K, onde K tém medida nula.

Exemplo 10.4. A sequéncia f,(x) = Ijo1ja" ndo converge simplesmente para h = 0 mas
converge qtp para h (veja Exemplo 10.2).

DEFINICAO 10.4. Seja (fn)nen uma sequéncia de fungdes integraveis de A em R.
Dizemos que ( f,,)nen converge na norma LP(A) (peR, p>1) para f: A— R se

/ |fu(z) — f(x)]Pdz — 0 quando n — co. (10.3)
A

A relacdo entre convergéncia em norma e quase todo ponto é delicada. Deixamos para
um curso de Teoria da Medida.
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10.2 Continuidade, integral e derivada de sequéncias de
funcoes.

No Exemplo 10.2 apresentamos uma sequéncia de fun¢bes continuas que converge sim-
plesmente para uma funcao descontinua. A préxima proposicao diz que este inconveniente
ndo ocorre se a convergéncia for uniforme.

PROPOSICAO 10.5. Seja (fn)nen uma sequéncia de fungées de A C R em R convergente
uniformemente para f : A — R. Se f,, € continua em xy € A para todon € N, entdo f é
continua em x.

Demonstracao. Seja xg € A. Dado € > 0, existe n € N tal que
reA — |fo(x) — f(2)] <e.
Como f,, é continua em z, existe 6 > 0 tal que
x € A, |t — x| <6 = | fn(x) — ful(zo)| < €.
Destas duas relagdes obtemos que se x € A e |z — z¢| < 6, entdo

[f (@) = fxo)| < [f(2) = ful2)] + | ful@) — ful@o)| + [fn(z0) — fl20)] < 3e.

Segue que f é continua em xy. |

Exemplo 10.5. Da proposicdo anterior podemos concluir que a convergéncia do Exemplo
10.2 ndo € uniforme, pois, sendo, o limite seria continuo em xy = 1. Entretanto, se a €
(0,1), entdo a sequéncia (fn|j0,a])nen € uniformemente convergente. Isto pode ser verificado
diretamente ou usando o préximo teorema (ver exercicio 4, p.181).

TEOREMA 10.6. (Dini') Sejam K C R compacto e (fy)nen C C(K). Se (fn)nen €
mondtona e convergente simplesmente para f € C(K), entdo a convergéncia é uniforme.

Demonstragdao. Suponhamos que (f,).en seja decrescente (se for crescente, procedemos
de modo andlogo), ou seja, f < fn11 < f, para todon € N,

Para cadan € N, f, — f € C(K) e, como K é compacto, existe z,, € K tal que
M, = fu(z,) — f(z,) é o valor mdximo de f,, — f. E facil ver que (M,,)nen € decrescente e
positiva e, portanto, convergente para ¢ > (0. Mostremos que ¢ = 0.

Da compacidade de K, obtemos subsequéncia (x,, )xen convergente para zy € K. Para
k,m € N com n; > m, temos M,, = f,, (x,,) — f(zn,) < f(2n,) — f(2,,). Fazendo
k — +o0, obtemos ¢ < f,,(z9) — f(xo). Tomando o limite quando m — +o00, concluimos
que ¢ < 0 e, portanto, ¢ = 0.

Dado € > 0, tomemos N € N tal que My < . Assim, se n > N e x € K, entao

0< fulz) — f(z) < fn(z) — flz) < My <e.
1Ulisse Dini: x 14/11/1845, Pisa, Italia - + 28/10/1918, Pisa, Italia
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Segue que |f,(z)— f(x)| <eparaxz € K en > N, ou seja, (fn)nen converge uniformemente
para f. [ ]

A convergéncia simples ndo se comporta muito bem com respeito a integral, como mostra
o exemplo a seguir.

Exemplo 10.6. Como QN |0, 1] é enumerdvel, podemos escrever Q N [0, 1] = {z1, z2, ... }.
Considere a sequéncia ( f,)nen dada por

1 sexr c {xla"'axn}a

fn(x> =

0 sendo.

Para cada n € N, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f, é finito e, portanto, de
medida nula. Logo, f, € integrdvel (e sua integral é nula). E ficil perceber que (f)nen
converge para a fungdo que vale um nos racionais e zero no irracionais que, como sabemos,
nao é integravel.

Novamente, este é um problema da convergéncia simples, inexistente para a convergéncia
uniforme.

TEOREMA 10.7. Seja (f,)nen uma sequéncia de fungbes integraveis no intervalo [a, b]
convergente uniformemente para f. Entdo f € integravel e

lim (/b ful@) dx) :/ab (ngglmfn(x)) dx:/abf(a:) dz.

Demonstragao. Para cada n € N, seja D,, = {z € [a,b] ; f, é descontinua em z}.
Como f,, é integravel, D, tem medida nula. Portanto, também tem medida nula o conjunto
D =J'> D,. Paratodon € Nex € [a,b]\ D temos que f, é continua em z. Logo, gracas
a convergéncia uniforme, f é continua em x. Concluimos que D contém todos os pontos de
descontinuidade de f e que, portanto, f € integravel.

Sejae > 0 etome N € N tal que |f,(z) — f(z)| < e paraxz € Aen > N. Temos entdo

bfn(x) dr — bf(:p) dz
[ o= |

De onde segue o resultado. [ ]

b b
g/ |fn(x)—f(x)|dx§/ edz = (b —a)e.

Como uma sequéncia de fun¢des continuas pode convergir simplesmente para uma funcao
descontinua, n3o é de se esperar que este tipo de convergéncia se comporte bem com deri-
vadas. Neste caso, mesmo a convergéncia uniforme n3o é muito satisfatéria, como mostra o
préximo exemplo.

Exemplo 10.7. Seja f,, : R — R dada por f,(x) = sen(nz)/n. Dadoe >0, se N > 1/¢,
entdo, paran > N e x € R, temos

| sen(nx)| < 1 - 1 -
——<—-< =<e
n ~n N
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Portanto (f,)nen converge uniformemente f = 0. Por outro lado, a sequéncia (f!),en ndo
converge para f' =0, pois, por exemplo,

f1(0) = cos(n-0) =1 Vn € N.

n

PROPOSICAO 10.8. Seja (f,)nen C C'([a,b]). Se existe zg € [a,b] tal que (f(0))nen
converge e se (f',)nen converge uniformemente para g : [a,b] — R, entdo (f,)nen converge
uniformemente para uma primitiva de g.

Demonstracdo. Dado x € [a, b], pelo Primeiro Teorema Fundamental do Célculo, podemos
escrever

Ful(@) = fulo) + / " f(s)ds.

Como (fn(x0))nen € convergente para, digamos, ¢ e como (f’, )nen € uniformemente conver-
gente para g, obtemos que (f,,(z))nen converge para

flz)=c+ /wg(s)ds.

zo

Mas g é continua (pois é limite uniforme de uma sequéncia de fun¢des continuas), logo, do
Corolério 9.19, p.153, segue que f é uma primitiva de g.

Para concluir que (f,,)nen converge uniformemente para f, tome € > 0 e escolha N € N
tal que para n > N tenhamos

(o) —cl <e e |fu(s) —g(s)l <&, Vs€la,b]

Obtemos entdo que

() = f(xo)| < [ful20) — | +

/ eds
zo

/ " (£(s) — g(s))ds

o

<e+ =(1+|z—x0])e < (14+b—a)e.

10.3 Espaco C(K) e equicontinuidade.
Nesta secao K representara um subconjunto compacto nao vazio de R. Lembramos que
C(K)={f: K —R; fécontinua }.
A Proposi¢do 7.9, p.110 nos da que se f,g € C(K) ec € R, entdo f+ g € C(K) e

cf € C(K). Por esta razdo, C(K') é um espago vetorial. Como em outros espacos vetoriais
(R™, por exemplo), em C(K) definimos o conceito de norma.
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DEFINICAO 10.9. Seja f € C(K). Definimos a norma de f por

If]l = sup{|f(=)] ; = € K}.

Pelo Teorema de Weierstrass (Coroldrio 7.21, p.112), toda f € C(K) é limitada e, por-
tanto, o supremo que define || f]| é finito.
As principais propriedades da norma s3ao dadas na proposicao a seguir.

PROPOSICAO 10.10. (norma) Sejam f,g € C(K) e c € R. Temos que
i |Ifll > 0; ii. se ||f|l =0, entdo f(x) =0 para todo x € K,
iii. lefll = el Al v If+gll < LA+ lgll-
Demonstragao. As propriedades (i) e (ii) sdo 6bvias. O item (iii) segue de
lefll = sup{lellf ()] ; = € K} = [e[sup{[f(2) |; = € K} = ||| f]]
Finalmente,

If + gl = sup{[f(z) + g(z)| ; = € K} <sup{|f(z)|+|g(z)|; € K}
<supf{[f(z)|; z € K} +sup{lg(z)|; = € K} = [[f[|+ llg]l

demonstra (iv). n

Repare na semelhanca entre a propriedade (iv) e a desigualdade triangular. N3o por acaso,
ela também é chamada de Desigualdade triangular.

Quando se deseja distinguir entre os vérios tipos de norma, varios nomes sao usados para a
norma aqui definida: norma do sup, norma C°, norma infinito, norma L™, etc. As razdes
para os dois primeiros nomes sio dbvias (lembre-se que C'(K) também ¢é denotado C°(K)).
As duas dltimas nomenclaturas sdo explicadas no exercicio 18, p.163. Outro nome bastante
usado é norma da convergéncia uniforme. A raz3do sera explicada pela Proposicdo 10.12.

DEFINICAO 10.11. Uma sequéncia (f,)nen C C(K) € dita convergente em C(K) se
existe f € C'(K) de modo que

Ve >0, INeN talque n>N = | fu—1Ffll<e.

Neste caso, escrevemos f,, — [ e dizemos que f € o limite da sequéncia (f,,)nen ou que f,
converge para (ou tende a) f em C(K) quando n tende a mais infinito (n — +00).

Repare na grande semelhanca entre esta definicdao e a Definicdo 4.3, p.55. Excluindo as
diferencas de notagdo (x,, ou f,,) e a natureza dos elementos das sequéncias (em R ou C'(K)),
a diferenca notdvel é que, aqui, aparece a norma (em ||f,, — f]|) e 1d aparece o valor absoluto
(em |z, — x|).

Apesar desta diferenca, como a norma tem propriedades semelhantes a do valor absoluto
(notadamente, vale a desigualdade triangular), muitos dos resultados sobre sequéncias em R
tém correspondentes para sequéncias em C(K). Como exercicio, baseie-se na demonstragcdo
da Proposicdo 4.14, p.60 para mostrar que se f,, — f e g, — g, entdo f, + g, — f +g.

A préxima proposicao esclarece a razdo do nome norma da convergéncia uniforme.
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PROPOSICAO 10.12. Sejam f € C(K) e (fu)nen C C(K). Entéo f, — f se, e somente
se, (fn)nen converge uniformemente para f.

Demonstracao. Suponhamos que f,, — f. Dado ¢ > 0 existe N € N tal que se n > N,
entdo || f, — f|| < e. Ora, para todo = € K, temos |f,(z) — f(x)| < ||f.— f|l <e. Portanto,
(fn)nen converge uniformemente para f.

Suponhamos agora que (f,)nen Seja uniformemente convergente para f. Dado ¢ > 0,
existe N € N tal que se n > N, entdo |f,(x) — f(z)| < € para todo x € K. Por definigdo
de supremo, || f, — f|| = sup{|fn(z) — f(z)|; x € K} <e. Portanto, f, — f. |

Procuramos um resultado sobre sequéncia de funcdes que tenha papel semelhante ao do
Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 4.9, p.57) para as sequéncias numéricas. Algo que
diga que sequéncias limitadas em C'(K') tem subsequéncias convergentes em C(K). A rigor,
antes de poder enunciar tal teorema, serd necessario definir:

i. sequéncia limitada em C'(K);
ii. subsequéncia de (f,)nen C C(K).

O item (ii) é imediato: na Definicdo 4.2, p.53, a condi¢do que define subsequéncia de uma
sequéncia de nlimeros reais, ndo considera a natureza dos elementos da sequéncia. Ou seja,
ela ignora que sao nimeros reais e considera apenas os indices. Portanto, a mesma definicdo
tem sentido para sequéncias em C(K).

Para a limitagdo, lembremos que uma sequéncia (x,),eny de nimeros reais é limitada
quando existe M > 0 tal que |z,| < M para todo n € N. Inspirados no que ja fizemos,
trocamos valor absoluto por norma.

DEHN'CAO 10.13. Uma sequéncia (f)nen C C(K) € limitada se existe M > 0 tal que
| fnll < M para todo n € N.

Cabe agora perguntar se toda sequéncia limitada em C'(K') tem subsequéncia convergente
em C(K). Infelizmente a resposta é ndo. Consideremos novamente a sequéncia (f,,)nen do
Exemplo 10.2. E imediato que |f(z)| = |2"| < 1 para todo z € [0,1] e para todo n € N.
Logo, || fn]| < 1 para todo n € N e, portanto, (f,,)nen € limitada. Se ela tivesse subsequéncia
convergente para f em C(K), ent3o esta seria uniformemente convergente para f e, portanto,
simplesmente convergente para f. Concluiriamos que f(xz) =0, se x € [0,1), e f(z) =1, se
x = 1. Contrariando a continuidade de f.

Precisamos de uma hipdtese adicional para obter o resultado requerido.

TEOREMA 10.14. (Arzelal-Ascoli®) Se (f,)nen C C(K) € limitada e equicontinua,

i.e.,
Ve>0, 30>0 talque z,ye K, |[xr—y|<d = |fulx)—fuly)<e, VneN,

entdo (fn)nen tem subsequéncia convergente em C'(K).

1Cesare Arzela:  06/03/1847, La Spezia, Itilia - T 15/03/1912, La Spezia, Itélia.
2Guido Ascoli: x 12/12/1887, Livorno, Itdlia - + 10/05/1957, Torino, Italia.
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Demonstracao. Para cada m € N, da equicontinuidade de (f,)nen, obtemos §,, > 0 tal
quese z,y € K e |x —y| < 6y, entdo | f(x) — fu(y)| < 1/m, para todo n € N.
Como K é compacto e K C |J,;(2 = O, 2 + ), existe Dy, C K, finito, tal que

KC | (2= 6m 2+ 0m) (10.4)

2EDm

O conjunto D = |J'=°, D,, é enumeravel (pois é unido enumerével de conjuntos finitos) e,
portanto, podemos escrever D = {1, xa,... }.

Seja M > 0 tal que ||f,|| < M para todon € N. Para z € K e n € N temos |f,(z)| <
| fnll < M de modo que (f,,(z))nen € limitada. Em particular, (f,,(x1))nen € limitada, logo,
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 4.9, p.57), ela tem subsequéncia (g1 x(%1) )nen
convergente. Agora, usando que (g1.,(%2))nen também é limitada obtemos subsequéncia
(g2.n(x2) )nen convergente. Pela limitagdo de (g2, (73))nen existe subsequéncia (g3, (73))nen
convergente. Repetindo o processo, construimos uma sequéncia ((gim)neN)ieN de sequéncias
tais que, se i > j, entdo (gin)nen € subsequéncia de (g;n)nen € (gjn(Tj))nen converge.
Definimos (f,,, Jken por fn, = gr.k para todo k € N.

Afirmamos que, se y € D, entdo (f,, (y))ken é convergente. De fato, seja j € N tal que
y=ux;. Se k> j, entdo f,, = grx é um termo de (g;n)nen. Como (g;,(x;))nen converge,
concluimos a afirmagdo.

Mostremos que ( f,, )ken converge simplesmente. Sejam x € K, ¢ > 0 e m € N tal que
m > 3/e. De (10.4), obtemos que existe y € D,, tal que |z — y| < 0,,, e, portanto,
€

fule) = fap)l < <5 VaeN.

w

Em particular, para k,l € N, temos que

(@) = Joy (2)] < [fri (@) = Fur ()] + i () = S )]+ L () = o ()]

2e

< fun(y) = fu W)l + - (10.5)

Mas y € D, logo, (fn,(y))ren € convergente e, portanto, de Cauchy. Segue de (10.5) que
(fn,())ren também é de Cauchy e, portanto, convergente. Seja f(z) = klim I, ().
—+00

Falta mostrar que a convergéncia é uniforme. Seja ¢ > 0 e m > 3/e. Escrevemos
D,, ={w,...,y,}. Como D,, é finito, existe ky € N tal que se k > ko, entdo

9
]CZ]{?O — |fnk(y)_f(y)| Sga \V/yGDm.

Qualquer que seja x € K, ja vimos que existe y € D,, para o qual vale (10.5). Fazendo
| — 400, obtemos

[fur(@) = f@)] < Ifar(y) = FY) + 5 < e

O que conclui a demonstracdo. [

H4 um pequeno erro na demonstragcdo acima: nao é possivel demonstrar que a sequéncia
(ng)ken € estritamente crescente e, portanto, que (fy, )xen € uma subsequéncia de (f,,)nen-
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Como exemplo, considere que (f,)nen Seja constante. Neste caso, qualquer (ny)ren satisfaz
as condi¢Bes da demonstracdo! Este erro pode ser corrigido sem muito esforco (exercicio 17,
p.182).

10.4 x Equacoes diferenciais.

Muitas situacgdes fisicas, econémicas, bioldgicas, ... sido modeladas por equacoes di-
ferenciais ordinarias (comumente abreviadas pela sigla EDO). Neste tipo de equagdo a
incégnita é uma fung¢do (ndo um nimero). O termo “diferenciais” vem do fato que na equagio
aparece a derivada (de alguma ordem) da fungdo incégnita. Nesta secdo abordaremos apenas
algumas questdes referentes as equacoes diferenciais. Como aplicacdo do Teorema de Arzela-
Ascoli mostraremos a existéncia de solucdo de uma classe de EDO’s. O leitor interessado
em se aprofundar no assunto poderad consultar algum dos varios livros disponiveis como, por
exemplo, [Ros].

Exemplo 10.8. Seja g € C([a,b]). Procuramos f € C'([a,b]) tal que
f'(z) =g(x) Vz € [a,b]. (10.6)

Este é um exemplo muito simples de EDO. A existéncia de solucdo é consequéncia imediata
do Segundo Teorema Fundamental do Calculo. Observe que se f satisfaz (10.6), entdo isto
também ocorre com f + ¢, qualquer que seja c € R. Desta forma, existem infinitas solugdes.
Porém, se impusermos que f assuma um dado valor no ponto a, entdo o Corolario 8.11,
p.128 (vi) garante a unicidade. Resumindo, dados g € C([a, b]) e yo € R, existe uma tnica
f € C*([a,b)) tal que

f'z) =g(z) vV ela,b],

fla) = yo.

Uma situagdo pouco mais complicada que a do exemplo anterior ocorre quando do lado
direito da equagdo aparece a prépria incégnita. Vejamos um exemplo.

Exemplo 10.9. Procuramos f € C*(R) tal que

f'(x) = f(z) VzeR,
(10.7)
f(0)=1.

Jd vimos (exercicio 14(c), p.137) que existe no maximo uma solu¢do de (10.7). Mostrar que
existe alguma solugdo € tarefa mais elaborada que sera deixada para depois. Por hora, diremos
apenas que existe tal f, a chamada fungao exponencial, denotada por f(x) = exp(z) ou
f(z) = e para todo © € R. Agora vamos abordar outra questio relevante no estudo de
solugdes de equagdes diferenciais: a regularidade. De acordo com o enunciado, procuramos
solugdo f na classe C1(R). Poderiamos ter sido menos exigentes, procurando f no conjunto
das fun¢bes derivdveis (com derivadas ndo necessariamente continuas). Nada ganhamos ou
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perdemos fazendo isto. De fato, se f € derivavel e f' = f, entdo f' € continua pois f
é continua. Concluimos que f € CY(R). Ora, como f € CY(R) e f' = f temos que
f e CYR), isto é f € C?*(R). Continuando o argumento (chamado de boot strap)
concluimos que f € C*(R).

Nas aplicacdes de EDQO's em areas externas a Matematica saber que determinado problema
tem solugdo, dnica e regular (C'! ou C*°, por exemplo) é quase sempre intitil. O que se espera,
de fato, é encontrar tal solucdo. Nao existem métodos gerais para encontrar expressoes
de solugées de EDQO’s. Ha apenas uma quantidade pequena de “receitas” cada uma delas
aplicavel a um tipo particular de equacdo. O problema é mais sério do que o leitor, talvez,
possa imaginar. Na maioria dos casos, as solugdes de EDO’s n3o podem ser escritas em
termos das fung¢des elementares comumente usadas! (O exemplo classico é a fun¢do f tal
que f'(x) = e’ para todo x € R.) Neste caso, devemos usar esquemas numéricos para a
resolucao de EDO'’s.

De maneira geral estamos interessados no seguinte problema. Dada g : R — R e yp € R,
queremos encontrar f : [a,b] — R derivavel e tal que

f'(x) = g(f(x)) Vo< la,b],
f(a) = vo.

(10.8)

Frequentemente, a varidvel x é substituida por ¢ e interpretada como tempo e a é con-
siderado o tempo inicial. Por essa razdo (10.8) é chamado de Problema de Valor Inicial
(PVI) ou de Problema de Cauchy.

Para encontrar uma solugcdo, ou melhor, uma aproximacdo para a solucdo de (10.8) o
método numérico mais simples é o Método de Euler. A ideia deste método é a seguinte.
Sejam f solu¢do do PVI e zy = a. Se 1 > xy é proximo de xg, entao

f(z1) = f(w0)

1 — o

f'(xo) ~ = f(z1) = f(zo) + f'(z0) (21 — 20) = yo + g(¥o)(z1 — T0)-
Assim, y1 = yo + g(yo)(x1 — x¢) é uma aproximagdo para f(x;) que serd usada para obter
uma aproximacdo para f(z3), sendo x5 > x1 préximo de x;. Temos

f(x2) = f(z1)

To — T1

f(wy) = = f(x2) = f(21) + f'(z1) (72 — 1) = y1 + g(y1) (21 — 22).

Ou seja yo = y1 + g(y1)(x2 — x1) é uma aproximagdo para f(x3). Continuamos o processo da
seguinte maneira. Dada uma particdo (ou malha, como é chamada no contexto da Anilise
Numérica) P = {xy,...,2,} de [a,b], definimos 1, ..., y,, indutivamente, por

Yi = Yi—1 + g(yi,l)(:ci — :L’Z-,l) Vi € {1, - ,n}. (10.9)

E razoével esperar que ¥; seja uma boa aproximagdo para f(z;) tanto melhor quanto menor
for max {|z; —z;_1] ; i € {1,...,n}}. Nos outros pontos de [a, b] \ P o valor da fun¢do f é
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aproximado pela fun¢do ¢ que é afim em cada intervalo [x;_1,x;], i € {1,...,n}, e que vale
Yi1 € y; em ;1 e x;, respectivamente. Mais precisamente, ¢ : [a,b] — R é dada por

Yo se r = a,

e~ s (1010

Ty — Tj—1

¢(r) =
(

) (=) Ty sexiq <x <

O Método de Euler estd na base da demonstracdo do Teorema de Peano.

TEOREMA 10.15. (Peano) Seja g € C(R) limitada. Entdo, para todo y, € R, existe
f € C*([a,b]) satisfazendo (10.8).

Demonstracao. Seja M > 0 tal que |g| < M. Dado n € N, considere a partigdo uniforme

P ={zg,...,x,} do intervalo [a,b]. Ou seja,

b —
25 — 11| = Ta Vie{l,...,n}.

Definimos y1, ..., y, por (10.9) e f,, = ¢ dada em (10.10). Segue que se = € (r;_1,;),

entdo f, é derivavel em z e fI(z) = g(yi—1) = g(fn(zi—1)). Logo, |f4(z)| < M.
Usando o Primeiro Teorema Fundamental do Calculo (Teorema 9.17, p.152) temos

fo(x) = fula) + /m fr(s)ds = yo + /:v fr(s)ds Vaz € [a,b]. (10.11)
Da Proposi¢do 9.12, p.148, obtemos
(@) < [yol + /x [fn(s)lds < |yol + M(b—a) =L V€ [a,b]. (10.12)

Logo, (fn)nen é limitada.
Com argumento andlogo mostra-se que para a <y < x < b temos

Fale) — fuly)] < / 17 (s)lds < Mz —y). (10.13)

Segue, imediatamente, que (f,)nen € equicontinua. Gragas ao Teorema de Arzela-Ascoli,
(fn)nen tem subsequéncia (também denotada (f,)nen) convergente para f em C([a,]).
Vamos mostrar que f é solucdo de (10.8). De acordo com o Segundo Teorema Fundamental
do Célculo (Teorema 9.18, p.152), basta mostrar que f = f, sendo f : [a,b] — R definida
por

f(x)=y0+/xg(f(5))ds VY € [a,b].

Faremos isto mostrando que (f,),en converge para f Seja e > 0. De (10.12) obtemos que
|f] < L. Como g é uniformemente continua no compacto [—L, L], existe 6 > 0 tal que

y,z €L L], ly—zl <0 = |g(y)—g(z)| <e.
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Usando esta relagdo, (10.13) e supondo que n € N seja suficientemente grande de modo
que M(b—a)/n <éelf,— f|l <9, obtemos

) = F@I < [ 1120 = 9(7(5) s < Z [ 16 st o
-3 / ofulei) ~ 9(F())]ds
<3 [ [lainta) = ]+ ) = a7 s
< il / 2eds = 2(b — a)e.

O que conclui a demonstragdo. [ ]

O Teorema de Peano ndo garante a unicidade da solugcdo. Considere, por exemplo, [a, b] =
0,1], yo = 0 e g(y) = \/m para todo y € R. Verifica-se facilmente que, dado qualquer
c € (0,1), a fungdo f. : [0,1] — R dada por f.(z) =0, se x <,ce f.(z) = (z — ¢)?/4,
se © > ¢, é solugdo do PVI correspondente. Sob hipéteses adicionais sobre g (pertencer a
C*(R), por exemplo) é possivel demonstrar a unicidade de solugdo (ver [He]).

E possivel retirar a hipdtese sobre a limitacao de g mas paga-se um preco por isto. Neste
caso, a solucdo f estard definida numa vizinhangca de a que, possivelmente, ndo contém b.
Considere, por exemplo, [a,b] = [0,2], yo = 1 e g(y) = 1/]y| para todo y € R. Neste caso,
a dnica solugdo ¢ dada por f(z) = 4/(2 — x)* que n3o esta definida em b = 2

Perceba que na demonstracdo do Teorema de Peano usamos o Método de Euler de um
modo muito particular supondo que as particoes eram uniformes. Além disto, da sequéncia de
aproximacoes dada pelo Método de Euler, mostramos apenas que uma subsequéncia converge
para a solucdo. Isto inviabiliza o Calculo Numérico aproximado da solu¢do pois ndo sabemos
qual é a sequéncia dos indices que deve ser usada. Felizmente, sob condi¢cdes suplementares
sobre g é possivel mostrar que a sequéncia converge (ver [He]). Este fato estd intimamente
ligado a quest3o da unicidade da solucdo. Reflita a respeito.

Um dltimo comentdrio: apresentamos o chamado método explicito. H4 também o Método
de Euler Implicito que tem vantagens sobre o explicito. Na verdade existem outros métodos
numéricos mais vantajosos que o de Euler. O leitor interessado poderd consultar [He].

10.5 * Logaritmo e exponencial.

No prélogo de [Ru2] Rudin® afirma que “a fungdo exponencial é a mais importante da
Matematica”. Ha varias maneiras de definir esta funcdo. A mais popular, nos livros de Célculo
| e Analise Real, define a exponencial como inversa da fun¢do logaritmo. Apresentaremos outra
abordagem e provaremos este fato.

!Walter Rudin: « 02/05/1921, Viena, Austria.
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DEFINICAO 10.16. A funcéo logaritmo log : (0, +00) — R € definida por
1
log(z) = / ;ds Vz € (0,+00).
1

Vejamos algumas propriedades fundamentais da funcao logaritmo. No exercicio 13, p.137
deduzimos propriedades das fun¢bes logaritmica e exponencial de outro modo.

PROPOSICAO 10.17. (propriedades do log) Temos:
i. log(1) =0; ii. log/(z) = 1/x para todo x € (0, +00);
iii. log(z™) = nlog(x) para x € (0,400) en € N.
Demonstracao. (i) Trivial.
(ii) Segue do Segundo Teorema Fundamental do Cilculo.
(iii) Seja n € N fixo e considere a fun¢do f : (0, +o00) — R dada por

f(z) =log(z") — nlog(z) Vz € (0,400).

Basta mostrar que f é identicamente nula. Derivando obtemos

nz" ! n

f'(z) = ——=0 Vze(0,+00).

ks x

Portanto f é constante, isto é, f(x) = f(1) = 0 para todo x € (0, +00). u

DEFINICAO 10.18. A funcédo exponencial exp : R — R €& definida por

‘oo 5

exp(x) = Z % Va € (0, +00).

n=0

A série acima é (absolutamente) convergente gracas ao Teste da Razdo (veja Exemplo
4.18, p.67).

Dentre as propriedades da funcdo exponencial, a proposicao seguinte tem importancia
especial para a Anilise.

PROPOSICAO 10.19. (propriedades da exponencial) Temos:

i. exp(0) =1, ii. exp/(x) = exp(x) para todo x € R;
Demonstracdo. (i) Trivial.
N n
(i) Para cada N € N, definimos Fy : R — R por Fy(z) = Zx—' Vz € R. Por
n!
n=0

definicdo, (Fv)nen converge simplesmente para exp. Fixado M > 0, mostraremos que a
convergéncia é uniforme em [—M, M].
Seja € > 0. Como (Fx(M))nen converge para exp(M), existe Ny € N tal que

N>Ny = |Fn(M)—exp(M)|<e.
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Ent3o, para z € [-M, M] e N > Ny, temos

+o00 n
x

2

n=N+1

Xt R M

<> e > M )~ exp(an) < =

n=N+1 n=N+1

| () — exp(z)] =

Verifica-se facilmente que Fy, = Fy para todo N € N. Logo, (F'n)nen converge
uniformemente para exp em [—M, M].

Gragas a Proposicdo 10.8, p.169, (Fy)nen converge para uma primitiva da fungdo exp
em [—M, M], ou seja, exp’(z) = exp(x) para todo x € [—M, M]. Como M ¢ arbitrério,
segue que exp’(z) = exp(x) para todo x € R. [ ]

Vejamos agora a relacao entre as fungdes logaritmo e exponencial.

PROPOSICAO 10.20. (relacio log e exponencial) Temos:
i. exp (log(z)) =z Va € (0,400). ii. log (exp(z)) =z Vz eR;

exp (log(x))

Demonstracao. (i) Seja f : (0,4+00) — R dada por f(z) = Vo € (0,+00).

Basta mostrar que f(z) = 1 para todo = € (0, +00). Derivando obtemos

_rexp (log(z))/z — exp (log())

f'(x)

Portanto f é constante, isto é, f(x) = f(1) = 1 para todo x € (0, +00).
(ii) Como no item anterior, mostra-se que g : R — R dada por g(z) = log (exp(z)) — z,
para todo z € R, é identicamente nula. ]

=0 Ve (0,+00).

Sejam n € N e a > 0. Gragas as propriedades da exponencial e do logaritmo, temos:

exp (nlog(a)) = exp (log(a")) =a" = g---q .
n vezes

A quantidade acima a direita tem sentido apenas para n € N enquanto que aquela a
esquerda faz sentido para n € R. Motivados por este fato, fazemos a seguinte definicao.

DEFINICAO 10.21. Dado a > 0 e z € R, definimos a* = exp (zlog(a)).

Consideremos expoentes racionais. Dadosm € Z, n € Nea > 0, gracas ao exercicio 21(e),
p.183, temos (a%)n =a"" = ™. Portanto, an = Vam,

Como e = exp(1) (veja Definicdo 4.31, p.67, log(e) = log (exp(1)) = 1. Assim, para
z € R temos e” = exp (zlog(e)) = exp(z).

10.6 % Seno e cosseno.

DEFINICAO 10.22. As funcdes sen, cos : R — R s3o definidas por

= (=1)rg?n! = (=1)mg?

sen(x):zm e cos(x):1+zw Vz € R.

n=0
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Estas fun¢des estdo bem definidas (i.e., as séries convergem) pelo Teste da Razdo (confira).

TEOREMA 10.23. (propriedades de seno e cosseno) Temos

i. As funcdes sen e cos sdo derivdveis com sen’ = cos e cos’ = — sen;

ii. sen(0) =0 e cos(0) =1,

fif. (sen(a:))2 + (cos(x))2 = 1 para todo x € R. Em particular, sen(x), cos(x) € [—1, 1]
para todo x € R.
Demonstracao. (i) Dado N € N, definimos S,,, Cy : R — R, para cada = € R, por

N (—1)ngntt
SN(SC):Z% e Cy(x —1—1—2

n=0

Temos que (Sy)nen € (Cn)nen convergem simplesmente para sen e cos, respectivamente.
Fixado M > 0, mostraremos que a convergéncia de (Cy)nen € uniforme em [—M, M].
Seja e > 0. Como Y  M™/n! converge (veja Exemplo 4.18, p.67), existe Ny € N tal que

Ent3o, para z € [-M, M| e N > Ny, temos

&3 (cpynae
2 ((2)71)! =

n=N+1

|Cn () = cos(z)] =

+o0 n
ZM2<Z—<€

n:N+1 ) n=2N+2

Verifica-se facilmente que S = Cy para todo N € N. Logo, (S’y)nen converge unifor-
memente para cos em [—M, M].

Gragas a Proposi¢do 10.8, (Sy)nyen converge para uma primitiva da fung¢do cos em
[—M, M], ou seja, sen’(xz) = cos(x) para todo = € [—M, M]. Como M é arbitrario, se-
gue que sen’(z) = cos(x) para todo = € R.

Analogamente, mostra-se que cos’ = — sen.

(i) Trivial.

(iii) Seja F': R — R dada por F(z) = (sen(z))? + (cos(az))Q, para todo = € R. Temos

F'(z) = 2sen(z) sen’(z) + 2 cos(x) cos'(z) = 2sen(x) cos(x) — 2 cos(z) sen(x) = 0.

Portanto, F' é constante. Como F'(0) = 1, concluimos a prova. [

Da segunda propriedade do teorema anterior obtemos sen, cos € C*° (R) As propriedades
(i) e (ii) caracterizam sen e cos. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

PROPOSICAO 10.24. (caracterizacio do seno e cosseno) Sejam s,c : R — R de-
rivdveis tais que ' = ¢, ¢ = —s, s(0) =0 e c¢(0) = 1. Entdo s = sen e ¢ = cos.

Demonstragao. Procedemos como na prova do item (iii) do teorema anterior. Definimos
F:R — R por F(z) = (sen(z) — s(z))*+ (cos(z) —c(x))Q, para todo = € R, e mostramos
que F’ = 0. Portanto, I’ é constante. De F'(0) = 0, concluimos. [
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TEOREMA 10.25. (definicao de 7) Existe uma constante ¢ > 0 tal que sen € crescente
e cos € decrescente em [0, c|] com sen(c) = 1 e cos(c) = 0. Além disto, para todo v € R
temos, sen(c + ) = cos(x) e cos(c + x) = —sen(x).

Demonstracao. Como cos é continuo e cos(0) = 1, existe a > 0 tal que cos(x) > 1/2
para todo = € [0,a]. Logo, neste intervalo, sen é estritamente crescente. Em particular,
sen(z) > sen(0) = 0 para todo x € [0, a].

Vejamos que existe x > a tal que cos(z) < 0. Suponhamos que n3o. Neste caso, sen é
crescente em [0, +00).

Seja x > a, pelo Teorema do Valor Médio, existe T € (a,z) tal que cos(z) — cos(a) =
—sen(Z)(z — a) < —sen(a)(z — a). Segue que cos(x) — —oo quando z — +oo, que é
absurdo.

Pelo que foi demonstrado, o conjunto {b € (0, +00) ; cos(z) > 0 Vx € [0,b]} é ndo vazio
(contém a) e limitado superiormente. Seja ¢ > 0 o seu supremo.

A fungido cos é positiva em [0, c| e, portanto, sen é crescente neste intervalo. Mas sen(0) =
0, logo, a fungdo sen é positiva em [0, ¢| e, como cos’ = — sen, temos que cos é decrescente
neste intervalo.

Da definicdo de ¢ e da continuidade da fung¢do sen obtemos cos(c) = 0. Do item (iii) do
Teorema 10.23, obtemos |sen(c)| = 1. Porém, sen(c) > sen(0) = 0, logo, sen(c) = 1.

Considere as fungdes s,c : R — R dadas por s(x) = —cos(c+ ) e ¢(x) = sen(c + ),
para todo z € R. Vemos facilmente que s’ = ¢, ¢ —s, s(0) =0, e ¢(0) = 1. Pela Proposigdo
10.24, obtemos que s = sen e ¢ = cos, completando a demonstracao. [

DEFINICAO 10.26. 7 = 2¢, sendo ¢ a constante dada pelo teorema anterior.

Podemos definir 7 também através do exercicio 61, p.80 ou da Definicdo 4.37, p.69.

COROLARIO 10.27. As fungées sen e cos sdo periédicas de periodo 2.

Demonstracao. Seja x € R. Pelo teorema temos
sen(m/2 +x) = cos(z) e cos(m/2+ ) = —sen(z).
Trocando z por /2 + x, obtemos
sen(m + ) = cos(m/2 + x) = —sen(x).
Agora, trocando x por 7 + x, concluimos
sen(2m 4+ ) = —sen(w + x) = sen(x).

Finalmente, cos(2m + ) = sen(w/2 4 27 + ) = sen(w/2 4+ ) = cos(x). |

De acordo com o Teorema 10.25, no intervalo [0, 7/2] as funges sen e cos tém gréficos
semelhantes ao esbogados na Figura 10.1(a). Usando iteradamente as relagdes sen(n/2+4xz) =
cos(x) e cos(m/2 + x) = —sen(z), como na demonstra¢do do Coroldrio 10.27, estendemos o
grafico até o intervalo [0, 27 obtendo a Figura 10.1(b).
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14808 :Sen
G ¥
2
S [
(a) Em [0, Z] (b) Em [0, 27]
Figura 10.1: Gréficos das fungdes seno e cosseno.

10.7 Exercicios
10.7.1 Convergéncia simples e uniforme

— 1. Prove que f,, converge uniformemente para g em [0, 1] se:
(a) fu(x) =sen(z/n) e g =0; (b) fulx) = na?/(1+ nx) e g(x) = x;
(c) fu(z) =sen(x)/neg=0.
— 2. Prove que f, converge simplesmente, mas n3o uniformemente, para g = 0 em [0, 1] se:
(a) fu(x) = nze ", (b) fu(z) = nx(l —x)™.
Dica: Faca os gréficos no computador.
) ds.

—> 3. Seja f, = %[[_1/%1/”}. Prove que lilf </ fn(s) ds) #/( lilf fn($)

— 4. Seja a € (0,1). Considere f, : [0,a] — R dada por f(z) = 2™ paran € Ne z € [0,q].
Prove que (f,,)nen converge uniformemente para a fungdo nula usando:
(a) diretamente a definicdo de convergéncia uniforme; (b) o Teorema de Dini;
— 5. (teste M de Weierstrass) Seja (f,,) uma sequéncia de fungdes continuas em [a,b] e
suponha que exista uma sequéncia numérica (M,,) tal que:

(a) |fn(x)| < M, para todo x € [a,b] en € N e (b) ZM” < 0.
n=1

o0
Prove que a série de funcgdes E fn converge uniformemente em |[a, b].

n=1
— 6. Prove que uma sequéncia mondtona de fungdes é uniformemente convergente caso possua
uma subsequéncia com esta propriedade ([L] p.335 no.22).
7. Se lim a, =a, lim b, =be lim ¢, = ¢ entdo a sequéncia de polindmios p,(z) =

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o
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an,2* + by + ¢, converge para o polindémio p(z) = ax? + bx + ¢ uniformemente em cada
intervalo [a, b] ([L] p.333 no.4).

8. Seja f,(z) = 2™ para x € [0,1], fu(x) = 1sexz > 1e f,(x) = 0sexz < 0. Seja
h = ]{x>1}-

(a) Prove que [ |f,, — h| converge para zero quando n — +00;

(b) Considere y,, a solugdo de dy,/dx = f,(x). Determine o limite de y,, quando n —
+00. Defina esta fungdo limite y como a solugcao fraca de dy/dz = h. Note que y ndo é
diferencidvel e portanto a equacdo diferencial ndo faz sentido.

9. Seja f : [0,1] — R uma fung¢do continua e defina a sequéncia (f,) por fo = f e
fror1(x) = fox fa(s)ds para n € N. Prove que (f,) converge para g = 0 uniformemente
([Fi1] p.205 no.9).

10. Seja f : I — R uma fungdo continua em todos os pontos de I menos um. Prove
que existe sequéncia de fungdes continuas em I convergindo para f simplesmente ([L] p.334
no.12).

11. Suponha que f,, — f e g, — g uniformemente em X ([L] p.333 no.7).

(a) Prove que f, + g, converge uniformemente em X para f + ¢;

(b) Suponha mais ainda que exista ¢ > 0 tal que |f,(z)| + |gn(x)| < ¢ para todo n e
x € X. Prove que f,, - g, — f - g uniformemente em X.

10.7.2 Equicontinuidade

12. Prove que a sequéncia f,(x) = sen(nz) ndo é equicontinua em [0, 1].
13. Prove que se f, converge uniformemente para f entdo (f,) é equicontinua e limitada.

14. Prove que se f, é Lipschitz continua com a mesma constante K independente de n
entdo (f,) é equicontinua.

15. O exercicio anterior implica uma condi¢do suficiente (muito utilizada) para a equiconti-
nuidade: |f/ (z)| < c para todo n € N. E verdade que se f,, é suave entdo (f,) é equicontinua
se, e somente se, | f)(z)] < ¢?

16. Sejam (f,)nen uma sequéncia de fungdes de Aem Re f: A C R — R. Prove que
(fn)nen ndo é uniformemente convergente para f se, e somente se, existe (Z,),eny € A €
€ > 0 tais que

[ful@n) = flan)| 2 VneN.

17. Prove que, na demonstracao do Teorema de Arzeld-Ascoli, podemos supor, sem perda
de generalidade, que
(a) (fn)nen ndo tem subsequéncia constante;

(b) se m # n, entdo f, # fu.

Conclua que isto conserta a demonstragao.

18. Prove que se f,, é a-Holder continua para todo n € N e converge uniformemente para
f entao f é a-Holder continua. Isto significa que este espaco é completo.
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19. Suponha que f, : [0,1] — R é uniformemente a-Hdlder continua com mesma cons-
tante K e f,(0) = a para todo n € N. Prove que (f,) tem subsequéncia uniformemente
convergente em [0, 1].

Dica: Aplique Arzela-Ascoli.

10.7.3 Outros

* 20. (extra) Prove que a fung¢do seno ([Sp| p.274 no.29):
(a) ndo é uma func3o racional (quociente de dois polindmios);
Dica: seno possui uma propriedade que fungao racional ndo possui.
(b) ndo pode ser definida implicitamente por uma equagdo algébrica, i.e., ndo existem
fungoes racionais fy, ..., f,_1 tais que

(sen(z))™ + fo_1(x)(sen(x))* P 4+ -+ + fo(z) =0 para todo z.

Dica: Prove que fy = 0 e fatore sen(z). O outro fator deve ser zero em multiplos de 27
e portanto identicamente nulo. Complete por indu¢ao o argumento.

* 21. (extra) Prove que

a) log(zy) = log(x) + log(y) para z,y > 0;
b) log(z*) = alog(x) para z > 0 e o € R;

c) exp(x + y) = exp(x) exp(y) para z,y € R;
d) "V =qa%a¥ paraa >0ex,y € R;

(@)Y =a"™ paraa >0ex,y€R.

* 22. (extra) Dado a > 0 definimos log,, : (0, +00) — R por
log()
1 = .
og, () oz a Vz € (0,400)

Prove que
(a) log,(a®) = x para todo x € R;
b) a'°%«(*) = 1 para todo z € (0, +00);
c) log,(zy) = log,(x) + log,(y) para z,y € (0, +00);
d) log,(z*) = alog,(x) para z € (0,+00) e @ € R.

£ 23. (dificil) Defina ¢(x) como a distincia de x até o inteiro mais préximo. De forma precisa,

= 1
Y(x) =min([z] — z,z — |z]). Agora defina f(z) = Z 1—m¢(10" x). Prove que:
(a) f é continua; (b) f n3o possui derivada em ponto algum.

Dica: O item (a) é facil. O item (b) é bastante dificil, vide o teorema em [Sp| p.422.
Obs: A existéncia de fun¢ao contl'nua sem derivada em ponto algum ¢é atribuida a Weiers-

trass, que provou isto para f(x Zb cos(a"x) para certos a,b € R. A fungdo 1) acima

Ve o - " n= 1
é uma “caricatura” de cos.
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(e o]

|
t 24. (dificil) Defina f(z) = Z co(sé‘r;::) ([J] p.69, no.4). Prove que:
n=1 ’
(a) f € C*°(R) e tem periodo 2; (b) f ndo é analitica em x = 0;

(c) f ndo é analitica para qualquer z.
Dica: f(z + 27n/m) — f(z) é analitica para inteiros n, m com m # 0.
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