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Prefacio

Pesquisas do grupo Transi¢ao (do Ensino Médio para o Superior) do Projeto Fundao-UFRJ
sobre lacunas na aprendizagem indicam dificuldades dos alunos no trato com Fungdes, que causam
resultados académicos ruins e abandono no Ensino Superior em cursos da area de Exatas.

Testes diagnodsticos diversos (discutidos com mais detalhes no Capitulo 1) levaram o grupo
a destacar varios problemas principais: dificuldade dos alunos em relacdo a leitura e interpretacao
de problemas, a modelagem matematica e ao tratamento algébrico.

Os membros do grupo Transi¢ao discutiram estes problemas e concluiram que um possivel
caminho seria revisitar o estudo de Fungdes, no inicio de um Curso Superior, antes da primeira
disciplina de Calculo Diferencial e Integral (CDI), ou seja numa disciplina de Pré-Célculo, ou
ainda em uma disciplina especifica no final do Ensino Médio, nas escolas em que isto fosse
possivel. Para ajudar os professores destas disciplinas o grupo resolveu produzir este livro, que
contém sugestdes de atividades praticas, que podem motivar os alunos e amenizar as dificuldades
apresentadas.

O Capitulo 1 descreve a abordagem pedagdgica utilizada nos capitulos 2 e 3, combinando
Resolugdo de Problemas, a maioria contextualizados, que envolvam diferentes tipos de
Representagdo de Fungdes e contando com o auxilio do sofiware GeoGebra quando necessario,
para facilitar a conversdo entre a representagdo Algébrica e a Geométrica de uma Funcao. Tal
metodologia recebeu a denominacdo MERP (Método de Ensino por meio da Resolucdo de
Problemas).

O Capitulo 1 inclui também um breve resumo da evolucao historica do conceito de Fungao
e de suas formas de Representacdo e uma descri¢do das principais etapas e estratégias utilizadas
na Resolu¢do de um problema, que poderao ser uteis aos professores para enriquecer suas aulas e
ajudar os alunos na hora de explorar problemas.

Os problemas contextualizados, envolvendo diversos tipos de fungdes, escolhidos para os
Capitulos 2 e 3 tiveram os seguintes objetivos: melhorar a capacidade de leitura e interpretacao de
enunciados; melhorar o raciocinio loégico e aprimorar a redagdo matematica dos alunos;
desenvolver o trabalho com diferentes tipos de representacao de fungdes e a conversao entre elas;
aprimorar a compreensdo de diferentes conjuntos, discretos ou continuos, associados a dominios
de fungdo; identificar o tipo de curva associado ao grafico das principais funcdes, de preferéncia
usando ferramentas computacionais, como o GeoGebra; estudar problemas contextualizados
envolvendo fungdes definidas por varias sentencas que, em geral, ndo sdo abordadas no Ensino
Médio; explorar problemas contextualizados envolvendo méaximos ou minimos de diversos tipos
de funcgao.

Para o Capitulo 2 foram selecionados problemas para atuarem como disparadores de
revisdo de conteudos como os conceitos de Func¢do, Dominio, Imagem e Grafico, Fungdes
Crescentes e Decrescentes, Inversa de uma Fung¢do, Fun¢gdo Composta, Fun¢des Continuas e
Descontinuas. Sao explorados os graficos de diferentes tipos de Fungao.



O Capitulo 3 ¢ dedicado ao estudo de Maximos e Minimos de Funcao e envolve diferentes
Fungdes, ndo apenas a Funcdo Quadratica, como em geral ocorre no Ensino Médio. Os problemas
selecionados sdo resolvidos ou geometricamente, principalmente com apoio do GeoGebra ou
utilizando a Desigualdade das Médias, que faz parte do contetido de Estatistica incluido na BNCC.

Além disso, ja motivando os alunos para uma futura disciplina de CDI, alguns aspectos
teoricos sdo discutidos, como a relag@o entre maximo/minimo e reta tangente horizontal ao grafico
de func¢ao, conceito de maximo/minimo local e global e ponto de inflexao.

Os Capitulos 2 e 3 incluem também uma selecdo de problemas propostos no final de cada
um deles, todos com respostas.

O Apéndice 1, para os professores que ndo estiverem familiarizados com o GeoGebra,
fornece mais detalhes sobre os comandos que foram utilizados na Resolu¢do de Problemas deste
livro.

O Apéndice 2 contém um breve resumo da evolugdo historica dos vetores e uma aplicagdo
de vetores que utiliza também o MERP.

O livro ainda conta com um Indice Remissivo, para que os professores interessados em
uma funcao especifica possam localizar os problemas em que ela aparece.

As referéncias de cada capitulo estdo incluidas no final do livro, para aqueles que desejem
conhecer mais sobre as pesquisas do grupo Transi¢do e outros livros e artigos interessantes.

Os autores também criaram applets, para diversos problemas e exemplos, cujos /inks estao
disponiveis no final do livro.

Esperamos que este livro sirva como fonte de referéncia adicional para os professores, além
do livro-texto adotado, e os auxilie a preencher as lacunas no ensino-aprendizagem de Fungdes,
além de motivar os estudantes para o estudo de Calculo Diferencial e Integral (CDI), minimizando
os indices de evasdo e reprovagao.

Gostariamos de agradecer os professores Rolci Cipolatti, Ricardo Rosa e Cladudia Segadas,
da editora do IM-UFRJ, pela revisdo cuidadosa deste texto.

Rio de Janeiro, julho de 2025
Lilian Nasser e Angela Céssia Biazutti



Capitulo 1 — Abordagem Pedagogica no Ensino de Funcoes

A abordagem escolhida aqui visa a aprendizagem de Matematica por meio da resolugdo de
problemas interessantes, utilizando o software GeoGebra como apoio. A compreensio, por parte
dos alunos, de conceitos abstratos ligados, por exemplo, a fungdes ou vetores, passa por distinguir
os objetos matematicos de suas diferentes representacdes. Estas representacdes ndo surgiram todas
num mesmo momento histérico. Foram surgindo e se sofisticando, assim como o que se entende
como func¢do também foi se ampliando ao longo dos séculos.

O método de ensino por meio de resolugdo de problemas (MERP), que ¢ utilizado neste
livro, foi apresentado por Biazutti, Vaz e Andrade (2020) e consiste na utilizacao de Resolugdo de
Problemas como ponto de partida para o ensino de determinados conceitos, com apoio de
diferentes Representagdes Semiodticas e do software GeoGebra. Também contribui no
preenchimento de lacunas e consolidacao da aprendizagem. O MERP pode ser utilizado de forma
bastante produtiva no ensino de fungdes, vetores e geometria analitica.

De acordo com a teoria de representacdes semioticas de Duval (2003, 2009), para que a
aprendizagem ocorra de forma completa, devem ser explorados pelo menos dois registros distintos
de representagdo e os alunos precisam ser capazes de efetuar a conversdo entre eles, além de
trabalhar com diferentes tratamentos, dentro de um mesmo registro. O software educativo
GeoGebra foi escolhido para fazer parte do MERP pelo fato de trabalhar com dois registros de
representacdo distintos, o algébrico e o geométrico (figura, grafico) e de transitar facilmente entre
eles.

Vamos iniciar este capitulo com um resumo da teoria de Duval, incluindo testes realizados
com alunos que comprovam as dificuldades relacionadas aos objetos matematicos e suas
representagoes.

Como o objetivo principal deste livro € consolidar a aprendizagem de fungao, de uma forma
menos superficial, de modo a tornar mais fécil a transicdo dos alunos entre o Ensino Médio e o
Superior, em areas de Ciéncias Exatas, apresentaremos em seguida uma breve retrospectiva da
evolucdo historica do conceito de fungdo e das formas de representacao de uma fungao.

Para serem eficientes na aprendizagem de conceitos ou no preenchimento de lacunas, os
problemas selecionados para este livro, em geral, ndo sdo de resolucdo imediata utilizando
algoritmos repetitivos. Por conseguinte, na se¢do 3 serdo exploradas algumas técnicas que podem
ser utilizadas pelos estudantes na resolugdo de problemas de Matematica, evitando procedimentos
cadticos.

Na ultima secdo serd apresentado o MERP, incluindo também exemplos de sua utilizacao
no ensino-aprendizagem de conceitos relacionados a fun¢do considerados muito abstratos pelos
alunos, como o de limite de uma fungdo. Assim, esta abordagem pedagogica pode ser utilizada
desde o Ensino Médio até o Ensino Superior, em disciplina de Calculo Diferencial e Integral.



1.1 Teoria de Representacoes Semioticas de Duval

Um dos aspectos em que a Matematica difere de outras ciéncias € o tipo de objetos com os
quais trabalhamos. Se, por um lado, podemos, em zoologia, apontar um quadrupede, ou em fisica,
mostrar e estudar a queda de uma bola ou o movimento de um péndulo, em Matematica os objetos
de estudo nao existem no plano material. Por isso,

a Unica coisa que podemos fazer com os objetos matematicos ¢ descrevé-los, defini-los,
denoté-los, denomina-los, desenha-los, ..., isto €, fornecer representagdes semioticas.
Podemos indicar a aresta que se forma entre duas paredes de um quarto e dizer que
representa ou que faz alusdo a uma reta; podemos apontar o vértice de uma caixa e dizer
que representa um ponto; levantar trés dedos da mao direita e dizer que representam o
numero 3; escrever na lousa 3 = 2 + 1 e dizer que representa uma igualdade ; escrever
2x + 3 =1 e dizer que representa uma equagdo... Mas ndo podemos colocar nas maos
dos nossos estudantes uma reta-coisa, um nimero-coisa, uma equagdo, uma igualdade,...
(D’Amore, Pinilla e Iori, 2015, p. 131-132)

A falta de acesso sensivel, como visdo, olfato etc., aos objetos em Matematica nos impde
trabalhar com representagdes em diversos registros, que passamos a descrever adiante, segundo a
Teoria de Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval, educador matematico e
filésofo francés.

Semiodtica nos remete a palavra signo (semeion em grego, geralmente traduzida por signo),
definida por Peirce (2005, p. 46) como “aquilo que, sob certo aspecto ou modo, representa algo
para alguém”. Sua teoria dos signos (semiodtica) “fundamenta-se na ideia de que a cognicao, o
pensamento e até mesmo o ser humano possuem uma natureza essencialmente semidtica”
(D’ Amore, Pinilla e Iori, 2015, p. 59). Podemos pensar a representacdo semidtica de um objeto
matematico como a representagdo em forma de signo.

Um enunciado em lingua materna ou verbal, uma formula algébrica, um grafico de uma
funcdo ou uma figura geométrica, um conjunto de numeros, por exemplo, sdo representagcoes
semiodticas que revelam sistemas semioticos diferentes, com diferentes signos (Henriques;
Almouloud, 2016). De acordo com Duval (2012), para termos uma compreensao completa de um
objeto matematico ou “construir cognitivamente” este objeto € necessario ter dominio de suas

varias formas de representacdo ou registros de representacdo semiotica (figuras, graficos, tabelas,
escrituras simbolicas, lingua natural etc.), conforme mostra a Figura 1. 1 a seguir.
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Figura 1. 1 - Registros de Representa¢dao Semidtica frequentes na Matematica segundo Duval (2012)



De acordo com Duval, uma das causas das dificuldades na compreensao de um objeto
matematico ¢ a falta de percep¢do da relacdo entre ele e as diversas formas de registro de sua
representacdo. Duval (2009) afirma que

ndo pode haver compreensdo matematica sem se distinguir um objeto de sua
representacdo, pois jamais deve-se confundir objetos matematicos (nimeros, fungdes,
retas) com suas representagdes (escritas decimais ou fracionarias, simbolos, graficos,
desenhos de figuras) que parecem apenas ser o meio, de que o individuo dispde, para
exteriorizar suas representagdes mentais, ou seja, para se tornarem visiveis ou acessiveis
a outros, pois, em Matematica, as representacdes semidticas ndo sdo somente
indispenséveis para fins de comunicacdo, elas sdo necessarias ao desenvolvimento da
atividade matemadtica. (Duval, 2009, p. 15)

Duval (2009) distingue dois tipos de transformagdao nas representagdes semidticas: o
tratamento e a conversdo. O tratamento ¢ definido como uma transformacao da representagdo no
proprio registro onde ela foi formada, ou seja, € uma transformacao interna. Por outro lado, a
conversao envolve uma transformagao de uma representagdo em outro tipo de registro. De acordo
com Duval (2003), “ha uma pluralidade de registros de representagdo de um mesmo objeto, € a
articulagdo desses diferentes registros ¢ a condi¢cdo para a compreensdo em Matematica, embora
varias abordagens didaticas ndo levem em conta esse fato” (p. 31).

A Figura 1. 2 a seguir mostra diversas representacoes de uma reta. Uma representagcdo no
registro algébrico desta reta, por meio da sua equacao cartesiana na forma padrdo, por exemplo,
esta sendo submetida a um tratamento, ao ser transformada em equacgdo reduzida. J4 a passagem
dessa equacdo para uma representagdo num registro grafico caracteriza uma conversdo. A Figura
1. 2 também mostra uma representagdo em lingua natural, submetida a um tratamento, assim como
uma representagdo no registro numérico, sob a forma de uma tabela e como conjunto de pares
ordenados.

Estudos mostram que os alunos apresentam dificuldades na articulagdo entre a leitura e a
interpretagdo das representagdes graficas cartesianas (Nasser, 2009). No ensino das retas no plano,
em geral, ndo se associa o conceito de coeficiente angular ou inclinacdo com a direcao da reta no
plano. Ha muita dificuldade em encontrar a equacdo de uma reta partindo de sua representagao
grafica, até para os casos mais elementares. A articulagdo entre a representacdo nos registros
grafico e algébrico parece ndo se estabelecer mesmo para alunos que ja tinham estudado funcao
afim anteriormente.

De acordo com Duval (1988, p. 235), “a razdo profunda dessas dificuldades ndo se deve
procurar nos conceitos matematicos ligados a fun¢do afim, mas na falta de conhecimento das
regras de correspondéncia semiotica entre o registro da representagdao grafica e o registro da
expressao algébrica.”

Uma das causas dessas dificuldades deve-se a passagem da representacdo do registro
algébrico para a sua representacdo no registro grafico com a constru¢do ponto a ponto, o que
acarreta problemas na passagem inversa. Para efetuar tal passagem, a abordagem ponto a ponto
ndo ¢ somente inadequada, como constitui um obstéculo.
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Figura 1. 2 - Quatro representagdes semidticas para um exemplo de fungéo

Duval (1988) estabelece trés abordagens possiveis para as representagdes graficas: a
abordagem ponto a ponto, uma abordagem de extensao do tragado efetuado e uma abordagem de
interpretagdo global de propriedades das figuras. Nesta ultima, o grafico representa um objeto
descrito por uma expressao algébrica, e hd uma congruéncia entre esses dois registros, associando
uma variavel visual de representacdo a uma unidade significativa da expressao algébrica.

Quando se trata de partir da representagdo grafica para encontrar, por exemplo, a
representacdo algébrica por meio de uma equacdo ou para utilizar o conceito de inclinagdo ou de
direcdo, ¢ esta abordagem de interpretagao global que se torna necessaria. A pratica sistematica da
abordagem ponto a ponto ndo favorece a abordagem de interpretagdo global, que ¢ em geral
deixada de lado no ensino, uma vez que depende de analise semiotica visual e algébrica. Isso ajuda
a compreender por que a maioria dos alunos apresenta dificuldades na utilizacdo correta das
representacdes graficas, mesmo no Ensino Superior.

Estas dificuldades foram comprovadas por pesquisa realizada por Duval (1988, 2011), por
meio de teste diagnostico, respondido por alunos do Ensino Médio na Franca. Essa pesquisa foi
replicada com alunos brasileiros, do Ensino Médio e Superior, e descrita no trabalho de Biazutti,
Nasser, Torraca, Barros ¢ Oliveira (2018).

O teste diagnostico, para os 252 alunos brasileiros do Ensino Médio (sendo 198 de duas
escolas particulares e 54 de duas escolas publicas do estado do Rio de Janeiro, uma Estadual e uma
Federal), envolveu 3 atividades, com cinco itens cada.

A primeira atividade testava a conversdo da representagdo do registro grafico de retas
para o algébrico. Foram apresentados os graficos de cinco retas distintas, com um ponto de cada



reta assinalado, e, ao lado, as equagdes cartesianas de 7 retas e de 3 inequagdes lineares, para que
os alunos escolhessem a expressao algébrica correspondente a cada grafico de reta.

A segunda atividade pedia a conversdo da representacdo de um registro verbal para o
grafico, envolvendo desigualdades, correspondendo a regides no plano cartesiano limitadas por
retas, conforme apresentado na Figura 1. 3. Pode-se observar que os itens d e e sdo similares,
entretanto no item e ja ¢ apresentada a reta y = x, que limita a regido procurada.

Represente no plano cartesiano, o conjunto de
pontos M (x,y), de abcissa x e ordenada y,

a) que tém abscissa positiva

b) que tém ordenada negativa

¢) cuja abscissa e ordenada tém o mesmo sinal
d) cuja ordenada ¢ maior do que a abscissa

e) cuja ordenada € menor do que a abscissa x

Figura 1. 3 - Atividade 2 aplicada para alunos do Ensino Médio
Fonte: Duval (1988, 2011)

A terceira atividade, adaptada de Duval (1988, 2011) mostrada na Figura 1. 4, foi aplicada
apos o término da atividade 2, pois envolvia a conversao da representagdo do registro grafico para
o algébrico de regides do plano comuns a atividade 3, isto €, as regides pintadas A4, A,, A3, A, €
As, da Figura 1. 4, sdo as solugdes dos itens a, b, ¢, d, e da atividade 2, apresentada na Figura 1. 3.

O desempenho dos alunos do Ensino Médio nas conversdes da representacao do registro
verbal para o grafico, e deste para o algébrico, foi muito bom nos dois primeiros itens das
atividades 2 e 3, que envolviam, respectivamente, o conjunto de pontos que tém abscissa positiva
(item a) e o conjunto de pontos que t€ém ordenada negativa (item b), na atividade 2 e A;
correspondendo a E5 e A, correspondendo a E,, na atividade 3.



Considere x a abscissa e y a ordenada de um ponto M(x,y) do plano cartesiano. Indique a expressio
algébrica (E,, E;, E3, E4, E5) que corresponde aos pontos pertencentes a cada uma das regides pintadas
(Ali Az, AZ}'A‘l: AS)'

A, I Ay | Ay

Ei:y=2x FEgx<0
E,;y=0 E;xx-y=0
E3:y<x Eg:x-y<0
Ey:y<0 Eq:y=zx+2
Esix 20 FEioiy=2x

Figura 1. 4 -Atividade 3 aplicada para alunos do Ensino Médio
Fonte: Adaptada de Duval (1988, 2011)

O Quadro 1. 1 a seguir mostra as conversdes pedidas nos trés tltimos itens das atividades
2 e 3, com os percentuais de acertos.

Quadro 1. 1 - Trés ultimos itens das atividades 2 e 3, com os resultados gerais

Representagio
Representagao verbal Acertos Representacio grafica Acertos analitica ou
algébrica

Conjunto de pontos
M(x,y)de abfsmssa xe 7% . 5004 x-y=0
ordenada y, cuja abscissa e
ordenada tém o mesmo sinal

Conjunto de pontos M (x, y),
de abscissa x e ordenada y,
cuja ordenada é maior ou 13% X 50% y=x
igual a abscissa

Conjunto de pontos M(x,y), y
de abscissa x e ordenada y,
cuja ordenada € menor ou
igual a abscissa

25% x 53% y<x

y=x

Fonte: Biazutti, Nasser, Torraca, Barros e Oliveira (2018)



A tentativa de associar o conjunto de pontos cujas abscissa e ordenada t€ém o mesmo sinal
(item c) teve um indice de acertos menor que os anteriores: 77% dos alunos associaram esse
conjunto aos quadrantes impares do plano cartesiano. No entanto, apenas 59% dos alunos
conseguiram associar esse grafico a expressao x.y = 0. A dificuldade neste item, de acordo com
Duval (1988), se deve ao fato de que

para reconhecer a equivaléncia da apresentagdo algébrica com as duas outras
representagdes, € preciso recodificar a base de codigo da expressdo: ¢ necessario passar
para a equivaléncia “eixos de mesmo sinal <> o produto das coordenadas € positivo”. Ao
passar da primeira para a segunda tarefa, a taxa de acerto cai em mais da metade. (Duval,
1988, p. 249)

Os dois ultimos itens, tanto da segunda, como da terceira atividade, pressupdem a
identificagdo da reta y = x para hachurar o conjunto dos pontos cuja ordenada ¢ maior ou igual ou
menor ou igual a abscissa. A diferenga ¢ que, no ultimo item, esta reta ja aparecia no grafico
apresentado. O indice de acertos da conversdo da representacao verbal para a grafica foi baixo, de
apenas 13%, principalmente nas escolas particulares.

Vale observar que o indice de acertos da amostra quase que dobrou quando a reta y = x
era apresentada no grafico. A diferenca nao foi muito significativa na conversao do registro grafico
para o algébrico nesses dois casos, com a presenga da reta y = x.

A investigagdao no Ensino Superior, apresentada em Biazutti, Nasser, Torraca, Barros e
Oliveira (2018) contou com 190 alunos e consistiu na analise de 3 questdes de um teste
diagnostico, que investigavam a conversao da representacdo do registro algébrico para o grafico
(questao 1, envolvendo reta ou regido do plano cartesiano limitada por reta), a analise dos
elementos de uma representacdo grafica (questdo 2, apresentou um grafico de fung¢do nao
identificada) e a conversdo da representagdo do registro verbal para o algébrico (questdo 3,
envolvendo 4rea de figuras geométricas e fung¢do quadratica).

Questao 1: Represente geometricamente os pontos do plano que satisfazem as relagoes:
a)x+2y=4 byx+2y <4

A {

“

Figura 1. 5 - Gréfico da fungdo f

Questao 2: Considere o grdfico da fungdo f, na Figura 1. 5 e responda:
a) Qual o valor de f(—1)?

b) Qual o valor de f(3)?
¢) Para que valores de x temos f(x) = 2?



d) Estime os valores de x tais que f(x) = 0?
e) Obtenha o dominio e a imagem da fungdo f .

Questao 3: Uma corda de tamanho L é cortada em dois pedagos. Com o primeiro pedago faz-se
um quadrado e com o segundo um circulo. Seja x o tamanho do primeiro pedago. Construa a
fungdo que representa a area total (quadrado + circulo) e expresse o dominio desta fungdo.

A primeira questao foi escolhida para fazer uma comparagao com os resultados dos alunos
do Ensino Médio. Apenas 47 alunos conseguiram fazer a conversao da representacdo do registro
algébrico, por meio de uma equacao, para o grafico da reta, o que corresponde a cerca de um quarto
da amostra. No entanto, o desempenho foi bem mais baixo no item b, que pedia a representacao
dos pontos do plano que satisfaziam a desigualdade x + 2y < 4, isto ¢, a regido do plano abaixo
dessa reta, com apenas 6,3% de respostas corretas. As respostas incorretas consistiram
principalmente da auséncia de tentativas de resolu¢do. Poucos alunos cometeram erros no tragado
do gréfico da reta e a grande maioria estranhou o pedido de conversao da representagao do registro
algébrico para o grafico de uma desigualdade, ndo sabendo como agir para identificar a regido
correspondente do plano.

O grafico apresentado na segunda questdo (Figura 1. 5) causou estranheza a muitos alunos,
que tentaram identifica-lo como correspondente a uma fun¢ao quadratica, ou do 3° grau. Parece
que estes ndo tinham conhecimento de como identificar pontos do dominio ou da imagem de uma
fungdo a partir do seu grafico, sem conhecer, necessariamente, a expressao algébrica que a define.
Esse comportamento pode ser confirmado pelos baixos indices de acertos dos itens desta questao.
Apenas no item b houve maioria de respostas corretas, com 61,5% de alunos identificando que
f(3) = 3. O item a, por sua vez, alcangou 46,3% de acertos, que consistiam no reconhecimento
de que f(—1) = —2. No item c apenas 68 alunos (35,8%) perceberam que havia dois valores de
x que correspondiam a f(x) = 2, enquanto outros 29 alunos (15,2%) identificaram apenas um
desses valores. Apenas 46 alunos (24,2%) conseguiram dar valores aproximados para as duas
raizes da fun¢do no item d, enquanto outros 19 (10%) s6 encontraram um desses valores.
Finalmente, apenas 18,4% dos alunos identificaram corretamente o dominio e a imagem da funcao.

A terceira questdo tinha o objetivo de avaliar a habilidade de modelar um problema,
envolvendo uma fungdo, convertendo a sua representagdo no registro verbal para o registro
algébrico correspondente. A grande maioria dos alunos deixou este item em branco. Dentre aqueles
que tentaram escrever um registro algébrico, a maioria se limitou a reproduzir as férmulas das
areas do quadrado e do circulo, sem conseguir adaptd-las ao problema em questdo. Apenas 18
alunos fizeram corretamente a conversao para o registro algébrico, o que corresponde a 9,5% da
amostra. O resultado foi ainda pior, no que se refere a segunda parte da pergunta: ou nao souberam,
ou nem perceberam que deveriam também informar o dominio da fung¢do que representava a area
total das regides obtidas no problema. Somente 3 dos alunos que acertaram a fungao informaram
corretamente o seu dominio.

Tendo em vista a énfase dada aos registros de representacdo na BNCC, Base Nacional
Comum Curricular do Ensino Médio (Brasil, 2018), este trabalho aponta para a necessidade de



abordar, de forma mais profunda e eficaz, a conversao de representa¢do dos diversos registros nas
aulas da Educacdo Baésica, ja que apenas 10 alunos (4%) da amostra acertaram os 15 itens
propostos nesta investigagao.

As dificuldades persistem na transi¢ao para o Ensino Superior, uma vez que apenas 6,3%
dos calouros foram capazes de identificar o registro grafico que € representado algebricamente por
uma inequacdo. Portanto, uma abordagem que ajude os alunos a contornarem as lacunas de
aprendizagem, no inicio de um curso superior, ¢ essencial. Para que tal abordagem obtenha
sucesso, fica claro que ela deve explorar, de forma mais profunda, as conversdes entre as
representacdes nos diversos registros. A utilizacdo do GeoGebra também pode auxiliar os alunos
a trabalharem estes topicos, o que pode ser observado mais adiante neste livro.

Como veremos na proxima sec¢do, o conceito de funcdo e suas formas de representagdo
evoluiu bastante ao longo da histéria da Matematica.

1.2 Evolucao Historica do Conceito e das Formas de

Representacao

As diversas realidades encontradas nas escolas publicas de Educacdo Basica contribuem,
em muitos casos, para que os alunos apresentem dificuldades na sua aprendizagem pré-
universidade. De fato, essa constatacdo se confirma em testes diagnosticos aplicados a alunos
ingressantes na primeira disciplina de Célculo Diferencial e Integral (CDI), nos quais foram
observadas dificuldades relacionadas ao conteuido de fungdes e suas representacdes. Tais
dificuldades envolvem principalmente leitura e interpretagdo de enunciados de problemas e
posteriormente modelagem desses problemas; conversao da representacdo verbal para a algébrica
em termos de fun¢des polinomiais de grau 1 (ou do tipo afim), grau 2, etc e de varias sentencas;
dificuldades com o trato algébrico (Costa; Bittencourt; Fernandes, 2016).

Como discutido na sec¢dao anterior, ¢ de fundamental importancia que o ensino de
Matematica leve em conta varios registros de representacao de um mesmo conceito e que isso seja
parte do trabalho do estudante na sua aprendizagem. Por outro lado, ao compreendermos o
processo de construgcdo de um conceito essencial na Matematica como o de fungdo — central para
a compreensdo da Matematica como um todo — torna-se evidente a necessidade de articular os
saberes da Matematica da Escola Basica com os aportes da Historia da Matematica. E importante
destacar que o proprio desenvolvimento do conceito de fungdo ocorreu por meio da mobilizacao
de diferentes registros de representagdo semidtica.

Dessa forma, esta se¢ao apresenta uma analise historico-epistemoldgica da construcao do
conceito de funcdo, com base na teoria dos registros de representagdo de Duval (2012), com
objetivo de subsidiar propostas pedagdgicas que contribuam para superar lacunas identificadas no
ensino-aprendizagem desse conceito.
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A pesquisa aqui apresentada foi construida a partir de um levantamento bibliografico em
obras de diversos autores, como Roque (2017), Eves (2004), Ifrah (1997), Boyer (1996), Riithing
(1984), Youschkevitch (1976) e Smith (1953).

Matematica e Historia

De acordo com a BNCC, a competéncia especifica 1 de Matematica para o Ensino

Fundamental é:
reconhecer que a Matematica ¢ uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupagdes de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, e € uma ciéncia
viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnologicos e para alicergar
descobertas e construgdes, inclusive com impactos no mundo do trabalho. (Brasil, 2017,
p. 269)

Em nossa experiéncia docente, temos observado maior interesse dos estudantes quando
relacionamos contetudos trabalhados em aula a eventos histéricos. Em 2020, por exemplo, durante
o periodo de ensino remoto, um dos autores apresentou um filme sobre a histéria do Célculo
abordando cientistas como René Descartes (1596-1650), Isaac Newton (1643-1727), Gottfried
Wilhelm Leibniz (1673-1694) e Johann Bernoulli (1667-1748). Apds a exibi¢do foi promovido
um forum de discussdo entre os alunos, e esses demonstraram surpresa ao perceber que os
conteudos da disciplina CDI estavam profundamente conectados a trajetoria histérica da Ciéncia,
indo além de uma mera exigéncia curricular do curso deles de Administragao.

Essa preocupacao de associar Historia e Matematica vem sendo desenvolvida com sucesso
pelo grupo francés IREM (Instituts de Recherche sur I'Enseignement des Mathématiques). Esses
pesquisadores acreditam que “os professores das disciplinas de exatas estdo mais conscientes da
dimensao cultural da matéria que ensinam face a uma apresentagdo da ciéncia como ‘produto
terminado’”, como se apresenta hoje, seja na Escola Bésica ou no Ensino Superior (Verley, Brin,
Grégoire, Hallez, Jozeau, Lacombe, Michel-Pajus, Serfati, 1991, tradu¢do nossa). E acrescentam
que “o confronto com os textos dos matematicos muda a representagdo que todos, professor ou
aluno, tém da Matematica. Estes ganham vida, ndo sdo mais um objeto congelado. Eles sdo objeto
de pesquisa, controvérsia, erros e tentativas ao acaso”! (Verley, Brin, Grégoire, Hallez, Jozeau,
Lacombe, Michel-Pajus, Serfati, 1991, p. 43 - tradugdo nossa).

Integrar a historia da Matematica ao ensino de seus conceitos pode transformar a percepcao dos
estudantes, reduzindo o desinteresse frequentemente observado nas aulas. No ensino tradicional, por
exemplo, o conceito de funcdo costuma ser abordado de forma restrita, centrado apenas na
resolucao de problemas utilizando os registros algébrico e numérico, para resolucao de problemas
com posterior interpretagdo grafica. Essa abordagem, no entanto, ignora a riqueza do processo histdrico
que deu origem a esse conceito, o qual pode ser apresentado como resultado de um desenvolvimento coletivo,

! La confrontation avec les textes des mathématiciens change la représentation que chacun, enseignant ou éléve, a des
mathématiques. Celles-si prennent vie, eles ne sont plus um objet figé. Elles sont objets de recherches, de controverses,
d’erreurs et de tatonnements.
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construido ao longo dos séculos. E importante evidenciar aos estudantes que, como afirma Caraga (1951), a
necessidade € que cria o instrumento.
E natural, portanto, esperar que, de coisa tdo importante para o entendimento e explicagdo
da realidade como ¢ a lei quantitativa, surja também o conceito matematico proprio para
o seu estudo; esperar aqui, ainda, que a necessidade crie o instrumento. Assim acontece
de facto. (Caraga, 1951, p. 125)

O estudo do surgimento do conceito de funcdo, conforme revelado pela Historia da
Matematica, mostra que esse desenvolvimento estd intimamente relacionado a consolidacao do
pensamento abstrato, oferecendo ao aprendiz a possibilidade de reconstruir esse caminho em sua
trajetoria de aprendizagem.

A proxima subsecdo apresenta um breve percurso histdrico do conceito de fungao. Optamos
por uma abordagem concisa, deixando de lado aspectos importantes para um estudo mais
aprofundado da Historia da Matemadtica, a fim de concentrar nossa andlise na importancia de o
ensino-aprendizagem do conceito de funcdo ser realizado em etapas. Como ressalta novamente
Caraga (1951),

o leitor [...] ndo esperara, decerto, que esse instrumento [conceito de funcdo] tenha saido
dum jacto, pronto e acabado; que aos cientistas se tenha apresentado a questdo assim: -
temos aqui uma multiddo de leis quantitativas, vamos criar um instrumento proprio de
estudo. Muito longe disso! Deu-se uma gestdo lenta em que necessidade e instrumento
inter-actuaram, ajudando-se e esclarecendo-se mutuamente. (Caraga, 1951, p. 125-126)

A andlise histérico-epistemoldgica permite que, embora a ideia de fungdo tenha estado
presente nas praticas matematicas desde a Antiguidade, sua formalizacdo foi motivada pela
necessidade de organizar e sistematizar conhecimentos diversos. Estudar essas necessidades
histéricas que levaram a defini¢do do conceito também auxilia na compreensdo das dificuldades
enfrentadas atualmente por estudantes ao se depararem com esse objeto matematico. Como orienta
a BNCC (2018, p. 299), “para a aprendizagem de certo conceito ou procedimento, ¢ fundamental
haver um contexto significativo para os alunos, ndo necessariamente do cotidiano, mas também de
outras areas do conhecimento e da prépria historia da Matematica”.

A partir do resgate historico do conceito de fungdo, em subseg¢do posterior propomos
atividades didaticas que favorecam uma compreensao intuitiva e gradativa do conceito, ainda no
Ensino Fundamental. Estas atividades incluem a resolucao de problemas contextualizados, como
o “problema do taxi”, que permitem ao estudante perceber a fun¢do como um objeto matematico
autonomo, passivel de generalizagdes e abstragdes.

Uma Revisao Epistemologica

Segundo registrado pela humanidade, a etapa inicial da construgdo desse conceito ocorreu
na Idade Antiga, que foi o periodo da historia que se desdobrou desde a invengao da escrita (4000
a.C. a 3500 a.C.) até a queda do Império Romano do Ocidente (476 d.C.) e inicio da Idade Média
(século V). Youschkevitch (1976, p. 39) aponta que, nessa etapa primeira, havia apenas o estudo
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de casos particulares de dependéncia entre duas quantidades. Nao tinham ainda despertado para a
relacdo entre variaveis.

De acordo com que se sabe da Historia da Matematica, os povos, como babildnicos e
egipcios, ja pressupunham de maneira intuitiva a ideia de fung@o pois se utilizavam de tabelas para
anotar operagdes. Enquanto os Mesopotamicos empregavam tabelas de produtos, de inversos e de
raizes, os egipcios usavam sequéncias de duplicagdes, ou divisdes por 2, ¢ inversdes. Em ambos
0s povos as tabelas estavam presentes, ndo apenas para facilitar € memorizar os calculos, mas
sobretudo por causa da dificuldade dos célculos (Roque, 2017, p. 89). A Figura 1. 6 mostra um
tablete pertencente a colecao Frau, Professor Hilprecht de Antiguidades Babilonicas, e se encontra
na Universidade Friedrich Schiller de Jena na Alemanha. Nela podemos ver uma tabela em que
foram cunhados os multiplos ou inversos de nimeros naturais.

Vemos despontar novos gérmens do conceito de fun¢do nos Pitagoricos, Grécia, ainda na
Idade Antiga. Novamente se utilizam de tabelas quando mostram a relagdo de interdependéncia
qualitativa de quantidades fisicas variadas, por exemplo, os comprimentos € as notas emitidas por
uma corda fixa nas extremidades (Y ouschkevitch, 1976, p. 39).

Figura 1. 6 - Tablete babilonico HS 201
Fonte: Gongalves (2013).

Fun¢do como expressdo algébrica ndo era concebida pelos matematicos em tempos idos.
Mas, se ela for pensada como uma relagdo que associa cada elemento de um conjunto de nimeros
a elementos de outro conjunto, entdo abundam fung¢des por todo tratado astrondémico Almagesto,
de Ptolomeu de Alexandria (c. 100 - c. 170). Por exemplo, nesse tratado, encontramos as tabelas
de “cordas”, que sdo equivalentes as nossas tabelas de seno e cosseno (Silva, 2013, p. 27).
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Queda do
Babil&nia, na _ império
Mesopotimia, grande Estudo de astronomia Romano do

centro urbano e pelos gregos (Tales de
comercial Mileto, Pitdgoras)

Invenc¢do da
escrita
{cuneiforme)

Ocidente

2.000 a.C.

Tratado astrondmico
Almagesto (Ptolomeu de
Alexandria) com tabelas
de “cordas” , atuais

Pitdgoras {Grécia):
tabelas com relagSes
de interdependéncia
qualitativa de

Babilénios e egipcios: uso de tabelas para anotar operages

Mesopotimicos: tabelas de produtos, inversos, raizes,

reciprocos quantidades fisicas tabelas de senos e
varidveis; relagbes de COSSEenos
Egipcios: sequéncias de duplicagbes, de inverses s0ns com

comprimentos de
cordas

Nocdo intuitiva do conceito (hipdtese)

Figura 1. 7 - Linha do tempo: Antiguidade (etapa inicial da construgdo do conceito de fungao)
Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo Youschkevitch (1976).

Na figura acima pontuamos algumas conquistas da humanidade, na Idade Antiga, e fatos
inerentes ao desenvolvimento do conceito de funcdo, sem se aprofundar nessa relagdo, por nao
caber aqui uma analise aprofundada.

Passemos agora para a Idade Média, que € o nome do periodo da histdria localizado entre
os anos 476 e 1453. Ele se inicia com a queda do Império Romano do Ocidente e termina durante
a transi¢dao para a Idade Moderna. Youschkevitch (1976, p. 39) considera que, nessa €poca, a
Matematica entrou no segundo estagio do desenvolvimento do conceito de funcao. Segundo ele,
foi

na ciéncia europeia do século 14 que as nogdes gerais de quantidades varidveis foram
definitivamente expressas tanto em formas geométricas quanto mecanicas, porém nas
quais, como também na antiguidade, cada caso concreto de dependéncia entre duas

quantidades era definido por uma descri¢ao verbal, ou por um grafico, ao invés de fazer
uso de uma férmula. (Youschkevitch, 1976, p. 39)

Realmente, no inicio da Idade Média, vemos que a ciéncia nos paises de cultura arabe
floresce. Contribuiram os arabes com a introducdo de cada uma das principais fungdes
trigonométricas para as quais os métodos de tabula-las foram aperfeicoados, também com o estudo
das raizes positivas de polinomios ctbicos. [gualmente, eles foram responsaveis pelos avangos em
Otica e em astronomia (Youschkevitch, 1976, p. 45). Entretanto, ndo foram observados novos
desenvolvimentos em relagdo ao conceito de fun¢do, ainda que o nimero de fungdes em uso tenha
aumentado e seus métodos de estudo aprimorados.

Embora, na Idade Média, os matemdticos ndo tenham definido fun¢do, ainda que
trabalhando o tempo todo com elas, varios contribuiram para uma compreensao do movimento,
procurando por suas leis. Al-Biruni (973- c. 1052, séc. XI) foi um deles. Notdvel matematico da
1dade de ouro islamica, em um dos seus tratados encontramos uma analise do movimento acelerado
(Ragab; Metzger, 2015, p. 1). Contudo, “sua andlise e suas ideias ndo exerceram influéncia nos
seus sucessores” (Youschkevitch, 1976, p. 45). Somente no século XIIT uma nogao de fun¢ao mais
geral aparece em trabalhos de Robert Grosseteste (1175-1253) e Roger Bacon (1220-1292), que
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pensavam a Matematica como principal instrumento para o estudo da natureza (Youschkevitch,
1976, p. 45).

Um pouco depois dessa época, Nicolau de Oresme (1323—-1382), matematico franceés,
apresenta sua teoria de amplitude das formas (‘latitutes of formes’, Youschkevitch, 1976, p. 46).
Esta consistia na representagdo de todas as quantidades e relacdes entre elas mediante formas
geométricas; portanto, a relacdo entre varidveis, em uma fungdo, ainda ndo tinha surgido. Para
entendermos como, na época, eles relacionavam dominio com imagem, sem considerar a forma
atual de representacdo desses conjuntos, a literatura nos aponta Oresme. Ele representou
geometricamente a velocidade variando com o tempo, ao estudar o movimento com aceleragao
constante (Rezende; Botelho, 2007, p. 2).

Um resumo ¢ apresentado na Figura 1. 8 a respeito dos avangos no entendimento do
conceito de funcdo. Vale ressaltar que, nessa época, a Matematica era composta por: aritmética,
musica, geometria e astronomia.

Queda do
império
Romano do
Ocidente

Tomada de

Séc. V - Sec. X Séc. X1 - Sec. XV Constantinopla
Expans&o islamica Renascimento (comercial e urbano) pelos turcos

476 d.C.

Séc. Xl Séc. XIV

Percepgdo
geométrica do
conceito de
fungio (Nicolau
de Oresme)

Compreensdo do
movimento acelerado
{Al- Biruni)

Uso da matemadtica para
o estudo da natureza
{Robert Grosseteste e
Roger Bacon)

Ciéncia nos paises de cultura drabe floresce:
+  IntrodugSo das principais fungdes trigonométricas Ciéncia europeia:

(aperfeicoamento das tabelas) * Uso de formas geométricas e

Estudo das raizes positivas de polindmios cubicos mecinicas para explicitar relagSes

Desenvolvimento da Stica gerais de quantidades varidveis

Avangos em astronomia

i . . . Séc. XV - Sec. XVII:
Aprofundamento da ideia intuitiva do conceito Era das Grandes

Navegacdes

Figura 1. 8 - Linha do tempo: Periodo Medieval (segundo estagio do desenvolvimento do conceito)
Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo Youschkevitch (1976).

Até o momento, constatamos que sequer a dependéncia entre varidveis, atualmente
ensinada quando o professor da Escola Bésica apresenta uma funcdo, tinha sido construida.
Ingressemos, entdo, na Idade Moderna, periodo da histdria ocidental compreendido entre os anos
de 1453, com a tomada de Constantinopla pelo Império Otomano, e 1789, inicio da Revolugao
Francesa. Nessa época, observamos a importancia do surgimento de uma nova Algebra que
termina por conduzir a relagdo entre variaveis.

De fato, segundo Youschkevitch (1976), foi o progresso dos gregos em aumentar o nimero
de dependéncias funcionais usadas e em descobrir novos métodos para estuda-las que alavancou
o surgimento de uma nova Algebra, a Geometria Analitica e o Calculo Infinitesimal (séculos XVI
e XVII). Ao estudarmos a Historia da Matematica, constatamos que essas trés areas sao exatamente
os degraus que a humanidade necessitava para chegar ao conceito de fun¢do, a sua formalizagdo.
A Algebra nos trouxe a notagio das variaveis, a Geometria Analitica veio mostrar claramente a
ideia de correspondéncia entre dois conjuntos, o que faltava para a compreensao dos dois primeiros
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conceitos essenciais, variavel e dependéncia.

Podemos destacar dois matematicos responsaveis por esse progresso na compreensao do
conceito de funcdo: Frangois Viete (1540-1603) e John Napier (1550-1617). Viéte introduziu
inimeros sinais/signos, uma nota¢ao particular para incognitas (vogais) e parametros (consoantes),
e Napier sua tabela de logaritmos. Contudo, Napier ndo usou sua notagdo para chegar a um
conceito de funcao, e seu simbolismo foi aperfeicoado por outros que chegaram muito proximo,
ainda na Idade Moderna, do conceito de fun¢do: Descartes, Newton e Leibniz.

Fermat (1607-1665) e Descartes, aplicando a nova Algebra & Geometria apresentaram o
método analitico de introduzir fungdes que revolucionou a Matematica e assegurou um lugar
central para a posterior no¢ao/conceito de fungdo em todas as ciéncias exatas. Leibniz (1646-1716)
“usa relagdes nas quais a ordenada de uma curva corresponde a sua abscissa. Nao coloca ainda a
palavra funcdo no sentido mais amplo € o nomeou com a palavra relagdo” (Youschkevitch, 1976,
p. 59). A palavra fungdo (‘funktion’) surge na época com o significado de tarefa, posi¢do ou modo
de operagao.

Seguindo a constru¢do do conceito, ainda na Idade Moderna, despontam os matematicos
Johann Bernoulli (1667-1748) e Leonhard Euler (1707-1783), considerando uma fung¢ao como
uma expressao analitica arbitraria. A andlise mediante séries infinitas levou Isaac Newton (1643-
1727) a definir fung¢do por meio delas. O método de fluxdes foi aplicado a variaveis (fluentes) para
o célculo das taxas de variacao (fluxos). Em 1797, Joseph-Louis Lagrange (1736- 1813) descreve
uma func¢do usando um registro verbal. Na passagem do séc. XVIII para o séc. XIX, temos
Augustin-Louis Cauchy (1789- 1857) dando um exemplo de uma fun¢do de duas sentengas.

De forma bastante resumida, apresentamos, na Figura 1. 9, um esquema do
desenvolvimento do conceito de fungdo, na Idade Moderna. Essa terceira etapa foi certamente
facilitada pela introdugdo (por Viete) da notacdo matematica.

Tomada de Séc. XV - Sec. XVII: Inicio df
Constantinopla Era das Grandes Revolucio
pelos turcos Navegacdes Francesa

Guerras de expansiio e
Reforma protestante grandes revolugdes

Séc. XVl

xV Primeiro livro impresso:

Séc. Biblia de Gutemberg

Séc. XV
1789

Introducdo de indmeros sinais,
notag¢do particular para incégnitas
(vogais) e pardmetros
(consoantes): Frangois Viéte

Fermat e Descartes * Fungio como expressio
aplicando a nova analitica arbitraria:
Algebra 4 Geometria Bernoulli e Euler
apresentaram o método = Anilise de fungdes por

analitico de introduzir séries infinitas: Newton
Tabela de logaritmos: John Napier

fungdes = Fungio dada por registro
Leibniz “usa relagdes verbal: Lagrange

nas quais a ordenada

de uma curva

corresponde a sua Ciélculo Infinitesimal
abcissa”. Usa o nome

‘funktion®

Compreensdo dos dois primeiros conceitos essenciais na aquisigdo do conceito:
varidvel e dependéncia.

Figura 1. 9 - Linha do tempo: Idade Moderna (a busca pela defini¢do de fungéo)
Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo Youschkevitch (1976).
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Na passagem para a Idade Contemporanea, encontramos Johann Peter Gustave Lejeune
Dirichlet (1789- 1857), o primeiro a estabelecer o conceito de fungdo como uma relagdo arbitraria
entre as variaveis, independente de formulas algébricas. Exemplo dado por ele: f(x) = ¢, se x é
racional, e f(x) = d, se x ¢é irracional, ¢ e d constantes. Nicolai Ivanovich Lobatchevsky (1792-
1856) apresentou uma definicdo de fun¢do semelhante a defini¢do de Dirichlet. Contudo incluiu a
possibilidade de a fungao ter pontos isolados de descontinuidade, mas ndo considerando necessario
acrescentar explicacdo algébrica (Riithing, 1984).

Em 1870, Hermann Hankel (1839- 1873) definiu fun¢do em registro verbal somente, como
tantos outros matematicos do seu tempo:

uma fung¢do y de x, porque todo valor da variavel x dentro de um certo intervalo
corresponde a um certo valor de y; ndo importa se y é ou ndo dependente de x em todo
intervalo de acordo com a mesma lei; se a dependéncia pode ou ndo ser expressa por meio
de operagdes matematicas. (Riithing, 1984, p. 75, nossa tradug@o)

George Boole (1815-1864) definiu fungdo como transformagao (em que cada elemento x
¢ transformado no elemento f(x)), enquanto Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831- 1916)
utilizou a ideia de aplicacdo. E, finalmente, quando um grupo de matematicos, em sua maioria
franceses, criou a personagem Nicolas Bourbaki, um pseuddnimo coletivo sob o qual escreveram
uma série de livros que expunha a Matematica da época, chegou-se a defini¢ao tal como nos atuais
livros da Educacdo Basica (Riithing, 1984, p. 77).

O Conceito de Funcao no Ensino Fundamental

Embora o objetivo deste livro seja abordar o processo ensino-aprendizagem do tdpico
funcdes na transi¢do entre o Ensino Médio e o Superior, ¢ fundamental que os estudantes
compreendam esse conceito desde as etapas iniciais da formacao deles. No entanto, a experiéncia
de varios professores indica que a forma como ¢ introduzido o tema no Ensino Fundamental -
geralmente comegando diretamente pela defini¢ao formal — ndo favorece uma compreensao solida
do conceito. Como consequéncia, os estudantes tendem a cometer erros recorrentes ao longo de
sua trajetoria académica, especialmente em avaliagoes.

Uma alternativa para contornar essas dificuldades ¢ que o professor, ainda no Ensino
Fundamental, proponha atividades, na forma de problemas, que explorem o conceito de fungdo de
maneira progressiva, acompanhando, de forma adequada ao ano escolar do estudante, a evolugdo
historica do conceito. Tinoco (2001) defende que a construgdo intuitiva do conceito de funcao deve
ocorrer a partir, ou at¢ mesmo antes, do sexto ano do Ensino Fundamental.

A primeira atividade pode inserir os estudantes em problemas envolvendo registro de
representacao tabular, que, intuitivamente, carregam o conceito de funcdo. A atividade seguinte
tem o mesmo objetivo, apresentar o conceito de fungdo, mas sem se referir ao objeto matematico
como fungdo, entretanto trazendo um diferencial, um registro geométrico.

Numa terceira atividade, em que o estudante ja tenha adquirido essa ideia intuitiva, podem
ser apresentados problemas combinando dois registros de representacao, o tabular e o geométrico



17

e, para a compreensao completa do conceito, numa quarta atividade sao desenvolvidos finalmente
problemas com os estudantes que contemplem os registros tabular, geométrico e algébrico.

A defini¢do formal de funcdo deve ser dada num segundo momento, apds as atividades
descritas. Nao estamos sugerindo, em hipotese alguma, que o professor omita a defini¢do ou sequer
fale a palavra fungdo. O que recomendamos € o ensino por etapas, seguindo cronologicamente o
desenvolvimento histérico do conceito para somente, entao, passar para a defini¢do.

Varias atividades visando a constru¢ao do conceito de funcdo no Ensino Fundamental
podem ser encontradas em Tinoco (2001). A seguir apresentamos quatro atividades desenvolvidas
em Barros, Silva e Silva (2021), que acompanham a evolugao historica deste conceito.

A primeira atividade, sugerida para alunos do sexto ano do Ensino Fundamental, ¢ a
constru¢ao de uma tabela de nimeros inteiros e seus multiplos, portanto, tem como objetivo uma
representacdo tabular de uma funcao, relacionada a no¢do intuitiva como compreendemos que
havia na época, segundo Youschkevitch (1976), noc¢do intuitiva do conceito. A duragdo desta
atividade ¢ 1 tempo de 50 min (sem oficina), e mais 4 tempos (para a oficina). O professor, ao
introduzir o conceito de fracao, solicita aos alunos que, a partir de uma medida (comprimento) que
pode ser a diagonal do chdo da sala de aula, ou um dos lados da janela da sala de aula, ou mesmo,
a altura da porta da sala de aula, dividam esta medida em partes (metade, um tergo, quarta parte
etc.). Sugerimos que o professor considere aproximacao dessas partes pois o foco do exercicio ndo
¢ calcular fragcdo, mas, sim, associar a coluna da esquerda de uma tabela a coluna da direita em
uma relagao biunivoca.

A segunda atividade ¢ mais elaborada pelo fato de o professor necessitar explicar a seus
alunos o método de multiplicacdo dos egipcios. Ela também envolve representar uma fungao na
sua forma tabular e ¢ recomendada para alunos do 6° ano do Ensino Fundamental. Sugerimos que
a atividade seja dividida em duas partes, porém com total de 50 min de duragao.

A primeira parte da atividade consiste em explicar o método egipcio de duplicagdo para
realizar multiplicagdes. O professor pode usar, como exemplo, a multiplicagdo de 42 por 31 da
forma apresentada na Figura 1. 10, atribuida ao matematico Stifel, que pode ser encontrada em
livros do periodo Renascentista (Smith, 1953, p. 106). A partir da multiplicagdo "42 - 31", num
segundo momento, o professor deverd usar de diagramas com os conjuntos {1,2,4,8,16} ¢
{42,84,168,336,672} ¢ mostrar a relacdo entre eles (desenhando setas). Ainda, sem usar a
palavra funcdo, pedir aos alunos para complementarem novos diagramas cuja relagdo entre os
numeros pode ser x e 50x, ou x e 73x.

1.42 = 42
2.42 = 84
4.42 = 168
8.42= 336

16.42= 672

31.42 1302

Figura 1. 10 - Exemplo de produto usando o método de duplicagdo dos egipcios
Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo Smith (1953, p. 106).
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Como uma atividade extra e variacao desse exercicio, usamos o exemplo de Stifel (Smith,
1953, p. 106), apresentado na Figura 1. 11, no qual alguns dados sdo omitidos num diagrama
justamente para que o aluno possa completar. Isso serd importante mais tarde, quando este mesmo
aluno se deparar com a defini¢cdo de fung¢do inversa.

?.42 = 42

2.42= 84

?.42= 168

8.42= 336

?.42= 672

31.42 1302

Figura 1. 11 - Exercicio de completar usando o método de duplicagdo dos egipcios
Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo exemplo de Stifel (Smith, 1953, p.106).

Essa atividade ¢ muito simples, mas, acompanhando-a, existem conceitos relacionados a
fungdes que serdo aprofundados mais tarde. O direcionamento dos exercicios para pontos
importantes do conceito de fun¢do nos parece uma boa metodologia para a aquisi¢ao efetiva do
conceito ao longo do caminho de aprendizagem percorrido por esse aluno.

Nossa terceira atividade envolve uma representacdo grafica de um problema de
cinematica simples, ainda sem mencionar a palavra fungdo, mas partindo da intuicdo que os
estudantes possuem do movimento (velocidade, aceleracdo). Esta atividade ¢ inspirada na
percepcao geométrica de Nicolau de Oresme em sua teoria de amplitude das formas
(Youschkevitch, 1976, p. 46). Sendo essa atividade um problema relacionado ao movimento,
embora rudimentar, acreditamos que ele possa levar aos estudantes um conceito inicial sobre
funcdo. Temos, nesse caso, uma compreensao intuitiva, conjuntamente com uma matematizagao
inicial, quando, aos nossos alunos, apresentamos problemas de cinematica, trazendo a eles um
fendomeno que se repete, tem certa regularidade e precisa ser generalizado (Tinoco, 2001).

Embora ndo tenhamos o grafico de quaisquer das funcdes envolvidas na atividade,
trabalhamos com uma forma geométrica, inspirada em Oresme, para explorar um problema
cinematico simples. O emprego de geometria na atividade ¢ um convite para que, posteriormente,
o aluno possa passar de um registro verbal para um registro grafico, sem dificuldade em identificar
a mesma fun¢do. A inspiragdo em Oresme ¢ proposital para que as atividades sigam o
desenvolvimento historico do conceito de fungado. Esta atividade ¢ indicada para alunos a partir do
7° ano do Ensino Fundamental, com a duracao de 50 min.

A atividade 3 relaciona a distancia percorrida por um taxi, numa estrada reta, com o tempo
gasto (mais adiante, ampliamos o problema, nossa quarta e ltima atividade, sob o ponto de vista
da Matematica financeira). Mais uma vez dividimos a atividade em dois momentos.

Parte 1: O professor desenha uma tabela, tempo versus quilometragem, considerando a
cada 10 min, por exemplo, a distancia percorrida por um tdxi em uma estrada reta. A

Tabela 1. 1 apresenta um exemplo para essa atividade.
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Tabela 1. 1 - Exemplo de dados para a Atividade 3- Parte 1

t (tempo) s (distancia percorrida
10min 15km
10min  13km
10min  10km
10mn  8km

Fonte: Barros; Silva e Silva (2021)

Parte 2: Sdo calculadas as velocidades médias que, nesse caso, nao serdo constantes. E,
seguindo a forma de representacdo de Oresme para tempo versus velocidade (Mendonga; Neto,
2016, Fig. 2, p. 51), ¢ feita uma representacao semelhante (tempo na horizontal e barras verticais
com as velocidades médias, como mostra a Figura 1. 12). Por fim, o professor discute com os
estudantes o que pode significar, em termos de aceleragdo, as mudancas de velocidade média ao
longo do tempo.

Velocidade Média

70
60
50
40
30
20
10

0

0-10 min 10-20 min 20-30 min 30-40 min

Figura 1. 12 - Exemplo de dados para a Atividade 3- Parte 2 considerando a Tabela 1
Fonte: Barros; Silva e Silva (2021)

Nessas escolhas de atividades, ja passamos pelo registro tabular, passando agora para um
registro ‘inicial’ grafico, sendo de facil compreensao do estudante, inclusive para a discussao final
da atividade.

Em nossa quarta atividade, o problema do taxi, discutimos com os estudantes varios
registros de representacdo de uma fungao (verbal, analitico e grafico) para a completa compreensao
do conceito. Ela ¢ indicada para alunos a partir do 9° ano do Ensino Fundamental, com a duracao
de 50 min.

Esta atividade pode ser aplicada, conjuntamente, com a atividade 3 para estudantes do 1°
ano do Ensino Médio, considerada, entdo, uma terceira parte daquela. Utilizamos, desta vez, um
exercicio do banco de dados (applef) do GeoGebra (Figura 1. 13).
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Figura 1. 13 - Exemplo da tarifa a ser paga durante uma corrida de taxi
Fonte: Schneider (2018).

O professor descreve para seus alunos como € cobrado o valor a ser pago pelo passageiro:
quando vocé utiliza um taxi, o valor cobrado no final do trajeto ¢ a soma do valor da “bandeirada”
com o valor referente ao nimero de quildmetros rodados.

A “bandeirada” ¢ um valor fixo, cobrado pelos taxistas, que independe de quantos
quildémetros vocé vai rodar. Vocé pode observar que, ao entrar em um taxi, ja esta fixado esse valor
no taximetro. Vocé também pode observar que, para cada quilometro rodado, hd um valor fixo,
isto ¢, a variagdo do preco ¢ proporcional a distancia percorrida, sem considerar a bandeirada e o
tempo parado.

Suponha que o valor da bandeirada seja de R$ 5,00 e que o valor de cada quilometro rodado
seja R$ 1,20. Entdo, a fungdo que relaciona o numero de quilometros rodados com o valor total a
ser pago ¢ uma funcao afim (Schneider, 2018). Portanto, o professor usa do registro grafico com
animacao para a descri¢do do problema. A partir dai, ele obtém o registro algébrico.

Todas as quatro atividades sugeridas podem ser aplicadas, num primeiro momento, para
levar aos estudantes o conceito de fun¢do, sem necessariamente definir fungdo. A definicdo devera
ser dada num segundo momento, por exemplo, no bimestre seguinte.

Nasser e Cardoso (2016) apontam que a aprendizagem de fungdes € um processo evolutivo,
lento e gradual devido a sua complexidade, uma vez que existem varios tipos diferentes de
representacdes para uma mesma fun¢do. Assim, o ensino-aprendizagem do conceito de fun¢do nao
se esgota nas quatro atividades, ao contrario, apenas inicia-se.

1.3 Resoluciao de Problemas: Etapas e Estratégias

Uma pesquisa realizada com 237 alunos de diversas turmas de Calculo I, no inicio do
segundo semestre de 2018, parte do trabalho de Nasser, Biazutti, Torraca e Barros (2019), incluiu
a aplicagdo de um teste diagnostico. Um dos problemas aplicado (Figura 1. 14) envolvia somente
topicos de Matematica da Escola Basica:


about:blank
about:blank
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Questio 2: Uma formiga anda sobre o contorno de um retangulo ABCD, com vértices A, B, C, D, no sentido
anti-horério, sendo A o vértice inferior esquerdo. Ela parte do ponto A, ao andar 20 em chega ao vértice B,
depois se andar mais 10 cm, chega ao vértice C e finaliza seu trajeto andando mais 20 cm e chegando em D.
A partir de A, se ela andar x cm, a formiga estara em um ponto F do contorno. i C

a) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado AB, Como mostra a
figura ao lado, determine a fungéo que associa o comprimento x ao valor da
area do tridngulo ADF.

A F B
b) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado BC, determine a fungfo que associa o comprimento
x ao valor da area do tridngulo ADF.

¢) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado CD, determine a fungéo que associa o comprimento
x ao valor da area do tridngulo ADF.

d) Determine a expressio algébrica da area do triangulo ADF, em fun¢io de x, se a formiga estiver em
qualquer ponto do contorno.

e) Esboce o grafico da funcio obtida no item d.

Figura 1. 14 - Segunda questdo do teste diagndstico- fonte: Nasser, Biazutti, Torraca e Barros (2019)
Fonte: Adaptado da prova da OBMEP (2014)

O resultado dos alunos foi: 8 % de acertos no item d, na obtencao da funcao procurada e
14 % de acertos no item e na obtenc¢do do grafico desta fungao, sendo que 54% dos alunos deixaram
o grafico em branco.

Uma possivel razdo para este baixo desempenho pode ser a complexidade do item. Nesse
sentido, € possivel qualificar dois tipos de itens: exercicio e problema. Varios autores ja se
pronunciaram sobre as diferencas entre eles. Segundo Dante (2003, 2010) um exercicio envolve
praticar ou reforgar algoritmos ja aprendidos, enquanto a resolu¢do de um problema exige uma
certa dose de iniciativa e criatividade aliada ao conhecimento de algumas estratégias.

Possivelmente, o ensino e as avaliacdes da disciplina Célculo I envolvem sobretudo
problemas, enquanto na Educag¢do Basica os estudantes estdo mais acostumados a resolver
exercicios.

De acordo com Ponte, Mata-Pereira e Henriques (2012), o grande objetivo do ensino da
Matematica ¢ desenvolver a capacidade de raciocinio dos alunos.

Trata-se de um objetivo ambicioso, mas necessario, que justifica o importante papel da
Matematica em todos os sistemas educativos. Os alunos ndo desenvolvem a capacidade
de raciocinio matematico por simples memorizagdo de conceitos, representagdes e
procedimentos rotineiros, que, pelo contrario, os leva a ter uma visdo da Matematica como
um conjunto de regras mais ou menos desconexas, e ndo como uma disciplina logica e
coerente. Para desenvolver esta capacidade ¢ preciso trabalhar em tarefas que, por um
lado, requerem raciocinio e, por outro lado, estimulam o raciocinio. S6 deste modo se
pode esperar uma compreensao efetiva dos conceitos e procedimentos matematicos por
parte do aluno. (Ponte; Mata-Pereira; Henriques, 2012, p. 356)

A utilizagdo da resolucao de problemas como estratégia de ensino ¢ assunto de diversas
pesquisas ha varios anos. Um exemplo disso € o boletim do GEPEM de 1988, totalmente dedicado
a artigos sobre isto. Em um dos artigos, Nasser ressalta a importancia da resolugdo de problemas
e comenta que ¢ impossivel descrever um método para resolver qualquer problema, o que se pode
¢ desenvolver nos alunos a habilidade para a resolucao de problemas.
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Segundo Nasser (1988), ha quatro grupos de fatores que podem influenciar o ensino e a
aprendizagem em Resolugdo de Problemas. O grupo dos fatores relacionados ao resolvedor inclui
todas as caracteristicas individuais do estudante. J4 os relacionados ao professor envolvem as suas
atitudes frente aos problemas e a escolha deles. O terceiro grupo de fatores estd relacionado a
natureza dos problemas, se sdo interessantes, com nivel de dificuldade adequado aos estudantes.
O ultimo grupo esta relacionado aos processos utilizados para resolver problemas. As dificuldades
maiores aparecem nos que requerem o uso de alguma estratégia ou heuristica.

A seguir serd apresentado um resumo das etapas e estratégias mais comuns, com base nas
ideias de Polya (1978) e Nasser (1988). Em seguida serdo apresentados alguns exemplos que
exploram estas estratégias, que podem ser trabalhados pelos professores de disciplina de Pré-
Célculo e por professores de Matematica no Ensino Médio.

As etapas de resolucdo de um problema, adaptadas de Polya (1978), sdo em geral as
seguintes.

A primeira consiste na Leitura e delimitacdo do problema, destacando os dados
relevantes. Ao final desta etapa, devem estar identificados os dados do problema (o que ¢
conhecido sobre ele) e o objetivo do problema (o que ¢ desconhecido) a ser alcancado.

A segunda consiste na Modelagem matematica do problema, isto ¢, em transformar os
dados utilizando conceitos de variavel independente, dependente, funcgdo, intervalo, conjuntos.

A terceira etapa aponta para a Escolha de estratégias para chegar a solucio do
problema, que serdo apresentadas mais adiante. Ao final destas duas tltimas etapas, deve haver
um plano (para chegar a solugdao do problema) que sera posto em pratica, em seguida.

A proxima etapa serd a de execugdo do plano, isto €, a Aplicacao da(s) estratégia(s) para
chegar a solucdo do problema. Pode haver necessidade de utilizar varias estratégias, como elos
numa cadeia logica de raciocinio, dependentes umas das outras, ou varias etapas independentes
cujas solugdes conduzirdo juntas ao resultado procurado. Caso se chegue a um impasse, durante
a execucdo desta etapa, volta-se a etapa anterior, para revisdo da escolha de estratégias.

Na ultima etapa, que costuma ser esquecida por muitos alunos, deve ser feita a Validacao
dos resultados obtidos, isto ¢, a verificagdo critica do trabalho realizado. Pode acontecer do
resultado obtido ndo ser compativel exatamente com o resultado procurado. Nesse caso, além da
observagdo do dominio da varidvel e da revisdo nos calculos a procura de erros em contas,
modificagdes poderdao ser necessarias. Deve-se entdo voltar a leitura e interpretacdo do texto do
enunciado ou ao plano a ser executado.

Nasser (1988) fornece uma lista de estratégias para resolu¢do de problemas: utilizar um
esquema, diagrama, tabela ou grafico; organizar uma sequéncia de passos; desdobrar um problema
complexo em questdes mais simples; trabalhar do fim para o principio; simular/simplificar o
problema; descobrir uma regra ou padrdo; criar um problema equivalente; descobrir casos
particulares e procurar um problema analogo mais simples.

Além destas, Nasser (1988) também citou as seguintes estratégias: tentativa e erro; fazer
uma lista organizada ou uma figura; usar raciocinio l6gico; observar simetrias.
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Ponte, Mata-Pereira; Henriques (2021, p.359) afirmam que “os problemas e as tarefas de
investigacdo constituem um contexto fundamental para o estudo do raciocinio matematico,
atendendo aos processos usualmente usados na elaboragdo e teste de conjecturas € na sua
justificativa”. Tais autores defendem que o raciocinio indutivo tem lugar sobretudo na formulagao
de conjecturas gerais a partir de casos especificos, € o raciocinio dedutivo ocorre principalmente

nos processos de justificacdo, conforme mostra o quadro 1.2 a seguir.
Quadro 1.2 - Quadro conceptual para a analise do raciocinio matematico

Significar
(“Sense making”)

Formular conjeturas

especificas
Formular questdes A Testar Justificar
s Generalizar e usar
-Especificas S -Informalmente
- Gerais PR Al 2l 2 | -Formalmente

- matematicas
Formular conjeturas "
gerais

Induzir Deduzir

Representar

Linguagem natural, pictérica, algébrica, geométrica, estatistica...

Fonte: Ponte; Mata-Pereira; Henriques (2021)

A seguir serdo apresentados alguns exemplos do que pode ser utilizado em uma perspectiva
de problema, em um sentido investigativo e exploratorio. A ideia ¢ oferecer ao leitor/professor
caminhos para utilizar em diferentes problemas, explorando diferentes estratégias para chegar a
solucao.

Exemplo 1.1: Para ir a uma festa uma pessoa tinha disponiveis 1 cal¢a vermelha e 1 cal¢a azul
e trés camisetas, uma amarela, uma verde e outra preta. De quantas maneiras distintas estas pecas
podem ser combinadas para produzir uma roupa para a festa?

Sao 6 combinagdes possiveis para a roupa da festa. Para chegar a esta solugdo, pode ser
utilizada a estratégia de criar um esquema para listar e visualizar todos os casos possiveis, em

uma sequéncia de passos, como mostra a Figura 1. 15.

* camiseta amarela

Calga Vermelha * camiseta verde

* camiseta preta

= camiseta amarela

Calga azul * camiseta verde

= camiseta preta

Figura 1. 15 - Esquema de passos
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Este problema pode ser resolvido usando formulas de Analise Combinatéria. No entanto, deve ser
incentivado o uso de estratégias espontaneas dos alunos e evitar o uso de férmulas prontas.

Exemplo 1.2: Para ir a uma festa uma pessoa tinha disponiveis 1 cal¢a vermelha e 1 cal¢a azul,
trés camisetas, uma amarela, uma verde e outra preta e 3 sapatos, 1 preto, I marrom e I azul. De

quantas maneiras distintas estas pegas podem ser combinadas para produzir uma roupa para a
festa?

Pode-se comecar inicialmente resolvendo o problema de combinar as calgas e camisetas.
Resolvido este, pode-se passar para o problema do acréscimo dos sapatos. Como visto no exemplo
1.1, ha 6 combinagdes possiveis para o conjunto calga com camiseta. Agora ¢ s6 montar o segundo
esquema, com os casos possiveis para a segunda questao, isto €, o acréscimo do sapato. Como cada
um dos 6 conjuntos podera ser usado com 3 opg¢des de sapatos, teremos 18 = 3 X 6 combinagdes
possiveis.

A solugdo do problema foi obtida com o desdobramento de um problema mais complexo
em dois problemas mais simples. Essa divisao ¢ uma alternativa interessante para a resolugdo de
problemas matematicos.

Exemplo 1.3: Uma crianga levou para a escola um saco de biscoitos para dar aos amigos. Deu
metade dos biscoitos que tinha no saco ao primeiro grupo de amigos que encontrou ao chegar.
Depois encontrou mais amigos e deu metade dos que ainda tinha. E assim chegou a sala dele ja
so com 20 biscoitos, um para cada colega. Quantos biscoitos havia no saco, antes de ser aberto?

Este problema deve ser resolvido trabalhando de “forma reversa”. Vamos resolvé-lo em
duas etapas:

Antes de chegar a sala, com 20 biscoitos, tinha entregado metade dos que tinha, logo tinha
o dobro de 20, isto ¢, 40 biscoitos, antes de encontrar esses amigos. (1* etapa)

S6 que, ao chegar, tinha distribuido metade dos que tinha, entdo s6 poderia ter 80 biscoitos,
para terem sobrado 40. Esta ¢ a quantidade total de biscoitos no saco, antes de ser aberto: 80
biscoitos. (2% etapa).

A estratégia acima, resumidamente, consistiu em aplicar operacdes inversas as realizadas
na ordem original de agdo, ou seja, trabalhar do fim para o inicio, juntamente com raciocinio
logico.

Exemplo 1.4: Uma pessoa guarda suas meias todas desarrumadas numa gaveta em seu quarto.
Ela sabe que tem 1 par de meias marrons, 1 par de meias pretas e I par de meias brancas, todas
do mesmo modelo. Supondo que a pessoa precise escolher um par de meias da mesma cor, sem
acender a luz do quarto, qual o menor numero de meias que deve tirar da gaveta para que, quando
sair do quarto para um local iluminado, tenha com certeza um par da mesma cor?
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E possivel retirarmos duas meias e obtermos um par da mesma cor? Sim! E possivel.
Porém, ao retirarmos duas meias ndo teremos a garantia de que as duas serdo da mesma cor. Ao
retirarmos duas meias, podemos tirar:

Duas meias brancas {b, b}

Duas meias pretas {p, p}

Duas meias marrons {m, m}

Uma branca e outra preta {b, p}

Uma branca e outra marrom {b, m}
Ou, uma preta e outra marrom {p, m}

Observem que nos trés tltimos casos, o objetivo nao ¢ atingido. Desta forma, se retirarmos
duas meias ndo teremos garantia de que formaremos um par da mesma cor. Suponha que retiremos
trés meias. Teriamos a garantia que formariamos um par de meias da mesma cor? Ainda nao!

Considere as trés ultimas situagdes descritas anteriormente, ou seja, aquelas em que o
objetivo ndo foi alcangado com duas retiradas. Para cada uma delas, teriamos trés possibilidades
apos a terceira retirada:

e Uma branca e outra preta {b, p} — {b, p, b} ou {b, p, p} ou {b, p, m}
e Uma branca e outra marrom {b, m} — {b, m, b} ou {b, m, m} ou {b, m, p}
e Ou, uma preta e outra marrom {p, m} — {p, m, p} ou {p, m, m} ou {p, m, b}

Notem que ha um caso nas trés situagdes em que o objetivo nao ¢ alcancado, pois teriamos
trés meias com cores diferentes.

Esse ¢ um problema que, para ser resolvido, ou o estudante deve explorar todas as
possibilidades, ou, simplesmente, imaginar o pior cendrio possivel. Neste caso, o pior cenario €
retirar 3 meias de cores diferentes da gaveta. Como so6 existem trés cores diferentes, com a retirada
de mais uma meia, certamente haverad pelo menos duas da mesma cor. Logo, a solugdo ¢ 4 meias.

Podemos observar que, mesmo que inicialmente o professor explore todos os casos
possiveis, ¢ necessario que o docente prepare seus alunos para desenvolver uma estratégia mais
eficiente, que seria simular uma situaciio simplificadora do problema.

Para alertar para essa necessidade, o docente pode explorar um problema que envolva 100
pares de meias de cores diferentes. Nesse caso, qual seria 0 nimero minimo de retirada?

O pior cenario possivel seria retirar 100 meias de cores diferentes. Sendo assim, coma 101*
retirada teriamos a certeza de que formariamos um par.

Exemplo 1.5: Dobra-se uma folha de papel retangular ao meio, e repete-se o processo em
seguida, varias vezes. Em quantas partes a folha de papel original fica dividida, se a folha for
dobrada 50 vezes?

A solugdo deste problema utiliza uma combinagdo de estratégias, comegando por uma
sequéncia de passos, obtidos resolvendo problemas mais simples, considerando menos dobras.
Em seguida constrdi-se uma tabela para registrar estes resultados, para facilitar a visualizacdo. A
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partir deles tenta-se generalizar para obter uma lei de formacéo. Finalmente, conhecendo a lei de
formagdo, obtém-se a solugdo procurada, como mostra a tabela 1.2.

Tabela 1. 2 - Simula¢8o de dobras ¢ partes
Dobras 0 1 2 3 4 5 n 50

Partes 1 2 4 8 16 32 2" 250

Exemplo 1.6: Marcio, Marcelo, Marcos e Mauricio sdo quadrigémeos, e a unica maneira de
diferencia-los é pela cor de suas camisas. Nem Marcos nem Mauricio gostam de vermelho.
Marcelo sempre usa verde. Mauricio pensou em escolher o amarelo, mas mudou de ideia. A cor
favorita de um irmdo de Marcio ¢ azul. Que cor de camisa cada menino usa?

Aqui uma estratégia razoavel ¢ usar raciocinio logico. Cada menino vai usar camisa de
uma cor diferente, dentre vermelho, verde, amarelo e azul. J4 se sabe que Marcelo usa camisas
verdes. Sobram entdo as camisas de cor vermelha, amarelo e azul. Marcos e Mauricio ndo gostam
de vermelho, logo s6 poderdo estar com camisas nas cores amarela e azul, por exclusdo. Como
Mauricio nao escolheu amarela, entdo Mauricio usa camisas azuis. Logo Marcos ficou com a
camisa amarela. Sobrou entdo para Marcio usar camisa vermelha.

Exemplo 1.7: Dispondo de 5 quadrados de 12 cm de lado, deseja-se construir uma unica figura
com 120 cm de perimetro, sem sobreposi¢cdo, de modo que dois quadrados que sejam adjacentes
se tocam ao longo de um lado completo. A solugdo é unica? Por qué?

Podem ser disponibilizados para os alunos quadrados recortados para que eles fagam
tentativas juntando os quadrados e calculando o perimetro das figuras formadas. Usando a
estratégia de simulacdo de uma possivel colocagdo dos quadrados enfileirados, como na Figura
1. 16 a seguir, teremos o seguinte:

Figura 1. 16 - Cinco quadrados enfileirados

Sera obtido o perimetro de 144 cm. Para chegar ao valor de 120 cm, o perimetro devera
reduzir em 24 cm, ou seja, correspondendo a dois lados de um quadrado ou a um lado de dois
quadrados. Colocando 3 quadrados enfileirados, com os outros 2 por cima de dois deles
adjacentes, conseguiremos o perimetro desejado, como mostra a Figura 1. 17 a seguir.
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Figura 1. 17 - Figura formada por cinco quadrados com perimetro desejado

Pode-se observar, por raciocinio légico, que a solugdo nio ¢é unica, pois a figura refletida
ou rotacionada conduz a outras solugdes possiveis distintas.

Exemplo 1.8: Paulo tinha 6 dias para preparar desenhos para uma exposigdo de artes da escola.
Em cada dia, fez mais 4 desenhos que no dia anterior. Ele expos 150 desenhos. Quantos desenhos
ele fez em cada dia?

Viarias estratégias podem ser utilizadas para chegar a solucao, como tentativa e erro,
esquemas, diagramas e utilizando formulas de progressdes aritméticas para descobrir padrdes.

A estratégia mais utilizada pelos alunos ¢ chamar de x o niimero de desenhos feitos no
primeiro dia e formar uma equagao que represente a situagao do problema, que podera ser da forma
x+(x+4)+x+8)+(x+12)+ (x +16) + (x + 20) = 150. Entdo sera obtida a equagdo
equivalente 6x + 60 = 150, chegando a solucdo x = 15 desenhos no primeiro dia. Logo, foram
19, 23, 27, 31, 35 desenhos nos dias seguintes.

Exemplo 1.9: Como se pode dividir um quadrado em quatro partes congruentes, de seis maneiras
diferentes?

Aqui algumas estratégias podem ser a de tentativa e erro ou a de considerar casos
particulares mais simples, como dividir o quadrado em 2 partes congruentes, que ndo precisam
ser quadrados, depois considerar dividir estas duas partes em outras duas congruentes, depois cada
uma destas em duas. A Figura 1. 18 mostra seis solugdes encontradas.
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Figura 1. 18 - Divisdo de um quadrado em quatro partes congruentes

Pode ser observado que outras solugdes podem ser obtidas, sem que as partes congruentes
sejam poligonos, podem ser regides limitadas por curvas.

Exemplo 1.10: Num campeonato de duplas de vélei, em cada jogo a dupla perdedora é eliminada.
Quantas partidas serdo jogadas até se chegar a dupla camped, num torneio com 15 duplas?

Pode-se utilizar um esquema, considerando caso analogo mais simples, com menos
duplas. Desta forma, rapidamente se chega a solugdo, serdo 14 partidas, e se consegue generalizar,
com n duplas havera (n — 1) partidas. Outra possibilidade é estudar o que acontece quando for
um numero par de duplas. Neste caso também se chega a mesma expressao para a solugdo geral.

Exemplo 1.11: Dois grilos saltitam ao longo de uma reta graduada muito comprida. No instante
inicial um grilo estd na marca de 10 cm e o outro grilo estd na marca de 17 cm, como mostra a
Figura 1. 19. Se cada grilo salta 2 cm para a esquerda ou para a direita, em algum momento eles
podem estar no mesmo local? (retirado de questdes de simulados OBMEP-2018- N1)

Figura 1. 19 - Posigao inicial dos dois grilos
Fonte: OBMEP 2018

O grilo que esta inicialmente na marca de 10 cm s6 pode ocupar pontos marcados com
nimeros da forma 10 + 2n, em que n € um nimero inteiro positivo ou negativo. Isto significa que
este grilo s6 ocupa posi¢des marcadas com numeros pares. Ja o grilo que esta inicialmente na
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marca de 17 cm, ocupa posi¢des marcadas com niimeros da forma 17 + 2m, em que m ¢ um
namero inteiro positivo ou negativo. Ou seja, este grilo sé ocupa posi¢des marcadas com nimeros
impares, pois a soma de um nimero impar com um par ¢ sempre um impar. Como um niimero par
sempre ¢ diferente de um numero impar, estas duas observagdes implicam que os grilos nunca
podem ocupar o mesmo ponto da reta graduada.

Neste problema o raciocinio légico levou inicialmente ao descobrimento de um padrio
para o deslocamento de cada grilo e, posteriormente, a conclusao final.

Exemplo 1.12: Uma formiga esta parada em um canto do chdo de uma sala cubica, no ponto A
da Figura 1. 20 a seguir. Ela quer se mover para o canto oposto, no ponto B da mesma figura,
usando o caminho mais curto. Ela so pode se mover ao longo das paredes, no piso e no teto da
sala. Qual o comprimento do caminho mais curto que ela deve escolher? Como sera este caminho
mais curto? (adaptada de Dorichenko (2016))

A

Figura 1. 20 - Posicdo inicial e final da formiga na sala cubica

A sala tem um total de seis faces (4 paredes, piso e teto). Trés sao adjacentes ao canto A e
trés ao canto B. Para ir de A até B, a formiga tem que cruzar uma aresta (segmento de reta
pertencente a duas faces distintas) de uma face adjacente a A para uma adjacente a B. Suponha que
ela cruza a aresta XY no ponto M, como na Figura 1. 21 a seguir.

A J

Figura 1. 21 - Ponto M por onde a formiga vai passar

De A até M, o caminho mais curto no trajeto permitido serd ao longo do segmento de reta
AM, depois disso o caminho mais curto, de M até B, sera também um segmento de reta, MB. Resta
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descobrir onde devera ser escolhido o ponto M, na aresta XY, para que o caminho total da formiga
de A até B, formado pela soma dos comprimentos AM + MB, seja o menor possivel.

Consideremos entao a planificagdo das faces do cubo envolvidas no problema, ou seja, que
contém os segmentos AM e MB, como mostra a Figura 1. 22 a seguir.

Figura 1. 22 - Planificacdo das faces do cubo onde a formiga vai andar

A solugdo do problema sera quando AMB for um segmento de reta no retangulo formado
pelas duas faces, ligando os pontos A e B, ou seja, a menor distancia entre A e B ¢ obtida pela
diagonal do retangulo, como mostra a Figura 1. 23 a seguir.

Figura 1. 23 - Diagonal do retangulo

Supondo o cubo de lado L, teremos que a diagonal serd a hipotenusa do triangulo retdngulo
cujos catetos medem L e 2L. Usando o teorema de Pitagoras teremos AB = d = L/5. S6 falta
descobrir qual a posicao de M, relativa a aresta XY

Pode-se notar que os tridngulos AMY e ABC sdo semelhantes, caso AAA. Neste caso, as
medidas dos lados sdo proporcionais, isto ¢ % = % = i = % . Assim AM = %AB, ou seja, o
ponto M deve ser o ponto médio da diagonal AB. Como as duas diagonais de um retangulo sdo
congruentes, se intersectando no ponto médio entre elas, o triangulo AMC e seu oposto DMB
também serdo congruentes, logo as alturas XM e MY serdo iguais. Assim M também ¢ o ponto
médio da aresta XY. A formiga deve sair do canto A, seguir reto até o ponto médio da aresta

adjacente XY, e, em seguida, seguir direto ao canto B.
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Neste problema o conhecimento de propriedades geométricas foi importante, mas as
figuras e o raciocinio légico foram essenciais. Pode-se observar que o problema inicial, de
geometria espacial, foi reduzido a um outro problema, mais simples, de geometria plana, que se
desdobrou em problemas mais simples, um resolvido utilizando o Teorema de Pitagoras e o
outro utilizando semelhanga de triangulos.

Exemplo 1.13: 4 Figura 1. 24 a seguir mostra um solido cuja se¢do transversal uniforme consiste
em um retangulo ABCD e de um quadrante DEC de um circulo, centrado no ponto D. O
comprimento do lado AB é 5 cm, do lado AD é 2 cm e da aresta BG ¢ 10 cm.

Figura 1. 24 - Sélido com secdo transversal uniforme

a) Determine o volume deste solido.
b) Determine a area de superficie total deste solido.
¢) Se juntarmos 5 unidades deste solido e derretermos, para em seguida formar um outro solido
com a forma de um cone circular reto com 24 cm de altura, determine qual sera o raio da base do
cone.

As respostas devem ser obtidas aproximando os resultados para numeros inteiros. Este
solido tem base dada pela superficie representada na Figura 1.25 a seguir e cuja altura ¢ igual a
BG. Seu volume ¢ igual ao produto da area da base multiplicada pela altura. A altura é igual ao
comprimento de BG = 10 cm.
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Figura 1.25 - Sec@o transversal do solido

A base ¢ formada pelo retdingulo ABCD e pelo quadrante DEC de um circulo. A area sera
entdo a soma das areas das duas figuras. O retangulo tem comprimento AD = 2 cm e largura
AB = 5cm, logo tem 4rea 10 cm?. O quadrante do circulo de centro D, tem raio com

2
TCP” _ 6,257.

Entdo a area da base sera 10 + 6,25m. Por conseguinte, o volume do so6lido serd igual a

comprimento CD = De = 5 cm, logo sua area sera

V = (10 + 6,25m). 10 = 296,35. Aproximando para um niimero inteiro teremos V = 296 cm3.
A area total da superficie do sélido sera a soma das areas das suas faces. Ha duas faces com
a forma da base, cuja area j4 foi calculada, igual a 10 + 6,25m. Deve-se observar agora as faces
laterais. H4 uma face lateral com a forma do retangulo ABFG, com comprimento BG = 10cm e
altura AB = 5 c¢m, logo sua area é igual a 50 cm?. Ha outra face lateral com a forma do retangulo
AFJE, com comprimento AE =7 cm e largura AF = BG = 10 cm, logo sua area ¢ igual a
70 cm?. Finalmente, a Gltima face é formada pelo retingulo BCHG junto com a quarta parte de
um cilindro circular reto. A area do retangulo BCHG ¢ o produto do comprimento BC = 2 cm pela

largura BG = 10 c¢m, logo igual a 20 cm?2. A quarta parte do cilindro tem raio CD = 5 ¢m e altura
nrh TXCDXBG

igual a BG = 10 cm . Entdo sua area serd igual a 2 Y > = 25m. Entdo a ultima face

tera area igual a 20 + 25m. Somando as areas das 5 faces teremos A = 2(10 + 6,257) + 50 +
70 + (20 + 25m) = 277,81 cm. Aproximando para um niimero inteiro teremos A = 278 cm?.

Juntando 5 unidades do sé6lido dado e derretendo, o material dos solidos obtido tera volume
igual a 5V = 1480 cm3. Se for utilizado para construir um cone de 24 cm de altura, teremos, por

. nr2h , .
conseguinte, 5V = 1480 = - = 8nr?, que é o volume de um cone com a altura dada e raio

igual ar.

1480

8w
Novamente tivemos uma combinagdo de estratégias, como o desdobramento de um

problema complexo em varios problemas mais simples e uso de raciocinio légico.

Ao longo do livro serdo abordados diversos tipos de problemas mais sofisticados,

Assim r? = =~ 185. Logor = 14 cm.

envolvendo fungdes. As estratégias exploradas nesta se¢cao nao esgotam as possibilidades. Na
proxima apresentaremos um método diferenciado de resolug¢do de problemas (MERP), que utiliza
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uma ferramenta computacional, o software GeoGebra, como mais uma estratégia para abordar
estes problemas.

1.4 MERP — Método de Ensino por meio da Resolucao de

Problemas

Como j& foi mencionado em outra secao deste capitulo, as nossas investigacoes
identificaram que, dentre as diversas barreiras para a aprendizagem em disciplinas iniciais de
cursos superiores na area de Ciéncias Exatas, estdo as dificuldades dos alunos na compreensao do
conceito de fung¢ao, a dificuldade em reconhecer uma mesma funcao quando representada na forma
algébrica ou na forma geométrica, por meio de seu grafico e a dificuldade com a modelagem de
problemas envolvendo fungdes.

E comum, mesmo entre professores, associar a ideia de fungdo apenas a sua representagio
algébrica, como se a lei fosse a fungdo, em si, enquanto o grafico no plano cartesiano fosse a
representacdo dessa lei. Outro exemplo desta crenca pode ser observado na dificuldade da
populagdo brasileira em reconhecer o crescimento exponencial (ou similar) a partir de um grafico,
com o numero de casos de contaminados com a COVID-19.

Como vimos na se¢do 1.1, Duval (2012) afirma que as representagdes semidticas de um
objeto matematico sdo necessdrias para a compreensdo dos conceitos. Segundo o pesquisador, os
objetos matematicos ndo estdo diretamente acessiveis a percep¢do ou a experiéncia intuitiva
imediata, como s3o os objetos comumente ditos “reais” ou “fisicos”. E preciso, portanto, dar
representantes. Os conceitos matematicos somente serdo acessiveis por meio da mobilizagdo de
pelo menos dois registros de representagao semidtica (Duval, 2009). Quando o estudante consegue
estabelecer relagdes entre estes, a aprendizagem se estabelece.

Por outro lado, a possibilidade de efetuar tratamentos sobre os objetos matematicos
depende diretamente do sistema de representagdo semiotico utilizado (Duval, 2012). A
importancia da utilizagdo do registro adequado pode ser observada nas quatro operagdes
aritméticas bésicas, ou utilizando algarismos romanos ou numeros indo-arabicos. A utilizagao de
um melhor registro possibilitou ndo somente a realizagdo dessas operacdes, de forma mais clara e
simples, ao longo da historia, como o proprio desenvolvimento da Matematica. De modo similar,
podemos associar a utilizagdo da base dois a construcao e evolugdo dos computadores.

Tivemos a ideia de utilizar uma ferramenta tecnoldgica que ajudasse o aluno a explorar
diferentes representacdes de funcdo. A escolhida foi o software GeoGebra.
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O GeoGebra como Ferramenta de Ensino

As caracteristicas do software educacional GeoGebra permitem explorar as representacoes
algébrica e geométrica de uma fung¢do e transitar entre elas. Um recurso importante deste software
permite simulagdes dindmicas além das estaticas, ou seja, situagdes tipo “video”, além da opgao
tipo “foto”. Neste sentido, a utilizagdo do GeoGebra nao deve entdo se limitar a representacao
geométrica de algumas situagdes estaticas como a exibicao do grafico de uma fungao especifica.

A utilizacdo de recursos computacionais no ensino pode incentivar a reflexdo e ao
desenvolvimento do lado cognitivo de cada aluno, principalmente por respeitar o ritmo de
aprendizagem de cada um, deixando que os estudantes aprendam com seus erros. Segundo
Abramovich (2013), a utilizagdo destes recursos possibilita comunicar ideias matematicas
importantes, presentes em um topico curricular banal e estudar topicos mais dificeis de outra
forma.

A utilizagdo de ferramentas tecnoldgicas para resolucdo de problemas aparece na
Competéncia 5 da BNCC:

compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicagdo de forma
critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as escolares)

para se comunicar, acessar e disseminar informacdes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva (Brasil, 2017, p.9.)

Além de possibilitar a exploracao de diferentes registros de representagdo, o GeoGebra ¢
um software gratuito. Pode ser instalado em quantos dispositivos forem necessarios ou até mesmo
utilizado diretamente online, o que facilita o acesso dos estudantes. Possui muitos recursos
interativos e dinamicos que podem ser aplicados facilmente em sala de aula, dessa forma tornando-
se uma ferramenta facilitadora para o processo de ensino e de aprendizagem de fungdes e outros
conceitos abstratos, como vetores.

Gerdnimo, Barros e Franco (2010) destacam o uso do GeoGebra:

Podemos utilizar sua interface grafica ¢ suas ferramentas para tragar retas, angulos,
circunferéncias etc. uma das vantagens do uso do GeoGebra ¢ que as construgdes sdo
dinamicas, isto ¢, sem a perda dos vinculos geométricos. Isso permite que o usuario faca
grande quantidade de experimentagdes que lhe possibilite construir proposigdes
geométricas (2010, p. 11).

Em sua pesquisa sobre os efeitos da utilizagdo do GeoGebra no processo de aprendizagem
de alunos em uma escola na Malasia, Arbain e Shukor (2015) descrevem o aumento da
autoconfianga e da motivagdo. Relatam que aumentou a livre comunicacdo entre os alunos € o
professor e outros alunos. Os alunos sdo atraidos naturalmente por ferramentas tecnoldgicas.
Houve uma melhora nitida entre os alunos do grupo que utilizou GeoGebra, comparados aos
alunos do grupo de controle, que nao utilizaram o GeoGebra.

Para o professor, as vantagens do soffware sdo: dinamizar a aula e despertar o interesse do
aluno. Devido ao software possuir uma conectividade mundial, pode-se trocar informacdes e/ou
experiéncias, ensinando e aprendendo com essa interagao.
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Tendo apoio do sofiware GeoGebra para explorar diferentes registros de representacdo de
fungdes e seguindo a orientacdo de Duval (2012) o proximo passo foi fazer uma associagdo com a
resolucdo de problemas.

Ensino por meio da Resolucao de Problemas

Em consonancia com as ideias de Krulik e Rudnik (1993), interpretamos como um
problema toda atividade que traga ponto ainda inexplorado, que se configure ao estudante como
um desafio, algo que possibilite-o sair da zona de conforto. Um problema ¢ uma tarefa que
essencialmente ndo se resolve com procedimentos memorizados. Se os procedimentos para a
resolucdo de uma tarefa escolar estdo previamente contidos em algum algoritmo ja aprendido pelo
estudante, esta tarefa ndo ¢ mais um problema.

Um problema deve proporcionar uma pequena dose de investigacdo e exploragdo, para
ocorrer a descoberta. A resolugdao de problemas, geralmente, estd relacionada a uma pratica
pedagogica em que o professor ensina determinadas técnicas e o estudante resolve cada questdo
com apenas uma forma de solucdo. Esta perspectiva esta associada aos estudos de Polya (1978),
pois seu foco estd em “descobrir como resolver problemas e como ensinar estratégias que levem a
enxergar caminhos para resolver problemas” (Onuchic; Allevato, 2011, p. 77-78).

Onuchic e Allevato esclarecem que, apesar do foco ser colocado sobre os processos de
pensamento matematico e de aprendizagem através da descoberta, ndo havia, neste momento
historico, “concordancia quanto a forma pela qual esse objetivo seria alcangado”, pois os
professores e educadores interpretavam de modo distinto o significado de utilizar a “resolu¢do de
problemas” na aprendizagem da matematica escolar (Onuchic; Allevato, 2011, p. 78-79). Ha trés
modos

de abordar Resolugdo de Problemas, que podem ajudar a entender e a refletir sobre essas
diferencas de entendimento ou de abordagem que se faziam presentes, com maior ou
menor intensidade, no contexto do ensino: (1) ensinar sobre resolugdo de problemas; (2)
ensinar matematica para resolver problemas; e (3) ensinar matematica através da
resolucdo de problemas (Onuchic; Allevato, 2011, p. 79).

O método de ensino proposto neste texto utiliza esta terceira perspectiva, pois “o problema
¢ visto como ponto de partida para a construcao de novos conceitos € novos conteudos” (Onuchic;
Allevato, 2011, p. 80). Esta forma de ensino, segundo Matos e Serrazina (1996), deve possibilitar
aos estudantes investigarem o contetido matematico e adquirir confianga neste processo.

Sendo assim, propomos neste texto a utilizagdo do que denominamos de Método de Ensino
por meio da Resolucdo de Problemas (MERP).
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Ferramenta Pedagogica: MERP

Este método, apresentado em Biazutti, Vaz e Andrade (2020), consiste na utilizacdo de
resolugdo de problemas como ponto de partida para o ensino de determinados conceitos, com apoio
de diferentes representacdes semioticas e do sofiware GeoGebra, conforme mostra a Figura 1.26.
Também pode ser utilizado para preenchimento de lacunas e consolidagdo da aprendizagem.

Por este método, um conceito ¢ desenvolvido formalmente depois de surgir, de maneira
natural e intuitiva, na compreensdo ou resolu¢do de um problema. Neste livro utilizaremos o
MERP para facilitar a compreensao dos conceitos, relacionados a fung¢ao, na perspectiva do ensino
de Pré-Calculo. Os problemas selecionados para implementar este método devem explorar,
prioritariamente, a conversdo de registros. Neste sentido, soffwares dindmicos de construcdo de
graficos, como o GeoGebra, pelas suas proprias caracteristicas, podem ser utilizados, tanto pelo
professor como pelos alunos, para viabilizar uma discussao mais rica sobre diferentes registros de
representacdes de um mesmo objeto.

Resolucdo de
Problemas

Diferentes Registros

are GeoGebra de Representagdo

Figura 1.26 - Abordagem pedagogica do MERP
Fonte- Biazutti, Nasser, Torraca, Barros e Oliveira (2018)

Tais softwares possibilitam também a representagdo geométrica de funcgdes descritas
verbalmente nos enunciados de diversos problemas, explorando-as de modo dinamico e interativo.

As estratégias de raciocinio apresentadas na secdo anterior serdo muito importantes para a
compreensao e resolucdo dos problemas abordados.

Descrevendo Atividades de Ensino Utilizando o MERP

Este livro utiliza o MERP, como estratégia pedagogica facilitadora no processo ensino-
aprendizagem, numa disciplina de Pré-Calculo. Além disso, todos os problemas apresentados nao
necessitam, para sua resolu¢cdo, de nenhum conhecimento formal de conceitos a serem estudados
na primeira disciplina de Célculo Diferencial e Integral (CDI), portanto, também podem ser
resolvidos por estudantes do Ensino Médio.
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Entretanto, o0 MERP também pode ser utilizado em disciplina de CDI em cursos de
graduagdo da area de exatas, para introduzir conceitos como limite, derivada e integral.

O MERP também pode ser utilizado em disciplina de Geometria Analitica e de Algebra
Vetorial. Foi incluida uma atividade, envolvendo vetores, no Apéndice A2 do livro, em que o
MERP também surge como estratégia pedagogica facilitadora, ao possibilitar a revisdo de
contetido que ndo ¢, em geral, abordado nas aulas de Matematica no Ensino Médio, somente nas
de Fisica.

Para encerrar este capitulo, serd apresentado um conjunto de atividades, desenvolvido por
Biazutti, Vaz e Andrade (2023), para a disciplina de CDI, direcionadas para introduzir o conceito
de limite de uma fungao, que ¢ considerado extremamente abstrato e de dificil compreensdo por
parte dos alunos.

As fungdes escolhidas também apontarao alguns “defeitos” do GeoGebra, pois, como toda
ferramenta tecnologica, tem recursos limitados, como, por exemplo, no caso de graficos de fungdes
descontinuas. O apéndice Al deste livro apresenta exemplos de como utilizar os recursos do
GeoGebra para esbocar este tipo de graficos.

As atividades descritas foram utilizadas nas aulas iniciais da primeira disciplina de CDI
para alunos de Licenciatura em Matematica, a maioria cursando a disciplina pela segunda vez,
com resultados bastante positivos.

Atividade 1:

2_
a) Seja f(x) = ’;T:. Determine dominio, grdfico e imagem da fungdo f.
2

b) Seja g(x) = {x—3 Sex # 3. Determine dominio, grdfico e imagem da fun¢do g.

7,sex =5
29 sex + 3
¢) Seja h(x) = {x—3 ’ . Determine dominio, grdfico e imagem da fun¢do h.
6,sex =25

d) Determine as semelhancas e diferencas entre as fungoes f, g e h.

e) No caso de cada fungao f, g, h, como descrever, sem auxilio do grafico, o que acontece com os
valores da fung¢do numa vizinhang¢a de x = 3 (abscissas bem proximas de x = 3, com valores
maiores do que 3 ou menores do que 3, mas ndo igual a 3)?

f) Seria interessante um conceito matematico que apresentasse cada descrigdo do item e de forma
bem sintética?

A primeira atividade pode ser explorada inicialmente de forma tradicional e depois
utilizando o software GeoGebra ou também invertendo a ordem. Neste Gltimo caso, o item e pode
ficar especialmente atraente para os alunos se for utilizada a ferramenta do GeoGebra controle
deslizante, para entrar com valores de x cada vez mais proximos de 3.

A seguir seria apresentado de modo informal o limite dos valores de f quando o elemento
do dominio (abscissa) se torna cada vez mais proximo de um valor dado (que ndo precisa pertencer
ao dominio). Também seria comentado que a fungdo h é continua, enquanto as fungdes f e g nao
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sdo continuas, ap6s comparacao dos graficos de f, g ¢ h, obtidos com auxilio de simplificagdo de
polindmios ou utilizando GeoGebra.

Ao explorar esta atividade o professor poderia tanto apontar como o GeoGebra ¢ um
facilitador, como também tem “defeitos”. Por exemplo, os graficos das fungdes descontinuas f e
g najanela de visualiza¢do do GeoGebra ndo excluem o ponto (3,6), ou seja, sdo incorretos. Para
obter os graficos verdadeiros € necessario fazer esta exclusdao “manualmente” utilizando outros
recursos do GeoGebra (por exemplo, esbogar a reta vertical x = 3, obter o ponto de intersecao
desta reta com os gréaficos incorretos, mudar a cor deste ponto para “transparente” e depois
esconder a reta vertical com o recurso de esconder objeto, como mostra exemplo no apéndice Al
deste livro).

J& tendo sido introduzido de forma intuitiva o conceito de limite, por meio da primeira
atividade, a segunda atividade tem como objetivo determinar a solugdo dos itens a e b a seguir,
utilizando este novo conceito abstrato. Aqui sao exploradas as representagdes tabular e geométrica
e a conversao entre elas. Também pode ser utilizada para trabalhar a representacao algébrica, como
funcdo definida por mais de uma sentenga.

Atividade 2: Uma empresa de entregas postais cobra para enviar cartas/impressos segundo o
peso, de acordo com os valores apresentados na Tabela 1. 3.

Tabela 1. 3 - Prego de cartas/impressos, de acordo com o peso

Peso (gramas) Preco (reais)
Até 10 g 1,00
Mais de 10 g até 20 g 1,20
Mais de 20 g até 50 g 2,00
Mais de 50 g até 100 g 3,00
Mais de 100 g até 200 g 5,00

Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2023)

a) Qual o prego para enviar um impresso com peso proximo de 40g? E proximo de 50g?
b) Represente geometricamente o grafico da fun¢do que a cada peso associa um prego.

Como o GeoGebra possui uma janela de entrada de comandos (também chamada janela
de algebra), que pode ser utilizada para representacio algébrica e uma janela de visualizagdo,
usada para representacao geométrica, sua utilizagdo simplifica bastante a compreensao e resolugao
do problema. Para que o GeoGebra obtenha o grafico correto no item b, nos pontos de
descontinuidade da funcao o procedimento € similar ao descrito na atividade anterior.
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A terceira atividade tem como objetivo introduzir o conceito de limites laterais e descrever
assintotas utilizando o conceito de limite.

Atividade 3: Determine o dominio da fun¢do f, com representagdo grdfica apresentada na Figura
1. 27, e o que se pede nos itens abaixo:

a)lim f(x)
x-1
b) lim f(x)
xX—2
¢) Como vocé descreveria o que acontece com os valores de f, quando x > —1 cada vez mais

proximo de —1? E se x < —1, cada vez mais proximo de —1?
d) Como vocé descreveria a relagdo entre a reta horizontal y = 1 e a fun¢do f?

Figura 1. 27- Gréfico da fungéo f
Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2023)

O objetivo final desta atividade € descrever uma assintota horizontal utilizando o conceito
de limite. Também pode ser utilizada para fazer o mesmo no caso de assintota vertical, que também
aparece no grafico da Figura 1. 27. Aqui o principal € explorar com os alunos a conversao entre a
representacdo geométrica da funcdo e dos limites laterais e assintotas, para a representacao
algébrica, de forma inversa ao que foi trabalhado na atividade 1. Isto pode ser feito de forma ainda
mais explicita, por meio de um complemento da terceira atividade.
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Atividade 3- complemento:
a) Simule translagoes dos grdficos da fungao modular, da fung¢do x_12 e da fungdo In (x), com

auxilio do GeoGebra, para determinar uma representagdo algébrica possivel para a fungdo f,
como fungdo definida por varias sentengas.

i|x+2|,se -3<x<-1

1
b) Seja f(x) = 2se —1<x<0 a representagdo algébrica de f. Represente
In(x),se 0<x<20ux>2
1,sex =2

geometricamente o que ocorre com os valores de f, quando x fica proximo de —1, quando
x < =1 eequando x > —1, usando o controle deslizante do GeoGebra e a ferramenta rastro.

No proximo capitulo nosso objetivo serd utilizar o MERP para explorar conceitos e
propriedades relacionados a diversas fungdes, e, no capitulo seguinte, sera estudar maximos e
minimos de fun¢des, quando definidas em um determinado intervalo, ou seja, problemas de
otimizagdo. Com auxilio do MERP e de uma propriedade algébrica simples, a desigualdade que
relaciona a média aritmética com a geométrica entre niumeros nao negativos, poderao ser
resolvidos problemas muito interessantes, sem utilizar conceitos e propriedades ensinados em CDI,
sendo, portanto, ideais para uma disciplina de Pré-Célculo, ajudando assim os alunos na dificil
transicao entre o Ensino Médio e o Ensino Superior.
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Capitulo 2 — Fun¢oes: Conceitos e Propriedades

Neste capitulo, vamos explorar a Resolu¢do de Problemas como motivagdo para revisitar
topicos de Funcdes abordados na Educacdo Bésica. Se o aluno ndo aprendeu significativamente
algum conteudo, isso pode causar dificuldades mais tarde, principalmente em disciplinas de CDI.
Como vimos no Capitulo 1, o conhecimento de varios registros de representacdo e a habilidade de
conversao entre eles ¢ fundamental para a aprendizagem de um conceito. Por outro lado, Polya
(1957) recomenda que o primeiro passo para a resolu¢do de um problema deve ser a compreensao
do enunciado, identificando seus dados e o que se deseja encontrar para resolvé-lo. Também vimos
no Capitulo 1 que hd uma diversidade de estratégias que podem ser usadas na resolucdo de um
problema. Associando a compreensao do enunciado a escolha de uma estratégia adequada e ao uso
do software GeoGebra, € possivel realizar as conversdes entre os diversos registros de
representacdo de modo mais rapido e chegar a resolu¢ao do problema.

Os problemas deste capitulo serdo usados como disparadores do estudo de varios tipos de
fungdes e suas propriedades, mostrando aos alunos aplicagdes da Matematica em geral, e
motivando-os para futuras abordagens em disciplina de CDI.

Também deve ser considerado o impacto da transicdo do Ensino Médio para o Superior.
Em geral, durante a Educacdo Basica os alunos assumem uma atitude passiva, recebendo tarefas a
resolver, e resultados prontos, sem a necessidade de investigar ou conjecturar. J4 os calouros
universitarios devem ter uma postura ativa na busca da constru¢do de novos conceitos, realizar
pesquisas e investigagdes, por exemplo em relacao a construgdo desses conceitos, introduzidos na
primeira disciplina de CDI.

Convém ressaltar que os alunos devem ser instigados, sempre que possivel, a explorar os
problemas em ambientes virtuais de aprendizagem, usando o GeoGebra no contexto do MERP,
como foi visto no capitulo 1.

Alguns problemas serdo resolvidos, chamando atencdo para a funcdo usada na sua
resolugdo e destacando suas propriedades. Outros problemas serdo propostos para aprofundar as
ideias e podem atuar como desafios para os alunos.

A maioria dos problemas que envolvem uma funcao para sua resolucao ¢ apresentada por
meio de uma descricao verbal da situacao problema. O aluno precisa fazer a conversao do registro
verbal para uma representa¢ao algébrica para chegar a solugdo, ou, a partir desta, efetuar uma
conversao para a representagdo num registro grafico e assim chegar finalmente a solucao.

2.1 Dominios de Func¢oes e Funcoes Crescentes/Decrescentes

Nesta secao utilizaremos Resolu¢do de Problemas e o software GeoGebra para destacar
algumas propriedades importantes de fungdes. Aproveitaremos para explorar de forma mais
profunda a importancia do dominio de uma fun¢do em um problema contextualizado, o qual
interfere muitas vezes na sua solugao.
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Nos problemas a seguir serdo exploradas as diferentes representacdes de cada situagdo
problema: verbal, tabular, algébrica e grafica, conforme discutido no capitulo 1.

Vamos abordar problemas que podem ser resolvidos por tipos especiais de fungdes.
Comegaremos por um problema simples, em que as grandezas envolvidas sdo diretamente
proporcionais. Como se traduz essa proporcionalidade na pratica?

Alguns alunos acreditam que duas grandezas sdo diretamente proporcionais quando t€ém
comportamentos semelhantes, do tipo quando uma cresce, a outra também cresce. Por exemplo,
quanto mais tempo voce deixar o carro no estacionamento rotativo, maior sera o prego a pagar. No
entanto, em geral, esse valor ndo ¢ proporcional ao tempo de permanéncia.

Considere um estacionamento que cobra R$ 20,00 pela primeira hora de utilizagao e cobra
RS 5,00 para cada hora excedente. Deste modo, um cliente que ficar com o carro por 3 horas ird
pagar R$ 30,00 (20 reais pela primeira hora e 5 reais para cada uma das duas horas excedentes).
Observe o quadro a seguir:

Quadro 2. 1 - Valores a pagar em funcdo do tempo de permanéncia

Tempo de utilizagdo em Preco do estacionamento em Razdo entre o preco e o tempo
horas reais de utilizagdo
1 20,00 20,00
2 25,00 12,50
3 30,00 10,00

Notem que a medida que o tempo aumenta, o preco também aumenta. Apesar das grandezas
tempo e prego crescerem, ndo sdo grandezas diretamente proporcionais, pois crescem de modo ndo
proporcional. Mas, como verificar isso? Vejamos uma defini¢do.

Duas grandezas x e¢ y sdo ditas diretamente proporcionais quando a razdo entre

elementos correspondentes x; e y; € constante, isto ¢ Y- k.

Xi
A terceira coluna do quadro 2.1 corresponde as razdes entre as duas grandezas. Observem
que as razdes ndo sdo constantes, variando entre 20; 12,5 e 10, logo ndo existe a constante de
proporcionalidade k. Observando a definicdo anterior, estas grandezas ndo sdo diretamente
proporcionais.
O problema a seguir apresenta duas grandezas diretamente proporcionais.

Problema 2.1: O preco de um livro da cole¢io “Matemdtica Sempre Util” é RS 35,00.
a) Quanto vai pagar um pai de aluno ao comprar trés destes livros?

b) Complete a tabela a seguir com os valores a serem pagos na compra de livros dessa colegdo.
Tabela 2. 1 - Valor pago em fun¢fo da quantidade de livros

Livros 0 1 2 3 5 10 15 20 50
Preco (em reais)

¢) Encontre a expressdo algébrica da func¢do f que associa a cada numero de livros comprados o
preco a ser pago por eles.
d) O grdfico da Figura 2. 1 a seguir representa a situa¢do problema? Por qué?
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Figura 2. 1 - Possivel representagdo grafica da situagdo-problema

e) Utilize o GeoGebra para determinar o grdfico que melhor representa essa situa¢ao.

Ao trabalhar este problema em sala de aula, ¢ recomendavel apresentar inicialmente
somente os 3 primeiros itens, uma vez que o grafico da Figura 2. 1 vai induzir respostas para os
itens anteriores.

Para encontrar o pre¢o de 3 livros, todos com o mesmo precgo, basta multiplicar o preco
unitario pela quantidade de livros (3), obtendo o valor R$ 105,00. Desta forma € possivel preencher
a tabela com a mesma estratégia e, ainda generalizar com f:x — 35x. E importante que os alunos
percebam que o dominio da func¢io fpara o problema contextualizado (x quantidade de livros)
¢, neste caso, x € N.

A solugado correta do item c levara certamente a resolver o item d: o grafico da Figura 2. 1
ndo representa a situagao problema, porque o dominio de f na figura ndo ¢ um conjunto discreto,
formado pelos niimeros naturais. Finalmente, utilizando ferramentas do GeoGebra (para detalhes
sobre os comandos necessarios, consultar o Apéndice no final do livro), chega-se ao grafico

correto, representado na Figura 2.2 a seguir.
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Figura 2.2 - Grafico correto para a situagdo-problema

Observe que o grafico da Figura 2.2 representa uma fung¢ao crescente, uma vez que quando
cresce a quantidade de livros, o prego pago por eles também cresce. Além disso, a cada livro a
mais comprado, ¢ acrescida uma quantia fixa. Com isso, a cada acréscimo de uma unidade no
dominio, hd um acréscimo constante de 35 reais no valor da compra (imagem), conforme mostra
a Figura 2.2. Por isso, as grandezas representadas sao diretamente proporcionais, o valor da
constante de proporcionalidade k = 35, e seu grafico é representado por pontos posicionados
sobre uma reta que passa pela origem, ja que o dominio ¢ um conjunto discreto, formado pelos
nimeros naturais.

A defini¢do de func¢do f: X — Y, onde X e Y sdo dois conjuntos, deve ser abordada também
com os alunos, que podem ter dividas a respeito. Trata-se de uma regra (ou lei) que diz como se
deve associar cada elemento x € X aum tnico elemento y = f(x) € Y. O conjunto X ¢ o dominio
da fungdo f e o conjunto Y ¢ o contradominio de f. O conjunto formado por todos os elementos
{y = f(x), para todo x € X}, é chamado de imagem da fungéo f.

Muitas vezes os alunos tém dificuldades em entender um grafico como representagao
geométrica de uma funcdo em que X e Y s@o conjuntos numéricos (em que o grafico ¢ formado
por um conjunto de pares ordenados de nimeros) porque confundem a fungao (a lei/regra) com o
conjunto Imagem da funcdo (ou seja, um conjunto numérico).

Outra duvida frequente ¢ quando duas fungdes sdo iguais. A regra de associacdo tem que
ser a mesma, assim como o dominio e o contradominio. A fung¢do do problema2.1¢ f:N — N tal
que f(x) = 35x. A fungédo cujo grafico esta representado na Figura 2. 1 tem a mesma lei, mas o
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dominio (e o contradominio) é o conjunto R*. A fun¢do com dominio discreto é uma restri¢io
da func¢ido com dominio continuo, ou a fun¢do de dominio continuo ¢ uma extensio da func¢ao
com dominio discreto. Portanto sdo fungdes distintas. Mas, como tém a mesma lei, muitas vezes
se usa a mesma notagao.

O problema a seguir também envolve grandezas proporcionais ¢ uma fungao crescente,
mas a diferenca estd justamente no dominio do problema contextualizado.

E bom lembrar que uma funcéo f: X — R ¢é crescente se, para cada x1,x, € X, x; < X,
tivermos f(x;) < f(x,) (e decrescente se tivermos f(x;) > f(x;)). Ela sera ndo decrescente
se, para cada xq,x; € X, x; < X,, entdo f(x;) < f(x;) (e ndo crescente se tivermos f(x;) =
f(x3)). Noproblema 2.1 0 dominio € o conjunto X = N, j4 0o dominio para o problema 2.2 veremos
a seguir.

Este problema aborda o conceito de perimetro de uma figura geométrica plana, que, no
caso de poligonos, ¢ a soma das medidas dos seus lados.

Problema 2.2: a) Um terreno plano quadrado, com 25,5 metros de lado, vai ser cercado em
toda a sua volta. Qual o comprimento de cerca necessario para esta tarefa?

b) Quanto mede o lado de um terreno quadrado que tem 157 metros de perimetro?

¢) Complete a tabela 2.2 a seguir, que relaciona o lado de um quadrado ao seu perimetro.

Tabela 2. 2 - Relagdo lado versus perimetro

Lado do Quadrado (cm) 1 2 2,5 3,5 4,7 2v/3
Perimetro (cm) 12,4 1 / 5 450

d) Determine a expressdo da funcdo f que associa o lado de cada quadrado ao perimetro
correspondente.

e) Encontre o dominio e a imagem da fungdo f.

f) Utilize o GeoGebra para determinar o grafico da fungao f.

g) As grandezas lado do quadrado e perimetro do quadrado sdo diretamente proporcionais? Qual
a diferenga entre o tipo dos graficos dos problemas 2.1 e 2.2?

Utilizando a defini¢ao de perimetro, basta multiplicar a medida do lado por 4 (niimero de
lados de um quadrado) para obter o valor 102 m para o comprimento da cerca. Com a mesma
estratégia o aluno ¢ levado a concluir que o perimetro de um quadrado de lado x sera igual ao valor
y = 4x.

Se for conhecido o valor do perimetro de um quadrado, para obter o lado, basta proceder
de forma inversa, isto €, x = % . Entdo, o lado de um quadrado com 157 m de perimetro serd x =

1i—7 = 39,25 m. Repetindo a estratégia utilizada nos itens a e b € facil preencher a tabela 2.2 e

obter f:x — 4x, com x > 0, o que acarreta y > 0 também, concluindo os itens d e e.
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O grafico de f, utilizando o GeoGebra, estd representado na Figura 2.3 a seguir. As
grandezas também s3o diretamente proporcionais (k = 4), mas, neste caso, o dominio, ao invés de
discreto, como no problema 2.1, ¢ um conjunto continuo (o conjunto dos niimeros reais positivos).

Perimetro

30

25

(0,22.96)
P i e P = (5.74, 22.96)

20

C = (346, 13.86)

= (2.5, 1)
5
&4 Al1.4)
{(5.74,0) Lado
@ ® >
0 2 4 [ 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Figura 2.3 - Grafico de f

Uma fungdo f: R — R que modela um problema que representa grandezas diretamente
proporcionais ¢ aquela que satisfaz as seguintes condic¢des: para todo x € R e toda constante real
k, f(kx) = kf(x) e, paratodos xq,x, € R, f(x; +x3) = f(x1) + f(x5).

E simples verificar que as fungdes do problema 2.1 ( f:x — 35x) e do problema 2.2
(f:x — 4x) satisfazem a estas condi¢des para cada x em seu respectivo dominio.

Apos explorar a nogdo de perimetro, € interessante trabalhar a nocdo de area. No ensino
tradicional, os alunos estudavam exaustivamente o perimetro de diversos poligonos. Depois de um
tempo, eram apresentados ao conceito de area e passavam a explorar e definir formulas para o
calculo da area de poligonos.

Pesquisadores indicam que a melhor estratégia ¢ trabalhar os dois conceitos
simultaneamente, além do de volume. Desse modo, segundo Nasser (2013), os alunos conseguem
fazer melhor a distingdo entre esses conceitos. O proximo problema vai trabalhar a nogao de area,
associada a uma outra fun¢do importante, a funcao quadratica.
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Problema 2.3: Um terreno quadrado, com 25,5 m de lado, vai ser revestido de grama sintética,
em toda a sua extensdo.

a) Quantos metros quadrados de grama serdo necessarios para esta tarefa?

b) Quanto mede o lado de um terreno quadrado que tem 324 m? de drea?

c¢) Complete a tabela 2.3 a seguir, que relaciona o lado de um quadrado a sua area.

Tabela 2. 3- Lado versus area de um quadrado

Lado do quadrado 1 2 2,5 3,5 4,7 | 243
(cm)
Area (cm?) 1 10,24 1/25 200

d) Qual a expressdo da fungdo f que associa o lado de cada quadrado a area correspondente?

e) Qual o dominio e a imagem da fungdo [ ?

f) Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico da fungdo f.

g) As grandezas lado do quadrado e drea do quadrado sdo diretamente proporcionais? Qual a
diferenca entre o gradfico de f e o grdfico da fungdo do problema 2.2?

A solugdo para o item a € o valor da area do terreno a ser revestido de grama, sendo um
quadrado de 25,5 m de lado, a 4rea sera igual a A = 25,52 m* = 650,25 m>.

Este problema utiliza o conceito de area de um quadrado, e o aluno ¢ levado a concluir que
a area do quadrado ¢ obtida pelo produto do lado por ele mesmo, ou seja, a area do quadrado ¢
obtida elevando-se a medida do lado a segunda poténcia. Utilizando raciocinio inverso, se a area
for 324 m?, o lado medird | = V324m? = 18 m.

Generalizando teremos que a fun¢do que representa a area de um quadrado, em funcao do
seu lado x > 0 serd f:x — x2. Nesse caso, o dominio de f ¢é o conjunto de nimeros reais x > 0
e a imagem de f serd o conjunto de numeros reais positivos y = f(x) = x2 > 0. Utilizando
GeoGebra teremos o grafico de f apresentado na Figura 2.4 a seguir. Podemos observar também,
pela Figura 2.4, que a funcdo f ¢ sempre crescente em seu dominio.

Neste problema as grandezas nao sdo diretamente proporcionais, como nos problemas 2.1
e 2.2, porque a cada acréscimo num elemento do dominio (por exemplo 1,2) ndo ha um acréscimo
constante no valor da imagem correspondente (que serd 1,44, e ndo 1,4).

Poderiamos ter chegado a conclusdo anterior de outra forma: verificar que a condicao
flxg +x) = (x1 + %)% # x.2 + x,% = f(xq) + f(x,) sempre que x; e x, forem diferentes de
Zero.

A diferenga entre os graficos no problema 2.3 e no problema 2.2 ¢ a seguinte: no problema
2.2 temos uma (parte de) uma reta passando pela origem, o que ndo € o caso neste problema.
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Figura 2.4 - Grafico da fungo quadratica f do problema 2.3

De modo geral, definimos uma fung¢do como fun¢fio quadratica (ou func¢ao polinomial do
segundo grau) se f:R = R, com o valor f(x) = ax? + bx + ¢, para cada nimero real x, sendo
a, b e ¢ nimeros reais dados (parametros), com a # 0, ou seja, a expressao f (x) € um polindmio
do segundo grau.

Supondo que o polindmio do segundo grau tenha raizes reais x; € X, , a expressdo da
fungdo quadratica podera ser escrita de outra forma, f(x) = a(x — x1)(x — x3), realizando um
tratamento, conforme vimos na se¢do 1 do primeiro capitulo.

A expressao resolutiva, que permite encontrar as raizes de uma funcio quadratica (isto

¢, os valores de x tais que f(x) = 0) em termos dos coeficientes a,b e ¢, ¢ dada por x =
—-b+VbZ-4ac

2a
Licenciandos de Matematica que realizaram o ENADE 2005 tiveram que responder uma

questdo objetiva (questdo 32), cujo objetivo era avaliar se eles conheciam o método de
demonstracao da formula desenvolvendo um completamento de quadrados, e se seria adequado
utilizd-lo em sala de aula, numa proposta de ensino. Segundo o relatdrio-sintese oficial do ENADE,
esta questdao foi considerada dificil pelos estudantes e o indice de respostas corretas ficou entre
16% ¢ 40%.

A demonstragdo da formula resolutiva por este método foi incluida para chamar atencao
para a importancia das demonstragdes junto aos alunos, mesmo na Educacdo Basica, e mais ainda
em Pré-Calculo.
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Para isso, vamos dividir a expressdo ax? + bx + ¢ = 0 pela constante a # 0, de modo a

obter x? + gx +£ = 0. Segue que x2+ gx = —2. Para completar o quadrado perfeito do

o , . : b\? <
primeiro membro € necessario somar, nos dois membros, a constante 2a) Obtemos entdo que

2 2 2 2
b b b c b b“—4ac . .
x?+-x+ (—) = (—) ——, € segue que (x + —) = —. Extraindo a raiz quadrada de
a 2a 2a a 2a 4a
b b2-4ac b vb%-4ac ~
ambos os membros, tem-se x + — = + —oux = —— + ———, de onde vem a expressao
2a 4a 2a V4a?

—b+Vb%2-4ac
2a ’
Cabe ressaltar que s6 existira solugdo real para a equacgdo do 2° grau se b*> — 4ac > 0. A

resolutiva x =

expressdo algébrica b?> — 4ac é representada por A, conhecido como discriminante da equacio
do 2° grau.

E importante lembrar os alunos de que o grafico de uma fungdo quadratica é uma curva
plana conhecida desde o século IV a.C. pelos gregos: a parabola, que ¢ formada por todos os
pontos P tais que a distancia de cada P a um ponto fixo dado, denominado foco F, ¢ igual a
distancia de P a uma reta fixa dada r, que ndo contém o foco, chamada diretriz (isto ¢ PF =

dist(P,r)), como apresentado na Figura 2. 5.

Reta diretriz r

Figura 2. 5 - Grafico de uma parabola

No contexto mais recente de Geometria Analitica, a equacio geral da parabola ¢ dada
por Ax%?+2Bxy+ Cy*+Dx+Ey+G =0,com B?—AC=0, A+C+#0 e todos os
coeficientes reais. O eixo de simetria da parabola ¢ a reta que contém o foco F e ¢ perpendicular



50

areta diretrizr. O vértice I/ ¢ o ponto de intersecao da parabola com seu eixo de simetria. Quando

o coeficiente B = 0 temos A ou C também nulo e encontramos dois tipos possiveis de equagao.
Quando a equacdo é do tipo x = ay? + by + ¢, temos uma parabola onde a reta diretriz

¢ paralela ao eixo das ordenadas, ou seja, o eixo de simetria € paralelo ao eixo das abscissas, como

no caso da Figura 2. 6 que mostra o grafico da parabola x = y? — 1, com foco em F (— Z, 0), reta

diretriz x = — 2 cixo de simetria paralelo coincidente com o eixo das abscissas y = 0 e vértice

no ponto V(—1,0).
Note que a curva da Figura 2. 6 ndo ¢ grafico de nenhuma fung¢ao, pois existem valores
de x que estdo associados a mais de um valor de y.

Reta diretriz x=-5/4

Eixo de Simetria : reta y=0

0.5 1 1.5

%Y

T~

Figura 2. 6 - Gréfico da parabola x = y? — 1

A segunda equagio é do tipo y = ax? + bx + ¢, que corresponde a uma parabola em que
a reta diretriz € paralela ao eixo das abscissas, ou seja, o eixo de simetria ¢ paralelo ao eixo das

ordenadas. O grafico de uma func¢io quadratica, de acordo com a defini¢do desta funcdo, ¢ uma
4 3 ~ . . . . I3 . b
parabola com este tipo de equagdo, cujo eixo de simetria ¢ a reta vertical x = — 20"
Calculando a média aritmética das raizes da equagdo ax? + bx + ¢ = 0, determina-se a
—-b—Vb2-4ac + —-b+Vb2—-4ac

2a 2a

Lo , 1
coordenada x do vértice da parabola x,, = E(

b . .
) = —_, 0u seja, 0 eixo
de simetria ¢ sempre a reta vertical x = x,,.

Substituindo esse valor na expressdo de f(x) encontra-se a coordenada y do vértice, isto

2
¢, como f(x)=ax?>+bx+c, entdo f (— %) =a (—%) +b (— %) + c¢. Deste modo,
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b2 b2 b2 —-b2%+4ac A , ~
teremos y, = ———+ ¢ = ——+ ¢, chegando a y, = ———— = ——. Concluimos entdo que
4a 2a 4a 4a 4a
L , . , ~ ”» .. b A
o vértice da pardbola que ¢ o grafico da funcdo quadratica esté situado no ponto V (— 20 E)'

Conhecendo as coordenadas do vértice da parabola, pode-se obter uma outra forma de
apresentar o polindmio do segundo grau (chamada forma candnica), da seguinte maneira:
2 2 b 2 pz ¢ b\?  aac-b?] L.
f(x) =ax*+bx+c= a[x +2.—.x+———+—] =a (x+—) + ———|. Finalmente
2a 4a?  4a? a 2a 4q?

encontramos a forma candnica: f(x) = a(x —x,)*+y, .

Considerando a funcao quadratica para quaisquer valores dos parametros a, b e ¢, pode-se
concluir que ou o grafico da fun¢do ¢ uma parabola concava para cima (se a > 0) ou concava
para baixo (se a < 0).

Assim a fun¢do ¢ sempre crescente numa parte de seu dominio e decrescente em outra. Tal
propriedade esta diretamente relacionada a existéncia de maximo ou minimo para a fungdo
quadratica, como sera visto posteriormente.

O gréfico da Figura 2.4 ¢ (uma parte de) uma pardbola concava para cima, cujo eixo de
simetria (se fosse considerada toda a curva) é o eixo das ordenadas e cujo vértice € o ponto V(0,0).

O grafico de diversas fungdes quadraticas, obtido variando-se os parametros a, b e ¢, € o
objetivo do exemplo A1.14, no apéndice Al deste livro.

Com base nas solugdes dos problemas 2.1 e 2.2, muitos alunos poderiam ser levados a
acreditar que uma reta sempre representa grandezas diretamente proporcionais. O problema a
seguir vai deixar claro se esta crenca ¢ ou ndo verdadeira.

Problema 2.4: No servico de tixi de uma certa cidade, o motorista cobra R$ 5,80 de

bandeirada, ou seja, o valor fixo cobrado, independente da distincia a ser percorrida, acrescido

de R$ 2,60 por quilometro rodado.

a) Qual o valor que devera ser pago ao motorista, por uma corrida relativa a um percurso de 20
quilometros?

b) Quantos quilometros foram percorridos numa corrida que custou R$ 26,607

¢) Escreva a expressdo algébrica que permite determinar o valor p a ser cobrado por uma
corrida de x quilometros.

d) Utilizando o GeoGebra, represente por meio de um grdfico, a fungdo que associa a cada
distancia percorrida (em quilometros) qual sera o valor cobrado (em reais) e determine o
dominio e imagem desta fungdo.

Segundo o enunciado, a soluc¢ao do item a sera a soma da bandeirada com o valor de 2,60
multiplicado pelo niimero de quilometros rodados, isto ¢ (5,80 + 2,60 x 20) = 57,80 reais.

O resultado do item b é (26,60 — 5,80) + 2,60 = 8 km, ou seja, diminuindo do valor pago
a bandeirada, obtém-se o produto do prego por quildmetro pela distancia, entdo dividindo pelo
preco por quilometro encontra-se a distancia.
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Para resolver o item c observa-se o raciocinio para o item a substituindo 20 quilémetros
por x quilometros, obtendo assim a expressdo p = 5,80 + 2,60x.

Para o item d denominemos f a fun¢do que a cada distancia x associa o valor cobrado
p(x) = f(x). O grafico da fun¢do f, na Figura 2.7 a seguir, é (parte de) uma reta que ndo passa
pela origem e pode-se observar, a partir dele, que o dominio desta fungdo ¢ o conjunto dos reais
ndo negativos e a imagem ¢ formada pelos nimeros reais p = 5,80. A funcdo f é uma funcao
crescente, com dominio [0; +oo].

Uma vez resolvidos os itens ¢ e d, pode-se observar ainda que a solug¢do do item b poderia

ser também obtida (ou comprovada) de duas outras maneiras. A partir da expressdo algébrica de
p—5,80
2,60

p, determina-se a expressao de x = , €, substituindo p = 26,60, verifica-se o resultado de

b, ou seja, x = 8.

Os pontos do grafico da fungdo f:x — p = 5,80 + 2,60x, na Figura 2.7 sdo pares
ordenados (x,p). Entdo o ponto com ordenada p = 26,60 tera abscissa x = 8, que seria obtida
usando o comando do GeoGebra para esbocar a reta horizontal y = 26,80 e depois o comando
para achar o ponto de interse¢do entre esta reta e o grafico de f.

¥(20; 57,8)

Valor (reais)

50

40

30

20

10

{ x=20
(0: 5.8) ;

Distancia (km)
10 12 14 16 18 20 22

h

@
0 2 4 6 8

Figura 2.7 - Grafico da fung¢fo f do problema 2.4

Como observado na Figura 2.7 , o grafico de f ¢ uma (semi)reta. Serdo as grandezas
diretamente proporcionais?
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Teremos f(kx) = 5,80 + 2,60(kx). Por outro lado, kf (x) = k (5,80 + 2,60x). As duas
expressdes serdo distintas para todo x > 0, sempre que k # 1.

Nem precisamos testar a outra condi¢do, uma vez que a primeira ndo ¢ cumprida. Entdo as
grandezas no problema 2.4 nao sao diretamente proporcionais.

Recordemos que uma fungdo f: R — R ¢ afim quando existem constantes a,b € R tais
que f(x) = ax + b, para cada x € R. Casos particulares da fungdo afim sdo as fung¢des lineares,
quando a constante b = 0, ou seja, f(x) = ax, e as fun¢des constantes, quando f(x) = b, ou
seja, a constante a = 0.

O grafico de toda fungdo f: R — R afim ¢ formado pelo conjunto de pontos (x,y) € R?
onde y = ax + b, ou seja, uma reta com coeficiente angular igual a constante a. O coeficiente
angular da reta representa a taxa de varia¢ao da func¢do f. Quando, além disso, a funcao for linear,
a reta passa na origem e se a fungdo for constante, a reta ¢ horizontal.

O grafico de diversas fungdes afins, obtido variando-se os parametros a e b, ¢ o objetivo
do exemplo A1.13, no apéndice A1 deste livro.

Podemos concluir que as fungdes dos problemas 2.1, 2.2 e 2.4 sdo restrigdes de fungao afim
(com dominio no conjunto dos naturais ou reais positivos). Mas as que representam grandezas
diretamente proporcionais sao somente as que também sdo funcdes lineares (problemas 2.1 e 2.2).

Interpretando geometricamente nossa conclusdo (efetuando uma conversdo, segundo as
ideias de Duval, apresentadas na se¢do 1 do primeiro capitulo), temos que as grandezas diretamente
proporcionais sao sempre representadas graficamente por retas (ou pontos sobre retas) que passam
pela origem.

O comportamento do grafico da fun¢do quadratica (uma parabola) esta ligado a situagdes
de Fisica, como langamento de projéteis. A seguir apresentaremos um problema que explora este
tipo de situacdo- problema, além de mostrar a importancia das coordenadas do vértice da parabola,
do eixo de simetria e dos intervalos em que a fungdo quadratica com este grafico ¢ crescente ou
decrescente.

Problema 2.5: Em um jogo de futebol um jogador ird bater uma falta diretamente para o gol.
A falta sera batida do ponto P, onde se encontra a bola, no chdo plano do campo, sendo P
localizado a 12 m de distancia da base da barreira. Suponha que a trajetoria da bola seja uma
parabola, com ponto de maximo em Q, diretamente acima da barreira, a 3 m do chao. Sabendo-
se que o gol (delimitado por 3 traves, duas verticais e uma horizontal, situadas no mesmo plano
vertical) esta a 8 m da barreira, determine:

a) qual a altura da bola ao atingir o gol;
b) se a bola vai entrar no gol, sabendo-se que a altura do gol é de 2,44 m (ou seja, a altura da
trave horizontal). (Adaptado da Questdo 11- ENADE — Matematica, 2008)

A forma mais simples de compreender o problema e decidir uma estratégia para resolvé-lo
¢ fazer uma figura, como a Figura 2.8.
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Gol Q Parabola Posicao da falta
Barreira 3 \
P 5
> X
8 T 12

Figura 2.8 - Situagao-problema para o problema 2.5

a

A altura da bola ao atingir o gol sera a ordenada y, do ponto da parabola correspondente a
abscissa x = — 8. Para determinar y, precisamos obter a fun¢do quadratica cujo grafico coincide
com a parabola da Figura 2.8.

Note que as raizes s3o 12 e —12, a < 0, a curva do grafico passa em (0,3) que ¢é o vértice
da parabola, a fungdo ¢ crescente quando x € [—12,0[ (ou seja, quando x cresce, y cresce) €
decrescente quando x € ]0,12] (ou seja quando x cresce, y decresce).

Observe que, para representar o problema, o chute comeca quando x = 12, logo a
interpretagdo sobre crescimento e decrescimento da funcgdo ¢ invertida em relagdo ao que foi
relatado no paragrafo anterior.

Teremos entdo uma ideia da expressio, y = a(x — 12)(x + 12) = a(x? — 144), onde
falta determinar o valor da constante a.

Como (0,3) ¢ um ponto sobre a curva, substituindo na expressdo da curva o valor de

x =0 e o valor de y = 3 teremos —144a = 3,logo a = —:}—4. Concluimos que a funcao que
modela o problema é f:x — y, com dominio sendo x € [—12,12] e imagem sendo o conjunto
de valores y € [0,3], onde y = % (144 — x?).

Outra maneira de chegar a este resultado ¢ utilizar a forma candnica da funcao quadratica
fix > y,ondey =a(lx —x,)?+7v, eovértice ¢ V(x,,V,). Nesse problema temos o vértice
V(0,3), logo x, =0 e y, = 3. Assim, y = ax? + 3. O ponto (12,0) pertence ao grafico da
fungdo logo 0 = a(12)% + 3. Assima = — 13—4 e a fungdo quadratica satisfaz y = — ;—4x2 + 3.

Portanto, quando x = —8 teremos y = 1,66m, que sera a altura aproximada da bola ao
atingir o gol. Como a altura da trave do gol ¢ de 2,44m, isto significa que a bola vai entrar no gol,
completando assim a solu¢do do problema 2.5.

A grande maioria dos alunos acredita que a Matematica € um pacote pronto e inalteravel,
ou seja, tudo ja foi descoberto num passado muito distante e ja no formato como ¢ ensinado hoje.
Esta ¢ mais uma razao para que encarem a Matematica como uma ciéncia sem graga.

O conteudo da segd@o 2 do capitulo 1 deste livro pode ser utilizado para mostrar aos alunos
que até o conceito de fun¢do nio foi bem compreendido a principio. Mas, mesmo dentro deste
topico considerado bésico, ainda hd o que descobrir. Em uma aula do primeiro ano do Ensino
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M¢édio num curso técnico em Quimica, a aluna Etiene descobriu um teorema envolvendo as raizes
da fungdo quadrética, cujo enunciado estd a seguir.

Teorema de Etiene: Considere a funcdo f:R — R, tal que f(x) = ax? + bx +c, a # 0.
Entdo o ponto P (x,, ¢), simétrico com relagdo ao eixo de simetria da parabola ao ponto (0, ¢) ¢ tal

que o numero X, € igual a soma das raizes da fung¢do y = f(x), ou seja, x, = —S (Muniz, 2019).

¥ Simetria

C = (0) : P

L

Figura 2.9 - Ilustracdo do Teorema de Etiene
Fonte: file:///C:/Users/torra/Downloads/ArtigoOTeoremadeEtiene.pdf

Uma atividade que pode ser proposta aos alunos é, numa primeira etapa, usar o GeoGebra
para investigar o valor de x,, como mostra a Figura 2. 10 a seguir. Em seguida os alunos devem
mostrar que o resultado do teorema ¢ sempre verdadeiro (como ilustrado na Figura 2.9). Por ultimo
o professor conta a historia por tras do teorema.


file:///C:/Users/torra/Downloads/ArtigoOTeoremadeEtiene.pdf
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Figura 2. 10 - Investigaggo para o Teorema de Etiene

O problema 2.6 a seguir explora inicialmente a representacdo de pontos no plano
cartesiano, uma das dificuldades dos alunos de Ensino Médio e Superior que surgiu nas pesquisas
do grupo Transi¢ao (Biazutti, Vaz e Andrade, 2020).

Sdo trabalhadas representagdes em trés registros, para a fun¢ao envolvida: tabela, algébrica
e grafica. A associagdo com progressodes aritméticas pode e deve ser feita, ao considerar o registro
algébrico.

Problema 2.6: A Figura 2. 11 a seguir mostra uma sequéncia de simbolos que representam a
letra'Y, seguindo um padrao.

Simbolo 1 Simbolo 2 Simbolo 3

Figura 2. 11 - Simbolos para a letra Y
Fonte: adaptado de Biazutti, Vaz e Andrade (2020)
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a) Faga uma tabela relacionando o numero do simbolo com a quantidade de bolinhas para obter
aletra’Y, comecando do simbolo 1 até o simbolo 6.

b) Use o GeoGebra para marcar os seis pares ordenados no plano cartesiano, em que a abscissa
(eixo x) é o numero do simbolo e a ordenada (eixo y) é a quantidade de bolinhas.

c¢) Volte a tabela obtida no item a e obtenha uma expressdo (do tipo y =...) que relacione o
numero do simbolo com a quantidade de bolinhas, supondo que haja um numero disponivel
ilimitado de bolinhas para construir o simbolo Y.

d) Utilize o comando “Sequéncia” do GeoGebra para exibir uma sequéncia de pares ordenados

(x,y) com x variando de I a 15. (Adaptado de OBMEP, prova da 1? fase, questao 15, nivel 2,
2019)

Observando os primeiros 3 simbolos na Figura 2. 11, é possivel construir as 3 primeiras
linhas da tabela e, a partir da forma como cada simbolo ¢ construido, chegar as proéximas 3 linhas,
de modo a obter a tabela a seguir.

Tabela 2. 4
Numero do Simbolo Quantidade de Bolinhas

1

2 8
3 11
4 14
5 17
6 20

A partir da tabela 2.4 temos o conjunto dos pares ordenados do plano cartesiano (x,y) =
{(1,5),(2,8),(3,11), (4,14), (5,17),(6,20)}, representados na Figura 2. 12 a seguir.

25

(6.20)

20 o

(5:17)
®
15 [4:14‘!

(3:14)
@

(2:8)

)

(1:5)
(]

0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2. 12 - Pares ordenados correspondentes a tabela 2.4
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Observando a forma como cada simbolo ¢ construido, a partir do primeiro, ¢ possivel
chegar a expressdo algébricay =54 3(x —1) = 3x + 2, onde x € N.
Utilizando o comando Sequéncia do GeoGebra, podemos obter a representagdo grafica da

Figura 2. 13 a seguir.

eixo y

40

o (414)

®
(5,17)

L ]
(6,20)

(3,11)

°
(1,5)

(2,8)

®
(8,26)

(7,23)

[ ]
(9,29)

L ]
o (1547)

(14,44)

e (13,41)

o (1238)
(11,35)

(10,32)

eixo x

0 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10 1n 12 13 14 15 16

Figura 2. 13 - Sequéncia de pontos no plano cartesiano até o simbolo numero 15.

E interessante notar que, no grafico da Figura 2. 13 a sequéncia de elementos do dominio
pode ser vista como uma progressao aritmética (P.A.) onde o seu primeiro termo € sua razao sao
ambos iguais a 1, enquanto os valores obtidos na imagem também formam o mesmo tipo de
progressao, tendo como primeiro termo o valor 5 e razdo igual a 3.

O dominio da fun¢do deste problema ¢ um conjunto discreto de nimeros naturais e a fungao
¢ crescente em seu dominio. Este problema parte de uma representacdo geométrica para uma
representacdo tabular, levando a algébrica e conclui com uma representagcdo por um grafico
cartesiano. Ja no proximo problema, temos inicialmente, uma representacao tabular, seguindo para
algébrica e, por fim, geométrica.

Problema 2.7: Um experimento consiste em colocar certa quantidade de bolas de vidro
idénticas em um copo com agua até certo nivel e medir o nivel da dgua, conforme ilustrado na
figura 2. 14 a seguir. Como resultado do experimento, concluiu-se que o nivel da dagua é fungdo
do numero de bolas de vidro que sdao colocadas dentro do copo. A tabela da Figura 2.14 mostra
alguns resultados do experimento realizado.
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numero de bolas (x) | nivel da agua (y)
5 6,35 cm
10 6,70 cm
15 7,05 cm

Disponivel em: www.penta.ufrgs.br
Acesso em: 13 jan. 2009 (adaptado)

Figura 2.14 - Experimento e tabela de resultados para o problema 2.7
Fonte: www.penta.ufrgs.br

a) Qual a altura do nivel da agua antes de se iniciar a colocagdo das bolas?

b) Quantas bolas havera no copo de vidro quando a agua alcangar a altura de 8,8 cm?

c) Dé a expressao algébrica que da o nivel da agua em fungdo do numero de bolas no copo de
dgua.

d) Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico da fungdo, e explicite seu dominio e imagem
(Adaptado do ENEM 2009 — prova azul — questao 159).

Pela tabela da Figura 2.14 podemos notar que a cada 5 bolas colocadas o nivel aumenta
0,35 cm. Logo podemos concluir que o nivel inicial (antes das 5 primeiras bolas) era de 6 cm.

Além disso, usando a proporcionalidade, a cada bola colocada o aumento no nivel deve ser

de % = 0,07 cm.

Portanto, a expressao algébrica que da o nivel da 4gua no copo (y) em fun¢do do niimero
de bolas no copo (x) deveraser y = 6 + 0,07x. Temos entdo que a fungdo associada ao problema
¢fix—>y,ondey = f(x) =6+ 0,07x,sendo x € N.

Para a solugdo do item b podemos determinar x, sabendo que y = 6 + 0,07x, encontrando

-6 .
=22 Assim, se y = 8,8cm, teremos x = 40 bolas.
0,07 ’

Nao esta claro no enunciado do problema se ¢ acrescentada uma bola de cada vez, ou se
sdo acrescentadas 5 bolas a cada vez. O dominio e imagem de f serdo diferentes em cada um dos
casos.

Supondo que ¢ acrescentada 1 bola de cada vez, e que se possa colocar bolas no copo
indefinidamente, o dominio da fun¢@o sera o conjunto {0, 1, 2, 3, ... }, isto ¢, uma P.A. de razdo 1 ¢
a imagem sera o conjunto dos nimeros {6; 6,07; 6,14; 6,21; ... }, ou seja, uma P.A de razdo 0,07.

Caso sejam acrescentadas 5 bolas de cada vez, o dominio serd o conjunto formado pelos
nameros {0, 5,10, 15, ... } ou seja, uma P.A. de razdo 5, e a imagem sera o conjunto formado pelos
numeros {6; 6,35; 6,70; 7,05; ...}, ou seja, uma P.A. de razdo 0,35.

Supondo a segunda opgdo, acrescentando 5 bolas de cada vez, utilizando o comando
sequéncia do GeoGebra, podemos obter o grafico da Figura 2. 15 a seguir.

Como ja recordamos anteriormente, trata-se da restricao de uma funcao afim, ou seja, seu
grafico ¢ um conjunto de pontos sobre uma reta que, neste problema, nao passa pela origem.


http://www.penta.ufrgs.br/
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A partir do grafico pode-se solucionar o item b de forma geométrica. Considera-se a reta
horizontal y = 8,8. Encontramos o ponto de intersecdo desta reta com o grafico da fungdo f. A
abscissa deste ponto serd o valor de x = 40. Estas etapas podem ser realizadas facilmente
utilizando comandos do GeoGebra.

Nivel da dgua (y)

10 (50;19,5) —
o

ol Betay = 8.8 b PR, N S S UMY R
L (25.775) _ _o—"% |
(15,7,05) _g—"9" !
(5:635) o —@ :
- |
50— ;
1
1
i
1
4 )
1
1
1
1
1
2 i
1
i
1

& >

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Ndmero de bolas ()

-2

Figura 2.15 - Grafico da fungdo do problema 2.7

Estamos na verdade, tanto algebricamente como geometricamente, explorando
intuitivamente a funcao inversa de f. A existéncia da inversa de uma fungao e suas propriedades,
além da utilizagdo pratica de fungdes compostas sera o assunto da proxima sec¢ao.

2.2 Funcoes Compostas e Inversas

Sabemos que o conceito de funcdo ¢ utilizado em diversas 4reas do conhecimento. Portanto,
¢ comum, e as vezes extremamente necessario, que possamos representar diferentes fenomenos
fisicos, quimicos, biologicos etc. por meio de fungdes.

Sendo assim, poderemos ter situagcdes em que o dominio da fungdo pode ser restrito a um
intervalo, bem como o contradominio e/ou imagem, como ja visto na se¢ao anterior deste capitulo.

Em certos problemas contextualizados, a funcdo que consegue representar melhor cada
situagdo €, na verdade, combinac¢do de fungdes mais simples, somando, subtraindo, multiplicando
ou dividindo duas ou mais fun¢des, sendo uma funcdo composta de duas outras ou uma funcao
inversa.
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E importante conhecer o comportamento da fun¢do composta, quando ela pode ser definida
e como ¢ o seu dominio, imagem e contradominio, relacionando-os com os das fun¢des que foram
combinadas. O mesmo cuidado ¢ importante para a possivel fungdo inversa de uma fung¢ao.

O problema 2.8 a seguir ¢ bastante simples e permite explorar a fungdo composta e a
inversa, de forma intuitiva.

Problema 2.8: Um estudo das condi¢bes ambientais em um certo municipio indica que a taxa
média de monoxido de carbono no ar (c) esta relacionada ao numero de habitantes (p), de forma
que ¢ = 0,2p — 2, onde ¢ é medida em partes por milhdo (ppm) e p é medida em milhares de
habitante. Estima-se que, em t anos (considerando hoje como instante inicial), a populagdo (p)
serd dada por p = 60 + 0,08t2. Determine:

a) a expressdo algébrica da fungdo que associa a cada t (em anos) a taxa média de monoxido de
carbono no ar ¢ (em ppm).
b) em quantos anos a taxa ¢ sera igual a 13,6 ppm. (Adaptado do vestibular UERJ)

Dos dados do problema podemos obter ¢ = 0,2p — 2 = 0,2(60 + 0,08t?) —2 =12 +
0,016t% — 2, logo se obtém a solugdo do item a, definida por ¢ = 10 + 0,016t2.

Uma atividade extra que pode ser proposta aos alunos, antes de revisar o conceito de fungao
composta, € solicitar que esbocem os graficos das duas fungdes que aparecem no enunciado do
problema.

A fungdo do item a ¢ a composta das fungdes intermediarias, f:[60,+oo[— R, com
Im(f) = [10,+o], tal que f(p) = ¢, g:R* - [60, +o], tal que g(t) = p, levando diretamente
a h:Rt > R, tal que h(t) =c =10+ 0,016t2. Podemos observar que h = fog, pois
h(t)=f (g (t)) = f(p) = ¢. O dominio da fung¢do h é formado pelos niimeros reais t € R*. O
grafico de h, obtido utilizando o software GeoGebra, esta representado na Figura 2.16 a seguir.

25

20

=]

136 :
| _/ Reta y=136
101

0 t=15

Figura 2.16 - Grafico da fun¢do composta h do problema 2.8
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A solugdo do item b pdde ser determinada geometricamente, conforme mostrado na Figura
2.16 utilizando GeoGebra, interceptando-se o grafico da funcdo h, com a reta horizontal y = 13,6.
A abscissa do ponto de intersecdo P serd t = 15, ou seja, apos 15 anos.

Uma solugio algébrica também pode ser obtida resolvendo a equacdo 10 + 0,016t2 =
13,6, onde t € R*. Teremos entdo t? = 225, logo t = 15, ou seja, foi obtida a imagem inversa
do valor 13,6 que ¢ o elemento do dominio t = 15.

O problema 2.8 apresentou as fung¢des intermedidrias f e g e precisava da fungdo composta
h = f o g para determinar a solu¢do. Em outros problemas, como veremos no capitulo 3, a funcao
composta ¢ determinada diretamente, mas ¢ mais complicado encontrar a solugdo de um problema
de maximo ou minimo de h. Entdo as fungdes intermedidrias f e g, geralmente mais simples,
podem ser usadas como facilitadoras.

De modo geral, dadas as fungdes g: X = Y e f:Y — Z, podemos definir a fun¢do composta
h:X - Z,onde h = f o g e, da mesma forma, se f: X - Y e g:Y = Z, podemos definir a fun¢ao
composta h: X > Z,ondeh=g o f.

Pode ser observado, para os alunos, que a defini¢dao correta de composta e das fungdes
intermediarias pode facilitar a solu¢do de problemas envolvendo este tipo de fungdes, ao se
trabalhar, em CDI, com aplicagdes de derivada envolvendo fun¢des compostas (regra da cadeia).

E interessante apresentar alguns exemplos de composta ¢ de produto de duas fungdes,
chamando atencao dos alunos para o fato de serem combinagdes diferentes (note que a fungdo g ¢
quadrética e a funcdo f ¢ afim, logo, o produto seria uma fun¢do polinomial de terceiro grau,
enquanto a composta ¢ uma funcao quadratica) e nem sempre gozam de propriedades similares,
como a comutatividade (f - g = g * f, no entanto g o f # f o g em geral).

Intuitivamente a inversa de uma fun¢do f: X — Y, que associa um nimero a € X a um
numero b €Y, seria uma fun¢do g:Y — X, que associa o nimero b € Y ao nimero a € X. No
caso do problema 2.8, a fun¢do inversa de h seria obtida encontrando t em fun¢do de c, o que foi
feito exatamente na solucgdo algébrica do item b, para um tnico valor de c. Assim a inversa de h
c—-10
0,016

seria a fungdo h™1 talquet = h™1(c) = . Vamos verificar, mais adiante se isto esta correto.

Uma pergunta que surge ¢ se sempre ¢ possivel obter a inversa de uma funcdo, ou seja, que
condigdes algébricas/geométricas sdo necessarias para a existéncia da inversa de uma funcao.
Outra questao interessante ¢ a relacao entre o grafico de uma fungao e o de sua inversa.

Inicialmente vamos recordar uma propriedade relacionada a existéncia de fun¢do inversa:
uma fungdo f:X — Y ¢ dita injetora quando, para cada x;,x, pertencendo ao dominio X da
fungdo, se x; # X, entdo f(x;) # f(x2). Se compararmos com a definigdo de fungdo crescente
e fungdo decrescente apresentadas na se¢do 1 deste capitulo, chegaremos a conclusao de que se f
for sempre crescente (ou sempre decrescente) em seu dominio X, entdo f serd injetora.

Temos entdo duas formas de verificar que uma funcdo ¢ injetora, algebricamente e
geometricamente, que podemos utilizar para as duas func¢des da Figura 2.17 a seguir.
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L |
fungio quadratica f 2

20
funcdo afim g

Figura 2.17 - Fungdo quadrética tal que f(x) = x? e Fungdo afim onde g(x) = 2x + 3.

A fungdo afim g: R — R ¢ sempre crescente em todo o seu dominio, logo € injetora. J& a
funcdo quadratica f € decrescente se x < 0 e crescente se x > 0, ndo ¢ injetora. No entanto, se
for considerada uma restricdo de f, f1:[0,+0[ - R ou f,:] —,0] - R, ambas com
contradominio R e ambas também com conjunto imagem [0, +oo[, tanto f; como f, serdo fungdes
injetoras.

Uma forma geométrica simples de verificar que uma funcao € injetora ¢ interceptando o
seu grafico com retas horizontais. Se existe pelo menos uma reta horizontal que intercepta o grafico
da fun¢do em mais de um ponto, entdo ela ndo ¢ injetora. Este ¢ o caso da fun¢do quadratica da
Figura 2.17, logo ela ndo ¢ injetora. A func¢do afim g da mesma figura ¢ um exemplo de fungado
injetora, uma vez que toda reta horizontal que intercepta seu grafico, s6 o faz em um nico ponto.
Outro exemplo de fun¢do injetora € a funcdo h do problema 2.8, como mostra a Figura 2.16.

Dada uma funcdo f:X — Y, a fun¢io inversa “natural” seria f~1:Y — X. Esta altima
expressao representara realmente uma funcdo somente se obedecer as condi¢des da defini¢do, ja
apresentada na secdo 1 deste capitulo, ou seja, cada elemento de Y devera estar associado a um
unico (esta parte de unicidade estara garantida se f for injetora) elemento de X. Mas a primeira
parte da definicdo so serd satisfeita se o contradominio de f for exatamente o0 mesmo conjunto
que a imagem de f, isto ¢, quando a fun¢do f for sobrejetora.

Consideremos, por exemplo, a fungdo f;:[0,+oo[> R tal que fi(x) =x2 O
contradominio considerado ¢ o conjunto dos reais, enquanto o conjunto imagem de f; ¢ somente
formado pelos nimeros reais ndo negativos, ou seja, [0, +oo[, entdo a fun¢do ndo € sobrejetora.
Mas, se definirmos uma restricdo de f; tal que f3: [0, +oo[— [0, +0oo[, o contradominio desta
restricdo serd o mesmo conjunto que a imagem. Isto também ocorrerd com a restri¢ao de f,, dada
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por fz:]—00,0] = [0,+0o0[. Logo as restri¢cdes f3 e f, serdo ambas sobrejetoras. As fungdes
que sdo ao mesmo tempo injetoras e sobrejetoras sdo chamadas bijetoras, logo f; e f, sdo
exemplos de fungdes bijetoras.

Ja vimos que a funcdo h:[0,+oo[— [0,+o[ do problema 2.8 ¢ injetora e podemos
observar, pela Figura 2.16 que sua imagem ¢ o intervalo [10,+oo[. Considerando entdo uma
restricdo da funcdo h (ainda mantendo a mesma notacdo para facilitar), h: [0, +oo[— [10, +oo],
teremos que o contradominio coincide com a imagem, logo h também ¢é sobrejetora. Assim temos
mais um exemplo de func¢ao bijetora.

Nem sempre € necessdrio restringir o dominio e/ou o contradominio de uma fungao para
obtermos uma restri¢do que seja bijetora. A fungdo afim g: R = R tal que g(x) = 2x + 3,
apresentada na Figura 2. 17 é uma fungéo bijetora. E facil verificar isto também geometricamente,
observando que cada reta horizontal, passando por todo ponto sobre o eixo das ordenadas,
intercepta o grafico de g (logo o contradominio coincide com a imagem de g) e s6 o faz em um
unico ponto do grafico de g (logo dois valores diferentes no dominio, sobre o eixo das abscissas,
sdo sempre associados a dois valores diferentes na imagem). Isto também pode ser verificado para
as fungdes bijetoras f5 e f;, como mostra a Figura 2.18 a seguir.
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Figura 2.18 - Restrigdes bijetoras da fungdo quadratica

Podemos agora revisar a defini¢cdo de func¢do inversa: uma funcdo h, tal que h: B — A4, ¢
dita inversa da fung¢do f:A > B, se h(f(a)) = a, para cada a € A e f(h(b)) = b, para cada
beB. Se h:B - A ¢ a inversa de f: A —» B, denotamos h por h = f~1. Da mesma forma
podemos dizer que f = h™!. Quando h é a inversa de f (ou f ¢ a inversa de h) temos h(b) = a
se e somente se f(a) = b. Uma fungdo f: A — B possui inversa se e somente se f € bijetora.



65

ro . ~ ~ 1 , .
E importante apontar aos alunos a diferenca de notagdes: a expressao oy & O inverso

multiplicativo do valor f(x) e pode ser denotada por [f(x)]™.
A inversa da fungdo afim da Figura 2.17 g: R = R tal que g(x) = 2x + 3, pode ser
definida, porque g ¢ bijetora, e teremos g~1: R —» R. Para determinar a expressio algébrica,

. . 1 3
chamando y = 2x + 3, devemos isolar o valor de x. Teremos entdo x = Sy =5 logo, trocando as
3

e . _ 1
variaveis entre si, teremos g~1(x) = 3X =5

Da mesma forma as fungdes f5 e f, possuem inversa por serem bijetoras. Teremos entdo
f35 [0, +00[ [0, 400 [, com f5(x) = Vx e f 1[0, +00[>]-00,0], com fi*(x) = —Vx.

Observando a definicdo de inversa ¢ possivel concluir que estd bem definida a fungao
compostah o h™*:B - B, talquehoh 1(b) =b,paracada b € B etambém h 1o h:4A — A,
tal que h™1 o h(a) = a, para cada a € A. Portanto a composta de uma fungdo com sua inversa é
a func¢ao identidade, relativa ao dominio considerado.

Para a construgdo de graficos ¢ importante notar que, se f tem inversa e um par ordenado
(a, b) pertence ao grafico de f, entdo o par ordenado (b, a) pertence ao grafico da inversa f 1.
Assim, os graficos de f e de 1 sdo simétricos em relagdo a reta y = x, bissetriz do primeiro e
terceiro quadrantes do plano cartesiano.

Utilizando esta propriedade e a ferramenta de reflexdo em relagcdo a uma reta, disponivel
no GeoGebra, a partir do grafico da fungdo afim g mostrado na Figura 2.17 pode-se obter
diretamente o grafico da sua inversa, g~1, como mostra a Figura 2.19 a seguir.

Reta y=x

-3 -2 1

-2

Figura 2.19 - Grafico da fun¢éo afim tal que g(x)=2x+3 e sua inversa
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A Figura 2.20 mostra o grafico das fungdes f; e f3 !, este ultimo obtido de forma similar.

—1
fs

05 05 1

1.5

2.5

35 4

4.5

Figura 2.20 - Gréficos da restri¢do bijetora de f3, tal que f3(x) = x2 e de sua inversa f; ', onde f5 " (x) = Vx

A Figura 2.21 a seguir apresenta os graficos das fungdes f; e f; 1, onde f; 1(x) = —/x.

fa

Reta y=x

-2

-3

Fit

Figura 2.21 -Graficos da fungdo f,, tal que f,(x) = x2 e de sua inversa f, ', onde f, ' (x) = Vx
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Voltando ao problema 2.8, a restricdo da funcdo h: [0, +oo[— [10, + oo[ ¢ bijetora, logo
pode ser definida a inversa h™1:[10, + oo[—> [0, +[. Uma vez que ¢ = h(t) = 10 + 0,016t2,

. . _ ’ -10 :
isolando a expressdo de t teremos finalmente t = h™1(c) = 3016 . Usando a propriedade de

simetria em relagdo a reta y = x, teremos o grafico de h™! representado na Figura 2. 22 a seguir.

Figura 2. 22 - Graficos da funcdo h do problema 2.8 e sua inversa

O problema contextualizado a seguir vai explorar conceitos e propriedades relacionados a
funcdo exponencial, além de trabalhar também com a inversa desta fun¢ao, utilizando abordagem
algébrica e geométrica.

Problema 2.9: A4 drea de superficie de um litoral coberta por certas algas tem crescido
aproximadamente 25% a cada ano, em relagdo a area coberta no ano anterior, de acordo com as
pesquisas dos bidlogos. Atualmente eles estimam que a drea coberta por algas é de,
aproximadamente, 4 096 m°.

a) Determine a darea coberta por algas daqui a 1 ano, e daqui a 2 anos.

b) Determine qual a area coberta por algas daqui a t anos.
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c¢) Utilize o GeoGebra para obter o grdfico da fun¢do drea, com variavel t anos.
d) Estime quantos anos se passardo até a populagdo de algas cobrir uma area aproximada de
15 625 m’. (Adaptado de Iezzi, Dolce, Degenszajn e Perigo, 2011)

Uma estratégia facilitadora para lidar com este problema ¢ a utilizagao do método do eixo
das setas, extremamente Util também para tratar problemas diversos de Matematica Financeira, de
acordo com Nasser (2010).

Para este fim, vamos construir um diagrama, que consiste em um eixo horizontal, que
funciona como uma escala de passagem de tempo t (aqui medido em anos), e setas verticais
relacionando a 4rea coberta pelas algas (medida em m?). O objetivo é generalizar esta 4rea para
cada t, obtendo assim uma fun¢do que representa o problema.

Das informagdes do enunciado sabemos que atualmente (t = 0), a area da populagdo de
algas ¢ A(0) = 4096 m?.

Daqui a 1 ano, a populagdo vai aumentar 25%, em relacdo a hoje, logo, teremos A(1) =
4096 + %.4096 = 4096 - (1 + 0,25).

Daqui a 2 anos, a populag¢do vai aumentar mais 25% em relagdo ao ano t = 1, logo sera
A(2) = A1) +0,25.A(1) = A(1) - (1 +0,25) = 4096 - (1 + 0,25)%

Transportando estas conclusdes para o diagrama apresentado na Figura 2. 23, conseguimos
generalizar de forma a obter a 4rea coberta apds t anos, que serd A(t) = 4096 - 1,25¢.

109 9E)2 ANC t
4096m” | 4096(110,25) 4036(‘1 +0,25) 4096(1 + 0, 25)

Hoje 1 Ano 2 Anos Daqui a t anos

Figura 2. 23 - Diagrama do eixo das setas corresponde ao crescimento das algas

Utilizando o GeoGebra podemos obter o grafico da fun¢do A: Rt - R*, que associa t
(medido em anos) a A(t) (medida em m?), que fornece a area da populacdo de algas no ano t,
representado na Figura 2.24 a seguir.
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Alt) (em m*)

Reta y=15625

{0,4096)

E:Ei.f.‘.' t (em anos
é ( )

Figura 2.24 - Grafico da funcdo que fornece a area da populagio de algas em cada ano

Podemos obter a solugao do ultimo item por raciocinio algébrico ou geométrico. Utilizando
a informacdo do enunciado, sabemos que em um tempo desconhecido t*, a drea da populagdo de
algas sera A(t*) = 15625 m>.

Entdo 4096 - (1,25)t" = 15625.

) 6
Assim, (1,25)¢ = 1202 _ 5 (5

6 6
4096 46 Z) = (1,25)".

Comparando entdo as duas expressdes, obtemos t* = 6 anos. Neste problema, em
particular, foi possivel resolver por meio de manipulagdes com poténcias, mas nem sempre os
dados sdo tao simples, logo, ¢ recomendavel aproveitar este problema para revisar propriedades
da fun¢do exponencial e de sua inversa.

Utilizando o software GeoGebra podem ser realizadas atividades com os alunos para obter
o grafico da funcdo exponencial f: R - R* |, tal que f(x) = a*. Ela é uma fungdo bijetora,
crescente quando a base a > 1, decrescente quando 0 < a < 1. Logo f possui uma inversa. Uma
propriedade importante é f(x; + x5) = f(x1). f(x3).

A inversa da fun¢do exponencial (de base a) ¢ chamada func¢fo logaritmo (de base a),
que associa a cada nimero real positivo x, o nimero real log, x. A seguir, na Figura 2. 25, o
grafico de um exemplo de funcao exponencial, quando a base 0 < a < 1, juntamente com sua
inversa.
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Reta y=x

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 3.5

Figura 2. 25 - Grafico de fungéo exponencial e sua inversa quando 0 < a < 1

Da propriedade importante da exponencial, citada acima, segue-se a seguinte propriedade
da funcdo logaritmica: log,(x;.x,) = log, x; +log, x,. Esta propriedade de transformar
produtos em somas foi muito importante antes da invenc¢ao dos computadores, quando os calculos,
principalmente na Astronomia, envolviam grandes numeros.

Atualmente a fung@o logaritmica possui outras aplica¢des, como em fendmenos sismicos,
por exemplo. Assim como sua inversa, ¢ uma fungao crescente quando a base a > 1 e decrescente
quando 0 < a < 1.

As fungdes logaritmicas mais importantes sdo a de base a = 10 (logaritmos decimais) e
a de base e (logaritmos naturais ou neperianos). O software GeoGebra também pode ser muito
util para esbocar graficos da fun¢do logaritmo, utilizando a ferramenta que reflete o grafico da
funcdo exponencial com respeito a reta y = x, para obter o grafico da sua inversa, como ja foi
feito no problema 2.8.

Tem-se entdo que, para nimeros x € R, a* = y se e somente se x = log, y, considerando

~ + 15625 . 5625
a>0,a # 1,y > 0. Entdo, sendo (1,25)¢ = 1406926 , teremos t* = 1ogy 55 (ﬂ) = 6 anos.

4096
Para obter solucao utilizando raciocinio geométrico basta proceder como na resolucao do

problema 2.8, considera-se a reta horizontal y = 15625 ¢ obtém-se o ponto de interse¢do do
gréafico da fun¢do A com esta reta, que serd (t*, 15625).
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Portanto a abscissa deste ponto serd a solugao procurada. Cabe ressaltar que, se a solugao
do problema for um valor irracional para t*, como todo sofiware, o GeoGebra vai retornar um
valor aproximado, ou seja, um nimero racional.

O proximo problema, apesar de apresentar a fun¢ado envolvida, € bastante relevante, porque
trata de um assunto sempre atual, mas que ndo ¢ bem compreendido por parte da maioria das
pessoas.

Além disso, mostra que propriedades do logaritmo consideradas abstratas e intteis pelos
alunos podem ter utilidades praticas.

Problema 2.10: A4 intensidade 1 de um terremoto, medida na escala Richter, é dada por um
numero I = 0, definido pela formula I = glog (EE) onde E ¢ a energia liberada no terremoto,
0

em quilowatt-hora, E, = 7.1073 kWh e o logaritmo tem base 10. Acredita-se que o terremoto

mais intenso conhecido teve I = 9,5 e foi no Chile, em 1960.

a) Utilize o software GeoGebra para obter o grdfico da fungdo f:R — R”, tal que f(x) = 10*;

b) Obtenha o grdfico da fungdo inversa de f, tal que f~(x) = log x, utilizando o resultado do
item a e a ferramenta de reflexdo em relagdo a uma reta do GeoGebra;

¢) Determine qual a energia liberada num terremoto de intensidade 8 na escala Richter,

d) Supondo que a intensidade do terremoto aumente uma unidade, determine por quanto fica
multiplicada a energia liberada (Adaptado da questao 137, ENEM- prova LIBRAS, 2017).

A solugdo dos itens a e b estd representada na Figura 2.26 a seguir. A solu¢do do item ¢
pode ser obtida algebricamente com auxilio da inversa da fungdo logaritmo decimal, isto €, a

funcdo exponencial de base 10. Sabendo-se que I = 8, teremos que log( E£)= 12, assimEE =1012,
0 0

Substituindo o valor de E, teremos E = 7.10° kWh de energia liberada.

Reta y=x

0.5 1

Figura 2.26 - Graficos de fungdo exponencial e logaritmo na base 10
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No caso do item d, a propriedade dos logaritmos log(%) = log x; — log x, seré de grande
2

ajuda para obter a solu¢ao. Do enunciado sabemos que as intensidades de dois terremotos
satisfazem I,=I; + 1. Queremos comparar a energia liberada em cada um. Da definicdo de [

teremos Elog (i) =210 g (ﬂ) + 1. Entdo log (E—z) — log (ﬂ) =2 Usando a propriedade dos
3 Eo 3 Eo Eo Eo 2
logaritmos que recordamos acima, teremos log(%) = 3 Novamente, utilizando a inversa da
1

fungdo logaritmo na base 10, que é a exponencial de base 10, encontramos 103/% = 5—2 , Ou seja

1
E, = 103/2E,.

Sendo 103/2 = 31,6 obteremos finalmente que E, = 31,6 E;, ou seja, o acréscimo de 1
unidade na intensidade do terremoto multiplica a energia liberada por mais de 30 vezes o nimero
de kWh.

A escala de medida de sons (decibéis) também ¢ logaritmica, logo um aumento na escala
de 1 unidade significa muito desconforto para as pessoas. Pode ser um bom assunto para que os
alunos pesquisem.

O proximo problema vai explorar uma fungdo exponencial com base a € (0,1), além de
resolver uma inequagdo exponencial, algo considerado inutil pelos alunos, e que tem utilidade
pratica aqui. Esta inequagdo serd resolvida utilizando propriedade de funcdo decrescente, que ja
foi explorada na se¢do anterior deste capitulo e a fung¢do logaritmo, inversa da exponencial. Uma
outra forma de chegar a solu¢do, utilizando GeoGebra, também sera apresentada.

Problema 2.11: Virias espécies de baleias ji foram declaradas ameacadas de extingdo.
Quando a populagdo de uma particular espécie de baleias fica perigosamente pequena, biologos
encorajam governantes a banir a caga desses animais. Em 1994 havia apenas 5000 baleias de
uma particular espécie, o numero de baleias diminuiu para 4500 em 1995 e foi de 4050 em 1996.
Considere que foi previsto que a populagdo de baleia continuou diminuindo desta forma.

a) Utilize o GeoGebra para determinar o grafico de uma fung¢do que represente a evolugdo da
quantidade de baleias ao longo do tempo, a partir de 1994.

b) Determine o que aconteceu com a populagdo de baleias em 2001.

¢) Suponha que o ponto onde essa espécie de baleias corre perigo de extingdo acontece quando a

populagdo fica abaixo de 2000 baleias. Quando isso ocorrerd, se nada for feito para banir a sua
caca? (Adaptado de Presmeg e Nenderadu, 2005)

E preciso estabelecer um modelo matematico que represente razoavelmente a evolugdo da
quantidade de baleias ao longo do tempo. Para isso, devemos determinar uma fung¢do f que fornece
a populacdo de baleias dependendo da quantidade de anos passados.

A partir dos dados do enunciado temos trés pontos que pertencem ao grafico da fungio f:
A = (0;5000),B = (1;4500) e C = (2;4050).
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A primeira vista, uma possivel f seria a fungdo cujo grafico ¢é a reta que passa por A e B,
porém, expandindo a janela grafica observa-se que os pontos 4, B e C ndo sdo colineares e dessa
forma ¢ gerado um pequeno erro como mostrado na Figura 2. 27 a seguir.

Figura 2. 27 - Pontos do grafico da provavel fungdo para o problema 2.11

Tentaremos obter uma curva que se adapte aos pontos gerados pela nossa base de dados.
Uma representag¢do dos dados relevantes do problema por meio de uma tabela pode ser til para
determinar a expressdo algébrica desta funcdo. A partir dai pode-se procurar por um padrio, de
modo que se possa estabelecer uma generalizagdo.

Pode-se notar que o nimero de baleias decresce 10% em relagao ao nimero do ano anterior.
Isto aconteceu de 1994 para 1995 e de 1995 para 1996. Entao temos um padrdo que se repete, que
pode ser generalizado. Utilizando o método do eixo das setas temos o diagrama da Figura 2 28.



74

5000 4500=5000-10% 5000 4050=4500-10% 4500
A ! A
1994 1995 1996
—__q___h_-—________._-‘___F_—p~* '‘-—_..__,________________'___________---l-—"L

Figura 2 28 - Diagrama do eixo das setas para o problema 2.11

Assim, f é uma fungfo tal que f(0) = 5000, f(1) = 4500 = 5000 — (10%).5000 =
5000(1 — 0,1) = 5000.(0,9) e f(2)=4050=4500—(10%).4500 = 4500(1—0,1) =
4500.(0,9) = f(1).(0,9) = 5000. (0,9)?. Generalizando, temos f(x) = 5000.0,9* onde x ¢ o
numero de anos passados a partir de 1994 (quando x = 0).

J& sabemos, antes de obter o grafico, que a fun¢do f ¢ decrescente, pois a base da fungdo
exponencial ¢ 0,9 €]0,1[. Utilizando o GeoGebra podemos obter o grafico, apresentado na Figura
2. 29 a seguir.

A

6000

Reta x=7

5000

4000

3000

2391,48
[ R e e LR P T

2000

1000

-1 0 1 2 3 4 5 6

-

Figura 2. 29 - Grafico da fung@o exponencial do problema 2.11



75

Considerando 1994 correspondendo ao ano x = 0, em 2001 temos x = 7. Utilizando
GeoGebra tracamos a reta vertical x = 7 e podemos obter a sua intersec¢do com o grafico da
funcao f.

Se for utilizada a expressdo algébrica da fungdo f, basta calcular o valor de f(7) =
5000.0,97 = 2391,48. Como nosso modelo é uma aproxima¢io da realidade, devemos
aproximar este niumero pelo inteiro mais préximo, obtendo que a populagdo em 2001 sera de,
aproximadamente, 2391 baleias.

Para resolver o item ¢ precisamos determinar o valor de x (nimero de anos apds 1994) em
que f(x) < 2000. Uma forma simples de resolver esta inequagdo ¢ a seguinte: observando a
figura 2. 27 podemos notar que, sendo f uma funcdo decrescente, se determinarmos x* tal que
f(x*)= 2000, teremos que, se x > x* entdo f(x) < f(x™)= 2000.

Para obter x* temos que resolver agora a equagio 5000.0,9% = 2000, obtendo

inicialmente 0,9% = = Como ja revisamos antes, precisaremos da inversa da exponencial, isto ¢,

~ . ~ . 2
a fun¢do logaritmo. Neste caso teremos entdo que x* = logg o (E)

As calculadoras embutidas nos celulares costumam calcular somente logaritmos na base
10 (decimais) e na base e (logaritmos naturais ou neperianos). E importante revisar com os alunos
o numero irracional e, que pode ser obtido por um processo que utiliza o conceito de limite, o qual
sera estudado na primeira disciplina de CDI.

Este nimero tem valor aproximado e = 2,72, e possui uma histdria importante. Detalhes
desta historia podem ser consultados em Boyer (1996), Eves (2004), Struik (1954) e outros livros
sobre historia da Matematica.

Podemos transformar o ntimero procurado utilizando a propriedade dos logaritmos
conhecida como férmula de mudanca de base: log, y = log, b .log;, y, valida para cada nimero
realy > 0, ondea,b >0ea,b + 1.

og10(2)

. Utilizando
log10(0,9)

No nosso caso, tomando a = 10,b = 0,9 e y = 2/5, teremos x* =

uma calculadora de celular encontraremos x* = 8,696718.

Portanto, se x > 8,696718 (nimero de anos a partir de 1994, aproximadamente a partir de
2003) teremos que a populagdo ficard abaixo de 2000 baleias, o que significard risco de extingao.

Outra forma de resolver € usando o software GeoGebra. A interse¢ao da reta horizontal
y = 2000 com o grafico de f serd o ponto (x*,2000). A abscissa sera fornecida (de forma
aproximada) pelo GeoGebra, conforme mostra a Figura 2. 30 a seguir.

Estudos mostram que os alunos apresentam dificuldades na articulacdo entre a leitura e a
interpretagdo das representagdes graficas cartesianas, conforme ja foi comentado na secdo 1 do
primeiro capitulo deste livro. Os alunos também costumam ter muita dificuldade para trabalhar
com problemas que misturam contetidos que foram estudados na Escola Basica em momentos
distintos.
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Figura 2. 30 - Solugdo geométrica aproximada do item ¢ do problema 2.11

O proximo problema fornece informagdes por meio do grafico da funcdo logaritmo e
necessita, para sua solucao, de propriedades da funcao logaritmo e de areas de figuras planas, como
o trapézio e o tridngulo.

Ao invés de muitos problemas, que fornecem dados no registro algébrico e, a partir deste,
se chega ao registro grafico, o problema a seguir necessita da conversao do registro grafico para o
algébrico para sua solugdo, o que ¢ considerado mais dificil pelos estudantes.

Problema 2.12: Os pontos D e E pertencem ao grdfico da fungdo y = log, x, com n > 1,
conforme Figura 2. 31 a seguir. Suponha que A = (x — 1,0), B =(x,0) e C = (x + 1,0).

y=log, (x)

Figura 2. 31 - Grafico do logaritmo. Fonte: FUVEST
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a) Determine o valor de x, para o qual a area do trapézio BCDE ¢ o triplo da area do triangulo
ABE.

b) Considere a funcdo f, que a cada valor de x, associa o valor obtido subtraindo a area do
trapézio BCDE menos a drea do triangulo ABE. Determine o valor de n, de modo que f(999) =

%. (Adaptado do vestibular FUVEST)

, A , b.h AB.BE 1.log, x
A area do triangulo ABE ¢ dada por 5 = = %

(B+b)h _ (CD+BE)BC __ (logn(x+1)+logy, x).1
2 2 ’

e a area do trapézio BCDE ¢

dada por

Portanto, igualando a area de BCDE ao triplo da area de ABE, obteremos a equacgao
logn(x+1)+logy x
2
log,(x + 1) = 2log, x.

=3 1'10%. Assim, log,(x+ 1) +log, x = 3log, x, de onde se encontra

Usando a propriedade dos logaritmos em que log(x?) = ylogx, a ultima igualdade
equivale a log,(x + 1) = log,(x?).

Temos entdo que x + 1 =x2, ou seja x2—x—1=0. Resolvendo esta equacio,

~ . . 5
lembrando que x > 0 para a funcao logaritmo estar definida, teremos x = 1+2\/_.

Para resolver o item b, utilizando as informagdes obtidas no item a, podemos escrever

flx) = (logn(x+1;+lognx)-1 _ 1.102gnx. Entdo f(x) = M- Como £(999) = % ferm-se

w = §= o0 que acarreta que log, (1000) = 3.

Utilizando a exponencial que é a inversa do logaritmo, isto significa que n®> = 1000,
concluindo que n = 10.

O ultimo problema desta se¢do, embora a fungdo ja mencionada no enunciado seja uma
exponencial, utiliza, na sua resolugdo, propriedades da inversa desta fung¢do, isto ¢, a funcdo
logaritmo. Isto acontece em grande parte dos problemas que envolvem uma das duas fungdes, as
propriedades da inversa muitas vezes aparecem como facilitadoras no processo de resolugdo, ou
na modelagem. Cabe notar que, como a exponencial tem base e, ao utilizar a inversa, foi

naturalmente escolhida a fung¢ao logaritmo também na base e.

Problema 2.13: Quando um corpo aquecido a uma certa temperatura permanece em um
ambiente com temperatura constante A, a lei do resfriamento de Newton afirma que a temperatura
D do corpo se modifica com uma taxa de varia¢do proporcional a diferenca entre as temperaturas
do corpo e do ambiente.

Esta situac¢do pode ser representada pela fungdo f, que associa a cada instante t, a temperatura
do corpo naquele instante, definida por D = f(t) = A+ Be"™XY, onde K é uma constante
determinada experimentalmente e que varia com o material do qual é feito o corpo, sua massa e
sua condutividade térmica.
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O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto as 23 horas. O médico da pericia chegou as
23:30 h e imediatamente mediu a temperatura do cadaver, que era de 34,8° C. Uma hora mais
tarde ele tomou a temperatura outra vez e encontrou 34,1° C. A temperatura do quarto estava
sendo mantida constante a 20° C. Admita que a temperatura normal de uma pessoa viva é
aproximadamente 36,5° C.
a) Determine uma estimativa para a hora em que foi cometido o crime.
b) Utilize o GeoGebra para obter um esbogo do grdfico da fungdo f.

(Adaptado de Figueiredo e Neves, 1997)

A temperatura ambiente A = 20°C, logo a funcdo f(t) = 20 + Be("K®)  Consideremos
que t = 0 corresponde a hora da morte T. Nesse caso f(0) = 36,5. Assim f(0) =20+ B =
36,5. Logo B = 16,5¢ f(t) = 20 + 16,5e(KD.

Apos t; horas apos o crime temos f(t;) = 34,8 = 20 + 16,5e(“X%). Depois de mais 1
hora, isto é, decorridas t; + 1 horas apo6s o crime, teremos o valor de f(t; + 1) = 34,1°C =
20 + 16,5¢ CKta+D),

Temos entdo um sistema com 2 equagdes nao lineares: 14,8 = 16,5¢Kt) ¢ 14,1 =
16,5e “Kt) e (=K) Dividindo uma equagio pela outra, tem-se 14,1 = 14,8 e=%), o que acarreta

ty
ue e X = 221 Substituindo na primeira e uacdo obtemos 14,8 = 16,5(e %)t = 16,5 IV
9 14,8 p 4 14,8
t1 t1
Assim chegamos a (ﬁ) =28 ¢ teremos In (g) =In (ﬁ). Usando a propriedade do
14,8 16,5 14,8 16,5
ln(ﬂ)
logaritmo de uma poténcia obtemos t; = (ﬁf) = 2,246 h, ou t; = 2h15min.
14,8

Sendo T a hora da morte e, t; horas depois da morte ter ocorrido, a policia chega as 23:30h,
entdio T + t; = 23:30 h. Concluimos entdo que T = 23h30min — 2h15min = 21h15min.
Note que ndo chegamos a obter o valor da constante K, j4 que o nosso objetivo principal

era achar t;. Se desejarmos encontré-la, aplicando de novo propriedades de logaritmo, chegamos

a K =ln (14'8) =~ 0,048.

14,1

Com o valor de K obtido acima, que se aplica a seres humanos em geral, a fungdo que
determina a temperatura em cada instante vai satisfazer f(t) = A + Be("X0) = A + B ¢(-00480)
Como f(0) = A+ B = 36,5 é a temperatura aproximada de uma pessoa no instante da morte,
temos que B = 36,5 — A, onde A ¢ a temperatura do ambiente onde esta a vitima. Concluimos
entdo que f(t) = A+ (36,5 — A).e(70.048D),

Conhecendo esta formula, os peritos de seriados de TV chegam na hora H, medem neste
momento a temperatura do ambiente A ¢ a temperatura do corpo, que sera o valor f(t,). Eles entdo
substituem este ultimo valor na formula, a partir dela encontram o tempo que passou entre a hora
da morte T e a hora em que eles chegaram H, que ¢ o valor de t;. Entdo a hora da morte sera,

aproximadamente, T = H — t;.
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No caso do problema 2.13, como a temperatura ambiente era A = 20° Celsius, a fungio f
satisfaz f(t) = 20 + 16,5e(-%0480)_Utilizando o GeoGebra obtemos o grafico de f, apresentado
na Figura 2. 32 a seguir. Note que a temperatura do corpo com o passar do tempo se aproxima da
temperatura do ambiente (que ¢ de 20° Celsius), que esta de acordo com a Fisica.

36,5

Figura 2. 32 - Grafico da fungo temperatura de um corpo segundo a lei de resfriamento de Newton

Como ja visto nas segdes anteriores, a utilizacdo de fun¢des na resolu¢ao de problemas
pode ser facilitada com o conhecimento de algumas propriedades da fun¢do: em que intervalos
ela € crescente ou decrescente, se ela € bijetora, se ela pode ser expressa como composta de duas
outras func¢des mais simples ou se existe a sua inversa.

Um outro elemento facilitador ¢ conhecendo a representagdo algébrica da funcao,
conseguir determinar se o seu grafico possui certas caracteristicas de simetria ou de repeti¢ao. Para
a proxima se¢do foram selecionados problemas envolvendo algumas fungdes importantes que
possuem este tipo de propriedades.

Alguns destes problemas exploram também a composta destas fungdes importantes com
funcdo afim e como esta operacdo afeta o grafico destas funcdes. Este tipo de fungdes compostas
¢ importante para modelar problemas envolvendo diversos fendmenos fisicos e bioldgicos.

2.3 Funcdes Pares/Impares e Funcdes Periédicas

O primeiro problema desta se¢ao explora graficos, simetrias e repetigoes. As atividades em
sala de aula com os alunos sao muito enriquecidas pela utilizagdo do GeoGebra.

Problema 2.14: Seja f:[-5,5] » R uma fungdo tal que uma parte do seu grdfico estd
representada na Figura 2. 33 (a).

a) Utilize as ferramentas do GeoGebra para completar o grdfico de f, sabendo que o grdfico é
simétrico em relagdo a origem.
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b) Considerando que a fun¢do g: R = R é par e periodica de periodo T = 4, utilize as ferramentas
do GeoGebra para completar o seu grdfico, respeitando as informagoes sobre ele apresentadas
na Figura 2. 33 (b).

(b)

Figura 2. 33 - Parte dos graficos das fungdes f ¢ g do problema 2.14

Para obter a solu¢do do problema, recordemos a defini¢ao de funcao par: g: X — R tal que
g(x) = g(—x), para cada x € X, dominio da fun¢do g. Geometricamente o grafico de g ¢
simétrico em relagdo ao eixo cartesiano vertical.

Uma fungdo impar, f: X — R, é aquela que satisfaz a condigdo em que f(x) = —f(—x),
para cada x € X, dominio da funcdo f, tal que —x € X. Geometricamente isto significa que o
grafico de f € simétrico em relagdo a origem (ou seja, € obtido apds reflexdo em relagdo ao eixo
cartesiano vertical, seguida de reflexdo em relacdo ao eixo cartesiano horizontal ou viceversa).

Uma fung¢do h: R - R chama-se periodica quando existe um nimero T # 0 tal que
h(x + T) = h(x), para cada x € R. Quando isto acontece, entdo h(x + kT) = h(x), para cada
X € R e para cada k € Z. O menor nimero T > 0tal que h(x + T) = h(x), para cada x € R é
chamado periodo da fungio f.

Pode-se notar, observando diretamente a defini¢do, que fungdes pares e fungdes periddicas
nao podem ser injetoras.

Comparando com a defini¢dao acima, verificamos que a fun¢do f do item a é uma fungao
impar. Utilizando-se a ferramenta do GeoGebra de reflexdo em relagdo a um ponto (no caso a
origem), associado ao grafico da Figura 2. 33 (a), obtemos o grafico de f, representado na Figura
2.34 a seguir.
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Reflexao em relagédo a origem

Figura 2.34 - Grafico da funcdo impar f do problema 2.14

Utilizando as defini¢cdes de funcao par e de fungdo periddica fornecidas anteriormente e a
ferramenta do GeoGebra de reflexdo em relagdo a uma reta, a partir do grafico da Figura 2. 33 (b),
obtemos o grafico de g, apresentado na Figura 2.35.

Figura 2.35 - Grafico da funcdo g par e periodica de periodo 4 do problema 2.14

Nasser, Sousa e Torraca (2016) investigaram o conhecimento de alunos de CDI em relagdo
a fungdes pares, impares, ou nem pares nem impares, utilizando problemas como o problema 2.14.
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Foi possivel perceber que a identificagdo de fungdes pares (pela simetria em relagdo ao eixo
vertical) ocorre com mais facilidade do que a de fungdes impares.

Assim ¢ importante trabalhar em sala de aula mais problemas envolvendo graficos de
fungdes impares, de preferéncia utilizando o GeoGebra.

Para evitar que os alunos comecem a tirar conclusoes falsas do resultado do item (b) do
problema 2.14, ¢ interessante lancar entre eles uma pesquisa sobre exemplos de func¢ao par/impar
que nao seja periodica e de funcgdo periddica que ndo seja par/impar.

Duas fungdes periddicas muito importantes, utilizadas para modelar problemas envolvendo
conceitos de Fisica, Quimica ou Biologia, sdo as func¢oes trigonométricas seno e cosseno. Elas
podem ser utilizadas para descrever fenomenos como fases da lua, altura das marés, pressao
arterial, ondas eletromagnéticas, volume de ar nos pulmdes, entre muitos outros.

Muitos alunos tém dificuldades associadas a elas na primeira disciplina de CDI, porque ou
elas foram abordadas de forma muito superficial no Ensino Médio ou nem foram abordadas.

Problemas envolvendo estas func¢des, que formam o alicerce das fungdes trigonométricas,
sdo importantes em uma disciplina de Pré-Caélculo, principalmente se explorarem os seus graficos
e algumas propriedades fundamentais, como seno e cosseno da soma e da diferenca.

Lacunas de aprendizagem das demais fungdes trigonométricas e as fungdes trigonométricas
inversas poderdo ser resolvidas mais tarde na disciplina de CDI, se os alunos ja tiverem esta base
inicial.

Problema 2.15: A maior roda gigante do mundo foi inaugurada em 2021, é a Dubai Eye,
instalada em Dubai, nos Emirados Arabes Unidos. Comporta até 1700 passageiros em 48
cdpsulas, com duragdo do passeio de, aproximadamente, 40 minutos. Nesta roda gigante, a altura
h (em metros) em que um passageiro se encontrard no instante t (em minutos), foi determinada

pela seguinte lei: h = 126 — 124 cos (zn_o t), onde t € [0,40].

a) No inicio do passeio, a que altura se encontrarad o passageiro? E apos 25 minutos?

b) Utilize o GeoGebra para determinar o grdfico da fungdo f:t +— h = f(t).

¢) Determine a altura maxima que o passageiro atingird durante o passeio e em que instante isto

ocorrera (utilize, se necessario, as seguintes aproximagoes: V2 =1,4e V3 = 1,7).

Inicialmente revisaremos a definicao das fungdes seno, cosseno e tangente, seus graficos e
algumas propriedades importantes.

No Ensino Fundamental, ao estudar tridngulos retangulos com hipotenusa medindo a e
angulos agudos B e €, opostos respectivamente aos catetos com medidas b e ¢, conforme mostra

. . =\ b . . .
a Figura 2.36 foram definidos sen (B) = -, ou seja, 0 quociente entre a medida do cateto oposto

ao angulo B e a medida da hipotenusa, cos (B)= 2, ou seja, o quociente entre a medida do cateto

adjacente ao angulo B e a medida da hipotenusa. De forma andloga foram definidos sen (Z') = 2
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e cos (0)= g. A tangente do angulo agudo B foi definida como o quociente entre o sen(B) e o

cos (B), ou seja, tg(§) = g. De forma similar foi definida a tg(f‘) = %.

B

|

e Ly

b

Figura 2.36 - Seno e cosseno num tridngulo retangulo

. , . . A 1
Foi possivel definir também a cotangente de angulos agudos, como tangente =’ & secante,

1 1 ~ . ry e . .
como ——— ¢ a cosecante, como —-. As fungdes trigonométricas generalizam estes conceitos,

para cada arco real x.

A funcio seno ¢ definida como a que associa a cada nimero real x o valor do seno do arco
que mede x radianos. A funcio cosseno ¢ definida, de modo anédlogo, como a que associa a cada
namero real x o valor do cosseno do arco que mede x radianos. A funcio tangente ¢ definida
como a que associa a cada numero real x, tal que cos x # 0, o valor da tangente do arco que mede
x radianos. Da mesma forma se podem definir a fun¢io cotangente, a fun¢io secante ¢ a funcio
cossecante.

A fungdo seno e a fungdo cosseno podem ser construidas com auxilio da circunferéncia
trigonométrica (circunferéncia com centro na origem e raio igual a 1), da seguinte maneira:

V3 . . . . A .
Quando o arco x € [0, E]’ denominado primeiro quadrante da circunferéncia, temos que

o ponto P, interse¢do da circunferéncia trigonométrica com o segmento de reta a partir da origem
(centro da circunferéncia trigonométrica), que forma arco x com o eixo X positivo, tem
coordenadas (cos x,sen x), conforme a figura 2. 37 (a) e, se o arco pertencer ao segundo

1 ~ ~ .
quadrante, onde x € [E,n], as funcdes seno e cosseno sao definidas como senx = sen f§ =
sen(m — x) e cosx = —cos§ = — cos(m — x), conforme a Figura 2.37 (b).

C o, . 3w
Pelo mesmo raciocinio, s€ o arco pertencer ao terceiro quadrante, onde x € [ﬂ, 7], as

fungdes seno e cosseno poderdo ser definidas como senx = —senff = —sen(x —m) e

cosx = —cos f = — cos(x — m) e, quando o arco pertencer ao quarto quadrante, quando o arco
3T ~ ~ .

X € [?, 27T], as fungoes seno e cosseno serdao definidas como sen x = —sen f = —sen(2w — x)

e cosx = cos 3 = cos(2m — x).
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P"(cos B, sen f8)

(a) 1°quadrante (b) 2° quadrante

Figura 2.37 - Seno e cosseno nos dois primeiros quadrantes da circunferéncia trigonométrica

Consideram-se arcos com medida positiva, quando medidos a partir do eixo das abscissas
no sentido anti-horario, e com medida negativa, caso contrario. Quando um arco x ¢ maior do que
2m radianos os valores de sen x e de cos x sdao obtidos considerando-se o circulo trigonométrico
sendo percorrido mais de uma vez, ou seja, as fungdes seno e cosseno sdo perioddicas de periodo
2.

A Figura 2.38 mostra a associacdo entre cada arco x no circulo trigonométrico e seu
respectivo sen x.

SENX

Figura 2.38 - Grafico da fung@o seno para valores de x € [0,27]

O grafico da fun¢do f:R — R, tal que f(x) = senx, obtido utilizando-se o software
GeoGebra, esta representado na Figura 2. 39 .
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Figura 2. 39 - Grafico da fungao real sen x
A funcdo seno € impar, periodica de periodo T = 2m. Sua imagem ¢ o intervalo [—1, 1].
. 3
Seus valores principais sdo sen 0 = senm = sen(2m) = 0, sen (g) = 1esen (771) = —1. Outros
V2
~

valores importantes sdo sen(m/3) = 73 ,sen(m/6) == esen(m/4) =
O grafico da fun¢do g:R — R, tal que g(x) = cosx, obtido utilizando-se o software

GeoGebra, esta representado na Figura 2. 40 .

g(x)=cos(x)

\/ 1e-
Figura 2. 40 - Grafico da fung¢do cosseno

A fungdo cosseno ¢ par, perioddica de periodo T = 2m. Sua imagem € o intervalo [—1, 1].
2

Os seus valores principais sdo: cos0 = cos(2m) =1, cosm = -1, cos (E) = cosS (—n) =0
. ~ T \/§ T 1 T \/5
Outros valores importantes sao cos (—) = —, cOS (—) = -eCos (—) =—.
6 2 3 2 4 2

fungdo seno de % unidades para a esquerda, ou seja, cOS X = sen (x + g) No apéndice Al deste

Pode-se observar também que o grafico da funcdo cosseno ¢ a translagao do grafico da
livro, o exemplo A1.10 mostra como utilizar recursos do GeoGebra para obter o grafico da funcao

cosseno por translagdo do grafico da fungdo seno.
As demais fungdes trigonométricas, também podem ser construidas com auxilio da

circunferéncia trigonométrica.
A representacdo grafica da funcdo tangente ¢ caracterizada pelos seus pontos de

descontinuidade, como mostra a Figura 2. 41.
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—1
1 a ' '
I - '

3

Figura 2. 41 - Grafico da fungéo tangente

Existem muitas propriedades importantes envolvendo as fun¢des seno, cosseno e tangente,
que sdo grandes facilitadoras na resolu¢do de problemas. Entre elas, cabe destacar a relacdo
cos?(x) + sen?(x) = 1; o seno da soma, sen(x + y) = sen(x).cos(y) + sen(y).cos(x) e o da
diferenca, sen(x —y) = sen(x).cos(y) — sen(y).cos(x); a formula para o cosseno da soma
cos(x + y) = cos(x).cos(y) — sen(x).sen(y) e, de modo similar, para o da diferenga, dada por
cos(x —y) = cos(x).cos(y) + sen(x).sen(y). Finalmente, a férmula para a tangente da soma,

tg(x)+tg(y) tg(x)—tg(y)
tglx+y) = 1-tg(x).tg(y) 1+tg(x)-tg(»)’

Cabe observar que as fungdes trigonométricas, sendo periddicas, ndo sdo injetoras.
Considerando restricdo delas a dominios em que elas sejam injetoras, € com contradominios

e da diferenga tg(x —y) =

coincidindo com imagem, teremos restri¢ao de seno, cosseno e tangente bijetoras, logo possuindo
inversas, que sao muito uteis.

~ . o~ mT T
No caso da fun¢do tangente, considerando a restri¢ao h: | — 203 [ R, encontraremos a
. . , . T T
inversa que a cada real x associa um nimero real arc tg(x), no intervalo aberto | — 203 [, conforme
mostra a Figura 2. 42 a seguir.

y=a v =n/2

7

Figura 2. 42 - Grafico da fungio tangente h e sua inversa arcotangente h™1
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Estamos agora prontos para resolver o problema 2.15. No caso do item a calculamos
primeiro a altura inicial, h; = f(0) = 126 — 124 cos 0 =126 — 124 =2m.

Apos 25 minutos, h = f(25) = 126 — 124 cos (%T) Utilizando a formula do cosseno da
soma ¢ alguns dos valores importantes de seno e cosseno, obtemos que cos (%”) =

cos (n + %) = — COS G) = —\/2—5. Assim, h = 126 + 622 = 213,7 m.

Utilizando o GeoGebra obtemos o grafico da fungdo f:[0,40] - R, conforme
Figura 2.43.

250

200

160

100

50

Figura 2.43 - Grafico da fungdo f do problema 2.15

Uma forma de obter a solugdo do item c ¢ estudando a fun¢ao altura e observando o grafico

da fungdo cosseno na Figura 2. 40.
T

Temos h,=126—124cos(2“—O t)e 0<t<40. Assim, 0< -t < —.40 = 2. No

intervalo [0, 2rt], a fung@o cosseno tem valor maximo igual a 1 e minimo igual a (-1).

Observando a féormula para a altura h notamos que, como se trata de uma subtragdo, o valor
de h aumenta a medida que a parcela a subtrair diminui, entdo h serd maxima quando o cosseno
tiver valor minimo. Assim, a altura maxima sera h = 126 — 124(—1) = 250 metros.

Pelo grafico da Figura 2. 40, o valor minimo de cos x ¢ —1 quando x = . Neste problema

T

X = - t, portanto 1 = % t. Chegamos finalmente ao valor procurado de t = 20 minutos.

Outra forma de chegar a solugdo deste item € utilizar um raciocinio geométrico, explorando
o grafico obtido no item b com auxilio do GeoGebra, associado a uma outra ferramenta deste
software, a reta tangente a uma curva. Esta forma de obter o valor maximo ou minimo de uma
funcdo sera apresentada em detalhe mais adiante, no capitulo 3.
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Supondo que a fungao h do problema anterior fosse estendida para cada t € R, qual sera o
seu periodo? Para que a funcdo cos x complete um periodo ou ciclo completo, x deve variar entre

0 e 2m. Definindo x = % t, entdo teremos 0 < % t <2m,oqueacarretaque 0 <t <40 devera

ser o ciclo completo. Assim, o periodo de h serda T = 40 min.

Ao trabalhar com fungdes periddicas ¢ importante observar como o periodo se modifica ao
considerar uma fun¢ao trigonométrica (como seno ou cosseno) composta com outra fungao
(geralmente uma fun¢ao afim, em particular uma fungao linear).

De modo geral ¢ simples verificar, da mesma forma como foi feito no caso anterior, que o
periodo das fungdes definidas por y = a + bsen(ct +d) ou y = a + bcos(ct + d), onde
a, b, c,d sdo constantes reais € c# 0 sera T = I% , ou seja, o periodo ndo depende das constantes
a,b e d. Esta propriedade serd utilizada na resolugdo do préximo problema. Note que o valor das
constantes a e b tem o poder de alterar os valores maximo e minimo das fungdes. Ja o valor das

constantes ¢ e d influem nos valores de t onde as fung¢des alcangam valor médximo e minimo.

Problema 2.16: O pistio de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro de um
cilindro, como ilustra a Figura 2. 44 a seguir.
Suponha que, em um instante t, medido em segundos, a altura h(t) do pistdo, em

r o ~ 2
centimetros, possa ser descrita pela expressao h(t) = 4 + 4 sen (0—(7;5 t) .

’

a) Determine a altura minima e a altura maxima que este pistdo pode atingir.
b) Encontre o numero de ciclos completos que este pistdo realiza, funcionando durante 1 minuto.
¢) Utilize o GeoGebra para obter o grdfico da fungdo h. (Adaptado do vestibular UFPR)

Figura 2. 44 - Pistao de um motor dentro de um cilindro
Fonte: UFPR (2013)

Sabendo que o valor maximo e o valor minimo de sen(x) sdo, respectivamente, 1 ¢ —1,
obtemos Ayin = 4+ 4(—1) =0 ¢ hypee = 4+ 4(1) = 8, ou seja, a altura minima do pistdo sera
0 cm e a altura maxima sera de 8 cm.
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Para obter a solugdo do item b, determinamos primeiro o periodo da funcao h, com base

295 _ 0,05. Entio,

. .y . . 21
na propriedade j& mencionada anteriormente. Teremos T = -7 = 2m. -

0,05
quando o pistdo se movimenta por 0,05 segundos, ele realiza um ciclo completo. Se o pistao
funcionar durante 1 minuto, isto &, por 60 segundos, efetuando uma regra de trés simples, teremos

, . . 60 .
que o numero de ciclos completos € n = S0s = 1200 ciclos completos.

’

O grafico da fun¢ao h, obtido utilizando-se o GeoGebra, esta representado na Figura 2. 45.

Altura maxima: 8 cm

ciclo completo

Altura minima: 0 cm

0 001 002 003 004 _005 006 007 008 009 0.1
Periodo

Figura 2. 45 - Grafico das oscilagdes de um pistdo

No proximo problema, tem-se uma ideia da fungdo que descreve o fendmeno periddico e
o objetivo ¢ determina-la completamente com auxilio de informacdes sobre o fendmeno. Apesar
de parecer complicado, o fato de se tratar de um fendmeno periddico com varios dados observados
conhecidos faz com que sua solucdo, neste caso, seja bastante simples.

Problema 2.17: O subir e descer das marés é regulado por varios fatores, sendo o principal
deles a atragdo gravitacional entre Terra e Lua. Se desprezassemos os demais fatores, teriamos
sempre o intervalo de 12,4 horas entre duas marés altas consecutivas, e sempre a mesma altura
maxima de maré, por exemplo, 1,5 metro. Nessa situagdo, o grdfico da fung¢do que relacionaria
tempo (t) e altura de maré (A) seria semelhante ao da Figura 2. 46 a seguir.
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7
Altura (m)

L 12,4 horas |

1,6

1 (horas)

-1,5

Figura 2. 46 - Fungédo f:t — A que descreve altura das marés
Fonte: PUC Campinas, SP

O fenémeno das marés pode ser descrito entdo por uma fungdo f tal que A = f(t) = a sen (Bt),
onde A é medida em metros e t, em horas. O intervalo entre duas marés altas sucessivas é de 12,4
horas, tendo sempre a mesma altura maxima de 1,5 metro. Determine o valor das constantes a e
B.(Adaptado vestibular PUC-Campinas, SP)

Dos dados observados sabemos que o periodo da fungdo f ¢ T = 12,4. Por outro lado,

como ja foi apontado antes, o periodo de uma fungéo qualquer f tal que f(t) = b sen(ct +d) é
dado por T = % Entao |27”| = 12,4, logo os dois valores possiveis sdo ¢ = ?612 . Supondo que
t
2
Como a altura maxima vai ocorrer quando o valor da fun¢do seno for maximo, isto é, quando

c= %, os valores da fungdo f/ terfo que satisfazer a equacgdo f(t) = a sen (g—), onde f = %.

sen (;T—;) =1 e f(t) = 1,5, logo obrigatoriamente @ = 1,5. Uma possivel fungéo f sera tal que

t ~ ,
f(t) =15 sen (Z_z) Outra solugdo para as constantes serd ff = — %, acarretando que o valor

y

de ¢ = —1,5, portanto a fun¢do terd a mesma expressao algébrica.
O proximo problema também consiste em determinar uma fungdo que descreva o
fendmeno, mas ¢ menos imediato que o que acabamos de apresentar.

Problema 2.18: Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo (até a inauguragdo
da Dubai Eye), a High Roller, situada em Las Vegas. A Figura 2. 47 representa um esbog¢o dessa

roda-gigante, no qual o ponto A representa uma de suas cadeiras.
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ol
Solo Solo
Figura 2. 47 - Esquema da roda-gigante High Roller
Fonte: adaptado de http://en.wikipedia.org.

A partir da posigdo indicada, em que o segmento AO se encontra paralelo ao plano do solo,
rotaciona-se a High Roller no sentido anti-hordrio, em torno do ponto O. Sejam t o dngulo
determinado pelo segmento AO em rela¢do a sua posicdo inicial, e f a fun¢do que descreve a
altura do ponto A, em relagdo ao solo, em fungdo de t. Apos duas voltas completas, [ tem o
grdfico da Figura 2. 48. A altura pode ser calculada pela expressdo f(t) = a+ b.cos(t) +
c.sen(t). Determine entdo o valor de cada constante a, b e c. (Adaptado da questdo 170, ENEM
2018)

4 f(metro)

168 | -

|
|
|
I

8F ---\-=-=o---1
I |
I |
I |
I |
|

0] m/2 én At ¢ fradianov)

Figura 2. 48 - Possivel grafico da fungdo do problema 2.19
Fonte: ENEM 2018)

Observando o grafico da Figura 2. 48, retiramos os dados f(0) =88 ¢ f (g) = 168.

Devido a simetria observada, tem-se também que f () = 88. Substituindo os dados na expressao
de f(t) obtemos entdo as seguintes equagdes: a+b =88, a+c=168 ¢ a—b = 88.
Utilizando a primeira e a terceira equagoes temos que b = 0 e a = 88. Substituindo na segunda
equagdo teremos ¢ = 80. Concluimos que f(t) = 88 + 80 sen(t).


http://en.wikipedia.org/
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Na primeira sec¢ao deste capitulo foram incluidos problemas onde, além de fun¢des, eram
abordados conceitos de perimetro e de area. Para encerrar esta se¢do foi escolhido um problema
que explora o conceito de volume, além de incluir fungdes impares nao periddicas.

Problema 2.19: Um fabricante deseja projetar uma caixa de base quadrada, com lado medindo
x cm e altura medindo h cm, tendo drea superficial fixada em 108 cm?.

a) Supondo que a caixa ndo tenha tampa, determine a fungdo f que associa a cada possivel valor
de x, o volume correspondente V e o dominio de f.

b) Supondo que a caixa tenha tampa, determine a fungdo g que associa x ao volume V, e o dominio
deg.

¢) Utilize o GeoGebra para obter o grdfico das fungoes f e g.

d) A partir dos grdficos obtidos estime qual seria o volume mdximo da caixa sem tampa e da caixa
com tampa.

Uma caixa como descrita no enunciado, serd como na Figura 2. 49 a seguir, cujo volume
sera dado por V = x2h, supondo x e h positivos.

Figura 2. 49 - Caixa de base quadrada do problema 2.19

Do enunciado, temos que a area superficial A = 108 cm?. Assim, supondo que a caixa

ndo tenha tampa, existem quatro faces laterais, cada uma com area igual a x. h, e o fundo da caixa,
108—x2

4x
Como x > 0, para que h > 0, é necessario também que 108 — x? > 0, o que vai acarretar

que 0 < x <+108.

Substituindo a expressdo de h na formula do volume da caixa, encontramos a expressao
_ x2(108-x?)

p = X008 o7x — 13,
4x 4

Podemos definir entdo a funcdo f:]0,v/108 [— R, que associa, a cada x € ]0,vV108 [,
ovalor V = f(x).

com 4rea igual a x2, logo A = 108 = 4xh + x2. Desta equagdo obtemos h =
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Para resolver o item b o processo ¢ similar, apenas teremos que incluir na area superficial

da caixa a tampa, com 4rea igual a x2, obtendo 108 = A = 4xh + 2x2. Desta equacdo obtemos o
108-2x2 _ 54—x2

valor correspondente para h como sendo h =

4x 2x
Agora o dominio da fungdo g ¢é o intervalo aberto ]0,4/54 [ e temos a expressio da fungio
2 2
g satisfazendo V = g(x) = % =27x — %x3 '

Utilizando o software GeoGebra ¢ possivel encontrar a solucdo do item c, representada
pelos graficos de f e g, nas Figura 2. 50 (a) e (b) respectivamente.

A parte do grafico da Figura 2. 50 (a) que corresponde a f ¢ somente quando x € ]0,v108[
e a parte do grafico da Figura 2. 50 (b) que corresponde a g ¢ somente quando x €]0,vV54 [ .

50

108

50

@

101

-50

-100

(®)

Figura 2. 50 - (a) e (b)- Graficos das fungdes f e g do problema 2.19

Observando os dois graficos, podemos estimar que o volume maximo da caixa sem tampa
(grafico da Figura 2. 50 (a)) ocorrerd quando x for um valor préximo de 6 cm e, nesse caso, o
volume méaximo serd V ~ 108 cm?. No caso da caixa com tampa (grafico da Figura 2. 50 (b)), o
volume maximo ocorrera quando x for proximo de 4 cm e o volume maximo serd V ~ 76 cm3.

O software GeoGebra possui um recurso (“Otimizagdo”) para determinar
(aproximadamente, em geral, se for um nimero que necessite arredondamento/truncamento) onde
estdo os “picos” e “vales” de fungdes, como mostram a Figura 2. 50 (a) e a Figura 2. 50 (b). O que
isto significa, matematicamente, serd visto no capitulo 3.

Utilizando este recurso para as funcdes f e g descobrimos que o volume maximo ocorre
aproximadamente para x = 6 cm, e serd aproximadamente igual a V = 108 ¢cm3, no caso da
caixa sem tampa. No caso da caixa com tampa, o valor aproximado para x = 4,24 cm, ¢ o volume
correspondente aproximado serd V = 76,37 ¢m3. Para obter as solugdes exatas, é necessario usar
uma conversdo e trabalhar com uma representacdo algébrica. Esse aspecto sera abordado no
capitulo 3.

O préximo capitulo serd inteiramente dedicado a problemas de maximo/minimo de
fungdes, com auxilio de novos conceitos e de outros recursos do GeoGebra. Nesse mesmo capitulo



94

um outro problema envolvendo fung¢des polinomiais de terceiro grau (ou de grau 3) sera resolvido
de forma mais precisa utilizando estas técnicas adicionais.

Além disso, na primeira disciplina de CDI sera estudado um novo conceito, de derivada de
fungdes, um recurso poderoso para resolver este tipo de problemas de forma mais rapida e simples,
em geral.

Com respeito as extensdes das fungdes f e g (supondo com dominio R) do problema 2.19,
podemos observar que sdo fungdes impares (nem toda fungdo polinomial do terceiro grau ¢ impar,
observe por exemplo a fun¢ido k tal que k(x) = x2 — x3, ela nio é nem par nem impar, pois nio
satisfaz as duas defini¢des ja apresentadas no inicio desta se¢ao.

Uma propriedade das fungdes impares ¢ a seguinte: se 0 pertencer ao dominio de uma
fungdo impar g, entdo necessariamente g(0) = 0 (consequéncia direta da defini¢do). E o que
ocorre com as duas fungdes da Figura 2. 50.

A fungdo polinomial de grau trés mais simples é a fun¢do h: R — R, tal que h(x) = x3. E
uma funcdo impar e seu grafico esta representado na Figura 2. 51.

E facil ver pelo grafico que a funcdo h ¢ bijetora, logo, pela definigdo ja revisada na sego
2.2, ela tem inversa, a funcio h™: R — R, onde h™1(x) = Yx. O grafico da inversa, obtido
utilizando a ferramenta do GeoGebra que produz reflexdo em relacdo a uma reta, também esta
representado na mesma Figura 2. 51.

Reta y=x

Lo

Figura 2. 51 - Grafico da fungdo h onde h(x) = x3 e sua inversa
A proxima se¢do sera dedicada as fungdes definidas por varias sentencas e as funcdes

descontinuas, que aparecem em muitas situacdes reais, fungdes que descrevem comportamentos
de grandezas que constam do nosso cotidiano, muitas vezes veiculadas em noticias de jornais, e
sao pouco exploradas na Educacao Basica.
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2.4 Funcoes Definidas por Varias Sentencas e Descontinuas

Muitas situagdes reais sdo representadas por funcdes definidas por mais de uma sentenga,
como o desconto do imposto de renda e as situagdes em que temos um preco fixado para cada
intervalo de variagdo do numero de itens. Apesar disso, esse tipo de funcao ¢ pouco abordada, em
geral, na Educagdo Baésica.

Em uma turma do primeiro ano do Ensino Médio de um dos professores da equipe foi
aplicado um teste diagndstico, no qual havia uma questdo, onde se pedia o grafico da funcao

-1, x <0
f:[R—)]R,talquef(x)z{ 1 x>0

Nenhum aluno respondeu essa questdo. Eles perguntavam qual era a expressao algébrica
da funcdo. No entanto, trata-se de um grafico muito simples, representado na Figura 2. 52.

=

Figura 2. 52 - Grafico de fun¢fo definida por 2 sentengas simples

Outro exemplo classico de funcao definida por mais de uma sentenga ¢ o da fungao modular

—x, x<0
x, x=>0"

semirretas partindo da origem, representado na Figura 2. 53.

g(x) =|x| , que se desdobra em g(x) = |x| = { cujo grafico é formado por duas
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B -5 -4 B - 41 o 1 2 3 4 5

Figura 2. 53 - Gréafico da fun¢do modular g tal que g(x) = |x|

Essa funcdo tem vérias propriedades importantes. Por exemplo, se f ¢ uma funcio
poligonal definida em um intervalo fechado [a, b] (ou seja, seu grafico é uma linha poligonal)
entdo, para cada x € [a, b] tem-se f(x) = A+ c1|x — aq| + c3|x — az| + - + ¢, |x — a,|, onde
as constantes a,, a,, ..., @, sdo as abscissas dos vértices da poligonal.

Consideremos, por exemplo, a fungdo poligonal h, definida no intervalo I = [—1, 3], cujo
grafico estd mostrado na Figura 2. 54.

Funcgao poligonal definida em [-1,3]; grafico com 4 vertices

Figura 2. 54 - Funcao poligonal
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Os vértices sao os pontos V;(—1,0),V,(0,1) V5(1,0) e V,(3,3). Utilizando a expressdo
geral apresentada anteriormente teremos h(x) = A + ¢1|x + 1| + ¢z |x| + c3|x — 1| + c4]x — 3].
Resolvendo o sistema linear, obtido a partir das informagdes sobre o grafico de h nos

vértices, € possivel determinar as solugdes, para cada valor real de A. As fungdes com 0 mesmo

grafico em I vio satisfazer h(x) = A + (%) |x+ 1| — |x| + % |x — 1| + (_3;2'4) |x — 3.

O Apéndice Al deste livro apresenta este exemplo, com a constru¢do de uma simulagao
dindmica obtida usando um controle deslizante para a constante A (no GeoGebra, na Figura 2. 54,
corresponde a letra a do controle deslizante), mostrando que o grafico ndo se altera, no intervalo
[—1, 3] a medida que A varia.

Em uma outra pesquisa em turmas do Ensino Médio (j& comentada na se¢do 1.3), ha um
problema em que se pede para determinar o grafico de uma fung¢ao definida por vérias sentencgas
num passo a passo em que se determina o valor da fungdo em cada intervalo.

Os alunos acabaram esbocando vérios graficos num tUnico esbogo, superpostos. Nao
entenderam o objetivo do problema (este problema vai ser apresentado ainda nesta se¢do, problema
2.21).

Por essas razdes, consideramos esta se¢do muito importante para ajudar o professor a
perceber estas lacunas na aprendizagem e ajudar os seus alunos a superar esses obstaculos.

Para comecar a secdo foi escolhido um problema contextualizado, relacionado a funcao
modular, e ainda foi incluido um item relacionado a fungdes periddicas (nao trigonométricas).

Problema 2.20: Apés andlise das compras em meses anteriores, o site de compras online
Compra Facil verificou que o numero de pessoas P que compram algum produto em cada dia x
de um més qualquer (considerando um modelo matemdatico de més padrdao com 30 dias) é dado
pela funcgdo f:{1,2,...,30} — N, satisfazendo P = f(x) = 200|x — 25| + 3000.

a) Determine quantas pessoas compram algum produto neste site no dia 05.

b) Determine em qual dia do més 4000 pessoas compram algum produto neste site.

¢) Em qual dia do més o numero de compradores é minimo? Qual foi este numero?

d) Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico da fungdo f e, a partir dele, calcular o dia em que
o numero de compradores é mdximo.

e) Obtenha a solugdo do item anterior utilizando somente argumentos algébricos, a partir da
definicdo da fungao modular.

f) Suponha que a fungdo f possui uma extensdo, periodica de periodo 30, definida no conjunto
{1,2,3 ...,360}. Supondo um modelo aproximado em que cada més tem 30 dias, determine em qual
dia do ano (supondo ano de 360 dias), situado no 10° més, o numero de compradores sera minimo.
(Adaptado de Iezzi, Dolce, Degenszajn e Périgo, 2011).

A solugdo do item a depende, essencialmente, do aluno ter o conhecimento de que o modulo
de um numero ¢ o seu valor absoluto. Assim, P = f(5) = 200|5 — 25| + 3000 = 200|—20]| +
3000 = 200.20 + 3000 = 7000 pessoas.
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O item b consiste em achar o(s) dia(s) x em que o nimero de compradores seja P = 4000.
Substituindo o valor de P na expressdo de f(x) chegamos a equa¢do modular |x — 25| = 5.
Entdo, se x = 25, teremos |x — 25| = x — 25 = 5. Assim, x = 30.

Mas, se x < 25, teremos |x — 25| = 25 — x = 5. Nesse caso, x = 20. Logo, nos dias 20
e 30 do més, o nimero de compradores sera 4000.

Ao discutir este problema em sala, o professor pode aproveitar para discutir se esta fung¢ao
tem alguma caracteristica especial (ndo ¢ injetora, logo ndo tem inversa).

No caso do item ¢, como se sabe, o valor minimo da fun¢ao valor absoluto de um nimero
¢ zero. Isto poderd ocorrer, desde que x = 25 (que ¢ um dia do més possivel). Assim, o valor
minimo da fungdo f ocorrera neste dia, ¢ sera P = f(25) = 3000 pessoas.

Como o dominio da fun¢do ¢ um conjunto discreto, conforme ja vimos na primeira se¢ao
deste capitulo, o grafico serd formado por pontos isolados, e pode ser obtido utilizando o comando
sequéncia do GeoGebra (consulte para detalhes o Apéndice A1 deste livro). O grafico obtido esta
representado na Figura 2. 55.

8000 1

7000 1

6000 4

5000 4

4000

3000 = = = - - P--=—-=-=-==

2000

1000 4

[ A U

a

30

Figura 2. 55 - Grafico da fungéo f do Problema 2.20

Observando o grafico, tem-se que o dia em que o nimero de compradores € maximo € o
diax = 1 e o numero de compradores neste dia ¢ calculado substituindo-se este valor na fung¢ao.
P = f(1) = 200|1 — 25| + 3000 = 200| — 24| + 3000 = 200.24 + 3000 = 7800. Logo sdo
7800 pessoas.

A resolugao algébrica do item e pode ser obtida analisando o termo |x — 25| na expressdo
da fungdo e descobrindo quando ele ¢ méaximo (porque os outros termos da expressdao sao
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constantes, ndo interferem). Lembremos que os valores possiveis de x € {1,2,3 ... 30}, ou, de modo
equivalente, 1 < x < 30, com x € N.

Da defini¢do de moédulo, temos |x — 25| = x — 25, se x > 25, e ai teriamos o maior valor
da expressdo quando x = 30. Nesse caso P = 200(30 — 25) + 3000 = 200 x 5 + 3000 =
4000. Por outro lado, se 1 < x < 25, teremos |x — 25| = 25 — x, que sera maximo quando a
parcela a subtrair for minima (a fungdo g tal que g(x) = 25 — x ¢ decrescente), logo quando x =
1. Portanto, P = 200 - (25— 1) + 3000 = 200 - 24 + 3000 = 7800. Assim o nimero maximo
de compradores serd 7800, no dia 1 do més, conforme mostra a Figura 2. 55.

A solugéo do item f segue ao constatar que x = 25 + (n — 1)T, onde x € o dia do ano, ou
sejax € {1,2,3...,360}, n é o nmero de ciclos (meses), T é o periodo, isto é, T = 30 e 25 é o dia
do primeiro més em que o numero de compradores foi minimo, segundo o item c. No més 10
teremos x = 25+ (10 — 1).30 = 25 + 270 = 295. Outra forma de resolver, geometricamente,
¢ obter o esboco da extensdo periodica de f, de periodo 30, e observar qual serd a abscissa do
ponto onde a fungao terd minimo no décimo més.

O capitulo 3 inclui um outro problema interessante cuja solu¢do exige interpretacdo dos
dados para chegar a expressao da fun¢do, que serd também uma funcao modular.

O proximo problema desta secdo envolve uma funcdo poligonal e sua solugdo também
necessita que, a partir das informagdes contidas no enunciado, se chegue a fun¢do procurada. Na
secdo 1 do primeiro capitulo deste livro estdo comentados os resultados insatisfatorios da aplicacao
deste problema em um teste diagndstico com alunos de CDI. Vérios alunos conseguiram esbocar
o grafico, mas sem conseguir achar a expressao algébrica, logo, de acordo com Duval (ver capitulo
1, secdo 1), a aprendizagem significativa do conceito de fun¢@o ndo ocorreu.

Problema 2.21: Uma formiga anda sobre o contorno de um retangulo ABCD, com vértices A,
B, C, D, no sentido anti-horario, sendo A o vértice inferior esquerdo. Ela parte do ponto A, ao
andar 20 cm chega ao vértice B, depois se andar mais 10 cm chega ao vértice C e finaliza seu
trajeto andando mais 20 cm e chegando em D. A partir de A, se ela andar x cm, a formiga estara
em algum ponto F do contorno.

a) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado AB, como mostra a Figura 2. 56,
determine a fungdo que associa ao comprimento x ao valor da area do triangulo ADF.

D C
o

Figura 2. 56 - Posic¢éo da formiga no ponto F do contorno AB
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b) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado BC, determine a fun¢do que associa o
comprimento x ao valor da area do triangulo ADF.

¢) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado CD, determine a fun¢do que associa o
comprimento x ao valor da area do triangulo ADF.

d) Determine a expressdo algébrica da area do triangulo ADF, em fungdo de x, se a formiga
estiver em qualquer ponto do contorno ABCD.

e) Utilize o software GeoGebra para esbogar o grdfico da fungdo obtida no item d. (Adaptado da
questdo 2, 22 fase, nivel 3, OBMEP, 2014)

Observando a Figura 2. 56, o triangulo ADF ¢ retangulo, com base de comprimento x e
altura igual a medida do segmento AD, que ¢ 10. Logo a é4rea do triangulo ADF, se 0 < x < 20

tera valor f(x) = %x. 10 = 5x, resolvendo o item a.

Suponhamos agora que a formiga percorreu o contorno indo de A até F, F sobre o lado BC,

teremos um triangulo ADF como na Figura 2. 57.
D C

Figura 2. 57 - Posic¢do da formiga no ponto F do contorno BC

Nesse caso, o tridngulo ADF tera o comprimento da base AD = 10 e altura medindo 20, se
F estiver em qualquer ponto do lado BC, portanto a drea do triangulo ADF, se x = AB + BF, ou

seja, 20 < x < 30, tera medida f(x) = % X 10 X 20 = 100. Temos assim a solu¢do do item b.

Agora, se a formiga percorreu o contorno indo de A até F, F sobre o lado €D, teremos um
triangulo como na Figura 2. 58.

D F C
O O
A B
o O

Figura 2. 58 - Posi¢do da formiga no ponto F' do contorno CD
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O triangulo ADF tera o comprimento da base igual a AD = 10 e altura medindo o
comprimento de DF. Como o comprimento total AB + BC +CD =20+ 10+ 20=50 ¢ o
comprimento AB + BC + CF = x, obtemos que a altura do tridngulo ADF, terd medida

DF = 50 — x. Assim, a area do tridngulo, se 30 < x < 50, tera medida f(x) = % 10.(50 — x) =

250 — 5x, finalizando assim a solucao do item c.

Observando as solucdes dos trés itens anteriores, a fun¢do G:x — S = G(x),ondex é a
distancia percorrida pela formiga de A até F, ao longo de algum ponto do contorno ABCD ¢ S ¢ a
area do tridngulo ADF, sera definida da  seguinte forma: S =G(x) =

5x, se 0 < x<20
100, se 20 <x < 30.
250 — 5x, se30<x <50

Para finalizar o item e, observamos a expressao algébrica obtida no item d, e utilizamos o
comando do GeoGebra para esbogar graficos de fungdo definida por mais de uma sentenga (ver
detalhes no Apéndice Al deste livro) para determinar o grafico de G, representado na Figura 2. 59.

(20,100) (30,100)

4
0 {U,U) 18 20 0 40

Figura 2. 59 - Grafico da fung8o area G para o problema 2.21

A maioria dos problemas sobre fun¢do ¢ apresentada por meio de uma descri¢ao verbal de
situagdes envolvendo uma funcdo que o aluno precisa identificar a partir de uma representagao
algébrica para chegar a solucdo, ou, a partir desta, ainda efetuar uma conversdo para a
representacdo num registro grafico e assim chegar finalmente a solugdo.

No problema 2.22 a seguir, ¢ invertida a ordem habitual, ou seja, a partir da representacao
grafica de uma fungdo chega-se a solu¢do de um problema e, s6 € solicitada uma conversdo para
representacdo num registro algébrico, quando realmente for necessario.

A sequéncia de itens proposta no enunciado do problema teve como objetivo provocar uma
reflexdo no aluno de forma que ele consiga compreender o papel essencial das restrigdes no
dominio.
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Problema 2.22: Numa loja existem dois tipos de mdquinas copiadoras, A e B. A Figura 2.60 a
seguir, mostra esbogos, feitos por um funciondario da loja, dos grdficos das fungoes f, e fg, ambas
do tipo afim por partes, que fornecem os precos fa(x) e fg(x) que cada copiadora cobra para
fazer x copias.

fa /e
Q Q
< -
o S
»
0 1500 0 1500

Figura 2.60 - Graficos das fungdes f; (2 esquerda) e f5 (a direita)
Fonte: Adaptada de Biazutti, Vaz e Andrade (2021)

a) Utilize o GeoGebra para representar os grdficos das fungoes f, e fg , localizando os pontos
P(650,65), Q(1400,80) e S(200, 24) e utilizando a mesma escala.

b) Utilize o GeoGebra para representar as duas fungoes f, e fg no mesmo plano cartesiano, e
determine cada quantidade possivel de copias em que o prego total, usando qualquer uma das
copiadoras, seja o mesmo.

¢) Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico de uma nova fungdo g, que associa a cada numero
de copias o menor prego entre as duas copiadoras.

d) Determine uma representag¢do algébrica da fung¢do g e o valor de g(1200) e g(1500).
(Adaptado do vestibular FATEC)

Para facilitar a comparagdo entre os precos das duas copiadoras, ao utilizar o GeoGebra
para esbogar os graficos, vamos considerar em ambos a variagao no eixo horizontal entre x = 0 e
x um pouco maior do que 1400, uma vez que este ¢ o maior valor entre as abscissas dos pontos P,
Q e S. Um raciocinio similar nos leva a considerar a variacdo no eixo vertical entre y = 0 ¢ y um
pouco maior do que 80.

O dominio das fungdes ¢ o conjunto dos naturais, mas o conjunto de valores de x torna
complicado visualizar o grafico como conjunto de pontos isolados, entdo resolveremos um
problema auxiliar similar, mas com dominio sendo os reais positivos, lembrando que a solucao de
cada item precisa ser uma quantidade de copias possivel (portanto um nimero natural).

Utilizando entdo os recursos do GeoGebra para tracar pontos e segmentos de reta, obtemos
os graficos da Figura 2.61 resolvendo assim o item a do problema.
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Precgo copiadora fj 100

Prego Copiadora fp
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Figura 2.61 - Graficos das fungdes f, e fglocalizando os pontos P, Q, S

Justapondo os dois esbog¢os no mesmo plano cartesiano, como mostra a Figura 2.62, ¢
possivel verificar que os graficos se interceptam nos pontos 0(0,0) e Q(1400, 80), ja conhecidos
a partir do enunciado, ou seja, o prego de 0 copias ¢ 0 reais e de 1400 copias € 80 reais, utilizando
qualquer uma das duas copiadoras. Além deles, o ponto E(275;27,5) também ¢é ponto de
intersec¢ao, e suas coordenadas podem ser obtidas utilizando o recurso de interse¢ao de pontos do
GeoGebra. Portanto, o prego de 275 cdpias, usando qualquer uma das copiadoras, ¢ de R$ 27,50.
Assim esta resolvido o item b do problema.
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Figura 2.62 - Comparagdo dos pregos das duas copiadoras
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Para obter a solucao do item ¢ € necessario comparar os precos das copiadoras A e B,
porque a fungdo g = min {fy, fp},isto &: g(x) = fa(x), quando f4(x) < fp(x) e g(x) = fz(x),
quando fp(x) < fu(x).

Entre os pontos O e E, ou seja, quando 0 < x < 275, o grafico de f, (na cor rosa) esta
abaixo do de fg (na cor verde), logo o prego da copiadora A é menor do que o da copiadora B.

J& entre os pontos E e Q, ou seja, quando 275 < x < 1400, o grafico que estd abaixo (ou
seja, com valor menor das ordenadas, ou imagens da fun¢do) ¢ de fz (em verde). Ou seja, o prego
da copiadora B ¢ menor do que a copiadora A.

Para valores de x = 1400, vai mudar de novo, o menor preco ¢ o da copiadora A. Entdo,
utilizando setas, informagdes e os recursos do GeoGebra, podemos obter o grafico da funcao g,
representado na Figura 2.63 (na cor laranja).

Para concluir a solugdo, utilizando a férmula para equagao de reta conhecidos dois dos seus
pontos, € facil obter a expressao algébrica de fye fp . Encontraremos entdo o seguinte:

X 3x
E,seOSxS650 E,seOSxSZOO
fA(x) =Vx fB(x) =9 7x 44
—+52,sex = 650 — 4+ —,sex = 200
50 150 3
preco Q
80 @
70
p
* fungédo g
60 !
|
|
50 |
|
¢
40 1
|
|
30 E 1
S, 1
9@ 1
20 @ fungdog |
| 1
| |
10 1 1
1 1
Q I !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1
quantidade de copias

Figura 2.63 -Grafico da fung¢@o g = min {f}, f5}
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Utilizando o mesmo raciocinio ja empregado na solucdo do item c, teremos que a fungdo

X se0<x<275
10

+43—4, se 275 < x < 1400. Entdo g(1200) = 70,67
% + 52,se x = 1400

7x

g vai satisfazer o seguinte: g(x) = {15

e g(1500) = 82.

Também poderiamos obter a expressdao de g diretamente, observando o grafico de g na
Figura 2.63 e utilizando a férmula da equacdo de reta que passa por 0(0,0) e E(275;27,5) ea
que passa por E e Q (1400, 80). Para determinar a ultima sentenga na expressao de g(x), teriamos
que observar que, para x = 1400, g(x) = f,(x). Entio bastaria obter a expressdo de f, para
valores de x = 650, isto €, para o trecho do grafico entre P e Q.

Desta forma, em vez de obter 4 sentencgas (duas para f,; e duas para fg), para aproveitar
somente as trés sentencas da expressdo de g, encontrariamos as trés sentengas de g diretamente.
Afinal, o problema nao solicita encontrar a expressao dos pregos de cada copiadora.

E sempre importante discutir com os alunos qual deve ser o planejamento para obter a
solucdo de um problema, que tem varias etapas, para trabalhar de forma mais simples e objetiva.
Poupa tempo e evita célculos evitaveis, passiveis de render erros de conta etc.

Até este momento, cada problema apresentado em que o dominio era continuo envolveu
uma funcio continua em todos os elementos do seu dominio. Intuitivamente, dizemos que uma
funcdo f:1 ¢ R — R ¢ continua em algum elemento a € R, quando, & medida que escolhemos
elementos x € I cada vez mais proximos de a, tivermos os valores correspondentes f(x) cada vez
mais proximos do valor f(a). Caso isto ndo acontega, dizemos que f é descontinua em a. A
defini¢do formal, utilizando conceito de limite, ¢ estudada na primeira disciplina de CDI.

Como muitos problemas contextualizados envolvem fung¢des descontinuas, ¢ importante
selecionar alguns para esta se¢do. O proximo problema envolve uma funcdo com vdrias
descontinuidades, chamada fun¢ao escada, ou seja, ela ¢ constante em cada subintervalo do
dominio. A fung¢do do problema também ¢ definida por vérias sentengas.

Problema 2.23: Um estacionamento rotativo usa a tabela apresentada na Figura 2. 64 para
cobranga, de acordo com o tempo de permanéncia:

TABELA

1° hora

2* hora | RS 3,00

horas seguinte | R$2,00

FRAGAO DE HORA E COBRADA
COMO HORA INTEIRA

Figura 2. 64 -Tabela na entrada de um estacionamento rotativo
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a) Encontre o valor que vai ser cobrado se o carro ficar no estacionamento por 3 horas.

b) De acordo com a tabela da Figura 2. 64 pode ocorrer uma cobranga de R$ 10,007 Por qué?

¢) Pedro pagou RS 15,00. Quanto tempo seu carro pode ter ficado no estacionamento?

d) Determine o dominio e o conjunto imagem da fun¢do f que fornece o valor pago (em reais)
dependendo do tempo (x) de permanéncia (em horas e fragoes de hora).

e) Utilize o GeoGebra para representar geometricamente a fun¢do f. (Adaptado da questio 166,
22reaplicacdo PPL, ENEM 2021)

Tabela 2.5 - Tempo X Preco

Tempo Preco
0<x<1 6
1<x<2 9
2<x<3 11
3<x<4 13

n<x<n+1neN| 9+2(n—-1)

Para facilitar a resolucdo, utilizamos a estratégia de, a partir dos dados da tabela de precos
para o estacionamento apresentada na Figura 2. 64 construir a tabela 2.5, associando o tempo (x),
em horas e fragdes de hora, em que o carro permanece no estacionamento, ao valor cobrado (f (x)),
em reais.

Observando a tabela 2.5, encontramos o preco de R$ 11 reais, se o carro ficar 3h no
estacionamento. Nao € possivel pagar 10 reais, o valor a ser pago “pula” direto de 9 para 11 reais,
devido a cobranca de fragdes de hora como hora completa.

Supondo que o prego cobrado foi de R$15,00, para obter o tempo no estacionamento basta
resolver a equagao 9 + 2(n — 1) = 15. Encontramos entdo n = 4. Assim, utilizando a expressao
correspondente na primeira coluna da tabela 2.5, obtemos 4 < x <5, ou seja, o tempo de
estacionamento foi superior a 4h e nao ultrapassou 5h.

Observando a primeira coluna da tabela, podemos concluir que o dominio da funcdo f ¢
composto pelos nimeros reais do intervalo [0,4+o0o[ e a sua imagem € o conjunto discreto de
nameros naturais {6,9,11,...,9+2(n—1),...}.

De posse das informagdes obtidas, utilizando o comando do GeoGebra para fungdo definida
por varias sentengas, ¢ possivel obter um esbogo do grafico de f.

Entretanto, o grafico ndo € preciso para o que acontece nos pontos de descontinuidade,
devido a um “defeito” do software que ja foi comentado na se¢do 1 do capitulo 1. Para que estes
pontos de descontinuidade (x, f(x)) aparegam corretamente, eles tém que ser marcados
diretamente no grafico, utilizando as informacgdes da tabela e digitando as coordenadas de cada
ponto na janela de comando do GeoGebra. Os pontos correspondentes aos limites inferiores de
cada intervalo também sdo marcados diretamente, mas sdo colocados na cor “branca”. O exemplo
Al.4 do apéndice Al deste livro mostra as etapas para obter o grafico correto, como mostra a
Figura 2.65.
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20
Valor Pago (reais)
18
16
14

12

10

Permanéncia (horas)

OT 1 2 3 4 5 6

Figura 2.65 - Valor do estacionamento em fungdo do tempo de permanéncia

As fungdes associadas a problemas fisicos sdo geralmente continuas, mas existem
excecdes, como problemas envolvendo resisténcias elétricas. O problema a seguir, associado a
uma lei fisica, envolve uma fungao continua em seu dominio. Além disso o problema aborda
grandezas inversamente proporcionais, complementando problemas na se¢do 1 em que discutimos
grandezas diretamente proporcionais.

Problema 2.24: De acordo com a lei fisica de Boyle-Mariotte, o volume de uma massa gasosa
é inversamente proporcional a pressdo a que ele estd submetido, isto é, o produto da pressdo P
pelo volume V é constante, sempre que sua temperatura permanece constante. Foi determinado
experimentalmente que, num ambiente mantido a uma certa temperatura, um certo gas submetido
a uma pressdo de 3 atmosferas (atm), tem volume igual a 12 cm3.

a) Qual sera o volume deste mesmo gas, a mesma temperatura, se a pressdo subir para 4 atm? E
se a pressdo subir para 5 atm?

b) Utilizando o GeoGebra determine o grafico da fun¢do que associa a pressao x > 0 ao volume
de gas correspondente V. = f(x), supondo que a temperatura no ambiente permanece constante.
¢) Supondo que o volume do gds chegou a V = 4 cm?3, qual foi a pressdo sofrida?

d) Determine a funcdo inversa f ~. Qual o dominio e a imagem desta funcdo?

e) Considere agora a fungdo abstrata g, extensdo de f. Qual o maior dominio possivel para esta
fung¢do?

f) Determine o grafico de g utilizando o GeoGebra. Qual a imagem de g? Qual propriedade
especial é satisfeita pela fun¢do g?
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g) A fungdo g é continua em x = 0 € R? Por qué?

Das informag¢des do enunciado, sabemos que a temperatura ¢ constante, logo P.V =k,
onde k ¢ uma constante, o que torna P e VV grandezas inversamente proporcionais, ou seja, uma ¢
proporcional ao inverso da outra.

Nesta temperatura, sendo P = 3 atm tem-se V = 12 cm?’, logo obtemos o valor da

constante, k = 36, ou seja V = % . Se P =4 atm, teremos V =9 cm® e, quando P = 5 atm,

encontramos V = 7,2 cm?3, resolvendo o item a.
Utilizando o GeoGebra, obtemos um esbogo da fun¢do V, que associa cada valor da pressao

P=x>0 (em atm), ao valor correspondente para o volume V = f(x) =§ (em cm?),

apresentado na Figura 2.66 solucionando o item b.

A solugdo geométrica do item ¢ pode ser encontrada utilizando o GeoGebra; basta esbocar
areta y = 4 (volume dado) e determinar a sua intersecdo com o grafico de f, para obter a abscissa
correspondente x.

i | k|
Volume de gas (om”)

0 3 10 13 20 25 a0 35 40

Pressao (atm)

Figura 2.66 - Grafico da fun¢do volume de um gas, dependendo da pressao

A solucdo algébrica ¢ obtida substituindo-se diretamente I/ = 4 na expressao da fung¢ao f.
De ambas as maneiras teremos x = 9 atm.
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Observando o grafico da func¢do f temos que o dominio de f € o conjunto dos ntimeros
reais positivos € 0 mesmo ocorre com 0 seu conjunto imagem.

Da expressdo algébrica de f obtemos que sua inversa f ! coincide com ela (logo seu
grafico também coincide, como na figura 2. 66), logo Dom(f~1) = Im(f 1) serd também o

conjunto dos numeros reais positivos, resolvendo o item d.

A funcdo g, tal que g(x) = % esta definida par cada valor real de x diferente de zero,

sendo a extensdo de f com maior dominio possivel, resolvendo o item e.
O grafico da fung¢do g esta apresentado na Figura 2.67, logo o seu conjunto imagem
também € o conjunto dos numeros reais nao nulos.

Da expressdo algébrica de g temos g(—x) = f—z = — (%) = —g(x), ou seja, g ¢ uma

fungdo impar.
Finalmente, g ndo ¢ continua em 0 € R, porque 0 € Dom(g).

funcdo g
200

150 reta y=36x

100

50

—15

Figura 2.67 - Grafico da fungdo g

E possivel notar que a fungio fé continua em cada elemento x de seu dominio (o conjunto
dos numeros reais positivos), de acordo com a defini¢do apresentada anteriormente nesta secao,
como mostra o grafico da Figura 2.66.

E possivel verificar que o grafico da Figura 2.67 ¢ uma hipérbole rotacionada, com focos
sobre a reta y = 36x, simétricos em relacdo a origem, ao invés de estarem sobre o eixo das
abscissas.

Cabe lembrar aos alunos que uma hipérbole ¢ uma curva plana, conhecida deste o século
IV a.C., formada por todos os pontos P tais que o valor absoluto da diferenca entre as distancias
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de cada P a dois pontos fixos (denominados focos) F; e F, € igual a uma constante real positiva k
(isto &, |dist(P, F;) — dist(P, F,)| = k).

No contexto mais recente de Geometria Analitica, a equagao geral da hipérbole ¢ dada por
Ax? + 2Bxy + Cy?> + Dx + Ey + G = 0, com B> — AC > 0 e todos os coeficientes reais. Mais
detalhes sobre conicas estao disponiveis em Medeiros, Andrade e Wanderley (1980).

Para encerrar esta secdo foi escolhido um problema envolvendo o Imposto de Renda de
Pessoa Fisica (IRPF). A maioria das pessoas conhece a tabela de desconto do IRPF (isto €, o que
¢ descontado dos salarios de referéncia para célculo do IRPF mensal antes deles serem recebidos
pelos trabalhadores). Baseando-se somente por esta tabela, muitas pessoas concluem que,
ganhando mais dinheiro de forma a mudar de faixa, serdo prejudicadas com respeito ao seu salario
efetivamente recebido. Abordar o problema a seguir com os alunos ¢ extremamente importante
para a Educagdo Financeira deles, validando ainda mais o estudo de funcdes definidas por varias
sentencas.

Problema 2.25: No Brasil, o Imposto de Renda de Pessoa Fisica (IRPF) estd sendo cobrado
desde fevereiro de 2024 de acordo com a tabela 2.6 a seguir.

a) Seja f a fun¢do que associa, a cada valor de salario de referéncia para calculo de IRPF mensal,
qual deve ser o IRPF mensal cobrado. Determine a expressdo algébrica de f e, utilizando o
software GeoGebra, construa seu grdfico.

b) Suponha duas pessoas, Ana e Beatriz, cujos salarios de referéncia para calculo de IRPF mensal
sdo, respectivamente, de R$ 2.200,00 e R$ 2280,00. Qual sera o valor do IRPF mensal cobrado
de cada uma?

¢)Como ficaria o IRPF mensal de Ana e Beatriz se ndo houvesse esta parcela a deduzir? Explique
o que significa a “parcela a deduzir” da tabela 2.6.

Tabela 2. 6 - IRPF

Faixa Salario de Referéncia Aliquota | Parcela a Deduzir
1 Até R$ 2.259,20 Isento 0
2 De R$ 2.259,21 até RS 2.826,65 7,5% RS 169,44
3 De RS 2826,66 até R$ 3.751,05 15,0% RS 381,44
4 De RS 3.751,06 até R$ 4.664,68 22,5% RS 662,77
5 Acima de R$ 4.664,68 27,5% R$ 896,00

Fonte: Receita Federal, acessada em 20/11/2024

Consideremos x o salario de referéncia para calculo de IRPF mensal e f (x) o IRPF mensal
correspondente, de acordo com a faixa de renda. Observando a tabela 2.6 sabemos que a fungdo f
sera definida por varias sentencas. Entdo, se 0 < x < 2259,20, ndo havera IRPF mensal a pagar,
ou seja, f(x) = 0.

Supondo agora que 2259,21 < x < 2826,65, considerando apenas a terceira coluna da
tabela 2.6, teriamos que o imposto seria igual a % = 0,075x. Mas a quarta coluna solicita que

seja deduzida a quantia de 169,44. Sendo assim, o IRPF sera f(x) = 0,075x — 169,44.
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Observando agora a terceira linha da tabela, se 2826,66 < x < 3751,05, raciocinando da
mesma forma, o imposto sera f(x) = 0,15x — 381,44.

De modo similar, teremos, utilizando a quarta linha da tabela, se 3751,06 < x < 4664,68,
encontraremos f(x) = 0,225x — 662,77.

Finalmente, seguindo as informagdes da ultima linha da tabela, teremos, se x > 4664,69
que f(x) = 0,275x — 896,00.

Assim, o grafico da fungdo f sera representado na Figura 2.68 e a sua expressao algébrica
tera a seguinte forma:

0, se 0 <x<2259,20
0,075x — 169,44, se 2259,21 < x < 2826,65
f(x) =< 0,15x — 381,44, se 2826,66 < x < 3751,05
0,225x — 662,77, se 3751,06 < x < 4664,68
0,275x — 896,00, se x > 4664,69

IRPF

A79.00 goerermremsedanesesnoeeletrumeresederasassuee loosmaeseameneseonened saesnesenseheremseesredensesmsmneeheseenerens

386'780 ..........................................................................................................

L O I A A A

B2.56 goerrneerrsedeersienssnshessessssssdhensessneneensenessanchesany
: Salério de referéncia
Py & @ Py
2259.20 2826.65 '3751.05 466468 5000.00

Figura 2.68 - Grafico da fungdo f do IRPF mensal

Deve-se observar que, na verdade, os salarios de referéncia para calculo de IRPF mensal e
IRPF correspondentes sdo niimeros racionais (inclusive arredondados para duas casas decimais),
assim a fun¢do matematicamente correta seria descontinua. Mas apresentamos, no grafico da
Figura 2.68, o caso ideal em que os salarios e IRPF sdo niimeros reais.

Os graficos apresentados em jornais, revistas, televisdo e outras midias, para terem sua
compreensdo facilitada por parte de leitores “ndo especializados em Matemadtica” evitam
apresentar descontinuidades e cometem, muitas vezes, pequenos erros, do ponto de vista
matematico. E importante chamar atengéio dos alunos para estas situagdes, inclusive incentivando-
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os a fazerem pesquisas em diferentes midias sobre evolugao de precos de produtos, taxas de
inflagdo etc.

Passemos agora ao item b do nosso problema. Consideremos a situacao das duas pessoas.
Ana esta na primeira faixa, entdo esta isenta do desconto de IRPF mensal, pois f(2200) = 0. Ja
Beatriz esta na segunda faixa, entdo f(2280) = 0,075 x (2280) — 169,44 = 171 — 169,44 =
1,56, que serd o valor do seu IRPF mensal.

Examinemos agora o item c. Se ndo houvesse a “parcela a deduzir” o IRPF mensal de Ana
continuaria igual a zero, mas o IRPF mensal de Beatriz seria igual a f (2280) = 171. A diferenca
entre o salario de referéncia para calculo de IRPF mensal de Beatriz (2280) e o de Ana (2200) ¢
de apenas 80 reais, enquanto a diferenga entre o IRPF das duas seria de 171 reais.

Ao comparar os dois salarios de referéncia para calculo de IRPF mensal, Ana e Beatriz
certamente concluiriam que nao valia a pena Beatriz se esforgar para ter um pequeno aumento de
80,00 porque o IRPF iria “comer” o seu aumento e ela ainda seria penalizada, passando a receber
menos que Ana.

O que significa entdo a “parcela a deduzir’? Ela atende ao principio da tributagao
progressiva. A aliquota mais alta vai incidir somente na parte do salario de referéncia para célculo
do IRPF mensal que excedeu o valor mdximo permitido para a aliquota anterior. Suponha uma
pessoa com salario de referéncia para céalculo do IRPF mensal na segunda faixa, ou seja,
2259,21 < x < 2826,65. Entdo este saldrio sera x = 2259,20 + z. A parcela de 2259,20 esta
na primeira faixa, ou seja, ¢ isenta de IRPF. Somente na parcela z ¢ que incidird o IRPF, que sera
de 7,5%. Entdo o IRPF sera f(x) =0 X (2259,20) + 0,075y = 0,075(x — 2259,20) =
0,075x — 0,075 x 2259,20. Esta ultima parcela da subtragao ¢ exatamente o valor da “parcela a
deduzir” de 169,44,

De modo similar, se uma pessoa tiver salario de referéncia para calculo do IRPF mensal na
terceira faixa, este valor x = 2826,66 + z = 2259,20 + 567,46 + z. Entdo a parcela de 567,46
esta na segunda faixa e vai pagar 7,5%. Somente no que passou da segunda faixa, z, ¢ que vai
incidir a aliquota de 15%. Entao o valor total de IRPF sera iguala f(x) = 0 + 0,075 X 567,46+
0,15(x — 2826,66) = 0,15x + 42,56 — 432,99 = 0,15x —381,44. Da mesma forma
chegaremos a “parcela a deduzir” de cada uma das ultimas duas faixas.

As consequéncias, se ndo houvesse a “parcela a deduzir”, podem ser observadas na solucao
do problema 2.35, na proxima se¢do, onde se aborda o IRPF num pais ficticio. Serd interessante
explorar os dois problemas em sala de aula, de forma que os alunos consigam concluir que a
“parcela a deduzir” transforma a fungdo IRPF do problema 2.25 numa fung¢ao continua, o que nao
ocorre no caso do problema 2.35.

Conforme observado em Nasser (2010), ha uma clara escassez de material didatico
adequado para o ensino de Educacdao Financeira. Portanto, ¢ importante trabalhar este tipo de
problema, com os alunos e com os (futuros) professores da Educacdo Basica, ja que existem muitas
davidas sobre o assunto, como comprova a pesquisa de Torraca, Coutinho, Ivo e Menezes (2024).
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2.5 Problemas Propostos

Esta se¢do contém uma lista de problemas envolvendo diversas funcdes ja abordadas neste
capitulo. Na sec¢do seguinte estdo incluidas respostas, comentarios ou informagdes de onde estao
localizadas, em outras partes deste livro, solugcdes para alguns deles. Tentamos colocar os
problemas em ordem crescente de complexidade.

Problema 2.26: Vinicius vai assinar um plano mensal de internet para a sua casa e estd
analisando cinco operadoras diferentes: f, g, h, i e j. Ele verificou que o preco dos planos em
todas as operadoras varia de acordo com a quantidade de internet consumida e por isso criou um
grafico que mostra o valor, em reais, em relagdo ao numero de gigabytes utilizados, conforme
mostra a Figura 2.69 a seguir.

Valor (RS)

Quantidade de Internet (Gigabyte)
a 10 20 EY 40 50 60 70 80 %0 100 1o 120 130 140 150 160

Figura 2.69 - Graficos das fungdes dos planos de internet

a) Se Vinicius pretende consumir 40 gigabytes por més, qual o plano mais vantajoso que ele
deve escolher? E quanto ele vai pagar?

b) Em Gigabytes contratados, quando a operadora j sera mais vantajosa? Discuta as diversas
comparagoes entre as operadoras.

¢) A operadora i é mais vantajosa até que quantidade de Gigabytes? E depois desse valor, qual
operadora passa a ser mais vantajosa? (Adaptado da questdo 157, ENEM —2014)
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Problema 2.27: O volume de dgua em um tanque varia com o tempo de acordo com a seguinte
expressdo V(t) = 10 — |4 — 2t| — |2t — 6]|. Nela, V é o volume medido em m3 apés t horas,
contadas a partir de 8h de uma manha. Determine:

a) o dominio da fungdo f que associa t ao valor V(t);

b) a expressdo algébrica da funcdo f e o seu grdfico;

¢) o periodo desse dia em que havera agua no tanque. (Adaptado do vestibular da UERIJ, 2018)

Problema 2.28: Verificou-se experimentalmente que o volume do ar, V, em litros, nos pulmées

de certo individuo em repouso, variava em fungdo do tempo t, em segundos, de forma a satisfazer
a expressdao V(t) = 2,8+ 0,29 X cos(1,6 t + m).

a) Utilize o GeoGebra para determinar o grdfico da fungcdo que associa a cada tempo t, o valor
V =f().

b) Determine o volume de ar que o individuo inspira em cada ciclo respiratorio. (Adaptado do
vestibular da UNIME 2014-1)

Problema 2.29: Uma chapa retangular metdlica, de drea igual a 8,132 m? passa por uma
maquina que a transforma, sem nenhuma perda de material, em uma telha ondulada. A Figura
2.70 mostra a telha em perspectiva.

Figura 2.70 - Telha ondulada
Fonte: UNIFESP (2018)

A curva que liga os pontos A e B, na borda da telha, é uma senoide. Considerando um sistema de
coordenadas ortogonais com origem em A, e de forma que as coordenadas de B, em centimetros,
sejam (195,0), a senoide sera uma fung¢do f, que tera uma representa¢do geométrica como
mostra a Figura 2.71.

yL\
A P P P P P .-.B »
OT ~ e — — o ~ —— »

X

Figura 2.71 - Senoide
Fonte: UNIFESP (2018)

a) Determine o comprimento da senoide representada na figura 2. 71 do ponto A até o ponto B.
b) Determine o dominio, a imagem e o periodo da fun¢do f.
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¢) Determine a expressdo algébrica da fungdo f e o seu grafico utilizando GeoGebra. (Adaptado
do vestibular da UNIFESP, 2018)

Problema 2.30: Um posto de gasolina encontra-se localizado no km 100 de uma estrada
retilinea. Um carro com o tanque de gasolina cheio, parte do km 0 desta estrada em dire¢do a
uma cidade situada a 250km do ponto de partida, conforme a Figura 2.72.

e 2
km 100

km0 km 250

Figura 2.72 - Posig¢do do carro, posto e cidade
Fonte: UFRN, 2000

a) Num dado instante sabe-se que o carro esta a 10 km do posto, em frente a uma placa indicando
a quilometragem da estrada. Indique as possiveis posi¢oes do carro (quilometragem da estrada
indicada na placa).

b) Determine a expressdo algébrica da fungdo que associa a posi¢do x do carro na estrada em
cada instante do seu deslocamento desde a partida até chegar a cidade, a distancia y deste carro
ao posto; determine também o dominio desta fun¢do. E possivel representar a funcdo
algebricamente de forma mais simples?

¢) Utilize o GeoGebra para determinar o grdfico da fung¢do do item b. (Adaptado do vestibular
UFRN, 2000)

Problema 2.31: Suponha que o prego inicial D reais de um automével novo (no momento da
venda) tenha desvalorizagdo de 19% apds o primeiro ano de uso e de 5% ao ano, em rela¢do ao
preco do ano anterior, nos anos seguintes.

a) Determine a expressdo algébrica da funcdo p = f(t), que representa o preco do carro apos t
anos de uso.

b) Utilize o GeoGebra para representar graficamente a fung¢do p. (Adaptado do vestibular
UNICAMP, apud BACKES (2008)).

Problema 2.32: Um maratonista estd se preparando diariamente para a proxima competigao.
No primeiro dia de preparagdo, ele concluiu o percurso em 4 horas. A cada dia posterior ele
diminui em 5 minutos o tempo anterior. O seu objetivo é atingir a marca de 2h 30min. Diante
dessas informacoes, responda o que se pede:

a) Em quanto tempo ele realizou o percurso no 7°dia.

b) Quantos dias ele levara para atingir o tempo de 3h10min?
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¢) Expresse algebricamente o tempo que ele leva para completar a maratona em fun¢do do numero
de dias de treinamento.

d) Determine o conjunto dominio e o conjunto imagem da funcdo f, cuja expressao algébrica foi
obtida no item anterior.

e) Utilizando recursos do GeoGebra, determine o grafico da fun¢do f (Adaptado da prova 1,
questao 50, ESAF, 2009).

Problema 2.33: Um determinado campeonato de vélei é disputado no sistema de turno e
returno. Nesse sistema cada time participante joga contra todos os demais times participantes em
dois turnos, isto é, cada time joga duas partidas com cada um dos outros times.

a) Determine a fungdo que associa a cada numero de times participantes o numero total de jogos
do campeonato.

b) Supondo que o total de jogos foi de 90, determine qual foi o numero de times participantes
(Adaptado da questao 141, ENEM 2017).

Problema 2.34: 4 cobranca da tarifa da empresa Aguas do Rio, responsavel pelo servico de
dgua e esgoto do Grande Rio, esta representada na Figura 2.73 abaixo.

Categoria Consumo em m? Tarifa por m?
0-15 4,389986
Residencial 16 - 30 9,657969
Tarifa 2 31-45 13,169958
46 - 60 26,339916
= 60 35,119888

Figura 2.73 - Tabela de tarifas de 4gua e esgoto em junho de 2022
Fonte: https://aguasdorio.com.br/legislacao-e-tarifas

Considere que, em uma residéncia, o consumo de dgua em certo més tenha sido de 40 m>.
O grdfico, da Figura 2.74 a seguir, representa como muitas pessoas equivocadamente interpretam
as informagoes dadas na tabela da Figura 2.73 para obter o valor da conta de dgua desta
residéncia.


https://aguasdorio.com.br/legislacao-e-tarifas
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Figura 2.74 - Interpretag@o de muitas pessoas da tabela de consumo de agua

a) Determine o valor correto da conta de agua desta residéncia, referente ao consumo de dgua de
40 m3.

b) Determine a expressdo algébrica da fungdo f, tal que o valor f(40) seja a resposta do item
anterior (suponha consumo menor que 46 m3).

¢) A resposta do item anterior esta de acordo com o grdfico da Figura 2.74? Por qué?

d) Utilizando recursos do GeoGebra determine o gradfico da fungado f, que fornece o valor correto
da conta de agua (suponha consumo menor que 46 m3).

e) Sabendo-se que a empresa cobra o mesmo valor da tarifa de agua para o esgoto, qual sera o
valor total da conta da residéncia?

Problema 2.35: Num certo pais, o IRPF mensal é cobrado da seguinte forma: os que recebem
salario de referéncia para calculo do IRPF mensal até 1 500 u.m. (unidades monetarias) sdo
isentos,; dos que recebem salario de referéncia para calculo do IRPF mensal acima de 1 500 u.m.
até 6 000 u.m., cobra-se um IRPF mensal de 10% sobre o total do saldrio de referéncia para
calculo do IRPF mensal; acima de 6 000 u.m. de saldrio de referéncia para calculo do IRPF
mensal, o IRPF mensal é de 20% sobre o total do salario de referéncia para cadlculo do IRPF
mensal.

a) Determine o valor do IRPF mensal de duas pessoas, uma com salario de referéncia para calculo
do IRPF mensal de 5 500 u.m. e a outra com 6 100 u.m. e compare o IRPF das duas.

b) Determine a expressdo algébrica e utilize o GeoGebra para esbogar o grafico da fungdo f, que
relaciona o saldrio de referéncia para cdlculo do IRPF mensal (x) com o IRPF mensal (f (x)).
¢) Determine a expressdo algébrica e utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico da fungdo g, que
relaciona o salario de referéncia para calculo do IRPF mensal (x) com o valor g(x), obtido
subtraindo o IRPF mensal (x) do saldrio de referéncia para cdlculo do IRPF mensal (f(x)) .
d)Represente no grafico os salarios de referéncia para cdalculo do IRPF mensal (x) e os
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respectivos valores g(x) das duas pessoas do item a. Analise os resultados sob o ponto de vista
de justi¢a social.

Problema 2.36: Deseja-se construir uma piscina com fundo horizontal e quatro paredes
verticais, de modo que cada se¢do horizontal seja formada por dois lados opostos retos e paralelos
de mesmo comprimento b e por outros dois que tém formato de semicircunferéncias, de mesmo
raio r, ambas concavas para o mesmo lado, conforme mostra a Figura 2.75. Sabe-se que cada
se¢do horizontal da piscina precisa ter 200m? de area.

b

Figura 2.75 - Sec¢do horizontal da piscina
Fonte: Biazutti, Vaz ¢ Andrade (2020)

a) Determine a relagdo entre a base b e o raio v em cada se¢do da piscina.

b) Determine uma expressdo algébrica para o perimetro da borda da piscina, como fun¢do do
raio das semicircunferéncias.

¢) Utilize o GeoGebra para obter o grafico da fungdo perimetro.

d) Com auxilio do item anterior, dé uma estimativa para o raio da circunferéncia (e a
correspondente base) de modo que o perimetro da borda da piscina tenha medida 50\m
metros.

e) Determine algebricamente todo valor possivel para a base b e o raio v da circunferéncia
correspondente, de modo que o perimetro da borda da piscina tenha medida 50\ metros.
Problema 2.37: Maria e Jodo foram passear num parque plano, escolhendo o mesmo caminho
reto. Maria caminhou do ponto inicial A ao ponto B, percorrendo a distancia de 900 m e voltou
ao ponto inicial A, de acordo com o grafico simplificado distancia X tempo da Figura 2.76, onde
as distancias (em metros) estdo no eixo vertical e o tempo (em minutos) no eixo horizontal. Jodo
foi de B a A, com velocidade uniforme de 90 m/min. Ele comeg¢ou a caminhar 5 min depois de

Maria.

a) Descreva o passeio de Maria representado no grdfico da Figura 2.76.

b) Qual a velocidade de Maria no instante t = 20 min?

¢) Quanto tempo Jodo levou para ir de B a A?

d) Utilize o GeoGebra para esbo¢ar os grdficos distancia X tempo de Jodo e Maria no mesmo

sistema cartesiano.

e) Determine quando e onde Maria encontrou Jodo.
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Figura 2.76 - Diagrama distancia X tempo para deslocamento de Maria

Problema 2.38: Um funciondrio de uma loja tem seu saldrio mensal formado por uma parcela
fixa de 1412 reais mais uma comissdo que depende da quantidade de pec¢as vendidas por ele no
més. O calculo dessa comissdo é feito de acordo com os seguintes critérios: até a quinquagésima
peca vendida, paga-se 5 reais por peca, a partir da quinquagésima primeira pe¢a vendida, o valor
pago é de 7 reais por peca. Represente por q a quantidade de pegas vendidas no més por esse
funcionario e por S(q) o seu salario mensal, em real, nesse més.

a) Determine a expressao algébrica que descreve S(q) em fungdo de q.

b) Utilize o GeoGebra para obter o grafico da fungdo f, que associa a cada quantidade q o valor
correspondente S(q).

¢) Num determinado més, o funcionario recebeu o saldrio de 2852 reais. Determine a quantidade
de pecas que o funcionario vendeu naquele més. (Adaptado da ENEM- questdo 157, 2022)

Problema 2.39: Os tamanhos de chapéus masculinos na Inglaterra, Franca e EUA sdo
. ~ -1 .
diferentes. A fungao f, tal que f(x) = xT, converte os tamanhos franceses para os ingleses, e a

fungdo g, tal que g(x) = 8x, converte os tamanhos dos EUA para os franceses.

a) Considerando que o tamanho dos chapéus, em qualquer dos trés paises, é um numero real
positivo, determine dominio, imagem e expressdo algébrica da fun¢do h que converte o tamanho
x dos EUA para o tamanho h(x) dos ingleses.

b) Utilize o GeoGebra para esbog¢ar o grafico da fungdo h.

¢) Se um chapéu tem tamanho inglés igual a 2, utilize o GeoGebra para calcular qual serd o seu
tamanho, convertido para o dos EUA.

d) Determine, utilizando o GeoGebra, o grdfico da funcdo que converte tamanhos ingleses em
tamanhos dos EUA, seu dominio e imagem. (adaptado do vestibular da UFAL apud Iezzi, Dolce,
Degenszajn e Périgo, 2011).
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2.6. Comentarios e Respostas dos Problemas

Problema 2.26: No item a, como Vinicius pretende consumir 40 gigabytes por més, o melhor
plano sera aquele que tiver o menor custo mensal, ou seja, o que tiver o menor valor da ordenada.
Analisando o grafico da Figura 2. 77 pode-se concluir que o melhor plano sera o i, com um gasto
mensal de 100 reais. No item b, apesar da operadora j ser mais vantajosa que a operadora f para
um consumo abaixo de 10 Gigabytes, ela ndo ¢ mais vantajosa que as operadoras i ¢ h, por
exemplo. Notem que as retas indicativas das fun¢des i e h estdo sempre abaixo de j.

Valor (RS)

Quaritidade de Intarmet (Gigabyte) N

N
= ) @ [ ] ™ ] 0 3 o 20 130 0 150 3

Figura 2.77 - Solugdo geométrica do item a

Para resolver o item c, analisando o grafico da Figura 2. 78 pode-se concluir que a
operadora i ¢ mais vantajosa para quantidades inferiores a 72 gigabytes, aproximadamente.
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Valor (RS}

Quantidade de Inbernet (Gigatyte IN
0 [ 150 60

[] ] F 0 a0 [ ] %0 00 17 1 C

70 80

Figura 2. 78 - Solugdo geométrica do item ¢

Problema 2.27: Utilizando a definigdo da fungdo modular, € possivel determinar que a imagem
4t,set < 2
da funcdo f sera V(t)=1 8, se2 <t <3 . Como o volume ndo pode ser negativo, obteremos
—4t + 20,set >3
t € [0,5] que sera o dominio da fungdo f. Havera dgua no tanque apos as 8h e antes das 13h. O
grafico da fungdo sera dado pela Figura 2. 79 a seguir.

n
Volume

Tempo

L] 1 2 3 4 5 L 7

Figura 2. 79 - Grafico do volume de agua no tanque
Problema 2.28: O volume inspirado em um ciclo ¢ a diferenga entre o volume maximo € o
volume minimo atingidos neste ciclo, isto €, V; = [2,8 + 0,29 X (1)] —[2,8 + 0,29 X (—1)] =
0,58 litros.



122

alume (lirros)

Tempo (segundos)

Figura 2. 80 - Grafico da fungdo V

Problema 2.29: Como a 4rea A = 4C, onde C é o comprimento da senoide, substituindo o valor
da area teremos C=2,033 metros. O dominio da funcdo f ¢ o intervalo [0, 195], a imagem € o
intervalo [—2, 2]. Observando a Figura 2. 81 obtemos o periodo P = 195/6 = 32,5. Como f ¢

uma senoide teremos f(x) = A sen ( ) Substituindo o valor de P e observando o valor maximo

e o minimo de f teremos f(x) = 2 sen( x) ou f(x) = —Zsen (_ z;r_);)

AN,
VYT

Figura 2. 81 - Grafico da fungao f

Problema 2.30: Consulte solugdo do problema 3.9, no capitulo 3.

Problema 2.31: Consulte solugio do problema 3.16, no capitulo 3.
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Problema 2.32: Com ajuda de uma tabela é simples encontrar o tempo de 3h30min (ou 210
minutos) com 7 dias de treinamento oficial e o tempo de 3h10min com 11 dias de treinamento. A
fungdo T = f(x), onde x ¢ o numero de dias e T o tempo (em minutos) vai satisfazer a expressao
algébrica T = 240 — 5(x — 1) = 245 — 5x. Como os treinamentos vao continuar até que ela
atinja o tempo de 2h30min, ou 150min, teremos 19 dias de treinamento oficial, assim o dominio
(discreto) da fungdo sera o conjunto {1,2,3,..,19} e a imagem serda o conjunto discreto
{240,235 ,230, ...,150}. O grafico da fungdo esta representado na Figura 2. 82.

Tempo de percurso (minutos)
250
- o
2 °
H [ ]
: @
: ®
H ® 9
200 : -9 A(11,190)
: * -
: ®
o ©
: @
: ® °
150 9
100
so |4 :
0 ‘_ ‘_ Dias
1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 19 20

Figura 2. 82 - Grafico da fungdo tempo de maratona

Problema 2.33: Utilizando a estratégia ja abordada na se¢do 3 do capitulo 1, de considerar um
caso particular mais simples do problema, com apenas 3 times, teremos T1, T2, T'3. Cada time joga
com os restantes, em dois turnos, ou seja, teremos os jogos T1T2,T2T1,T1T3,T3T1,T2T3,T3T2.
Se forem x times € y o numero de jogos teremos y = x. (x — 1), com x = 2. Se forem 90 jogos
teremos 90 = x. (x — 1). Resolvendo a equag@o do segundo grau, para achar o valor de x > 2,
encontramos 10 times. Este ¢ um problema bastante simples, mas envolve o principio
multiplicativo, utilizado em analise combinatéria. E importante mostrar para os alunos que, ao
trabalhar com fun¢des, podemos precisar utilizar conceitos e propriedades de outros topicos de
matematica.

Problema 2.34: Assumindo que o valor mais caro do m3 seja cobrado somente no que exceder
q 1) q

a0 consumo com pre¢o mais barato, teremos
f(40) = 4,389986 - (15) + 9,657969 - (15) + 13,169958 - (10)
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= 65,84979 + 144,869535 + 131,69958
= 210,719325 + 131,69958
= 342,418905
= 342,42 reais.
Se x for o volume de 4gua consumido entdo teremos que a conta de agua, em reais, serd dada por

4,389986x, se0<x<16
f(x) =465,84979 + 9,657969(x — 15),se 16 < x < 31.
210,719325 + (x — 30), se31<x<46

O grafico correto da fungdo f estd representado na Figura 2. 83 a seguir.
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Figura 2. 83 - Grafico correto do prego em fun¢@o do consumo de agua

Como a empresa cobra o mesmo valor da tarifa de 4gua para o esgoto, o valor total da conta sera
igual a 342,41 -2 = 684,82 reais.

Problema 2.35: A pessoa P1 tem salario de referéncia para céalculo do IRPF mensal de 5500
u.m., entdo o IRPF sobre o total serd de 10%, ou seja, 550 u.m., enquanto a pessoa P2, com salério
de referéncia para célculo do IRPF mensal, de 6100 u.m., tera IRPF igual a 20%, ou seja, 1220
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u.m. Assim, a diferenca entre o salario de referéncia para calculo do IRPF mensal e o IRPF de P1
sera de 4950 u.m. enquanto esta diferenca, no caso da pessoa P2 sera de 4880 u.m.
A funcdo f tera expressdo algébrica satisfazendo
0, se0<x<1500
flx) = 0,1x, se 1500 < x < 6000.
0,2x, sex > 6000

IRPF

li2004

150 ¢

1500 o800

Salério de Referéncia

Figura 2. 84 - Grafico da fungéo f

x—0,5se 0 <x <1500

A fung¢do g tera expressdo algébrica g(x) satisfazendo g(x) = {x — 0,1x,se 1500 < x < 6000
x —0,2x, sex > 6000

e seu grafico esta representado na Figura 2. 85 a seguir.

| IRPF-Salario de Referéncia

Salario de Referéncia

Figura 2. 85 - Grafico da funcdo g
Este sistema ¢ injusto do ponto de vista social, porque os trabalhadores que recebem salario

de referéncia para calculo do IRPF mensal acima, mas préximo do limite de faixa, acabam
recebendo menos do que os que recebem salario de referéncia para calculo do IRPF mensal abaixo,
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mas proximo do limite da faixa, ou seja, quem recebe um pequeno aumento ¢ penalizado, na
verdade.

Problema 2.36: Consulte solu¢do do problema 3.8, no capitulo 3. As solugdes possiveis do

item e serdo r = quando b = 5T ou r= quando b = 20+/m.

20 S
Vi’ Vi’
Problema 2.37: a) Maria foi do ponto A ao ponto B, com velocidade uniforme v = % = % =

60 m/min, e voltou a A, com velocidade uniforme v = % = 36 m/min.

b) Apds 20 min Maria ja estava voltando, portando a velocidade era de 36 m/min.

~ . . ~ d .
¢) Jodo percorreu 900 m com velocidade 90 m/min, entdo t = o= % = 10 min.

d) o grafico distancia X tempo de Jodo e Maria esta representado na Figura 2. 86. Para achar o
ponto P(t,d) de interse¢do, a partir do grafico podemos obter a fungdo f, que descreve o
deslocamento de Maria para ir de A até B, tal que f(t) = 60t, uma vez que o coeficiente angular
da reta (60) ¢ a taxa de variacdo de d em relacdo a t, ou seja, a velocidade. Da mesma forma,
lembrando que Jodo comeca em B, obtemos a func¢do g, que descreve seu deslocamento de B até
A, tal que g(t) =900 —90(t — 5).

No ponto de intersegdo P, a ordenada é a mesma, isto ¢, f(t) = g(t), de onde se segue que
t =9min e f(9) = g(9) = 540 m, ou seja, Maria e Jodo estavam a 540 m do ponto A.

distancia (metros)

900

0 5 10 15 20 25 30 35 40

tempo (minutos)

Figura 2. 86 - Diagrama distancia x tempo para Jodo e Maria

Problema 2.38: O dominio ¢ formado por nimeros naturais g: se 0 < g < 50, teremos S(q) =
1412 + 5q, onde 1412 ¢ a parcela fixa e 5q ¢ a comissdo de 5 reais sobre a venda de uma
quantidade g de pecas.
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Caso o funcionario venda mais de 50 pegas, as primeiras 50 terdo a comissdao acima. A
quantidade vendida que exceder 50 ¢ que terd comissdo de 7 reais. Entdo, se 51 < g teremos o
seguinte: S(q) = 1412 + 50.5 + (q — 50).7 = 1312 + 7q.

Portanto teremos uma fun¢do poligonal, definida por duas sentengas, com dominio
1412 + 5¢q,5e 0 < ¢ < 50

1312 + 7q,se ¢ = 51 ° lembrando que os valores de g € N.

discreto, em que S(q) = {

Utilizaremos o comando do GeoGebra para fun¢do definida por varias sentengas. Mas
consideraremos o grafico auxiliar, supondo a fun¢do com dominio sendo os reais positivos, ja que
o intervalo de defini¢do ¢ grande e ndo permitiria de toda maneira enxergar os pontos isolados. O
grafico da func¢do auxiliar esta apresentado na Figura 2. 87 a seguir.

1412 4+5x :0<x<50 WY A
_ SX= S(q)= salario
fG) { 13124 7% x> 51 @
3000 A
] g:y = 2852 H >
. A = Intersecio(f, g, (220, 2852)) : 2600
- = (220, 2852)
® S(q)= salario 2000

@ q= quantidade de pegas vendidas
1500
+ Entrada...

1000

500

-50 0 50 100 150 200 250 300
g= quantidade de pecas vendidas

Figura 2. 87 - Grafico da fungfo auxiliar representando o salario dependendo da quantidade de pegas

O GeoGebra permite obter geometricamente a solugdo para o item c, ja que basta tomar a
reta horizontal y = 2852 (correspondente ao salario S(q) = 2852 reais) e usar o recurso de
intersecao de objetos do GeoGebra para obter a abscissa correspondente no grafico, que sera x =
220 (correspondente a quantidade de pecas vendidas, igual a 220).

O item ¢ também pode ser resolvido algebricamente. Sem observar o grafico, ndo sabemos
a principio, se o nimero de pecas ¢ menor ou maior que 50. Vamos verificar primeiro qual sera o
salario se forem vendidas 50 pegas. Utilizando a primeira sentenga obtemos S(50) = 1662 reais,
que ¢ menor do que o saldrio de 2852 reais, logo o numero de pegas correspondente sera
determinado utilizando a segunda sentenca, isto €, resolvendo a equacao 1312 + 7q = 2852, de
modo a obter o nimero de pecas, que € 220.

Problema 2.39: A fungdo h = f o g, tal que h(x) = x — g, tem como dominio o intervalo

1 : . . .
aberto ]5, +o0o[ e como imagem o intervalo aberto ]0,+oo[. Seu grafico esta representado na
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Figura 2. 88 a seguir. Se o tamanho ¢é 2 para os ingleses, ele corresponde ao tamanho 17/8 nos
EUA, como mostra a figura. Como h ¢ bijetora, existe a inversa h™1, com dominio ]0, +o[ ¢

imagem | %, +o0o[ . Seu grafico pode ser obtido refletindo-se o grafico de h com respeito areta y =

X, como mostra a Figura 2. 88 a seguir.

h

,_/

1/8

1778

Figura 2. 88 - Conversdo de tamanhos de chapéus nos EUA para os tamanhos de chapéus dos ingleses

Figura 2. 89 - Fungdo de conversdo h e sua inversa
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Capitulo 3 — Maximos e Minimos de Fun¢oes

Neste capitulo serdo apresentados, de forma intuitiva, alguns conceitos importantes que
serdo estudados pelos alunos posteriormente, de maneira mais formal, na primeira disciplina de
Célculo Diferencial e Integral (CDI).

Para este fim serdao explorados problemas envolvendo maximos ou minimos de fungdes
(problemas de otimizacao), como disparadores dos contetdos a serem abordados, mostrando aos
alunos aplicagdes da Matematica em geral e constituindo motivagdo para o estudo de CDI.

Entretanto, todos os problemas selecionados que possuirem solucdo, seja exata ou pelo
menos aproximada, esta serd obtida sem a utiliza¢do de contetidos especificos do CDI.

A resolugdo destes problemas envolvera, sempre que for possivel e desejavel, a conversao
entre diferentes registros de representacao de funcdes. Poderdo ser utilizados também recursos do
software de geometria dindmica GeoGebra como facilitadores para a visualizagdo, compreensao
ou solucao dos problemas. Sendo assim, sera empregado o MERP, ja comentado nos capitulos 1 e
2 deste livro.

Um outro recurso que serd utilizado na solugao de diversos problemas sera a Desigualdade
das Médias (abordada na Escola Basica como parte do contetido de Estatistica).

3.1 Existéncia e Quantidade de Solucoes em Problemas de

Maximo/Minimo de Funcoes

O objetivo principal desta secdo ¢ desmistificar a concepgdo de que sempre existe solu¢do
para um problema de maximo ou minimo de qualquer fungao, e que esta solugdo ¢ sempre unica.
Mesmo restringindo os problemas a fungdes quadraticas, que sdo os que sdo estudados em geral
no Ensino Médio, esta concepgio pode se revelar falsa. E importante derrubar a forma automatica
como muitos alunos costumam resolver um problema sempre procurando usar a formula do vértice
de uma parabola. Diversas fun¢des nao quadraticas serdo abordadas nos problemas desta secao
com solugdes obtidas geometricamente.

O primeiro problema que sera apresentado envolve inicialmente determinar a funcdo que
sera objeto de otimizag¢do. Aqui algumas estratégias ja descritas no capitulo 1 deste livro serdo
importantes auxiliares. Uma vez conhecida a fungo, o problema parece ser bastante simples.

Problema 3.1: Joana visitard seus pais no Natal. Para isto, comprou uma passagem do Rio de
Janeiro para Sao Paulo. O avido em que Joana viajarad possui 200 lugares e cobra 400 reais por
passagem, aléem de um adicional de 16 reais por cada lugar ainda ndo vendido.

a) Determine uma expressdo para a receita (R), obtida pela companhia aérea, sendo a variavel
(x) o numero de lugares ndo vendidos no avido.

b) Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico da fun¢do receita, com dominio sendo R.
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¢) Determine a quantidade de lugares ndo vendidos que proporcionard uma receita maxima para
a empresa aérea (Adaptado de Gongalves, 2019).

E necessario criar um modelo matematico para o problema. Neste caso, foi realizada uma
simplificacdo em relacdo a realidade, pois o preco real de uma passagem esta sujeito a outras
variagoes, de acordo com a época ou horario da viagem e o acréscimo por cada lugar ndo vendido
também pode mudar, dependendo da probabilidade de conseguir lotar ou ndo o avido. Assim a
fungdo receita real dependeria de mais de uma variavel.

Denominamos P o preco de uma passagem ¢ N o nimero de passageiros no aviao. Nosso
modelo sera entdo R(x) = P.N. Teremos que o valor de N = 200 — x. Ja o valor de P = 400 +
16x. Assim R = f(x) = (400 + 16x)(200 — x) = —16x2 + 2800x + 80000, resolvendo o
item a. A solugdo do item b, que ¢ o grafico da func¢do f, com dominio R, esta representada na
Figura 3. 1 a seguir.
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Figura 3. 1 - Grafico da fungdo R, com dominio R

Uma vez que se trata de uma fungdo quadratica do tipo y = ax? + bx + ¢, cujo coeficiente
do termo de segundo grau a = —16 < 0, o maximo de R ocorre no vértice desta parabola, que
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sera no ponto V(— i;—ﬁ), onde A = b*—4ac. Calculando os valores, obtemos V =

2a
(87,5;202500).

Até aqui foi seguido procedimento bastante mecanico. Entretanto, ao responder a pergunta
formulada no item ¢ do enunciado, sobre o niimero de lugares vagos (x) para obter a receita
maxima R, o valor serd x = 87,5 lugares, que nao ¢ possivel. Ao chegar a etapa de valida¢ao do
resultado, de acordo com Polya, parece que a estratégia utilizada precisa ser repensada.

O ponto principal ¢ que ndo foi observado qual o dominio da fun¢do R para o nosso
problema contextualizado. Neste caso, o dominio da fungdo R é: ] = {0,1,2, ...,200}, ou seja, é um
subconjunto dos numeros inteiros nao negativos. Ao resolver o problema foi considerado que o
dominio da funcdo seria o conjunto dos numeros reais.

Uma modificacdo menos abstrata seria considerar como dominio um intervalo dos reais,
[ =[0,200], mas levaria ao mesmo resultado impossivel. Torna-se necessario comparar o grafico
da fun¢dao R com dominio I, com o grafico da fun¢ao do nosso problema, com dominio J, em cujo
comportamento estamos interessados.

A

200000
180000
160000
140000
120000
100000
80000
60000
40000

20000

-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

Figura 3. 2 - Grafico da fung¢@o receita R, com dominio

O grafico da Figura 3. 2, para a funcdo R com dominio J parece coincidir com o que seria
o da fun¢do R, com dominio I, mas isto ocorre s6 de longe. Observando o grafico da fungdo R,
com dominio J, utilizando a ferramenta zoom do GeoGebra, como mostra a figura 3. 3, podemos
notar que ele € composto de pontos isolados e compreender melhor o resultado absurdo do nimero
ndo inteiro e relaciond-lo com o grafico.
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Figura 3. 3 - Detalhes do grafico da funcdo R, com dominio J

Na Figura 3. 3 a reta vertical x = 87,5 incluida € o eixo de simetria da parabola, no caso
do grafico da fun¢do R definida no intervalo I. Aqui a reta ndo intersecta o grafico da fungao
correspondente ao problema, cujo dominio € o conjunto J. No nosso caso podemos concluir que o
problema tem duas solugdes, ou seja, a receita maxima sera obtida tanto com 87 como também
com 88 lugares vagos no avido. Este resultado parece estranho, porque esperariamos que a receita
maxima ocorresse quando todos os lugares no avido estivessem ocupados, ou seja, o numero de
lugares vagos fosse igual a zero. No entanto, os modelos matematicos utilizados pelas empresas
aéreas levam em conta que muitos voos ndo lotam e existe também o lucro proporcionado por
transporte de carga. No caso do nosso problema, o resultado obtido, mesmo utilizando um modelo
simplificado em relacdo a realidade, fica mais plausivel.

Mesmo se tratando de um tipo de problema de otimizagao bastante explorado na Educacao
Bésica, pois envolve uma fun¢do quadratica, chama atengdo aqui a importancia do dominio da
funcdo para o problema contextualizado, que ¢ um conjunto discreto, formado pelos nimeros
inteiros ndo negativos do conjunto J, subconjunto do dominio da fungao, considerada de forma
abstrata, que ¢ o conjunto dos nimeros reais R. Em termos formais, a fungdo que modela o
problema ¢ uma restricdo da fun¢do quadratica com dominio sendo o conjunto dos nimeros reais
R, como ja havia sido mencionado na se¢do 2.1 deste livro.
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Outro aspecto a observar ¢ que o problema tem mais de uma solugdo (dois nimeros
possiveis para os lugares vagos no avido), diferente do que os alunos estdo acostumados a
encontrar. A receita maxima é a mesma, R(87) = R(88) = 202.496, uma vez que arctax = 87,5
¢ o eixo de simetria da parabola e 87,5 esta a mesma distancia de 87 e de 88.

Finalmente, se fosse pedida a receita minima da empresa, o problema teria solugdo
também, R(200) = 0, isto ¢, quando os 200 lugares ndo forem vendidos, ou seja, o avido esta
vazio, considerando R definida no conjunto discreto /. No entanto, a funcdo abstrata R, com
dominio sendo o conjunto dos nimeros reais, nao teria valor minimo, como se pode observar na
Figura 3. 1, ou seja, o problema de minimiza¢ao ndo contextualizado ndo teria solucao.

A seguir sera apresentado um problema que ja foi explorado no capitulo anterior, quando
o objetivo principal foi determinar a fun¢do que representa o problema contextualizado.

Problema 3.2: Uma formiga anda sobre o contorno de um retdangulo ABCD, com vértices
A, B, C, D no sentido anti-horario, sendo A o vértice inferior esquerdo. Ela parte do ponto A, ao
andar 20 cm chega ao vértice B, depois se andar mais 10 cm chega ao vértice C e finaliza seu
trajeto andando mais 20 cm e chegando em D. A partir de A, se ela andar x cm, a formiga estard
em um ponto F do contorno.

a) Utilize o GeoGebra para determinar o grdfico da fungdo que associa o comprimento x ao valor
da area do triangulo ADF, supondo que a formiga esteja em qualquer ponto do contorno ABCD.

b) Determine onde a formiga deve estar para que a area do triangulo ADF seja mdxima.
(Fonte: Adaptada da OBMEP, questdo 2, nivel 3, fase 2, 2014)

D C

Figura 3. 4 - Posicdo da formiga no ponto F do contorno AB

No capitulo anterior este problema ja foi discutido na se¢do 4 (problema 2.21), tendo sido
fornecida uma figura que representa o contorno do retangulo e a area do tridngulo ADF quando a
formiga estd no lado AB, ou seja, a Figura 3. 4. Foi solicitada uma representacao algébrica para a
fungdo S = G(x), onde S representa a area do tridngulo ADF, se a formiga andar x cm ao longo

5x, se 0 £ x<20
do contorno ABCD, ¢ o resultado foi que S = G(x) = 100, se 20 <x < 30.
250 —5x, se30<x <50
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Utilizando entdo o GeoGebra podemos obter o grafico da funcao G, representado na Figura
3.5 a seguir.

(20,100) {30,100)

4
D {U.U} 10 20 L 40

Figura 3. 5 - Area do triangulo ADF

E facil ver, pelo grafico mostrado na Figura 3. 5, que o valor maximo da area S é igual a
100, e sera alcancado quando a formiga estiver em qualquer ponto do contorno ABCD situado
entre as distancias 20cm e 30 cm, isto ¢, em qualquer ponto do lado BC. Este é um exemplo de
problema que possui uma infinidade de solucdes, além de envolver uma fun¢do afim por partes.

A representacdo grafica da fungdo area resolveu o problema, que também poderia ter sido
resolvido sem conhecer a representacdo algébrica apresentada no item a, pois o software GeoGebra
possibilita uma simulagdo dindmica da situacdo representada apenas de forma estatica na Figura
3. 5. Utilizando um recurso poderoso, o “controle deslizante” para modificar a posi¢ao F da
formiga ao longo do contorno ABCD, por raciocinio logico a partir do conceito de area de
triangulo, ¢ possivel chegar ao resultado correto.

Os dois problemas anteriores tiveram o mesmo objetivo: determinar o maximo global (ou
absoluto), dados um dominio X ¢ uma fungao f para um problema contextualizado, que é o maior
valor real M do conjunto imagem da funcdo neste dominio. Se o objetivo fosse obter o0 minimo
global (ou absoluto) de f no dominio X, este seria o0 menor valor real m do conjunto imagem da
fun¢ao no dominio considerado.

No problema 3.1 o dominio da fun¢do quadratica era o conjunto discreto de numeros
inteiros ndo negativos {0,1,2, ...,200} e o maior valor M do conjunto imagem (também discreto,
com numero finito de nimeros naturais) foi igual a 202496, valor da fun¢do quando x = 87 e
quando x = 88.

O dominio da funcdo poligonal do problema 3.2 ¢ formado pelos numeros reais do
intervalo [0,50] e o maior valor M do conjunto imagem (também um intervalo da reta) é igual a
100, valor da fun¢@o quando x € [20,30]. Podemos notar que as fun¢des dos dois problemas ndo
sdo injetoras nos dominios considerados. O problema 3.1 teve 2 solugdes e o problema 3.2 teve
uma infinidade de solucodes.
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Um problema de méximo/minimo global ou absoluto envolve sempre uma fun¢do e um
dominio fixado para o problema (em geral contextualizado). Isto significa que, se o dominio fixado
mudar, o maximo/minimo da fun¢do no dominio modificado pode se alterar. Isto sera explorado
em detalhe nos problemas 3.6 e 3.7, mais adiante neste capitulo. Dependendo do dominio
considerado pode haver solu¢cdo unica, nimero finito ou infinito de solucées (como os dois
primeiros problemas) ou mesmo no existir soluciio para esse tipo de problema.

No problema a seguir também nao ¢ necessario conhecer a representacao algébrica nem a
gréafica da fun¢do envolvida, para resolver um problema de otimizacao associado a ela. A utilizacdo
de comandos do GeoGebra permite aos alunos compreenderem o comportamento da fungdo e os
ajuda a determinar a solu¢ao do problema.

Problema 3.3: Numa circunferéncia de 4 cm de raio, estd inscrito um triangulo ABC, conforme
mostra a Figura 3. 6 a seguir. O lado BC é um diametro para a circunferéncia.
a) Utilize os comandos do GeoGebra para reproduzir a Figura 3. 6.

Figura 3. 6 - Tridngulo inscrito

b) Suponha que o ponto A possa se deslocar ao longo da semicircunferéncia entre B e C, de modo
que a medida do lado AB varie. Designe por ¢ em cm a medida de AB. Estude o comportamento
do triangulo ABC quando mover o ponto A.

¢) Designe por S(c) o valor da area do tridngulo ABC, para uma determinada medida ¢ do lado
AB. S é uma fun¢do de c¢? Por qué? Qual o dominio de S? Para que valor(es) de ¢ o valor de S é
minimo? E maximo?

d) Use recursos do GeoGebra para esbo¢ar o gradfico de S. Examine o grdfico: a curva obtida é
uma parabola? Por qué?

e) Determine uma expressao analitica para S e o seu valor maximo (Adaptado de Silva (2016) por
Biazutti, Vaz ¢ Andrade (2021)).
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Este problema ¢ bastante simples quando analisado geometricamente. Ao seguir 0s passos
indicados nos itens a e b, utilizando o “controle deslizante” do software GeoGebra no item b, o
caminho para resolver o item c sera facilitado.

Pode-se concluir que o menor valor de ¢ € zero, quando ndo havera um triangulo (pode ser
considerado um “tridngulo degenerado” com area S(c) = 0). Teremos esta mesma area nula se
¢ = AB = BC = 8 cm, que ¢ a medida do didmetro da circunferéncia. Os valores possiveis de ¢
entdo pertencem ao intervalo [0,8], que é, portanto, o dominio da funcdo S. Entdo a 4rea S sera
minima quando ¢ for igual a 0 ou 8.

Com a ajuda do controle deslizante pode ser estabelecido que a area cresce, atinge um valor
maximo e depois decresce, portanto tem um méximo, para um certo valor de ¢ € [0,8]. Neste
ponto foi obtida uma associa¢do intuitiva entre um maximo de funcdo onde ela para de crescer e
comega a decrescer.

Para determinar c, tal que S(c) seja maxima, as possibilidades dindmicas do GeoGebra
permitem exploracdes por parte dos alunos, importantes para que visualizem a associa¢ao entre o
crescimento da area e o crescimento da altura (h = AE) do tridngulo, em relagdo ao lado BC. A
area serd maxima, portanto, quando a altura for maxima, o que ocorrera quanto h for igual ao raio.
Nesse caso os triangulos AEB e AEC serdo congruentes, isosceles e retdngulos. A hipotenusa de

AEB sera o valor de ¢, os catetos serdo raios e, usando o teorema de Pitdgoras, teremos ¢ = rv2,

isto 6, ¢ = 4v/2, como mostrado na Figura 3. 7 a seguir.

m

Q= ————

Figura 3. 7 - Posigdo do triangulo de area maxima

O item d ¢ resolvido utilizando outros recursos do GeoGebra, conforme explicado em
exemplos no Apéndice Al deste livro, gerando o grafico apresentado na Figura 3. 8.

Alguns alunos talvez respondam que se trata de uma parabola. Outros poderao responder
que ndo. A resposta justificada pode ser elaborada revisando as propriedades de uma parabola, ja
estudadas no capitulo anterior. Outra forma de responder pode ser obtida ap6s resolver o tltimo
item.
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Figura 3. 8 - Area do tridngulo inscrito

Utilizando a formula da area de um triangulo, aqui com a base sendo o lado BC, que € o
diametro da circunferéncia (8 cm), teremos S definida como funcao de h. Entdo torna-se necessario
obter uma expressao de h como fun¢do de ¢. Com as relagdes métricas no triangulo retangulo

ABC, com angulo reto em A obtemos que a.h = b.c, isto ¢, BC.h = AC.c, entdo h = AC8' C.
Com o teorema de Pitdgoras teremos BC* = ¢? + AC?, ouseja, AC = V64 — c2.
V64—c2 vV 64—c2
Concluimos entdo que h = %. Assim § = BZ—'h =4.h= %. Fica justificada

entdo a reposta “ndo” ao item d, e respondido também o item e. O valor maximo de S poderia ter
sido respondido antes, uma vez que ele ocorre quando a altura h ¢ igual ao raio, logo S maxima
serd 16 cm?.

O problema apresentado ilustra como a utilizagdo do GeoGebra pode contribuir para a
compreensao dos conceitos de maximo e minimo, associados as propriedades de funcao crescente
e decrescente e a atencdo que deve ser dada ao conjunto de valores possiveis para a variavel. O
mais importante, talvez, seja levar o aluno a distinguir o objeto (fun¢do) de suas representacdes
(algébrica ou geométrica).

Outro conceito importante que pode ser explorado aqui ¢ o de fungdo composta, que ja foi
revisado na se¢do 2 do capitulo 2, pois aparece de modo muito mais natural a dependéncia de S
com respeito a variavel h (altura do triangulo retangulo com respeito ao lado BC). O problema
pode ser resolvido de forma mais facil observando como h depende de ¢, sem que seja necessario
obter a expressdo analitica da funcdo h. Cabe ressaltar aqui que foi resolvido um problema de
otimizagdo envolvendo uma fungdo bem mais complicada que uma funcdo quadratica, sem que
fosse necessario utilizar conceitos e propriedades sé estudadas em CDI.
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Na verdade, como sera visto pelo estudante mais tarde, na primeira disciplina de CDI, o
problema ndo sera facil de ser resolvido, mesmo utilizando derivadas e suas propriedades, dada a
natureza da fungdo S. A expressdo de S como fungdo composta, S = S(h(c)) facilitou a
compreensdo do problema e levou a simplifica¢io do processo de resolvé-lo. E importante chamar
aten¢do dos alunos para fungdes compostas como facilitadoras e ndo conceitos puramente
abstratos, como estdo mais habituados a enxerga-las.

O préximo problema pretende explorar novamente a fun¢ao quadratica, com o objetivo de
tirar os alunos da zona de conforto deles, ou seja, pensar erroneamente que, sempre que o problema
requer maximizar ou minimizar uma func¢do quadratica, basta obter as coordenadas do vértice da
parébola.

Problema 3.4: Um barco possui uma vela branca quadrada de 4m de lado, presa ao barco de
modo que um dos lados do quadrado ABCD fique paralelo a agua. Deseja-se pintar de vermelho
uma regido triangular na vela com um dos vértices sobre o ponto médio do lado mais alto da vela
CD, o segundo vértice no lado inferior AB, paralelo a esse e o terceiro sobre o lado BC entre os
dois. A distancia do vértice superior direito da vela até o terceiro vértice do triangulo devera ser
a mesma que a do vértice inferior direito da vela até o segundo vértice.

a) Utilize o GeoGebra para esbo¢car a vela e a regido triangular a ser pintada de vermelho,
conforme a Figura 3. 9.

B
®

Figura 3. 9 - Regido triangular EFG na vela quadrada ABCD

b) Utilize o GeoGebra para fazer simulacoes da darea da regido triangular EFG, para diferentes
valores de x, onde x é o comprimento dos segmentos FB e CG apontados na Figura 3. 9, de modo
a determinar o intervalo de valores possiveis para x.

¢) Uma vez que a cor vermelha aparece mais que a branca, para que o barco tenha mais
visibilidade, a area da regido triangular EFG deve ser maximizada. Determine uma expressdo
para a area da regido triangular EFG em fungdo de x.
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d) Determine onde devem ficar os vértices F e G de modo que o barco tenha maxima visibilidade.
(adaptado de AZEVEDO (2009))

Movendo-se os pontos F e G, para obter diferentes valores para x, podemos assumir que
x € [0,4], o que responde ao item b.

Os vértices F e G podem assumir diferentes posicdes, logo a regido triangular EFG pode
ter diferentes formatos, mas os triangulos ECG ¢ FBG sempre serdo retangulos e ADEF sempre
sera um trapézio com dois lados paralelos, DE e AF.

Portanto a area do tridngulo EFG pode ser encontrada retirando-se da area do quadrado
ABCD as areas dos triangulos ECG e FBG e a area do trapézio ADEF.

Os dados numéricos do problema sdo os seguintes: AB = BC = CD = DA = 4m; DE =
CE = 2m. Sabemos do enunciado também que CG = BF = x.

Tem-se entdo o seguinte: a area do quadrado ABCD sera igual a 16 m?; a area do tridngulo

;. EC.CG 2x , ‘A , . BF.BG x.(4—x
ECG seraigual a S = S =X aarea do tridngulo FBG sera igual a = )

e aarea

do trapézio ADEF serd igual a (DE+2F)AD = (2+(42_x))4.

_ x.(42—x) _ (2+(4—x))4’ isto ¢,

Portanto, a area do triangulo EFG sera S = f(x) = 16 — x

S=4—-x+ x2_2 Como S ¢ uma fun¢do quadratica, cujo grafico ¢ uma parabola, calculando as
coordenadas do vértice teremos V(x, f(x)) = (1;3,5), logo f(1) = 3,5m?2.

Entretanto, o valor x = 1 ndo determina de forma alguma o triangulo de 4area méaxima, e
sim, o de area minima. Utilizando o grafico da pardbola e o fato de a = % > 0 resultar na

concavidade para cima, além do conjunto de valores possiveis para x, isto ¢, 0 < x < 4, ou
utilizando diretamente o GeoGebra, chegaremos ao grafico da funcdo S, apresentado na Figura 3.
10.

-1 0 1 2 3 4

Figura 3. 10 - Grafico da funcédo S
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Portanto, o valor maximo da area sera obtido quando x = 4, isto ¢, quando o vértice G do
triangulo coincidir com o vértice B do quadrado e quando o vértice F do triangulo coincidir com
o vértice A do quadrado. Deve-se sempre dar a resposta de acordo com a situagao-problema real.
A pergunta do item d ndo fala em x e sim em vértices da vela triangular.

Ap6s a resolugdo deste problema, poderia ser proposto outro, com 0 mesmo contexto, mas
no qual a pergunta fosse onde deveriam estar os vértices do tridngulo, se quisermos usar a menor
quantidade de tinta vermelha. Neste caso deseja-se achar x de modo a minimizar a area do
triangulo.

Utilizando o mesmo gréfico ja obtido na Figura 3. 10, pode-se observar que a area minima
sera obtida quando x for a abscissa do vértice da parabola. Como vimos anteriormente, x = 1. Ou
seja, a area serd minima se o vértice G do tridngulo estiver a 1m de distancia do vértice C do
quadrado e o vértice F do triangulo estiver a 1m de distancia do vértice B do quadrado. Quando
houver uma foérmula que possa ser utilizada para resolver o problema da forma mais simples
possivel, ndo ha problema em utiliza-la. Mas a questao ¢ saber quando e onde....

O proximo problema terd sua modelagem facilitada com auxilio de uma tabela para
padronizar os dados relevantes. Assim sera possivel notar que, inicialmente, podem ser estudados
dois problemas distintos separados, antes do problema original.

Este tipo de estratégia facilitadora ja foi descrito no capitulo 1. Além disso, as expressdes
“maior lucro” e “nimero minimo” devem ser bem compreendidas no contexto, assim como o
dominio das fungdes envolvidas. A conversao entre duas representacoes, a algébrica e a geométrica
também auxilia a resolver o problema.

Problema 3.5: Um criador de gado leiteiro necessita de um hectare de drea de pasto para cada
vaca. Cada uma produz 4500 litros de leite por ano, em média, que é vendido a R$0,20 o litro.
Este produtor tem um gasto anual fixo de R$ 20.000,00 com a manutengdo do processo de coleta
e transporte de leite. Um criador de gado de corte produz 250 kg de carne de gado (peso médio
de I vaca por ocasido do abate) por hectare necessario a ela, por ano, e vende a R$0,80 o quilo,
sem custos adicionais.

a) Utilize o GeoGebra para determinar a fun¢do maior lucro (em gado de corte ou leiteiro),
correspondente a area destinada ao gado.

b) Qual o numero minimo de vacas que ele deve possuir, para que o maior lucro anual seja obtido
com gado leiteiro? (adaptado de Backes, 2008)

Como ja mencionado, para facilitar a modelagem como primeira etapa apresentaremos 0s
dados relevantes do problema com auxilio da tabela 3.1 a seguir:

Tabela 3. 1 - Dados da producdo do fazendeiro
Tipo (Gado) Quantidade (unidades) Area (hectares) Rendimento (ano) Preco (reais)

Leiteiro 1 1 4500 1/ano 0,20/1
De corte 1 1 250 kg/ano 0,80/kg
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Para determinar a fun¢do maior lucro, serd utilizada a estratégia de separar o problema em
partes, no caso, determinar o lucro com gado leiteiro e depois o lucro com gado de corte. Em
seguida, pode-se fazer o grafico de cada funcdo e depois utilizar os resultados combinados para
obter o grafico da fungdo “maior lucro”.

A variavel que corresponde a area destinada ao gado serd o numero x de hectares. O modelo
para o lucro ¢ simples: L = R — C, onde L representa o lucro, R a receita (ou seja, o preco de
venda) e C o custo.

Considerando a criacdo de gado leiteiro, teremos, observando os dados da primeira linha
da tabela 3.1, que R = 0,20-4500x = 900 x. Dos dados do enunciado, C = 20000. Entao
L; =900x — 20000.

Escolhendo a criacdo de gado de corte, teremos, a partir dos dados da segunda linha da
tabela 3.1, que R = 0,80 - 250 x = 200 x. Do enunciado sabemos que C = 0. Logo L, = 200x.

Para fazer o esboco dos dois graficos, lembremos que a equacdo y=ax+b ¢
representada geometricamente por uma reta e, para traga-la, basta conhecer dois de seus pontos.
Também podemos utilizar o GeoGebra para tracar os dois graficos.

No caso da fungdo lucro com vaca leiteira, a reta passa nos pontos (0,—20000) e

( 20000

. O). E, no caso da fun¢do lucro com vaca de corte, a reta passa nos pontos (0,0) e (1,200).

O item a pede que seja obtido o grafico da fungdo “maior lucro”, ou seja, para cada valor
para area destinada ao gado, qual serd o tipo de gado que rendera o maior lucro. Neste caso, serdo
esbogadas as duas retas, correspondentes ao lucro com cada tipo de gado, no mesmo sistema de
coordenadas, para possibilitar comparagdo entre os lucros, conforme mostra a Figura 3. 11.

Lycto Gada Leiteiro

10000

8000

Gado de Corte

6000

4000

2000

Area de Pasto

5 10 15 20 / 25 30 35 40 45

Figura 3. 11 - Gréfico do lucro com cada tipo de gado
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Conclui-se entdo, como mostra a Figura 3. 12 a seguir, que, se a area de pasto for x €
[0, x*[, o lucro sera maior com gado de corte e, se x > x*, o lucro serd maior com gado leiteiro.
Se x = x* hectares de area de pasto, o lucro serd o mesmo, com os dois tipos de gado. Para
encontrar a expressao algébrica ou geométrica completa da fungao maior lucro, € necessario obter

*

x*.
Litcto Gada Leiteira
10000
8000
Gado de Corte
6000
]
I
4000 :
I
1
]
2000 I
1
I
i Area de Pasto
5 10 15 20 / 25 ;,‘* 30 35 40 45
Figura 3. 12 - Lucro igual com os dois tipos de gado
Como o lucro sera o0 mesmo quando x = x*, igualando as duas fun¢des lucro, obtemos
200
200 200x, se 0<x < -
entdo x, = — = 28,6 hectares. Entdo L = f(x) = 200

900x — 20.000, se x > —

2

Utilizando novamente o GeoGebra, determinamos o grafico de L, a fun¢do “maior lucro’
com gado, dependendo da area de pasto destinada ao gado, conforme mostra a Figura 3. 13.

Maior Lucro Gadg Leiteiro

10000

8000

6000

4000

Gado de Corte

2000

Area de Pasto

0 = 200/7

Figura 3. 13 - Funcdo “maior lucro”
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Para resolver o item b, deve-se prestar atencao ao fato de que as duas fung¢des (maior lucro,
com x = area de pasto e maior lucro, com x = numero de vacas) podem atender a mesma lei, mas
ndo t€ém o mesmo dominio, o grafico da segunda funcao ¢ composto por pontos isolados.

O dominio da segunda fungdo é o nimero de vacas x € {0, 1, ...,28, 29, 30, ... }. Portanto,
a menor quantidade de vacas para que o maior lucro seja com gado leiteiro ¢ x = 29 vacas.

Uma variante deste problema poderia ser proposta pelo professor, neste caso seriam
fornecidos os graficos das fungdes L, e L, para que, a partir deles, os alunos descobrissem o grafico
da funcao “maior lucro”. A representacao algébrica das fungdes L4, L, € da funcao “maior lucro”
poderia ser também solicitada. Nesta outra formulacdo os alunos estariam trabalhando a passagem
da representacdo geométrica para representacdo algébrica das funcdes, o que ndo € comum nos
problemas.

A funcao escolhida para os problemas 3.6 e 3.7 ja apareceu antes, na se¢ao 4 do capitulo
2, associada a um fendmeno fisico, como exemplo de fun¢do com descontinuidade (para mais
detalhes, consultar solucao do problema 2.24).

O problema a seguir pode ser utilizado para motivar o conceito de limite de uma fungdo,
além de reta assintota ao seu grafico. Também explora os conceitos de dominio e imagem de
funcdo, de fun¢do ndo limitada e da relacdo entre maximo/minimo global com o dominio de
defini¢do considerado.

Problema 3.6: Observe a tabela a seguir.
Tabela 3. 2 - Problema das assintotas

x| 1|23 4] 5|6 | 7]..|10.000
y 412431 |4/5]2/3(4/7].. a

a) O que podemos concluir sobre o numero a?

b) Qual é relagdo algébrica entre y e x? Justifique porque o valor de y é fungdo de x.

¢) Considere agora que os pontos (x,y) determinam uma funcdo f, onde y = f(x), com o maior
conjunto de valores reais possiveis para x. Qual serd este conjunto? O grdfico desta fungdo
poderda interceptar o eixo das abscissas?

d) O que acontece com o grdfico da fun¢do f enquanto x cresce mais e mais, ou seja, o que
acontece quando x tende ao infinito por valores positivos? E por valores negativos? (explore
diferentes possibilidades com GeoGebra para responder esta pergunta) O que acontece com o
grdfico quando x tende ao valor zero por valores positivos? E por valores negativos? (explore
diferentes possibilidades com GeoGebra para responder estas perguntas)

e) Represente a fungdo f no plano cartesiano utilizando o GeoGebra. O que se pode concluir

sobre o valor maximo e sobre o valor minimo da fun¢do? (Adaptado de Biazutti, Vaz e Andrade,
2021)
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Uma anélise da tabela 3.2 leva a concluir que a = e xy = 4, sendo que para cada

10 000
numero real x # 0 existe um unico y, respondendo aos itens a, b e ¢, pois sendo x # 0 , entdo

também y # 0, o que acarreta que o grafico da funcdo f, onde y = f(x) = 4/x, ndo intersecta a
reta horizontal y = 0 (eixo das abscissas).

Devido a restricao de que xy = 4, quanto maior o valor positivo (negativo) de x, mais
proximo de zero (tende ao valor zero) por valores positivos (negativos) sera o valor de y (a reta
horizontal y = 0 ¢ denominada assintota horizontal).

Da mesma forma, quanto mais proximo de zero por valores positivos (negativos) for x,
maior deve ser o valor positivo (negativo) de y (a reta vertical x = 0 ¢ denominada assintota
vertical).

Utilizando simulagdes com o GeoGebra ¢ facil constatar estas conclusdes
geometricamente, como mostra a Figura 3.14.

4 N
f: .
¥ x 7

A = Ponto(f) : B

— (19 (O]
B = Ponto(f) :
~ (22 ® 4
€ = Ponto(f) 2
— (3.133) ® 2

D = Ponto(f) : 1

- (4.1

E = Ponta(f)

— (5,0.8)

()

— (6, 0.67)

(o)

— (7,057)

\

Figura 3.14 - Graficode y = 1/x

A conclusdo final, bem mais simples de ser obtida com a analise geométrica, € que a fungao
ndo tem valor maximo, nem minimo global, se 0 dominio considerado for o conjunto dos niimeros
reais nao nulos, respondendo ao item d e ao item e.

O professor podera utilizar ainda o grafico obtido na figura 3. 14, para explorar mais os
conceitos de maximo e minimo global em um intervalo, como ser4 visto a seguir.

Problema 3.7: Considere a fungdo associada a tabela 3.2., mas com restri¢do de dominio.

a) Suponha que o dominio da fung¢do seja 1; = [1,10]. Qual sera o conjunto imagem? O que se
pode concluir sobre o valor maximo e sobre o valor minimo da fun¢do? Responda as mesmas
perguntas mudando o dominio para I, =]0,10],I; = [—-10,0[ U ]0,10],1, =]1,10[ e Is = [2,7].
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b) Considere a seguinte afirmacdo (verdadeira): Se f ¢é uma fun¢do definida num intervalo
fechado e limitado I = [a,b] continua, entdo f tem valor mdximo e valor minimo. Faga
simulagoes de esbogo de grdficos utilizando o GeoGebra que mostrem que a reciproca desta
afirmagdo é falsa.

Utilizando os recursos do GeoGebra para restringir o grafico, com respeito a variavel x,
aos intervalos apontados, pode-se obter as respostas ao item a.
A figura 3. 15 mostra o valor maximo de f, que ¢ f(1) = 4, ¢ o valor minimo de f, que é

f(0) = g no intervalo I;. A figura 3. 16 mostra o valor minimo de f, que é f(10) = % , mas nao

ha valor maximo de f em I,.

Observando o grafico da Figura 3.14, é possivel verificar que a fun¢do f nao tem valor
maximo nem minimo global no intervalo I3 nem no intervalo I,.

Ja no intervalo I5, como comprovam a Figura 3.15 e a Figura 3.16, a funcao ¢ continua e o
intervalo ¢ fechado e limitado, além disso a funcao ¢ decrescente, logo o maximo e minimo global

ocorrerdo nos extremos do intervalo, isto €, o valor maximo sera f(2) = 2 e o valor minimo sera
4

) =-.

-1

2

Figura 3.15 - Fung@o com dominio /;
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Figura 3.16 - Fungdo com dominio I,

Este problema ¢ bastante rico, pois, com diferentes simulagdes ¢ possivel mostrar que
mudangas de intervalo fechado para ndo fechado, ou de intervalo nao limitado para limitado, além
de descontinuidades da funcao, podem influir no maximo/minimo global de uma funcao.

3.2 Relacao entre Valor Maximo/Minimo e Reta Tangente ao

Grafico da Funcao

Na Educacao Basica geralmente a definicdo de reta tangente aparece no estudo de
circunferéncias, distinguindo reta secante (que intersecta a circunferéncia em 2 pontos) de uma
reta tangente (que intersecta a circunferéncia em 1 ponto).

Por esta razao surgem muitas davidas, quando o conceito aparece de forma mais geral, reta
tangente ao grafico de uma fungdo, ou, de modo ainda mais geral, reta tangente a uma curva.

E importante neste momento formalizar este conceito, indicando que a definicio mais geral
recai na defini¢do mais simples de tangente a um circulo (mas a mais simples ndo generaliza para
outras curvas).

Entdo temos que uma reta tangente a uma curva em um ponto P pode sim, interceptar a
curva em mais de um ponto, como na Figura 3. 17. Além disso uma reta que intersecta uma curva
somente em um ponto P pode ndo ser uma reta tangente a curva naquele ponto, como mostra a
Figura 3. 18.
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20

20
| |

Figura 3. 17 - Reta tangente a uma curva no ponto P

o

—2
Figura 3. 18 - Reta que intersecta uma curva no unico ponto P

A partir destes exemplos, e de outros que podem ser apresentados aos alunos ou criados
por eles, pode-se chegar ao momento de apresentar a defini¢do de que uma reta é tangente a uma
curva C, num ponto P(a,b), quando a reta intersecta a curva neste ponto e, além disso, para
pontos Q(x,y) pertencentes a curva C, com abscissa x suficientemente proxima de a (x < a ou
x > a), os valores das ordenadas y correspondentes aos pontos Q(x,y) da curva serdo muito
proximos dos valores das ordenadas y dos pontos de mesma abscissa, mas sobre a reta tangente,

Q(x,y). Em outras palavras, a curva C e sua reta tangente em P “praticamente se confundem”,
para pontos da curva proximos ao ponto de tangéncia P.
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No caso da definicdo de reta tangente a uma circunferéncia apresentada na Educagdo
Bésica, nota-se que ela cumpre as condigdes da defini¢do utilizada no Ensino Superior.

Pode-se concluir que a curva da Figura 3. 18 ndo possui reta tangente no ponto P, porque
qualquer reta que passe ali ndo preenchera a exigéncia que aparece na definicao.

A maioria dos problemas selecionados para esta se¢ao vai explorar como a reta tangente
ao grafico de uma fungdo pode estar relacionada ao valor méaximo ou minimo dela.

Outro auxilio importante na resolucao de varios dos problemas desta se¢ao e da seguinte,
¢ fornecido pela desigualdade das médias, que compara a média aritmética e a média geométrica
(além de outras médias) de nimeros positivos.

Esta propriedade estabelece que, dados n numeros reais positivos a; < a, <...< ay,

a;+az+--an n a?+a%+--a? n
sendo A=—""—""7" G = a.a, ...a = |/ e H=5——-7-
- , Jai-az...ap ., Q . JEE S S
n

respectivamente, as médias aritmética (A), geométrica (G), quadratica (Q) e harmonica (H)
entre eles, entdo temos sempre que vale a seguinte relagdo: g < H <G <A <Q < a,. Além
disso, a igualdade entre todos os membros ¢ verdadeira se € somente se a; = a, = -+ = a,.

No caso particular da desigualdade que sera utilizada neste capitulo, G < A, existem vdrias
demonstragdes para n natural, por argumentos de inducdo, ou outros. As obtidas por Cauchy,
MacLaurin, Steffensen e Polya podem ser consultadas em Fonte (2013). Aqui apresentaremos
somente o caso mais simples, quando n = 2.

Sabemos que (a; — a,)? = 0, para cada a,, a, nimeros reais positivos e a igualdade ¢é
verdadeira se e somente se a; = a,. Desenvolvendo o quadrado teremos entio a? — 2a;a, +
a3 > 0, ou, de modo equivalente, 2a;a, < a? + a3. Somando dos dois lados a quantidade 2a, a,
teremos 4a,a, < a? + a3 + 2a,a, = (a; + a,)?. Dividindo a desigualdade pela constante 4 e
aplicando a raiz quadrada dos dois lados, lembrando que a fungdo raiz quadrada é crescente,
obtemos a desigualdade pretendida.

O proximo problema envolve otimizacao de uma fungdo que ndo é polinomial de grau
inferior a trés. Ele podera ser resolvido algebricamente utilizando a Desigualdade entre a média
aritmética e a geométrica. O software GeoGebra também pode ser utilizado para estimar
graficamente a solugdo explorando operacdes com fungdes. A sequéncia de itens proposta para
discutir o problema utiliza a conversdo entre os registros de representacao algébrica e geométrica
para facilitar a compreensdo e solucao do problema por parte dos alunos.

Este problema também pode ser utilizado para introduzir, de modo intuitivo, o conceito de
derivada, associado a uma reta tangente ao grafico da fungdo em um ponto, € como a existéncia
desta reta especifica pode estar relacionada ao méximo ou minimo dessa fungao.

Problema 3.8: Deseja-se construir uma piscina com fundo horizontal e quatro paredes
verticais, de modo que cada se¢do horizontal seja formada por dois lados opostos retos e paralelos
de mesmo comprimento b e por outros dois que tém formato de semicircunferéncias, de mesmo
raio r, ambas concavas para o mesmo lado, conforme mostra a Figura 3.19. Sabe-se que cada
se¢do horizontal da piscina precisa ter 200 m?de area.
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b

Figura 3.19 - Secdo horizontal da piscina (Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2020))

a) Determine a relagdo entre a base b e o raio r em cada se¢do da piscina.

b) Utilize o GeoGebra para reproduzir a Figura 3.19 e crie controles deslizantes para variar o
comprimento da base b ou do raio r e observar o que ocorre com o perimetro da se¢do, mantida
sua area.

¢) Determine uma expressdo algébrica para o perimetro da sec¢do da piscina, como funcdo do
raio das semicircunferéncias.

d) Determine as dimensoes da piscina de perimetro minimo e qual serd a medida deste perimetro,
utilizando o resultado obtido no item anterior e a desigualdade das médias.

e) Utilize o GeoGebra para obter o grdfico da fungdo do item c e, com auxilio dele e de retas
tangentes ao grafico, estimar o perimetro minimo. Sugira uma relag¢do entre o ponto onde ocorre
0 minimo e a reta tangente ao grdfico neste ponto. Compare o valor de r para o perimetro ser

minimo obtido pelo GeoGebra com o valor obtido no item d. Explique a discrepdncia (Fonte:
Biazutti, Vaz e Andrade (2020)).

A desigualdade das médias que serd utilizada estabelece que, se a4, a,, ..., a, sdo nimeros
.. ~ aitaz+.a . ,
positivos, entdo % > /a,a,..a, ,e aigualdade s6 ocorre quando a; = a, =...= a,.

Isto significa que a média aritmética entre n numeros positivos € sempre um valor maior do que a

média geométrica entre eles, exceto quando todos os nimeros sdo iguais.
, o, ) 100
A area da piscina ¢ dadapor A = b - 2r, ou seja b - 2r = 200, de onde segue que b = —

0 que resolve o item a do problema. O perimetro da piscina é dado por p = 2b + 2nr.

Substituindo o valor de b, em termos de 7, ja obtido no item a, obtemos a solucdo do item c,

2
representada por p(r) = 2(100+ar) ,comr > 0.

o . 1 100
Utilizaremos a desigualdade das médias A > G, com a; = — ea;=mr. Nesse caso

100
a, —+nr

2
teremos al; =+ = 100;” > +/a,a, = V100m, ou seja, % > /100 . Logo p = 4v100m

2

e a igualdade so ¢ atingida (ou seja, o perimetro serd minimo, igual a 40+/r) quando a; = a,, isto
10
i

é, quando r = = . Assim, utilizando o resultado do item a, teremos b = 10/ .
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Os elementos a; € a, foram escolhidos de modo a obter um valor constante para a média
geométrica para comparar com p ou com um multiplo de p. Nao existe uma regra para esta escolha.
Pode ser necessaria a utilizacdo da estratégia de tentativa e erro.

Utilizando o GeoGebra, pode-se obter diretamente o grafico da fungdo p, apresentado na
Figura 3. 20. Entretanto, ndo hd como determinar visualmente, de modo preciso, o valor de ‘r’
para que o perimetro seja minimo (com uma certa paciéncia encontramos 5,6 < r < 5,7) porque
o valor ¢ um niimero irracional.

Um estudo geométrico das retas tangentes ao grafico em pontos proéximos do ponto de
minimo mostrard que a reta tangente no ponto de minimo deve ser horizontal, como mostra a
Figura 3. 20.

Ao observar a janela de algebra correspondente a esta reta, verifica-se que o valor de ‘r’
procurado aparenta ser um nimero racional, por conta das aproximagdes nos calculos realizados
pelo software. E importante apresentar aos alunos, além das vantagens, as limitagdes que um
software pode apresentar.

600

400

] 5 10 15 n .
0 5 0 5 10 15
100

Figura 3. 20 - Representagdes graficas da fungdo e de retas tangentes ao grafico
Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2020)

Cabe ressaltar que um ponto de uma curva em que a reta tangente € horizontal nem sempre
determina um valor minimo (ou méximo) da fung¢ao cujo grafico € a curva, num certo intervalo de
defini¢do I. Observando a Figura 3. 21 a seguir, podemos notar que as retas tangentes ao grafico
de f nos pontos A4, B e C sdo retas horizontais, isto ¢, com coeficiente angular igual a zero.

Os pontos A e C sdo denominados pontos de maximo local (ou relativo) de f ¢ o ponto
B ¢ denominado ponto de minimo local (ou relativo) de f. O adjetivo local (ou relativo) aqui
significa que o ponto de méaximo local “domina” superiormente, mas somente em relacdo aos
pontos proximos da curva. No caso do ponto de minimo local, ele “domina” inferiormente, mas
também somente em relagdao aos pontos proximos da curva.
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Figura 3. 21 - Retas tangentes ao grafico da fungdo f nos pontos A,B e C

O software GeoGebra possui uma ferramenta, disponivel no menu inicial, especifica para
determinar pontos de maximo ou minimo locais de fung¢des, denominada “Otimizacdo”. Cabe
lembrar mais uma vez que o software utiliza arredondamento e/ou truncamento, no caso de
solucdes ndo inteiras, portanto nem sempre vai fornecer dados exatos.

Considerando f definida no intervalo I; sendo o conjunto dos reais, f tem maximo global
em I; no ponto C e ndo tem minimo global. Considerando um outro intervalo I,, o
maximo/minimo globais mudardo. Por exemplo, se I, = [—3/2,—1], supondo que f(—3/2) =
—15, teremos —15 o valor minimo de f e 0 serd o valor maximo de f em I,. Nenhum deles ocorreu
num ponto em que a reta tangente foi horizontal (ocorreram nos extremos do intervalo).

Com base no grafico da fun¢ao da Figura 3. 21, poderiamos ser levados a concluir que o
maximo e o minimo global de uma fun¢ao continua em / podem ndo existir, ou podem ocorrer nos
extremos do intervalo, ou serao obrigatoriamente em pontos onde a reta tangente ¢ horizontal. No
caso do exemplo mostrado na Figura 3. 21, os pontos A, B e C sdo pontos onde a reta tangente ¢
horizontal e onde a funcdo tem méximo local (A e C) e minimo local (B), conforme o que foi
definido antes.

O professor pode aproveitar para rever os problemas 3.6 e 3.7, ja que eles também estao
relacionados a estes conceitos.

O proximo problema fornecerd outros dados para chegar a conclusdes mais seguras e
permitira que seja explorada, num problema contextualizado simples, uma fun¢@o que aparece em
geral em problemas abstratos na Educagao Béasica. Esta fun¢do ja apareceu na se¢do 4 do capitulo
2, como exemplo de funcao definida por varias sentencgas.
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Problema 3.9: Um posto de gasolina encontra-se localizado no km 100 de uma estrada
retilinea. Um carro com o tanque de gasolina cheio, parte do km 0 desta estrada em direg¢do a
uma cidade situada a 250km do ponto de partida, conforme a Figura 3. 22.
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Figura 3. 22 - Posigédo do carro, posto e cidade
Fonte: UFRN, questdes do vestibular, 2000

a) Num dado instante sabe-se que o carro esta a 10 km do posto, em frente a uma placa indicando
a quilometragem da estrada. Indique as possiveis posi¢oes do carro (quilometragem da estrada
indicada na placa).

b) Determine a expressdo algébrica da fun¢do que associa a posi¢do x do carro na estrada em
cada instante do seu deslocamento desde a partida até chegar a cidade, a distancia y deste carro
ao posto; determine também o dominio desta fun¢do. E possivel representar a funcdo
algebricamente de forma mais simples?

¢) Utilize o GeoGebra para determinar o grdfico da fungdo do item b.

d) Determine as distancias maxima e minima que o carro podera estar do posto, e a posi¢do do
carro, nestes momentos (quilometragem da estrada). (Adaptado de UFRN, questdes do vestibular,
2000, APUD Projeto Medicina)

Se o carro estiver na estrada, a 10 km do posto, antes de chegar nele, como o posto estd no
km 100, o carro estara no km 90 da estrada. Se o carro estiver a 10km do posto, depois de passar
por ele, o carro estard no km 110 da estrada. Estas sdo as duas posi¢des possiveis para o carro em
relagcdo ao posto, segundo a quilometragem na estrada.

Se x representar a posi¢ao do carro na estrada (quilometragem indicada na placa) e y
representar a distancia do carro ao posto, teremos que, quando 0 < x < 100, entdo y = 100 — x.
Quando 100 < x < 250, teremos y = x — 100. Assim a expressdo da fung¢do que associa x a y
serd F(x) = {100 — X, 0<x<100

x — 100, 100 < x < 250
representacdo mais simples de F pode ser obtida utilizando a fun¢cdo modular, entdo teremos

e o dominio de F sera o intervalo I = [0,250]. Uma

F(x) =]100 — x|, para x € I e o grafico de F sera como na Figura 3. 23 a seguir.
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Figura 3. 23 - Grafico da fun¢ao distancia do carro ao posto

Pelo grafico e pela expressao algébrica de F € facil ver que a distdncia maxima do carro ao
posto sera de 150 km, quando o carro estiver no km 250 da estrada (isto e, tendo chegado a cidade)
e a distancia minima do carro ao posto serd nula, quando o carro estiver no km 100 da estrada.

Voltando as nossas hipoteses sobre maximo ou minimo (global) de uma fungdo continua
definida num intervalo, o ponto onde o grafico de f atinge o maximo (global), supondo que I seja
o dominio, ocorre, de fato, num dos extremos de I.

Entretanto o minimo (global) ndo ocorre num ponto onde a reta tangente ao grafico de f ¢
horizontal. Como ja vimos anteriormente neste capitulo, em um grafico similar, ndo existe uma
reta tangente ao grafico de f no ponto (100, 0), onde ocorre 0 minimo global.

Este exemplo torna imperativo que nossa hipotese seja reformulada, incluindo os extremos
do intervalo, os pontos onde a reta tangente ¢ horizontal e os pontos onde a reta tangente ndo existe,
onde poderao ocorrer os pontos de maximo e de minimo (global) de uma funcao continua em um
intervalo I.

Ja vimos que, dependendo do intervalo, eles podem ndo existir. A afirma¢ao (teorema) que
foi incluida no item g do problema 3.7 pelo menos nos ajuda no caso de vérias fungdes.

Ainda h4 um tipo de comportamento que ndo apareceu antes neste capitulo. Trata-se do
grafico da funcdo f tal que f(x) = x3, que ja foi comentado no capitulo 2, se¢do 3.

Ele serd justificado de forma mais precisa mais tarde, com propriedades de um objeto
matematico, a derivada, que serd estudada no Ensino Superior, geralmente numa disciplina de
Célculo Diferencial e Integral. Mas podemos determinar agora utilizando o software GeoGebra,
como mostra a Figura 3. 24.
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O f(x) = x* N
25
A = Intersecao(f, EixoX, 1)
- (0.0) ’
g : Tangente(A, f) : 5
@)
—y=0
1
+

05

05 1 15 2

Figura 3. 24 - Reta tangente ao grafico de f tal que f(x) = x3 no ponto A(0,0)

Pode-se notar que a reta tangente ao grafico da fungao f no ponto A(0,0) é horizontal. No
entanto f ndo tem maximo nem minimo (local) em A.

Este tipo de ponto ¢ denominado ponto de inflexdo de f, ou seja, onde houve uma
mudanca de concavidade da curva, para x < 0 a curva € concava para baixo e para x > 0 a curva
¢ concava para cima.

Entretanto cabe ressaltar que existem pontos de inflexdo em que a reta tangente nao ¢
horizontal, como ¢ o caso da reta tangente ao grafico da fung¢do tangente, no ponto (0,0), revisada
na secdo 2.3 do capitulo anterior. Este conceito vai ser estudado mais tarde, em CDI.

O préximo problema, embora ndo aparente, guarda algumas similaridades com o problema
3.8 e também podera ser resolvido utilizando de forma inteligente a mesma desigualdade das
Médias. O GeoGebra pode ser utilizado novamente para determinar uma solucao aproximada.

Problema 3.10: Uma lata cilindrica circular é construida para receber 1 litro de dleo.

a) Determine a relag¢do entre altura h e o raio da base r.

b) Determine a fungdo que representa a darea total em fungdo do raio da base .

c¢) Construa, utilizando o software GeoGebra, o grdfico da fun¢do drea total.

d) Encontre as dimensoes que minimizardo o custo do metal para produzir a lata, supondo o custo
de p reais por m? de material (Adaptado de Stewart (2013)).

Utilizando a expressdo para o volume de um cilindro circular reto, de altura h e raio da
base 7 e a informagdo sobre a capacidade da lata, chegamos a equagdo mr2h = 1. A 4rea total da
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lata serd a soma das 4reas da base e tampa, isto é, 2712, com a 4rea lateral, 2rrh. Substituindo h
~ N , 2
em fungio de 7 na expressdo da 4rea total chegamos a S = f(r) = 2nr? + ~,com7 > 0.

Neste problema temos uma situagdo de volume fixado e a area variando. Mais adiante, o
problema 3.13 também envolverd um solido cilindrico. Entretanto a area estara fixa e o volume ¢
que vai variar. E interessante comparar os dois problemas, porque essa “pequena” mudanga
realmente altera bastante a solucao.

Comparando com a expressdo do perimetro da se¢do da piscina, no problema 3.8,
verificamos que 14 tinhamos a soma de uma fungdo linear com uma fungdo 2/r. Aqui a fungdo
linear foi substituida por uma fun¢ao quadratica. Utilizando o GeoGebra para determinar o grafico
de S, poderemos comparar os graficos nos dois problemas, para visualizar a alteragdo causada pela
mudanga numa das fung¢des, como mostra a Figura 3. 25.

Pode-se notar que os valores da funcao, no problema 3.8, decrescem mais lentamente antes
do ponto de minimo e crescem também mais lentamente depois dele, do que o que ocorre no
problema da lata.
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Figura 3. 25 - Grafico da area de uma lata cilindrica

Para determinar as dimensdes da lata de custo minimo, supondo que o custo do metal seja

2, o custo total sera C = p.S. Sendo p uma constante, o custo sera minimo quando a

p reais por m
area total S for minima. Para determinar de forma exata qual o valor de r que implica na area

minima novamente serd utilizada a desigualdade das médias.
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Entretanto, se for utilizada a mesma ideia, de média entre dois nimeros, ndo chegaremos a
um resultado positivo (porque ao transformar soma em produto, o produto continuard dependente
da varidvel r). Vamos utilizar entdo a desigualdade com trés niimeros, a; = 2nr?, a, = 1/r e
as; = 1/r, porque o objetivo é obter uma constante no segundo membro da desigualdade a seguir.

. 27‘[1‘2+%+% 3 2 1 3
Nesse caso teremos o seguinte: — > |27mre. o= V2.

¢

Assim S = f(r) = 3 ¥Y2m, ¢ o valor minimo de S sera obtido quando a; = a, = as, ou
Van?
m

seja, r = m. Por conseguinte, h =

1
zn

Como os valores encontrados sdo numeros irracionais, ao utilizar o GeoGebra para tentar
obter a solucdo, devido as limitagdes do software, sé serd possivel encontrar uma aproximagao
racional, como o valor » = 0,54 obtido na Figura 3. 26, que ¢ abscissa do ponto A, onde a reta

r

tangente ao grafico de f é “aproximadamente” horizontal.

—0.2 1} 02 0.4 06 08 1 1.2 14

Figura 3. 26 - Reta tangente horizontal no ponto de minimo

O proximo problema pode ser resolvido algebricamente, utilizando desigualdade das
médias, mas também pode ser resolvido geometricamente, com auxilio do GeoGebra.
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Um outro problema de volume, também envolvendo caixas, foi apresentado na se¢@o 3 do
capitulo 2 (consultar problema 2.19). Num dos itens foi pedida uma estimativa sobre o volume
maximo, so utilizando o grafico da fun¢do. Agora, com mais recursos algébricos e geométricos, ¢
possivel obter resultados mais precisos.

Entretanto, o recurso mais poderoso para este tipo de problema continua sendo a utilizagao
de conceito e propriedades de derivada, que sera estudada em CDI.

Problema 3.11: Uma caixa sem tampa deve ser construida a partir de um pedago quadrado de
papeldo, com 3 metros de largura, cortando fora um quadrado de cada um dos quatro cantos e
dobrando para cima as partes laterais que sobram.

a) Utilizando o GeoGebra, represente a Figura 3. 27 a seguir, que descreve a situagdo do
problema.

b) Utilize o GeoGebra para representar geometricamente a caixa sem tampa pronta. Utilize um
controle deslizante para x, para simular diversas caixas e obter o intervalo de variagcdo possivel
para x.

¢) Determine a fungdo volume, da variavel x e esboce seu grafico utilizando o GeoGebra.

d) Determine o volume mdximo que esta caixa poderd ter e quais serdo suas dimensoes. (Adaptado
de Stewart, 2013, p.300)

3m

3m

X X

Figura 3. 27 - Papeldo para montar a caixa

A caixa sem tampa estd representada na Figura 3. 28 (a), com comprimento ¢ = 3 — 2x,
largura | =3 —2x e altura h =x, o que implica num volume V = (3 —2x)(3 — 2x)x.
Utilizando o controle deslizante para x, chega-se ao intervalo [ = [0, 3/2] para valores possiveis
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para x, sendo que o volume V = f(0) = f G) = 0 ¢ o volume minimo. O grafico da fungio

volume esta representado na Figura 3. 28 (b), na cor vermelha.

(b)

Figura 3. 28 - (a) Caixa pronta e (b) Fun¢do volume

Neste problema, como o valor maximo de V ocorre para um namero racional x, pode-se
determinar a solucdo apenas analisando o gréafico, a partir das ferramentas da janela de visualizacao
do GeoGebra e, neste caso, ocorrera onde a tangente ao grafico ¢ horizontal.

Mas, num problema mais geral em que a solu¢do ndo fosse tdo simples de ser obtida
graficamente, outra estratégia nos leva a solugdo, utilizando a desigualdade das médias,
comparando a média geométrica com a aritmética entre trés nimeros positivos, a; = a, = 3 — 2x
e a; = 4x (este ultimo foi escolhido para que obter um limitante superior independente de x).

Assim teremos V4V = /(3 — 2x)(3 — 2x)4x < (3_2x)+(:_2x)+4x = S = 2.

Da desigualdade das médias sabemos que a igualdade se verifica quando os trés nimeros
coincidirem, isto é, 3 — 2x = 4x, logo x = 1/2 m(altura) ¢ 3 — 2x = 2 m (comprimento e altura).
Como V4V =2 & 4V =8 & V = 2, logo o volume méaximo sera de 2 m°.

O proximo problema foi selecionado porque apresenta uma situagdo problema que pode

ser representada por duas fungdes distintas. E importante para que os alunos tenham confianga em
suas formas de resolver que ndo se preocupem demais em comparar a sua forma de pensar com a
de outros colegas ou do professor. O GeoGebra ¢ perfeito aqui para representar a situacdo problema
geometricamente e de forma dindmica, de modo a compreender o problema e procurar a melhor
forma de obter a solugdo procurada.

Problema 3.12: Numa cidade vai ser construido um tinel no qual cada segéo transversal serd

limitada pelo semicirculo x* + y* = a?, sendo a > 0, e pela reta y = 0. A drea destinada aos
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veiculos ocuparda uma se¢do transversal retangular, com um lado sobre a reta' y = 0 e inscrita na
se¢do transversal do tunel, conforme a Figura 3. 29.

V

Figura 3. 29 - Secdo transversal do tiinel com o retdngulo inscrito, vértice V, raio a e angulo «
Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2020)

a) Utilize os comandos dinamicos do GeoGebra para reproduzir a Figura 3. 29 e estudar as
alteragoes no retangulo quando o vértice V se move ao longo do semicirculo, desde o ponto (a, 0)
até o ponto (0, a).

b) Utilize os comandos dinamicos do GeoGebra para estudar as alteragoes no angulo a quando
o vértice V se move.

¢) Designe por x a abscissa do vertice V. Determine uma expressdo algebrica para a drea do
retangulo como fungdo de'V.

d) Determine uma expressdo algébrica para a drea do retdngulo como fungdo de a.

e) Determine o retangulo de darea maxima (de modo a ter uma boa ventilagdo), possivel de ser
inscrito no semicirculo de raio a, e qual sera a medida de sua base e altura.

(Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2020))

A éarea do retangulo, definida por A = b. h, pode ser representada pela imagem da fungao
A = f(x), onde a variavel x representa a metade da base b, ou seja b = 2|x| e a altura h € o valor
da ordenada do ponto de abscissa x que intercepta o semicirculo de raio a, isto é, h = Va? — x?2.
Assim a fungdo serda A = 2xVa? — x? , sendo x € [0, a]. Desta forma o problema de otimizagao
pode ser resolvido utilizando a desigualdade das médias.

Por outro lado, utilizando as relagdes trigonométricas no tridngulo retangulo com
hipotenusa a, temos b = 2x = 2a cos («) e h = y = a sen(a),logo A = 2 a® sen(a)cos(a). A
area A ¢ um produto de fungdes, uma delas crescente e outra decrescente, no intervalo de variacao
de a, ou seja, no primeiro quadrante. Logo o problema parece ter novamente um certo nivel de
dificuldade.

Mas, utilizando propriedades do seno do arco duplo, conseguimos expressar A de forma
ainda mais simples, A = a® sen(2 a). Como o pertence ao primeiro quadrante, automaticamente
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2a pertence ao intervalo [0, 7]. Um exame do grafico da fungdo seno neste intervalo, apresentado

. r . 4 n
na Figura 3. 30, comprova que o maximo ocorrera no ponto B, quando 2a = >

—1

Figura 3. 30 - Fungédo seno

Assim, a deve ser igual a %. Chegamos logo a uma solugio, pois b = 2a cos(a) = av2

avz ~ . ~ R , o
eh=asen(a) = -~ Serdo estas as dimensoes do retangulo de drea maxima.

A solugdo obtida de forma mais simples para o problema anterior vem comprovar que
formulas trigonométricas aparentemente inuteis, que frequentemente sdo utilizadas somente em
problemas abstratos envolvendo manipulagdao de equagdes, podem ser muito uteis. Problemas
podem ser transformados em outros equivalentes, mas bem mais simples, como o problema 3.25,
mais adiante neste capitulo.

O proximo problema lida com conceitos de Geometria Espacial. A fungdo que representa
a situagdo problema € polinomial, com grau igual a trés. Neste caso o problema de otimizagao sera
resolvido geometricamente, de forma aproximada, utilizando os recursos do GeoGebra. E possivel
determinar solu¢do exata utilizando desigualdade das médias, mas ndo ¢ simples como em
problemas anteriores. De fato, a forma mais simples de resolver utiliza contetido a ser estudado
em CDI.

Problema 3.13: Um fazendeiro deseja construir um silo de madeira no formato de um cilindro
circular reto de raio r e altura h, conforme a Figura 3. 31 a seguir. A quantidade de madeira
disponivel para a construgdo (das paredes e do teto) é de 300 m°.

a) Determine uma relagdo entre o raio v e a altura h, no silo, e utilize para determinar uma
expressdo algébrica para a fun¢do V = f(r), que representa o volume do silo, em funcdo da
variavel r, e o conjunto de valores possiveis para r.

b) Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico de f.
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¢) Utilize o GeoGebra para obter uma estimativa aproximada para as dimensoes v e h do silo,
para que este tenha volume mdximo.
d) Utilize a desigualdade entre a média aritmética e a geométrica para determinar a solu¢do exata

para o volume maximo.

Figura 3. 31 - Silo do fazendeiro

Sabemos que a area total do silo cilindrico, incluindo paredes e teto, ¢ dada pela expressao
300-mr?

A = 2nrh + nr?. Como A = 300, temos 300 = 2rrh + 72, de onde conseguimos h = p——

O volume do silo cilindrico ¢ V = mr2h. Substituindo o valor de h, chegamos finalmente a
expressdo IV = f(r) = %T‘(?)OO —7tr?). Como r e h > 0, determinamos que 1 € | = l 0, /% l .

O grafico de f neste intervalo esta na Figura 3. 32 (correspondente a parte da curva na cor
verde), juntamente com o ponto A, em que a reta tangente ao grafico ¢ aproximadamente
horizontal, onde, neste caso, esta 0 maximo global de f no intervalo I.

Outra forma de determinar a localiza¢ao aproximada do ponto A ¢ utilizando a ferramenta
de “Otimiza¢do” do GeoGebra, que determina os maximos/minimo locais, pois, no nosso caso, o
maximo global de f em I ¢ também um méximo local da funcdo f, atingido, aproximadamente
no ponto D(5,64;564,19) do grafico da Figura 3. 32. Precisamos ressaltar que os valores sao
aproximados, porque, sempre que os valores ndo sdo inteiros, o sofiware faz arredondamentos e

truncamentos.
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Figura 3. 32 - Grafico da funcdo volume e volume maximo

E possivel também utilizar a desigualdade das médias, comparando a média geométrica de
tr€s nimeros positivos com a média aritmética deles, para resolver este problema. Entretanto ¢
necessario habilidade com célculos algébricos. A fungdo V pode ser escrita de modo equivalente,

colocando m em evidéncia ¢ fatorando, como V = %r 10 %— r || 10 \/% + r|. Lembrando

O B R A 4 . rq . . 3

que a média geométrica de trés numeros envolve uma raiz cubica, vamos considerar VV e
A . 3 3

escolher os trés nimeros da seguinte forma: a; = r,a, = c| 10 ’; —r)eaz=>b 10\/; +7,

com as constantes ¢ € b a serem escolhidas para que a média aritmética dos trés seja uma constante
independente de r, s6 assim poderemos tirar conclusdes. Comparando entdo as médias teremos:

37 _ 3| T 3 3| m (aitaztaz _ 3| m . 3 |1
W= |5 Yarapas < 5 () = S C+b)r+(c+b)10\/; L

Basta escolher ¢ e b positivos taisque 1 — ¢ + b = 0, ouseja, c — b = 1. Entdo, para obter
o valor maximo de V, a desigualdade se torna igualdade, e isto ocorre se € somente se 0s trés

, . . 3 3
numeros sdo iguais, a; = d, = az, ouseja, r = C 10\/; —r|=b 10\/; + r ], 0 que acarreta

. e b=——. Comoc—b=1,obtemos r = D~ 5,64 metros, logo h =

10\/5—1* 10\/E+r v
T Vs

. N , . 1000
metros e, substituindo na fun¢do V, teremos o volume maximo 3 =~ 564,19 m3.

Quando este problema for estudado na primeira disciplina de CDI, utilizando o conceito
de derivada sera possivel determinar também o valor exato de r, e, por conseguinte, o de h, de

10
Cc =

Bl
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modo bem mais simples do que utilizando a desigualdade das médias, com auxilio de derivada de
fun¢do, como também ocorre para o problema 3.26, mais adiante neste capitulo.

Um outro problema, cujo objetivo € comparar dois modelos de silos, um cilindrico e outro
conico, esta proposto no final deste capitulo. A solug¢ao do problema 3.13 ¢ uma parte da solucao
do problema 3.37 e as técnicas sao similares, mas os calculos algébricos sao mais trabalhosos.

Problema 3.14: A quantidade de iluminacdo (I) de um objeto por uma fonte de luz é
diretamente proporcional a poténcia da fonte (P) e inversamente proporcional ao quadrado da
distancia da fonte ao objeto (s), sendo A a constante de proporcionalidade.

a) Determine uma expressao algébrica para a quantidade de iluminagdo do objeto 1.

b) Duas fontes de luz constantes, uma trés vezes mais forte que a outra, sdo colocadas a 4 m de
distancia uma da outra, em linha reta. Suponha que x seja a distancia entre o objeto e a fonte de
maior poténcia e que a fonte de menor poténcia tenha poténcia igual a constante k. Represente
esta situagdo por meio de uma figura.

¢) Determine a expressdo algébrica da funcdo I, dependendo da variavel x e o intervalo de
varia¢do de x.

d) Determine onde deve ser colocado o objeto, sobre a reta entre as fontes de luz, de forma a
receber o minimo de iluminacdo (Adaptado de Stewart, 2013, p.301)

1

Temos que [ = A-P el sendo I: Quantidade de iluminagdo recebida pelo objeto; P:

Poténcia da fonte de Luz; s: Distancia entre a fonte de luz e o objeto iluminado; A: A constante de
proporcionalidade.

Seja x a distancia entre o objeto e a fonte de maior poténcia e k a intensidade de luz da
fonte de menor poténcia, dessa forma a poténcia da fonte de maior poténcia serd igual a 3k. A
distancia entre o objeto e a fonte de menor poténcia € igual a (4 — x), conforme a Figura 3.33.

Fonte de Luz com Fonte de Luz com
Poténcia 3K : Poténcia K
Objeto i

]
i
I
L]
I

o n
] (]
[ ] ]
1 (]
1 L]
1 (]

X | 4-x

Figura 3.33 - Fontes de Luz

Podemos definir a fungdo I = f(x) que nos permite observar a quantidade de luz que um
objeto colocado entre as fontes recebe como
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1 1 3 1
I=f(x)=2-3k-5+A k- —A.k.(x—2+—),0<x<4.

(4-0)2 (4 - x)2
A desigualdade das Médias ndo ajuda neste caso, porque ao transformar a soma em raiz do

produto sera obtida uma expressdo que ainda depende de x. O software GeoGebra pode ser

3

utilizado para esbogar o grafico da fungdo auxiliar g(x) = (x—z + ﬁ),o < x < 4, como

mostra a Figura 3. 34 (o grafico, no intervalo considerado, esta na cor vermelha). O minimo de f
e de g ocorrera para os mesmos valores de x, ja que A - k ¢ constante.

Com o auxilio do grafico e da ferramenta de reta tangente do GeoGebra poderemos estimar
qual seré o valor de x procurado (x = 2,36 ). O valor exato, que pode ser obtido utilizando topicos

e L 4V3
da primeira disciplina de CDI, é x = TR

A reta tangente (aproximadamente) horizontal

&

2 3
x=2.36

Figura 3. 34 - Minimo da quantidade de luz

No gréfico da Figura 3. 34 pode-se observar que 2 < x < 3. Mas utilizando os parametros
do GeoGebra e a ferramenta de reta tangente pode-se chegar a um valor aproximado bem proéximo
do valor exato (que ¢ um numero irracional).

O software GeoGebra possui um recurso importante, acessivel a partir do menu inicial
(botao Ponto), a ferramenta de Otimizagdo. Ela serve para localizar os pontos de méaximo e de
minimo local de uma fungdo, que ocorrem em pontos onde a reta tangente ¢ horizontal ou nao
existe. Cabe ressaltar que, se ocorrerem em nimeros irracionais, o sofiware vai fornecer um valor
aproximado racional, somente um método algébrico vai fornecer solucao exata.

Além disso, se o objetivo € determinar maximo/minimo global (ou absoluto) em um certo
dominio contextualizado, ele nem sempre coincidirda com maximo/minimo local (ou relativo),
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como ja vimos em varios problemas deste capitulo. Este ultimo ocorre em um ponto P do grafico
de uma funcdo onde, para os pontos @ do grafico (bem) proximos de P, o ponto P se comporta
como maximo/minimo global. Ou seja, maximo/minimo local “parece” maximo/minimo global
quando visto “bem de perto” (com zoom). Na Figura 3. 34, a fungdo ftem um minimo local em A,
que ¢ minimo global de f, considerando o dominio do problema contextualizado, que € o intervalo
10,4[. Mas, considerando um intervalo de visualizagdo mais amplo para o grafico, por exemplo
considerando como dominio [-3,6], 0 minimo local em A ndo ¢ mais minimo global ou absoluto.

Conhecendo o grafico da fun¢do e o dominio do problema contextualizado, as ferramentas
do GeoGebra podem ajudar a resolver de forma exata varios problemas de maximo/minimo global.
No caso de solugdes irracionais, entretanto, a solugdo exata precisa ser obtida algebricamente.

Para concluir esta se¢do, podemos resumir as conclusées sobre maximo/minimo global,
obtidas a partir da investigacao realizada por meio dos problemas das se¢des 3.1 e 3.2, a seguir.

Temos um teorema: uma funcdo continua f num intervalo [a, b] da reta, fechado e
limitado, sempre tem valor maximo global M e valor minimo global m.

O valor M podera ser M = f(a), onde a € [a, b] pode ser tnico, pode haver um niimero
finito de nimeros possiveis @, ou até um numero infinito de nimeros possiveis . Depende da
funcdo e do intervalo escolhido.

Para encontrar o(s) nimero(s) &, determinam-se os pontos do grafico de f, com abscissa
em [a, b], onde a reta tangente ao grafico de f¢é horizontal ou ndo existe, eles sdo candidatos a
ponto de méximo/minimo local de f em [a, b] ou podem ser também pontos de inflexao, ou seja,
de mudanga de concavidade do grafico.

Também devem ser obtidos os pontos extremos do grafico da funcdo no intervalo
escolhido, ou seja A(a, f(a)) e B(b, f(b)).

Com os dados anteriores, utilizando o grafico da fung¢do numa janela do GeoGebra
adequada, se pode visualizar onde estardo o(s) numero(s) a tais que f(a) = M. Este mesmo
processo também permite achar o(s) nimero(s) 8 € [a, b] tais que f(B) = m, valor minimo de f.

Supondo que o grafico da fungdo nao seja conhecido, também ¢ possivel chegar ao objetivo
utilizando o conceito e propriedades de derivada, que serdo estudados em CDI.

3.3 Problemas Instigantes de Maximo ou Minimo de Func¢oes

Os problemas desta secao sao mais instigantes do que os abordados nas seg¢des anteriores
e utilizam, na sua resolugdo, além das estratégias apresentadas anteriormente, argumentos de
geometria plana e espacial, semelhanca de tridngulos, trigonometria e relagdes trigonométricas,
propriedades de fungdes crescentes ¢ decrescentes, funcdes inversas € compostas, além de
conceitos de Fisica, de Economia e de Geometria Analitica.

No préximo problema a fun¢do a minimizar ¢ a soma de duas raizes quadradas. Entretanto,
por simetria de pontos em relagdo a uma reta e propriedade de reta conclui-se o teorema de Heron
e, a partir dai, utilizando semelhanca de tridngulos ou a relagao trigonométrica da tangente, chega-
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se a solugdo sem precisar utilizar a fungdo complicada, dada pela soma de duas raizes quadradas.
Este problema pode ser utilizado pelo professor para propor aos alunos que procurem outras
formas de chegar a solug¢ao.

Problema 3.15: Anténia estd no ponto A, que é o vértice superior esquerdo de uma praga
retangular ABCD (no sentido anti-horario) e vai se deslocar em linha reta até um ponto P, do
lado oposto BC da praca, para comprar pipocas (hd pipoqueiros em todo o lado BC). Depois,
sempre em linha reta, vai atravessar a praga até o ponto E situado no lado CD da praca, onde
esta parada esperando, a amiga Elisa, conforme a Figura 3. 35.

a) Utilize o GeoGebra para reproduzir Figura 3. 35.

b) Simule posicoes diferentes para o ponto P usando ferramentas do GeoGebra.

¢) Seja x a distancia do ponto P até o vertice C, AB =CD =a,BC =AD =beEC =c.
Determine uma fungdo que represente a distancia, dependendo de x, percorrida por Antonia para
se encontrar com Elisa.

d) Determine a posigdo de P que fara com que Antonia siga o caminho mais curto possivel para
encontrar Elisa. (Adaptado de Ferreira (2012))

A b D
@ E
C
B P C
M

Figura 3. 35 — Praca

Como os triangulos APB e EPC sao retangulos, utilizando o teorema de Pitagoras
calculamos o comprimento dos segmentos AP e PE, obtendo assim a distancia percorrida por
Antonia para encontrar Elisa, d = f(x) = AP + PE = \/az +(b—x)2 +Vx2+c?, sendoa
distancia possivel 0 < x < b.

Ao invés de trabalhar com a fun¢ao f, consideremos uma outra forma de calcular d, usando
reflexdo do segmento EC com respeito a reta que contém o segmento BC.

Observando a Figura 3.36(a), concluimos que PE = PE’, logo d = AP + PE'. Entdo, para
que a distancia percorrida se A até E seja minima, basta que ela seja uma reta, isto é, o ponto P
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deve pertencer ao segmento AE’, como mostra a Figura 3.36(b) (deve coincidir com o ponto 0).
Neste caso os dngulos AOB e COE’ serdo opostos pelo vértice, logo iguais ao valor a . Por conta
da simetria em relagdo a reta que contém o segmento BC, o angulo EOC também terd o valor a.

n . . A c . \
Portanto os triangulos ABO e ECO serao semelhantes, assim £ = ICS—O (também se chega a

mesma igualdade utilizando as duas formas de obter tg(a) ) . Substituindo o valor das medidas,

a c , bc , s AL s
temos que — = —. Dai se chega ao valor de x = —— > queéa distancia entre o ponto P € o
vértice C, onde Antdnia deve comprar pipocas, para depois encontrar Elisa, percorrendo o caminho

mais curto.

A D
O

E

B P C

N~~

\~\~~. EF

@
M N M N
© o o o
(a) (b)

Figura 3.36 - (a) Segmento refletido e (b) Distancia minima

Um outro enunciado possivel para este problema, num contexto de Fisica, seria supor um
facho de luz no ponto A, dirigido para o ponto P em um espelho situado entre os pontos B e C.
Neste caso, a pergunta seria em que ponto E deveria estar um observador, para receber o facho de
luz.

O proximo problema explora uma fungdo exponencial, num contexto realista, ao mesmo
tempo que utiliza propriedades de fun¢do inversa para chegar a solu¢do, com o auxilio de
raciocinio algébrico ou geométrico. A modelagem matematica do problema ¢ realizada utilizando
uma estratégia bastante Util em problemas onde a variavel ¢ o tempo, o método do eixo das setas,
que j4 foi utilizada para resolver problemas na secdo 2 do capitulo anterior (consulte problemas
29¢e2.11).
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Problema 3.16: Suponha que o preco inicial D reais de um automével novo (no momento da
venda) tenha desvaloriza¢do de 19% apds o primeiro ano de uso e de 5% ao ano, em relagdo ao
preco do ano anterior, nos anos seguintes.

a) Determine a expressdo algébrica da funcdo p = f(t), que representa o pre¢o do carro apos t
anos de uso.

b) Utilize o GeoGebra para representar graficamente a fungdo f.

¢) Determine o tempo minimo necessario (em numero inteiro de anos), apos a saida da fabrica,
para que o automovel tenha valor menor que 50% do seu valor inicial. (Adaptado de problema
do vestibular UNICAMP, apud BACKES (2008)).

Consideraremos inicialmente, com auxilio do método do eixo das setas, uma versao mais
simples do problema, que seria obter o preco do carro ap6s 3 anos de uso.

D 0,81D (0,95).(0,81)D (0,95)%.(0,81)D

Hoje 1 ano 2 anos 3 anos

Figura 3. 37 - Evolugédo do prego do carro

De acordo com o diagrama da Figura 3. 37, temos que f(0) =D e f(1) = (1 —0,19).f(0) =
0,81D. Assim f(2) = (1 —0,05). f(1) = (0,95).(0,81)D, f(3) = (0,95)2.(0,81)D. Podemos
entdo generalizar de modo a obter uma expressdo para o prego apos t anos, representada pela
funcdo £(t) = (0,95)¢~V.(0,81)D,parat = 1; £(0) = D.

Utilizando o GeoGebra podemos obter um esboco do grafico de f, conforme mostra a
Figura 3.38 (um controle deslizante para o preco inicial D permite uma simulagdo dindmica do
grafico do preco, para diferentes valores do preco inicial).
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Prego apds t anos

PR 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Numero de anos t

Figura 3.38 - Preco do carro apds t anos

Para determinar uma solug¢do geométrica para o problema do item c basta considerar a reta
y = D /2, paralela ao eixo x, que passa no ponto médio entre a origem e o ponto (0, D). O ponto
de intersecdo B, desta reta com o grafico da fungdo f, terd como abscissa o tempo minimo t,,;,
onde o valor do carro sera reduzido a metade, t,,;, = f~1(D/2). Como foi pedido um valor inteiro
para t, basta determinar geometricamente o valor do primeiro inteiro T apos t,,i, que sera T = 11
anos, conforme mostra a Figura 3. 39.

Uma outra forma de resolver o problema seria por meio de calculos algébricos. Queremos
encontrar t,,;, tal que f(t,in) = 0,5D para, a partir dele, obter o menor T nimero inteiro de anos
tal que f(T) < 0,5D, sendo T > t,,;,, uma vez que a fungdo f ¢ decrescente, conforme o grafico
obtido na Figura 3. 39.
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Preco apds t anos
Reta t = tmin
(0,D) @
0,81D t---
Reta y = D/2
0,5D
2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Numero de anos t
D=14
®

Figura 3. 39 - Tempo minimo para o valor do carro diminuir pela metade

Utilizando o resultado do item (a), teremos a equagdo 0,95:71(0,81)D = 0,5D.

. _ 0,5 o
Assim 0,95!71 = oo Para encontrar um valor para o expoente, utilizaremos, por exemplo, a

funcdo logaritmo neperiano (poderia ser com outra base), logo In(0,95!71) = ln(%). Segue-se

0,5
. . 5 In(7gp)
de outra propriedade do logaritmo que (t — 1)In(0,95) = ln(ooz), logo t—1= ﬁ = 9,40.
Desta forma teremos t,,;, = 10,4 anos. Logo o primeiro numero inteiro de anos (minimo) sera
T = 11 anos.

O proximo problema explora conceitos de fisica, além de utilizar uma férmula poderosa (a
lei dos cossenos) para chegar a funcdo que deve ser minimizada. Esta fun¢do ¢ uma combinagdo

de trés outras, uma fung¢ao linear, uma funcao trigonométrica e a fungao modular.

Problema 3.17: Uma mulher estd no ponto A da margem de um lago circular, com raio 2 km.
Ela deseja ir para o ponto C, diametralmente oposto a A, do outro lado do lago. Ela consegue
andar a uma velocidade de 4 km por hora e consegue remar a 2 km por hora. Ela pretende remar
até um ponto B da margem do lago e depois andar ao longo da margem, até o ponto C desejado.
Considere 0 o dngulo entre os segmentos AC e AB, conforme a Figura 3. 40.
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Figura 3. 40 - Posi¢do A da mulher na margem do lago

a) Utilize os recursos do GeoGebra para esbo¢ar a Figura 3. 40 simular o trajeto da mulher para
diferentes valores do dngulo 0 e para determinar o intervalo possivel de valores desse dngulo.

b) Determine uma expressdo para a fun¢do t = f(0), onde t é o tempo que a mulher vai necessitar
para ir de A até C.

¢) Utilize o GeoGebra para esbog¢ar o grdfico da fung¢do f, no intervalo de valores possiveis para
0, de acordo com o item a.

d) Mostre que a reta tangente ao grdfico, no ponto de abscissa %, é horizontal.

e) Determine o valor de 0 de forma que a mulher percorra o trajeto de A até C, no menor tempo
possivel. (Adaptado de Stewart (2013))

Supondo que a mulher pode escolher remar até o ponto C diretamente, o angulo 8 pode ser
igual a zero. Simulag¢des obtidas com um controle deslizante para o angulo levam até, no maximo,

0 = g, correspondente a op¢ao da mulher por andar pela margem do lago, do ponto inicial A até o

ponto de chegada C. Entdo o conjunto de valores possiveis para o angulo 8 ¢ o intervalo [0, ZE ].
Da Fisica sabemos que a velocidade (v) € o quociente entre a distancia percorrida (d) e o
e d
tempo (t) utilizado para percorrer, logo t = o

O tempo total sera a soma de dois tempos, t;, utilizado para remar, adicionado ao tempo

t,, utilizado para andar, cada um com sua velocidade.
AB  BC AB  BC
p— + - = —

Assim teremos t = t; + t, =

V1 1%/] 2 4 )
Agora precisamos obter o comprimento do segmento AB e do setor circular BC, em fungao
do angulo 6, com ajuda da Figura 3. 41.
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Figura 3. 41 - Triangulo ABD e Setor circular BDC

Para determinar o comprimento de AB, podemos utilizar a lei dos cossenos, observando
que o triangulo ADB ¢ isosceles, uma vez que a medida dos lados AD = DB = 2, por serem raios
para o lago circular. Assim AB? = AD? + DB? — 2AD.DB. cos(m — 20) = 8(1 + cos(20)) =
8(2co0s?(0)). Portanto AB = 4|cos (8)| = 4cos () no intervalo de varia¢io de 6.

Outra forma de determinar o comprimento de AB ¢ a seguinte: o tridngulo ABC ¢ retangulo
em ABC, logo cos (A)= cos(f) = AB /4.

No caso do comprimento do setor circular BC temos que ele mede o produto do angulo a
pela medida do raio do circulo, que ¢é igual a 2, assim BC = 2 a. Mas a + (w — 20) = m, logo
a = 26 entdo BC = 46. Substituindo na expressdo do tempo t = f(6), encontramos finalmente
afuncdot = f(0) = 6 + 2 |cos ()| = 6 + 2cos (0) no intervalo [0, 1/2].

Assim, intuitivamente, o valor minimo de t, neste intervalo de variagdao do angulo, parece
que vai ocorrer quando cos (8) = 0, ou seja, quando 8 = g . Isto significaria que a mulher deve
andar de A até o ponto desejado €, sem remar em nenhum trecho do percurso.

Utilizando GeoGebra podemos obter o grafico de f e verificar que a intui¢do se comprova,
como mostra a Figura 3. 42, isto é, o valorde 8 = g leva ao tempo minimo de percurso, resolvendo

o item e do problema.
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Reta tangente horizontal em B B
y=7/6+3 W

Figura 3. 42 - Gréfico da fungo tempo

A partir do gréfico da Figura 3. 42 junto com a ferramenta de reta tangente do GeoGebra,

r o, . ~ ;o
podemos observar também que a reta tangente em 6 = - ¢ horizontal e que a funcdo f terd ai o

valor maximo, dentro do intervalo considerado, ou seja, a mulher vai gastar o maior tempo possivel
(e ndo o menor tempo possivel) para ir de A até C.

No processo de achar a solucdo foi possivel constatar a importdncia de conhecer
propriedades das funcdes trigonométricas para facilitar o processo.

Uma analise dos problemas apresentados neste capitulo mostra que a abordagem algébrica
de alguns deles ¢ mais complicada do que a geométrica, enquanto em outros ¢ justamente o
contrario. S3o dois registros de representacdo de funcdes que estdo disponiveis para ajudar a
compreensao e resolugdo de problemas.

No préximo problema, a funcdo a ser otimizada ja ¢ fornecida, dado que o problema vem
de um contexto de Fisica, onde modelos sdo frequentemente estabelecidos a partir de experiéncias
praticas. O comportamento da solu¢do quando um parametro varia pode ser muito bem
compreendido, utilizando o recurso do controle deslizante do GeoGebra. Uma conjectura para a
soluc¢ao do problema de otimizagdao também pode ser obtida utilizando recursos do GeoGebra. A
solucdo exata, que comprova esta conjectura, ¢ obtida utilizando a desigualdade das médias,
combinada com propriedade de crescimento de outra funcao.

Problema 3.18: Quando um resistor de R ohms é ligado aos terminais de uma bateria com

uma forga eletromotriz de E volts e uma resisténcia interna de r ohms, uma corrente de I ampeéres

L . P E
atravessa o circuito e dissipa uma poténcia de P watts, sendo | = € P =R.I%
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[

— Bateria 4

Figura 3. 43 — Bateria
Fonte: https://aedmoodle.ufpa.br/course/view.php?1d=4005

a) Escreva a fungdo P em fung¢do da variavel R, supondo r e E constantes.

b) Construa, utilizando o GeoGebra, o grdfico da fung¢do P(R), supondo E = 1, para alguns
valores de v > 0 fixados.

¢) Utilizando o controle deslizante para o valor de r, avalie o comportamento do grafico da fungdo
P, no GeoGebra, supondo E = 1.

d) Supondo r e E constantes, determine o valor de R para o qual a poténcia dissipada sera mdaxima
(Adaptado de Diniz, Neri, Almeida, Veiga e Coelho (2013)).

Substituindo a expressao de I na expressao de P, fornecidas no enunciado, obtemos P dada
2
E
porP =R ()"

Supondo E = 1, o grafico da fungdo P satisfazendo P(R) = $ , para alguns valores

de r > 0 fixados, esta representado na figura 3. 44 a seguir, onde se pode observar também que o
maximo absoluto de P ocorre sempre num ponto onde a reta tangente ao grafico ¢ horizontal.

Poténcia P(R)
0:3
0:25
r=1
0:2
0:15
rl=2
0:1
r—=4
0.05
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
Resistor R
L 0.05

Figura 3. 44 - Grafico da Poténcia, para diferentes valores da resisténcia interna r


https://aedmoodle.ufpa.br/course/view.php?id=4005
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Utilizando controle deslizante para r > 0 ¢ possivel perceber que o ponto onde ocorre o
maximo de P parece ter abscissa coincidindo com o valor de r. Fixando-se no grafico o ponto
A(r, P(r)) e comparando a reta horizontal passando em A, com a reta tangente ao grafico no ponto
A, visualmente e na janela de algebra elas parecem sempre coincidir (¢ preciso cuidado ao tirar
conclusdes, visto que se estivermos trabalhando com niimeros ndo inteiros, o software pode
realizar arredondamentos), como mostra a Figura 3. 45.

Utilizando a desigualdade das médias, comparando a aritmética com a geométrica, ¢

It r s aita
possivel mostrar que realmente P serd maxima quando R = r. Uma vez que % =>+/a;.a,, como

os dois lados da desigualdade sdo positivos, e a fungdo quadratica é crescente para valores

2
.. ait+a .
positivos, teremos( 12 2) > aq.a, , com a igualdade ocorrendo se e somente se a; = a,.

. R r
Consideremos a, =—— € 4, = —

~ ait+a; 2 1
. Entdo teremos r.P(R) =a,.a, < (——) =-,0u
R+71 R+1

=\ 2 4
P(R) < ﬁ, com o maximo de P(R) sendo atingido quando a; = a, , isto é, quando R =r.

Utilizando derivada, conceito estudado em CDI, também ¢ possivel provar que P sera
maxima quando R = 7.

RSP o =y O] @ .{‘ x ABC | «Ir

r=13 f\j’
@ Poténcia P(R)

0 -@ 20 ® o4 r=13

. O ' ' !
f(x) = X 5 : Resisténcia interna r
(x+r) ")
X
= (x+13)°
9 A

P(x) = Se(x > 0,f(x))
(O]
A 4 X

- s x>0

T (x+13)° ( ) y
o A=6FO)

= (1.3,0.19) P

3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

g : Tangente(A, f) H Resistor R
© |

=y=019 -0.4

Figura 3. 45 - Ponto de maximo absoluto de P(R)

Para o préximo problema, o auxilio do GeoGebra parece ter menos importancia do que a
desigualdade das Médias. Entretanto, o conjunto de valores possiveis para a varidvel, ¢, na verdade,
decisivo para escolher a forma mais simples de obter a solugdo. O problema tem bastante interesse
também, por vir da area de Economia.

Problema 3.19: Um fabricante de molduras usa mogno reflorestado para produzir cinco pegas
por dia. Cada entrega de um contéiner de madeira custa R$ 5 000,00, enquanto sua armazenagem
custa R$ 10,00 por dia, por unidade (uma unidade é a quantidade de matéria-prima necessaria
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para produzir uma peg¢a). O fabricante espera receber matéria-prima suficiente para produzir
molduras por x dias, de modo a zerar o estoque no final deste periodo (ciclo de produgdo). A
quantidade média de matéria-prima armazenada é aproximadamente a metade da recebida em
cada entrega.

a) Determine a expressdo algébrica do custo total de armazenagem C, durante um ciclo, sabendo-
se que ¢ o produto entre a quantidade média armazenada, pelo custo de armazenagem de uma
unidade, durante x dias.

b) Determine a expressdo algébrica da fungdo custo total por ciclo, Cy, que é a soma do custo de
entrega C, somado ao custo de armazenagem.

¢) Determine a expressdo algébrica da fun¢do custo médio diario C,, = f(x), que é obtida
dividindo o custo total por ciclo C; pelo numero de dias de um ciclo (x) e esboce o grafico de f,
utilizando o GeoGebra e supondo x > 0.

d) Quantas unidades de matéria-prima devem ser encomendadas de cada vez e com que frequéncia
(o numero de dias x), de modo a minimizar o custo médio diario? (Adaptado de Thomas (2009)).

O fabricante consegue produzir 5 molduras por dia. Se for produzir molduras por x dias,
durante um ciclo, precisard encomendar 5x unidades para receber em uma entrega. Entdo a
quantidade média de matéria-prima em estoque sera, aproximadamente, 5x /2.

5 .
Portanto, o custo total de armazenagem C, = 7x - 10+ x. O custo de entrega ¢ fixo, do

enunciado C, = 5000. Logo, o custo total serd a soma dos dois custos, C; = 5000 + 25x2

completando o item a e o item b. Podemos responder entdo o item c, obtendo C,, = f(x) = % =
F)(Lﬁ + 25x, x > 0. O grafico de f, produzido pelo GeoGebra, estd apresentado na Figura 3. 46 a

seguir.

2500

2000 1 -

1500 1 -

Fungao custo meédio diario f

1000 1 -

500

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 3. 46 — Func@o custo médio diario
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Da Figura 3. 46 podemos verificar que existe um valor de x > 0 para que o valor de f seja
o minimo possivel, que ocorre no ponto do grafico onde a reta tangente ¢ horizontal.

Utilizando a ferramenta de reta tangente do GeoGebra podemos estimar que este ponto ¢é
proximo do ponto A(14,16; 707,11) como mostra a Figura 3. 47 a seguir.

= GeoGebra Classic

¥ B S L OO LN e[
5000 N

O fry > t 25 x 1500

o A = Ponto(f)
— (14.16, 707.11) ® 10w

® g : Tangente(A, f) ©
— y = 0.05x + 706.45 500

_+_

Figura 3. 47 - Reta tangente horizontal ao grafico de f

Podemos determinar as coordenadas exatas de A(x, f (x)) utilizando a desigualdade que

. ,oqe . L. y, . . , .. 5000
relaciona a média aritmética e a geométrica de dois nimeros positivos a; = ——ca;= 25x.

5
5000 $+25x
Teremos T.ZSx s - acarretando que

Cn, = f(x) =24/5000.25 = 500+/72.
5000

A igualdade entre as duas médias serd atingida se e somente se a; = — == 25x, isto

¢, x = 10¥2 = 14,1421. Entdo o valor minimo possivel de f sera f(lO\/E) = 500V/2.

Entretanto, para o nosso problema, x representa o numero de dias, portanto ¢ esperado que seja

4950 2125

um numero inteiro. Calculando os valores de C(14) = — = 707,1428 e C(15) = C(15) = 5

= 708,3333, concluimos que o custo médio diario minimo sera de aproximadamente R$ 707,14,
obtido quando a frequéncia de entregas for de x = 14 dias. Neste caso, a quantidade de unidades
de matéria-prima, que corresponde a quantidade de molduras que serdo produzidas em 14 dias
(como sdo produzidas 5 por dia), serd de 14 X 5 = 70 unidades. Esta entdo respondido o item d.

Podemos ter ainda mais informagdes para ajudar o fabricante. Se quisermos o custo médio
total (minimo), basta multiplicar o custo médio didrio minimo por 14 (ntiimero de dias) e
obteremos, aproximadamente, R$ 9 900,38. A partir deste valor teremos o custo minimo
aproximado de cada uma das 70 molduras produzidos neste ciclo, com estas condigdes, que serad
de, aproximadamente, RS 141,43.
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O proximo problema pretende explorar uma funcdo trigonométrica e, mais do que isto,
uma formula trigonométrica, numa situacao contextualizada, diferente do que ocorre na Educacao
Basica. A obteng¢do da solucdo se desdobra em varias etapas, com a utilizagdo de fun¢do inversa,
funcdo composta e permite verificar se os alunos realmente compreendem o significado de funcao
crescente e decrescente. A desigualdade das Médias, ja utilizada anteriormente, também ¢ crucial
para resolver o problema sem utilizar contetudo especificos de uma disciplina de Célculo.

Problema 3.20: Suponha uma estitua de altura h sobre um pedestal de altura p. Um
observador de altura m (m < p) enxerga do pé ao topo da estatua sob um dngulo «, que varia
de acordo com a distancia d entre o observador e a base do pedestal, conforme a Figura 3. 48.

h

P
m

u

Figura 3. 48 - Posicdo do observador e da estatua
Fonte: Mello (2004)

a) Expresse o dngulo a em fungdo dos angulos 8 e 8, onde [ e 6 sdo os dngulos entre a horizontal
a altura do observador e os segmentos que ligam ao topo e ao pé da estatua, respectivamente.

b) Represente uma figura similar a Figura 3. 48 no GeoGebra e crie controles deslizantes para
variar o dngulo de visdo a, quando a distancia d variar.

¢) Determine a distancia d para que o angulo de visdo seja o maior possivel. (Adaptado de Miiller
apud Mello, 2004).

Neste problema o observador vé a estatua sob o angulo a, que pode ser representado pela
diferenca § — 8. Como os dados relevantes do problema, em relagdo aos tridngulos retangulos
que aparecem na Figura 3. 48, estdo relacionados aos catetos, a ideia que surge € utilizar a fungao
_ _t8(B)-tg(®)

tangente. Tem-se tg(oe) = tg(B — 0) = e (F) 18 (@) "
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h+p—-m
d
T,=h+p—m ; T,=p—m , porque estas quantidades permanecem fixas, de modo a

Da Figura 3. 48 podemos obter que tg(f) =

eque tg(@) = % . Chamaremos

simplificar a relacdo de dependéncia entre o angulo de visdo a e a distancia d.

Substituindo na expressdo da tangente da diferenca e multiplicando numerador e

T,-T. .
diTﬂ%z' sendo d > 0. Daqui obtemos

d

denominador da frago por d teremos f(d) = tg(oc (d)) =

que < (d) = arctg <dT1;1T§2>, que ¢ a funcao inversa da tangente. Com base no que ja foi estudado
+—
d

na se¢do 2 do capitulo anterior, a inversa da fungdo f s6 pode ser definida restringindo a funcao f
a um dominio onde ela seja bijetora, neste caso foi escolhido o intervalo [ = (—g,%) Temos
que a imagem da restri¢do de f sera todo o conjunto dos reais. Assim, a inversa, denotada por h,
serd definida como h: R — (— %,%), com h(y) = arc tg(y).

Podemos utilizar o GeoGebra para obter o grafico da fungdo h, como mostra a Figura 3.
49.

-2

Figura 3. 49 - Grafico da fungfo inversa da tangente

A funcdo h ¢é sempre crescente, com respeito a sua variavel (y), logo quando y = f(d)
tiver valor maximo, entdo h(y) também tera valor maximo.

Chamando T; = T; — T, > 0, entdo a fungdo y = f(d) = g?;l)'

fungdo positiva da variavel d, pois g(d) =d + %. Assim, quando g for crescente, teremos

onde g também ¢ uma

fdecrescente, e vice-versa. Ou seja, ao determinarmos o minimo para a fungdo g, teremos o
maximo para a fungao f.
Para minimizar a fun¢do g pode ser utilizada a desigualdade das Médias, que relaciona a

e e o , TyT:
média aritmética com a geométrica, com os nimeros a; = d ea, = 172. Teremos g(d) =2,/T1 T,
e o valor minimo de g ocorrera quando houver a igualdade a; = a,, ou seja, d =/TyT, .

Substituindo os valores das duas constantes T; e T, teremos que f(d) = tg(a) serd maxima

quando a distancia d = \/(h—p —m).(p — m).
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Como explicado antes, para esta distancia d, que corresponde ao maximo de y = f(d), a
inversa de f, denotada por h, tal que @ = h(y) = arc tg(y) também tera valor maximo.

O problema a seguir apresenta uma investigagao sobre fungao bem diferente do que ¢ feito,
em geral, na Educagdo Basica. Numa disciplina de CDI ele seria resolvido utilizando derivada e
suas propriedades. Ao excluir esta ferramenta matemadtica e utilizar o MERP, este problema
permite explorar de forma intuitiva os conceitos de maximos e minimos (locais/relativos e
globais/absolutos em um intervalo).

E possivel explorar em profundidade fungdes crescentes e decrescentes e abordar a
associacao entre maximos ¢ minimos (locais/relativos) de uma funcdo com seus intervalos de
crescimento e decrescimento e também a relagdo entre 0 maximo e minimo (global/absoluto) com
o intervalo de defini¢ao da fun¢do considerada. A compreensao destes conceitos € importante para
um bom resultado dos alunos, mais tarde, em disciplina de CDI.

O problema também permite revisar conceitos geométricos de retas paralelas e
perpendiculares vistos na Educagdo Bdsica, a0 mesmo tempo que explora o conceito de reta
tangente a uma curva em um ponto dado, associado a possivel existéncia de maximo/minimo local
ou mesmo global de uma fung¢do. Reforc¢a a observacao de que a mudanga no intervalo de definicao
de uma funcdo pode acarretar alteracdo nos maximos/minimos globais. Chama aten¢do para a
possibilidade de o grafico de uma funcao ter assintotas.

Problema 3.21: Considere a fun¢do polinomial g tal que g(x) = x> — 4x* — 3x + 18.

a) Utilize o0 GeoGebra para esbogar o grdfico de g em I, = [—2,5] e determinar os valores de x
onde g atinge seu minimo e seu maximo (globais/absolutos) em 1.

b) Utilize a ferramenta de reta tangente do GeoGebra para verificar que a reta tangente ao grdfico
de g no ponto C, de abscissa x = —1/3, é uma reta horizontal.

c) Especifique cada intervalo de variagdo de x, dentro do intervalo 1,, em que a fung¢do g é
crescente e onde g ¢ decrescente e relacione com o minimo (local/relativo) e com o mdximo
(local/relativo) de g em 1.

d) Considere agora o intervalo I, = [—1,2]. Investigue os valores mdaximo/minimo local e global
de g neste intervalo e determine se os valores de g em I, sdo sempre positivos, utilizando as

informacoes dos itens anteriores.

e) Seja f(x) = ﬁ , com x € I,. Utilize as informagoes sobre g obtidas nos itens anteriores
para determinar os intervalos onde f é crescente e onde é decrescente, dentro do intervalo I, e
para determinar os valores maximo/minimo global e local de f neste intervalo.

f) Utilize o GeoGebra para esbogar o grafico de f em I, observando as informagoes sobre f

obtidas na solugdo do item e. (Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2020))

Utilizando o GeoGebra podemos tragar o grafico de g no intervalo I;, representado na
Figura 3. 50 na cor vermelha, entre os pontos E(—2,0) e B(5,28).
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A determinacdo dos maximos/minimos locais de g poderia ser realizada diretamente com
o recurso do “Botao de Otimizagao” do GeoGebra, disponivel a partir do botdo “Ponto” no menu
da tela inicial. Uma vez que o objetivo principal do problema ¢ trabalhar os conceitos, a solucdo a
seguir ndo utiliza este recurso. Mas ele pode ser utilizado depois e analisados os resultados
encontrados, levando em conta que o software trabalha com arredondamentos.

A ~ T
) h:y=x"—4x>-3x+18

g(x) = Se(—2 < x < 5,h(x))
@

= x®—4x2-3x+18, (-2<x<5b)

A= (3, g(3))
® - R | 4oL

= (3.0 r reta tangente ao grafico

de g no ponto C

B = (5, g(5))
@

= (5, 28)

1 1

o (-3¢(-3))

= (-0.33, 18.52)

E = (-2 g(-2))
@

= (-2, 0)

r: Tangente(C, g) : 5 _a 3 A 0
O r

= y=1852 -

Figura 3. 50 - Grafico da funcdo g em I;

Observando o grafico da Figura 3. 50, ¢ possivel concluir que o valor maximo absoluto (ou
global) de g em I; ¢ 28 = g(5), obtido quando a varidvel x = 5 e que o valor minimo absoluto
(ouglobal)degemI; ¢ 0 = g(—2) = g(3), obtido quando a variavel x = —2 e quando x = 3.

Usando a ferramenta do GeoGebra de reta tangente, escolhendo como ponto de tangéncia
o ponto C(—1/3,9(—1/3)) =(—1/3,500/27) = (—0,33;18,52) ¢ observando a equagdo
desta reta, que aparece na figura 3. 50, na janela de algebra, na tltima linha, nota-se que ¢ uma reta
horizontal (também poderia comparar o angulo entre esta reta e a reta vertical x = —1/3, usando
a ferramenta de angulos do GeoGebra).

Pelo mesmo gréfico da Figura 3. 50, também podemos concluir que a fungao g € crescente

1 1 .
quando -2< x < — 37 decrescente quando — 3SXS 3 ecrescente quando 3< x < 5. Assim g

tem um maximo local no ponto € e um minimo local no ponto A(3,0). Ficam resolvidos entdo os
itens a, b e ¢ do problema.

Com auxilio do GeoGebra podemos obter o grafico de g no intervalo I, = [—1, 2],
apresentado na Figura 3. 51 na cor laranja, entre os pontos P(—1,16) e Q(2,4). Podemos concluir
que g tem um maximo local em C, que também ¢ o maximo global de g em I,, entdo o valor
maximo de g neste intervalo ¢ 500/27 = 18,52, quando x = —1/3 ¢ g tem minimo global em
Q, sendo o valor minimo global igual a 4, quando x = 2.
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Logo g(x) = 4, para cada x € I, e, por conseguinte os valores de g neste intervalo sdo
sempre positivos. Além disso, ainda da Figura 3. 51 podemos apontar que g € crescente quando

r -1 . . ~ .
—1 < x < —1/3, eédecrescente se 5 < x < 2, concluindo assim a solu¢do do item d.

35

30

¢(-1/3, 500/27)

P(-1,16)

5 Q(2,4)

-5

Figura 3. 51 - Gréfico da fungdo g em [,

Consideremos agora f = 1/g, supondo x € I, = [—1, 2]. Como g assume sempre valores

positivos, sendo g crescente, isto ¢, g(a) < g(b)sea < b ,tem-se f(a) = ﬁ > ﬁ = f(b),

isto €, f sera decrescente, e vice-versa.

. . . , 1
Assim podemos concluir da resposta ao item d que f é decrescente se —1 < x < — 3¢ f

y 1
€ crescente se — 3 <x < 2.

Da mesma forma podemos concluir que f tem um minimo local quando x = — 1/3, onde
também é o minimo global de g em I,, o valor minimo de f neste intervalo ¢ 27 /500 = 0,054 ¢
f tem maximo global quando x = 2, sendo o valor maximo global igual a 1/4 = 0,25.

O grafico de f, no intervalo I, esta representado na Figura 3. 52 (a) e na Figura 3. 52 (b).
A Figura 3. 52 (a) mostra o grafico obtido digitando na janela de entrada do GeoGebra apenas a
expressao algébrica de f e o intervalo I,. A Figura 3. 52 (b) apresenta o grafico entre os pontos
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P'(-1,1/16) e Q'(2,1/4), com ponto de minimo local/global em C'(—1/3,27/500), apds
manipulagdes na janela de visualizagdo do GeoGebra.

Ha necessidade de mais conhecimento tedrico para realmente esbogar um grafico da forma
mais clara possivel.

A

0.25

0.2
1.5

015

01

p'

05 O .C:
L

-2 0 2 4 6 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 3. 52 - (a) Grafico de f (b) Grafico de f em nova escala

Conhecer os intervalos de crescimento/decrescimento, quando existe maximo/minimo
local e global sdo informagdes importantes que tornaram possivel alterar a janela de visualizagao
com o zoom, no software, para produzir o grafico com melhor clareza.

Cabe observar que o grafico da fungdo f, sem restricdo de dominio, tem vdrias
caracteristicas importantes, como assintotas verticais (retas x = —2 ¢ x = 3), porque a funcao
polinomial g tem trés raizes reais, sendo uma delas (x = 3) dupla. Também possui uma assintota
horizontal (reta y = 0), além de outros pontos de maximo/minimo local. Este problema pode
proporcionar varias atividades adicionais em sala de aula.

Para encerrar esta se¢do, foram selecionados mais alguns problemas, envolvendo topicos
de Geometria Analitica, Fisica, Trigonometria e Geometria Espacial.

O problema a seguir explora diversos conceitos, como fun¢des, maximos € minimos e
também distancia de um ponto a uma reta, que faz parte do conteudo de Geometria Analitica. Por
esta razao a formula para distancia de um ponto a uma reta nao vai ser utilizada agora, e a distancia
procurada sera obtida primeiro determinando a equagao da reta perpendicular a reta dada, e que
passa no ponto dado, depois determinando o ponto de intersecao entre as duas retas e finalmente
usando a formula da distincia entre dois pontos.

A formula que estamos evitando usar realmente facilita muito os calculos algébricos.
Como se pode constatar, ao trabalhar com o contetido de fung¢des, podem ser utilizados conteudos
de Algebra, Geometria Plana e Espacial, Geometria Analitica, além de conceitos de outras 4reas
afins, como Fisica.
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E importante um periodo de “adaptacdo” dos alunos, antes de introduzir conceitos como
limite e derivada de modo mais formal, numa disciplina de CDI junto com todo o conteudo de
fungdes misturado com outros contetidos da Educacao Basica.

Problema 3.22: Considere um tridngulo cujos vértices sio a origem A(0,0), o ponto B(1,1)
e oponto C, situado sobre grdfico da funcdoy = f(x) = Vx, 0 <x < 1.

a) Utilize o GeoGebra para esbogar o grafico da fungdo f e do triangulo ABC.

b) Usando ferramenta de ponto em objeto do GeoGebra é possivel deslizar C ao longo do grdfico
da fungao fde modo a observar o que acontece com a drea do triangulo ABC quando a abscissa
de C, denominada c, percorre o intervalo [0,1].

¢) Determine uma expressdo algébrica para a distancia entre o ponto C e a reta que passa nos
pontos A e B.

d) Determine uma expressdo algébrica para a area do triangulo ABC.

e) Utilize o GeoGebra para obter uma estimativa aproximada para o ponto C, de modo que a area
do tridngulo ABC seja maxima.

Figura 3. 53 - Fung@o f e tridngulo ABC

A Figura 3. 53 mostra o grafico da fungdo f(x) = vx e o tridngulo ABC. A fungdo f ja
apareceu na se¢ao 2 do capitulo anterior (consultar problema 2.8), ao estudar fungdes inversas.
Movimentando o ponto C (ponto sobre objeto) ao longo do grafico de f, € possivel verificar que a
area do triangulo ABC ¢ nula quando €(0,0), depois vai aumentando, depois volta a diminuir até

voltar a ser nula quando C(1,1), porque o tridngulo tem sempre a mesma base b = AB =2 e a
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altura h é que varia, onde h é a distincia entre o ponto C(c,+/c) e a reta que contém o segmento
AB.

A éarea do tridngulo ABC ¢ dada por S = h+/2/2. Para achar uma expressdo para h, e,
portanto, para S, precisamos determinar a equacao da reta s, perpendicular a reta r que contém o
segmento AB, conforme mostra a Figura 3. 54 a seguir.

1
\

08

07
06
05
04
03 retas
02

01

01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
0.1

Figura 3. 54 - Altura h do triangulo ABC, relativa ao lado AB

A reta r tem equacdo y = x, logo seu coeficiente angular ¢ igual a 1. A reta s tem
coeficiente angular igual a -1, logo sua equagdo ¢ y = (—1)x + n. Como ela passa no ponto
C(c,/c) tem-se entdo v/c = (—1)c + n portanton = ¢ ++/c eaequagdode sseray = (—1)x +
(c + o).

O ponto de intersecdo P entre a reta r e a reta s serd a solugdo do sistema linear y = x e

y = (—=1)x + (c +/c). A abscissa deste ponto sera %\/E e sua ordenada terd o mesmo valor. O

valor de h sera entdo a distancia entre C(c, \/E) eP (%\/E, C+2‘/E). Usando a féormula da distancia
entre dois pontos obtemos finalmente que h = % Podemos concluir entdo que o valor da area

do triangulo S = ;(\/E - ).

Utilizando o GeoGebra podemos determinar o grafico da func¢do 4rea S, como mostra a
Figura 3. 55 a seguir. Manipulando a ferramenta de visualizagdo podemos chegar a um valor
aproximado para c (e, portanto, para a posi¢ao do ponto C) para que a area S seja maxima. Do
grafico da figura podemos notar que o maximo de S ¢ atingido no ponto @, onde a reta tangente
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ao grafico ¢ horizontal, entdo a abscissa do ponto Q ¢ o valor de ¢ procurado (0,2 < ¢ < 0,3).
Usando a ferramenta de zoom do GeoGebra e a de reta tangente, obtém-se o valor de ¢ = i = 0,25.

Como o ponto @ ¢ um ponto de maximo local, também pode ser usado o recurso de
“Otimiza¢ao” do GeoGebra, com o mesmo resultado, neste caso, a partir do grafico da funcao S.

Para saber se este valor encontrado para ¢ ¢ uma aproximagao (no caso da solugao ser um
racional com numero infinito de termos ou um irracional) ou o valor exato, utilizamos a
representacdo algébrica de S.

01

0.05

-0.05

Figura 3. 55 - Grafico da fungdo area S

Da desigualdade das médias, comparando a média aritmética com a geométrica entre dois

, oy ait+a .y .. . .
nimeros positivos, temos % > +/a;.a,, logo, como ja foi justificado anteriormente em outro

ait+a;

2
problema deste capitulo, ( ) = a,4.a, , com a igualdade ocorrendo se e somente se a; = a,.

2
Escolhendo a; = Vc ea, = 1 —+/c, teremos entdo S = %\/E (1-+c) < % G) . Logo o valor

- , .. . . 1 . ,
maximo de S sera o valor do lado direito da igualdade, ou seja S = p quando a; = a,, isto &,

quando ¢ = 1/4.
No préoximo problema vamos abordar novamente um toépico de geometria analitica, a
elipse, seus vértices e grafico.

2 2
Problema 3.23: Foi construido um estadio gramado, limitado pela elipse % + 33,—6 =1, onde

X e y sao medidas em metros. Suponha que um retangulo esta inscrito nesta elipse, com lados
paralelos aos eixos coordenados, simétrico em relagdo aos eixos, conforme a Figura 3. 56.
a) Utilize o GeoGebra para reproduzir a Figura 3. 56.
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b) Faga simulagoes de diferentes retangulos inscritos, utilizando GeoGebra, para determinar o
dominio da func¢do drea do retangulo inscrito.

¢) Determine a expressdo algébrica da fungdo area, as dimensoes do retdngulo de area mdxima
que pode ser construido neste estadio, e qual serd a area maxima.

d) Dentro deste retdngulo serd possivel construir uma quadra de ténis com medidas oficiais para
jogos individuais (c = 23,77 m e | =8,23m) ou de duplas (c = 23,77m e |l =1097 m)?
(Adaptado do problema 10 da se¢do 2.1 de Fonte (2013))

X2 289 +y* /36 =1

20

—1iE

Figura 3. 56 - Retangulo inscrito na elipse

Cabe lembrar aos alunos que uma elipse ¢ uma curva plana, conhecida deste o século IV
a.C., formada por todos os pontos P tais que a soma das distancias de cada P a dois pontos fixos
(denominados focos) F; e F, ¢ igual a uma constante real positiva k (isto ¢, dist(P,F;) +
dist(P, F,) = k).

No contexto mais recente de Geometria Analitica, a equacdo geral da elipse ¢ dada por
Ax? + 2Bxy + Cy?> + Dx + Ey + G = 0, com B> — AC < 0 e todos os coeficientes reais. Mais
detalhes sobre conicas estao disponiveis em Medeiros, Andrade e Wanderley (1980).

Voltando ao problema 3.23, as coordenadas do retdngulo estdo associadas as coordenadas
da elipse. Para facilitar, devido a simetria dos pontos da elipse, € possivel analisar somente um dos
quadrantes da elipse para determinar as possiveis dimensdes do retdngulo (¢ = comprimento e [ =
largura), como mostra a figura 3. 56, onde utilizando um ponto qualquer da elipse no primeiro
quadrante determinamos suas dimensdes, c = 2x e | = 2y e suadrea A = 4xy.

x2 y2 x2 x2
Temosque —+ —=1 ©y=46 |1 — —, logo A=24x |1 — —,com 0 <x < 17.
289 36 289 289
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A Desigualdade de Médias, onde a média geométrica € sempre menor ou igual que a média
aritmética de dois nimeros positivos a; € a,, s6 ocorrendo igualdade entre as duas médias quando
a; = a,, pode ser utilizada aqui, escolhendo adequadamente os termos de modo a obter um
limitante superior independente de x.

. 24x 24 ~
Temos que a drea A = ?\/172 —x? = ;,/x2(172 — x2). Escolhemos entdo a; = x2 e
. , 24 (ai+a 24 (17?2
a, = 17?2 — x?. Assima drea A < —(g) == (—) =12.17.
17\ 2 17°\ 2
Logo a area maxima é de 204 m?, quando a; = x? = a, = 172 — x2, ou seja, quando

17 6. . . ~ . . . ~
=5 Neste caso teremos y = N2 Assim, as dimensodes do retdngulo de drea méaxima serdo

comprimento ¢ = 17V2 e largura [ = 6v2. Como c=2404m el=848m, poderé ser
construida uma quadra de ténis oficial para jogos individuais, mas ndo para jogos de duplas.
O préximo problema tem sua origem num problema da Fisica, de dinamica de fluidos. Sua

X

solu¢dao combina conceitos de Fisica com topicos de Matematica da Educagdo Basica. O GeoGebra
ajuda na visualizagdo e interpretacao e também possibilita obter uma solugao (grafica) aproximada.
Mais tarde, utilizando conceitos de CDI também ¢ possivel obter a solugdo exata.

Problema 3.24: Uma lata cheia de dgua até uma altura H tem um furo situado a uma altura
y de sua base, conforme mostrado na Figura 3. 57.

4 _a
___\%5\\-
H y
I ol U
| |
-l S, | |
i

Figura 3. 57 - Lata de 4gua
Fonte: Dornelles Filho (1996)

A agua que sai pelo furo sofre queda livre (despreza-se a resisténcia do ar), num
: ~ . 1 .
langamento horizontal, sob agdo da gravidade g. Portanto y = > gt? e o alcance horizontal do

Jjato de dgua x = vt, onde v é a velocidade de lancamento da agua e t é o tempo de queda.
a) Utilize a equagdo de Bernoulli para o fluxo de fluidos incompressiveis sob um campo

gravitacional uniforme ( %u v2+ ugh+p = constante), onde u é a massa especifica do
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fluido, p a pressdo e h a altura em relagdo a um referencial, para mostrar que a velocidade de
langamento v = ,/2g(H — y).

b) Utilize o GeoGebra para esbog¢ar o grafico da fungdao v = F(y).

¢) A partir das informagoes do enunciado e do item a, determine uma expressdo algébrica para o
alcance do jato de agua x = G(y).

d) Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico de G.

e) Determine a altura do furo y para que o alcance x seja maximo (considerar a for¢a de gravidade

g = 10 m/s?) (adaptado de Dornelles Filho (1996)).

Para resolver o item a consideremos dois pontos quaisquer do fluido do problema (agua),
sendo um deles na superficie da lata (ou seja, situado na altura H) e outro na saida pelo furo
(situado na altura y). Com respeito ao primeiro ponto temos velocidade v = 0, e, no segundo
ponto, v ¢ a velocidade de langamento do jato de agua.

Da equacdo de Bernoulli obtemos entdo o seguinte: p + 0+ ugH =p + %,uvz + ugy.
Simplificando encontramos v = ,/2g(H — y) onde vamos considerar g = 10. Podemos observar

que o intervalo possivel para a altura do furo y € [0, H].

Para resolver o item b, o grafico de v = F(y) = /20(H — y), esbog¢ado na Figura 3. 58
utilizando o GeoGebra, foi criado um controle deslizante para o valor da altura da 4gua H.

H=11 N “loy) H=1.1
O 0 L ) 5 @ 5 L
Y
o v(x) = Se(0 < x < H,/20 (H—x)) : "

= VOI1l-%, (0<x<11)
(@) textol = “v(y)”
Q texto? = “y”

+ Entrada...

0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 Y

Figura 3. 58 - Velocidade de langamento em fungéo da altura do furo

. . ~ . 2
No que se refere ao item c, das informagdes do enunciado temos que x = vt = v. /?y

Substituindo a expressdo da velocidade de langamento, obtida no item a, determinamos que o

alcance x = G(y) = 2,/y(H — y), onde y € [0, H].
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H=13 A hiqs
@ 3

0 ® 5 () [
. G(x) = Se(0 <x<H,2y/x(H=x)
Y @S ) |

= 2y/x(13-x), (0<x<13)

A = Extremo(G) &
[

= (0.65, 1.3) !

f : Tangente(A, G)
() G

=y=13 -0.2 0 0.2 04 06 08 1 12
+ Entrada...

Figura 3. 59 - Alcance do jato de agua

A solucdo do item d, utilizando o GeoGebra ¢ apresentada na Figura 3. 59. Com a
ferramenta de reta tangente do software também podemos obter uma solugdo aproximada (ou
conjecturar uma solugdo exata) graficamente para o item e, conforme também mostrado na Figura
3. 59.

Observando que o ponto A ¢ onde ocorre um maximo local da fungdo G, também pode ser
utilizada a ferramenta “Otimizacao” do GeoGebra. Entretanto os valores para as coordenadas de
A s3o numéricos, variando o valor de H com a utilizagdo do controle deslizante, podemos observar
que existe uma relacdo entre a abscissa do ponto A e o valor de H.

Para determinar algebricamente y, de modo que o alcance x seja maximo, basta utilizar a
desigualdade A < G, que compara a média aritmética com a geométrica de dois numeros positivos,
a,=yea, =H—y.

Teremos entdo §= @ =,Jy(H—-y) < @ =g,

) . , H

logo o alcance maximo x = H, quandoa; =y =a, = H — y,isto ¢, quando y = 5
Entdo o alcance horizontal do jato sera maximo quando o furo estiver situado na metade

da altura da dgua na lata o que soluciona o item e. O grafico da fun¢@o alcance combinado com
a ferramenta da reta tangente, apresentado na Figura 3. 59, nos levou a acreditar que a solucgao

seria essa, agora comprovada formalmente.
3.4 Problemas Propostos

Esta se¢do contém uma lista de problemas envolvendo diversas fun¢des, varias delas ja
abordadas no capitulo 2 ou em outras se¢des deste capitulo.

Na proxima secdo estdo incluidas respostas e sugestdes para chegar a solucdo dos
problemas selecionados. Tentamos colocar os problemas em ordem crescente de dificuldade.
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Problema 3.25: Na Figura 3. 60 estd representado o grdfico de uma fungdo polinomial de
primeiro grau f.

a) Utilize o software GeoGebra para obter o grdfico que melhor representa a fung¢do hy, tal que
hi(x) = |f ()| = 3.

b) Suponha que o dominio de f é o intervalo I = [—3,4], determine o dominio e a imagem de h.
¢) Determine a expressdo algébrica de h;.

d) Utilize um dos recursos de simetrias do software GeoGebra para determinar o grdfico que
melhor representa a fungdo h,, tal que h,(x) = —hq(x).

e) Determine o maximo e o minimo da fung¢do h,, no intervalo I(Adaptado de Vestibular
CESGRANRIO, apud Projeto Medicina).

Figura 3. 60 - Grafico da fungéo f

Problema 3.26: No hemocentro de um certo hospital, o niimero de doagdes de sangue tem
variado periodicamente. De acordo com os registros disponiveis no hemocentro, no ano de 2017,
este numero (contado em milhares), de janeiro a dezembro, pode ser aproximado pelo modelo

matematico S(t) = A — cos [%(t — 1)], onde A é uma constante positiva e t é o tempo (contado

em meses), 0 <t < 11.

a) Determine o valor de A, sabendo que no més de fevereiro houve 2 mil doagoes.

b) Obtenha um esbogo do grdfico da fungdo S, utilizando o software GeoGebra.

¢) Encontre quais os meses em que houve 3 mil doagoes de sangue.

d) Determine o maior e o menor numero de doagoes de sangue nesse hemocentro no ano de 2017
e quais os meses em que isso ocorreu. (Adaptado do vestibular da UNESP- 2003, APUD Projeto
Medicina)
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Problema 3.27: O volume de dgua em um tanque varia com o tempo de acordo com a seguinte
expressdo V(t) = 10 — |4 — 2t| — |2t — 6]|. Nela, V é o volume medido em m3 apés t horas,
contadas a partir de 8h de uma manha.

a) Determine o dominio da funcgdo f que associa t ao valor V (t).

b) Obtenha a expressao algébrica da fungao V e utilize o0 GeoGebra para esbogar seu grdfico.

¢) Encontre o volume maximo de agua no tanque e quando ocorrerd (adaptado do vestibular da
UERJ, APUD Projeto Medicina).

Problema 3.28: Os proprietarios de uma loja de capas para celulares compram cada capa por
R$ 25,00. Com base nas vendas anteriores eles esperam que, se venderem cada capa por X reais,
eles conseguirdo vender 300 — 2x capas por més.

a) Determine uma expressdo algébrica para o lucro mensal, em fungdo do prego de venda x de
cada capa e utilize o GeoGebra para determinar o grafico da fungao.

b) Encontre o intervalo dos valores dos precos de venda x tais que a loja conseguira lucrar com
a venda de capas em cada més.

¢) Qual deve ser o prego de venda de uma capa para que o lucro seja maximo?

d) Encontre o numero de capas que sera vendido por més quando o lucro for maximo e qual serd
o valor do lucro (Adaptado de Souza, vestibular da FGV- SP, 2010).

Problema 3.29: Uma marmoraria possui uma placa de granito na forma de um triangulo
retangulo OAB, de lados medindo OA = 80 cm, OB = 60 cm e AB = 1 m, de comprimento. A
marmoraria recebeu uma encomenda daquele granito, na forma de um retangulo, com a maior
area possivel, para servir de tampo de uma mesinha decorativa. Para economizar corte, os
funcionarios decidiram que, pelo menos um dos lados do retangulo, deveria ficar sobre um lado
do triangulo. Neste caso ficaram com duas possibilidades para cortar, como mostram as Figura

3. 61 (a) e (b) a seguir.

B

(a) (b)

Figura 3. 61 - Retangulo com 2 lados sobre 2 lados do tridngulo (a) e com 1 lado sobre um lado (b)
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a) Se for escolhido o corte com dois lados do retdngulo sobre dois lados do triangulo, utilize o
GeoGebra com duas janelas de visualizacdo para associar a Figura 3. 61 (a) ao grafico da fungdo
drea do retangulo e faca simulagoes dindmicas para estimar quando a darea serd maxima.

b) Na situagdo descrita na Figura 3. 61 (a), determine a fungdo area da placa retangular, como
fungdo de 1 variavel, esboce seu grafico utilizando GeoGebra e determine quais serdo as
dimensoes da placa retangular de maior area possivel e qual serad esta area.

¢) Se for escolhido o corte com somente um lado do retangulo sobre um lado do tridngulo, utilize
o GeoGebra com duas janelas de visualizagdo para associar a Figura 3. 61 (b) ao grdfico da
fungdo drea do retangulo e faga simulagoes dinamicas para estimar quando a drea sera maxima.
d) Na situagdo descrita na Figura 3. 61 (b), determine a fungdo darea da placa retangular, como
fungdo de 1 variavel, esboce seu grdfico utilizando GeoGebra e determine algebricamente qual
serd a placa retangular de maior area possivel e qual serad esta darea.

e) Comparando os dois resultados, qual tipo de corte deve ser escolhido? (Adaptado de Lima,
Carvalho, Wagner e Morgado, 2000)

Problema 3.30: Uma janela normanda tem a forma de um retangulo em cima do qual se coloca
um semicirculo, como mostra a Figura 3. 62 e seu perimetro mede 9m.

a) Utilize recursos do GeoGebra para estimar as dimensoes da janela que deixa passar a maior
quantidade de luz.

b) Expresse algebricamente a area da janela (em metro quadrado) em funcdo de sua largura
x(medida em metros) e esboce o grdfico desta fun¢do utilizando o GeoGebra.

¢) Determine a solu¢do algébrica exata do problema descrito no item a (Adaptado de Stewart,
2013).

Figura 3. 62 - Janela normanda

Problema 3.31: O volume de dgua V, medido em m?, que vazou de um reservatdrio, foi
calculado, apos t horas, contadas a partir de 8h da manhd de um certo dia, e foi estabelecido que

1
iz oV = ———— <t<
satisfazia a equagdo V —, 1<t<e6.

a) Utilize o GeoGebra para obter o grdfico da fungdo volume V e obter uma solugdo (aproximada
ou exata) para o volume minimo.
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b) Determine algebricamente quando o volume de dgua que vazou foi minimo, e qual foi este
volume minimo.

Problema 3.32: Uma bidloga quer que seja instalado no seu laboratério um aqudrio sem tampa
em forma de paralelepipedo com arestas medindo x, y e z (em metros) e, devido aos objetivos
cientificos pretendidos, o aqudrio deverd ter volume fixo de 32 m>.

a) Determine a expressdo algébrica para o volume e a expressdo para a drea do aquario, em
fun¢do de x, y e z.

b) Utilizando a desigualdade das médias, determine algebricamente as medidas das arestas do
aquario de area minima possivel e qual sera esta area.

¢) Considere agora um caso particular deste problema, em que o comprimento e a largura do
aquario tém a mesma medida. Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico da fun¢do area e,
utilizando a ferramenta de reta tangente, determine a drea minima (exata ou aproximada) e as
medidas das arestas do aquario de area minima (Adaptado de Fonte, 2013).

Problema 3.33: Deseja-se construir uma placa de transito em forma de triangulo isésceles,
com os dois lados congruentes medindo 5 dm e formando dngulo 0 e a base sendo o lado nao
congruente.

a) Utilize o GeoGebra para simular varios triangulos, mudando o dngulo e a medida do lado nao
congruente de modo a observar como varia a medida da area da placa.

b) Determine a expressdo da area da placa em fungdo do angulo 8, esboce o grdfico da fungdo
drea e encontre a medida do dngulo para que a drea seja maxima, de modo a ter a melhor
visibilidade. (Adaptado de Sousa, Torraca, Nasser, Silva e Barbosa, 2022 Apud Balomenos,
Ferrini-Mundy e Dick (1994)).

Problema 3.34: Um arquiteto pensou em criar uma lumindria formada por uma esfera de raio
4 dm inscrita num cone circular reto de altura h e raio da base r.

a) Encontre uma expressdo para o volume do cone dependendo somente da altura h e obtenha o
grafico da funcdo V utilizando GeoGebra.

b) Utilize a ferramenta da tangente no GeoGebra para determinar h de modo que o volume do
cone seja minimo (importante por necessidades de ordem prdtica).

¢) Faga simulagdo com outras medidas do raio da esfera. O método utilizado no item b sempre
podera ser utilizado? (Adaptado de Nasser, Sousa e Torraca (2012) Apud Balomenos, Ferrini-
Mundy e Dick (1994)).

Problema 3.35: O ridngulo da Figura 3. 63 é equildtero e seus lados medem 10cm com os
vertices situados nos pontos A, B e C. Os pontos A', B'e C', inicialmente nos vértices do triangulo,
deslocam-se sobre os seus lados, de um vértice a outro, com a mesma velocidade, como mostra a
Figura 3. 63. Os pontos A’ e C' deslocam-se no sentido hordrio e o ponto B' se move no sentido
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anti-horario. Seja x a distancia em centimetros percorrida pelos pontos A', B'e C' , no intervalo
0 < x < 10. Considere f(x) a drea do trigngulo A'B'C' quando A’, B'e C' formam um tridngulo
e defina que f(x) = 0 caso contrdrio.

Figura 3. 63 - Tridngulo ABC e triangulo A'B'C’
Fonte: OBMEP 2017

a) Calcule f(2).

b) Calcule f (7).

¢) Determine uma lei de formag¢do para a fungdo f.
d) Utilizando o GeoGebra, esboce o grdfico de f.

e) Determine os valores de x para os quais f possui maximo local ou global. (Adaptado da
OBMEP 2017, questao 3, fase 2/nivel 3, Apud Barbosa, 2023)

Problema 3.36: Uma lata medindo 20cm x 10cm X 10cm, sem tampa, é sustentada por um
suporte, de modo que uma de suas arestas mais curtas fique apoiada no plano horizontal e as
arestas mais longas formem um angulo de 45° com o plano horizontal, conforme mostra a Figura
3. 64. Suponha que um liquido seja colocado na lata, até a altura h em relagdo ao plano
horizontal, também como indicado na Figura 3. 64, de modo que o liquido ndo transborde.

a) Qual o volume de liquido na lata quando h é igual a 5cm? E quando h é igual a 11cm?

b) Determine uma lei de formag¢ao para a fun¢ao V, que fornece o volume V (h) de liquido na lata,
em cm?®, quando sua superficie esta na altura h, em cm. Apresente também seu dominio.

¢) Utilize o GeoGebra para esbogar o grdfico da fungdo V.

d) Para qual valor de h, no dominio encontrado no item b, V possui valor maximo?

(Adaptado da OBMEP 2021, questdo 4, fase 2/nivel 3, Apud Barbosa, 2023)
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Figura 3. 64 - Lata com liquido
Fonte: OBMEP

Problema 3.37: Um fazendeiro deseja construir um silo de madeira, no formato de um cilindro
circular reto, de altura h e raio r ou no formato de um cone circular reto, de altura h, raior e
geratriz g, conforme a Figura 3. 65 a seguir. A quantidade de madeira disponivel para a
construcdo (das paredes e teto, se for cilindrico, ou sé das paredes, se for cénico) é de 300 m?.

A g9

Figura 3. 65 - Possiveis silos para o fazendeiro
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a) Determine uma relagdo entre o raio r e a altura h, num silo cilindrico, e utilize para determinar
uma expressdo algébrica para a fung¢ao V, = f(r), que representa o volume do silo cilindrico, em
fun¢do da variavel r, e o conjunto de valores possiveis para r.

b) Determine uma relagdo entre o raio r e a altura h e entre o raio r e a geratriz g, num silo
conico, e utilize para determinar uma expressdo algébrica para a fung¢do V, = g(r), que
representa o volume do silo conico, em fun¢do da varidavel r, e o conjunto de valores possiveis
parar.

¢) Utilizando o GeoGebra, obtenha o esbogo do grdfico das funcoes f e g, para o conjunto de
valores possiveis de .

d) Utilizando recursos do GeoGebra, determine qual tipo de silo, cilindrico ou conico, o
fazendeiro deve escolher de modo que o volume disponivel para armazenagem seja maximo.

e) Utilize a desigualdade entre a média aritmética e geométrica para obter o valor exato para as
dimensoes do silo de volume mdximo, e qual sera o volume exato deste silo.

3.5 Comentarios e Respostas dos Problemas

Problema 3.25: Chamando g = |f|, usando a defini¢do da fungdo modular, o grafico de g
coincide com o de f onde f > 0 e coincide com o grafico de —g, onde g < 0, ou seja, serd
simétrico ao grafico de f em relagdo ao eixo x. Como h; = g — 3, teremos que transladar o grafico
de g de 3 unidades para baixo, em relacdo ao eixo y, para obter o grafico de h;. As etapas para
construcao do grafico de h; estdo apresentadas na Figura 3. 66 a seguir.

8 (05)

(0.2) \

3.0)

fungio g fung@o 4,

Figura 3. 66 - Funcao g e fungdo h,

Do grafico de h, temos que o dominio de h; = I e a imagem de h; ¢ o intervalo [—3,7].
Sabendo-se que o grafico de f ¢ uma reta que passa nos pontos (0,5) e (3,0), temos que sua
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equagdo sera §+ % =1,logo y=f(x)=5 —g x. Chamando g = |f|, teremos que a fungdo
5
glx) = |5 -3 x|
Assim hy(x) = g(x) —3 = |5 —2 x| — 3, ou, de forma equivalente, usando a fungdo

5x
2—?,se—3SxS3

modular, hy(x) =4 o,

> -8 se3<x<4 '

O grafico de h, ¢ obtido utilizando-se o recurso de reflexdo em relagdo a uma reta do
GeoGebra, no nosso caso o grafico de h; refletido em relagdo ao eixo x, como mostra a Figura 3.
67.

Observando o grafico de h,, na Figura 3. 67 temos que o valor méximo desta fungdo no
intervalo I € o valor h(3) = 3, e o valor minimo é h(—3) = —7.

(-3.7) G- funcao h,

Figura 3. 67 - Grafico da funcéo h,
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Problema 3.26: S(1) = 2 = A — cos(0) = A — 1,logo A = 3. Assim encontramos a expressio
algébrica S(t) = 3 — cos [%(t — 1)], 0 <t < 11. Utilizando o recurso do comando sequéncia do

GeoGebra teremos o grafico de S, representado na Figura 3. 68.

Observando o grafico da Figura 3. 68, encontramos que S(t) = 3 quando t = 4 (maio) e
quando t = 10 (novembro). Da mesma forma encontraremos que o numero maximo de doagdes
sera de 4000, em agosto, porque S(7) =4 ¢ o nimero minimo de doagdes sera de 2000, em
fevereiro, porque S(1) = 2.

tn

0
[}
@
]

0 1 2 3 ] 5] T 8 2] 10 11

Figura 3. 68 - Grafico da fung@o S (milhares de doagdes) em cada més de um ano

Problema 3.27: A solugio dos itens a e b faz parte do problema 2.27 do capitulo 2. Observando
o grafico da func¢do volume, encontramos o volume maximo no tanque, que é 8 m3, e que
acontecerd para 2 < t < 3, ou seja, entre 10 e 11h.

Problema 3.28: O Lucro mensal (L) satisfaz a equagdo L =V — C, onde V ¢ o preco de venda
das capas em um més subtraido do preco de compra delas. O prego de venda satisfaz a expressao
V(x) = x.(300 — 2x) que ¢ o produto do preco de venda de uma capa pelo niimero de capas
vendidas em um més. O preco de compra satisfaz a expressdo C(x) = 25.(300 — 2x), que é o
produto do preco de compra de uma capa pelo nimero de capas compradas em um més. Assim,
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encontramos L(x) = (x — 25)(300 — 2x) = —2x2% 4+ 350x — 7500. O grafico da fung¢io lucro
estd representado na Figura 3. 69.

Observando o grafico da Figura 3. 69 encontramos que o conjunto de valores de x para os
quais havera lucro € o intervalo da reta I =]25,150[ e que o lucro maximo serd a ordenada do

vértice da pardbola e o preco de venda de cada capa para que isto aconteca sera a abscissa do
vértice, logo x = — % = 87,5 reais e L(87,5) = 7812,50 reais. O numero de capas que precisam
ser vendidas por més para que haja lucro maximo sera n = 300 — 2x = 300 — 2(87,5) = 125

capas.

100001

| fungao lucro mensal L
8000
6000

4000-}

2000

&0 BD 100 120 140 160 180 200 220

| x=preco de venda de uma capa
2000

4000 |

Figura 3. 69 - Grafico da fung@o lucro mensal

Problema 3.29: Para o item a, a Figura 3. 61 (a) mostra que as coordenadas do ponto F(x,y)
sobre o segmento de reta AB que ¢ a hipotenusa do triangulo determinam as dimensodes do
retangulo. As simulagdes dindmicas vao ocorrer deslizando o ponto F ao longo do segmento AB
e usando os recursos adequados do GeoGebra (controle deslizante para o comprimento do
retangulo, coordenadas dos outros vértices dependendo do controle deslizante). Para estimar as
areas, clicar no retdngulo e no recurso area do GeoGebra.

Como F satisfaz a equagdo da reta, encontramos Ox—g + 0y—6 =1, deonde y = 0,6(1 — Ox—g).

’ ’

Substituindo na expressao da area do retdngulo (A = x.y) obtemos a fun¢do quadratica f de uma
variavel x, cujos valores sdo f(x) = 0,6x(1 — %), cujo grafico esta representado na Figura 3. 70.
Observando o esbogo do grafico e calculando as coordenadas do vértice temos x = 0,4m

comprimento da placa, y = 0,3m, largura da placa e 4rea maxima A = 0,12 m?, completando o
item b.
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Figura 3. 70 - Grafico da fun¢@o f, que representa a area do retdngulo no caso (a) do problema 3.29

Para o item c, a Figura 3. 61 (b) mostra que o segmento FG, paralelo ao lado AB ¢ que
determina as dimensdes do retangulo. As simulagdes dindmicas vao ocorrer deslizando o segmento
FG paralelo ao segmento AB e usando os recursos adequados do GeoGebra (controle deslizante
para o comprimento do retangulo de vértices F e G, vértices H, I obtidos utilizando recursos do
GeoGebra, de reta perpendicular e de intersecao de retas). Para estimar as dreas, clicar no retangulo
e no recurso area do GeoGebra.

Pode-se observar da Figura 3. 61 (b), que os tridngulos OGF e OAB sao semelhantes (caso

AA), logo % = %. Assim OF = 0,6x. Observando o lado OB, tem-se BF = 0,6 — 0F = 0,6 —
0,6x. Os triangulos HBF ¢ OAB também sdo semelhantes (caso de semelhanga AA), entdao ? =

ol' Assim encontramos y = 0,8BF = 0,8.0,6x = 0,48x. Substituindo na expressdo da area do

’

retangulo (A = x.y) obtemos a fungdo g de uma variavel x, cujos valores sdo g(x) = 0,48x(1 —
x), cujo grafico estd representado na Figura 3. 71.

fung&o area do retangulo

0.05

f ) 0.1 0.2 0:3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11

x=medida da base

=008 N
Figura 3. 71 - Grafico da fung@o f, que representa a area do retdngulo no caso (b) do problema 3.29
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Observando o esbogo e calculando as coordenadas do vértice obtemos x = 0,5m
comprimento da placa, y = 0,24m, largura da placa e 4rea maxima A = 0,12 m?, completando o
item d.

Comparando os dois resultados, temos que a area maxima sera a mesma, embora com
dimensdes distintas para a placa retangular, a escolha vai ser do cliente que for comprar a mesinha
decorativa com este tampo, respondendo ao item e e finalizando a solugao.

Problema 3.30: Utilizar a ferramenta de controle deslizante do GeoGebra e dupla janela de
visualizac¢do para simula¢do dindmica de diversas possibilidades de janelas, de modo a analisar as
areas correspondentes e estimar as dimensdes da janela de drea maxima.

A area da janela serd, a principio, dependente de trés varidveis, o comprimento x, a largura
2
. .« . ~ r
y da parte retangular e o raio r da parte semicircular, dada pela expressio A = x.y +—-.

Observando a figura 3. 63 encontramos r = %

O perimetro total externo da janela satisfaz a equacdo x + 2y + mr = 9. Substituindo o

~ . 9 247 . , , ~ .y
valor de r nesta equacdo conseguimos y = 5 (T) x. Assim a 4rea ¢ uma funcdo f da varidvel

4+1T

x, de modo que f(x) = x (g — (T) x) O grafico de f, usando GeoGebra esta na Figura 3. 72.

o _9 ™ 5
o flx) = 5 X (0.5+ 8) X

ee

Ve - eq

Area da janela normada

— Intersegdo(f, EixoX) :

@)
= A=(0,0)

O B = (5.040892381604, 0) :
a = f(2.52) :
= 5.6710037515804

O eql : x = 2.52 :
C = Intersecdo(f,eql) :

= (2.52, 5.6710037515804)

@ Area da janela normanda : -1 b

Comprimento da
base da janela

@ Comprimento da Base da janela :

Figura 3. 72 - Grafico da fungdo f, que expressa a area da janecla normanda

A partir do gréafico e do vértice da pardbola, ou usando a ferramenta da reta tangente
(horizontal) do GeoGebra, encontramos as dimensdes da janela normanda de area maxima, que

, . . 18 9 . ., 9
Se€ra a Janela com comprlmento X =—1m, largura Yy = ——m € raio do semicirculo r = — m.
4+T1T 4+ 4+
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Dito de forma mais simples, o raio € igual a largura, de aproximadamente 1,26m e o comprimento
¢ o dobro da largura, de aproximadamente 2,52m. Esta janela terd drea maxima, ou seja, deixara

entrar mais luz. Esta area sera A = m?, aproximadamente 5,67 m?.

2(4+m)
Seria interessante que o professor pedisse aos alunos para tentar achar uma fungdo area
dependendo s6 de r, por exemplo, para verificar se ela seria mais simples.

Problema 3.31: Este problema, aparentemente complicado, consegue ser resolvido de forma
rapida utilizando fungdes compostas e propriedades de fungdes crescentes/decrescentes. Deve-se
dar um tempo para que os alunos tentem resolver, sem sugestdo; caso os alunos ndo pensem em
fungdes compostas e propriedades de crescimento/decrescimento de fungdes, o professor pode
sugerir que os alunos usem estes conceitos. Se a dificuldade deles persistir, estes conceitos devem
ser abordados pelo professor, e, em seguida, ele deve deixar os alunos tentarem novamente.
Considere a fungdo f(x) = x, cujo grafico é uma reta passando pela origem, com
coeficiente angular m = 1. E importante chamar atengo para a relagdo entre m > 0 e f crescente

em < 0 e f decrescente, relembrando a defini¢do de funcdo crescente e fung¢do decrescente.

A seguir, considere a fungdo g(x) = % = % Observe que, quando x cresce, f(x) = x

também cresce, logo g(x) decresce. Portanto, quando f atinge valor maximo, g devera atingir
valor minimo (supondo f e g fun¢des com valores positivos).

Considere agora a fungio h(x) = /f(x) = vVx. Observe que, quando x cresce f(x) = x

também cresce. O grafico da fungdo +/x ja foi apresentado no capitulo anterior, trata-se de uma
funcdo também crescente, logo, se f cresce, teremos h(x) também crescendo. Assim, quando f
atinge o valor maximo, h também devera atingir seu valor maximo. (supondo f e h fungdes com
valores positivos). A partir dai, os alunos devem conseguir resolver o problema sem dificuldade.

Considera-se a funcdo auxiliar f(t) = 7 + 6t — t2. Logo o grafico é uma parabola com
concavidade para baixo, pois @ = —1 < 0. As raizes da equagdo f(t) =0sdot=—1let=7¢
o vértice da parabola é V(3,16). O esbogo da parabola é dado pela Figura 3. 73 a seguir.

Figura 3. 73 - Grafico da fungao auxiliar
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volume de 4gua V que vazou, ¢ dado por V = ——, paral <t < 6. Note que o valor
O volume de 4gua V 4 dad 14 J% 1 6. N ]

maximo de f ocorre quando t = 3, e sera igual a f(3) = 16. Logo o valor maximo da fungéo
crescente g(t) = /f(t) também ocorrera quando t = 3, e sera igual a g(3) = V16 = 4. Assim,

o valor minimo da fungdo V sera obtido também quando t = 3 horas, e serd igual a V(3) = i m?

Como o vazamento comegou as 8h, este vazamento minimo ocorrera as 11h, isto ¢, 3h depois de

iniciado. O grafico da fungdo V =§=i estd na Figura 3. 74, junto com o ponto

Jr
A(3;0,25), obtido com o recurso “Otimizac¢do”, que fornece maximos/minimos locais. Neste
problema, o GeoGebra forneceu a solu¢do exata, uma vez que os dados ou sdo inteiros (t=3) ou

N . , ) L1 L. )
sdo racionais com nimero finito de digitos i 0,25. Caso contrario o GeoGebra forneceria apenas

solugdo aproximada. Note que, devido as raizes da equagdo f(t) =0, o grafico de V possui
assintotas verticais e, como a constante a = —1 < 0 na expressao de f, temos que f(t) < 0 fora
do intervalo [—1,7], portanto o dominio da fungdo V ¢ o intervalo | — 1,7].

B A L0 &N e
@ Hix

1 I.'n\n-'.
VT =6 x— 2

L =

1

e =x=07

v(x) =

A = Extremo(H, —1.83,8.77)

= (3 0.25)

B = (1, H(1))

= (1,0.29)

C = (6, H(6))

= (6, 0.38) o 1

+ Entrada...

1 0 1 2 3 4 5 G T

Figura 3. 74 - grafico da fungo volume, com o volume minimo

Problema 3.32: A 4rea do aquério (que ndo tem tampa) € expressa por S = xy + 2yz + 2xz.
O objetivo ¢ determinar as dimensdes do aquario que pode ser construido com a menor quantidade

de material, isto ¢, que tenha a menor area possivel. O volume ¢ constante, V = xyz = 32.
ait+az+as
3
geométrica G = 3/a,.a,.a; satisfazem a desigualdade A > G, sempre que 0os niimeros d,, d,, ds

forem positivos, e sera uma igualdade se e somente se os trés nimeros forem iguais.

Segundo a desigualdade das médias, a média aritmética A = e a média

Supondo entdo a; = xy, a, = 2yz e az = 2xz teremos que A = § > Y4V2. Como V =

32, teremos que S = 48 e que a igualdade S = 48 ocorre, se e somente se, xy = 2yz = 2xZz.
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Sendo x, y,z > 0, podemos simplificar esta identidade obtendo x = y = 2z. Da expressao
do volume teremos z = 2m, e, em seguida, conseguimos x = y = 4m. Entdo as dimensdes do
aquario de area minima igual a 48 m?.

Considerando o caso particular em que o comprimento coincide com a largura, ou seja,

x =y, da expressao do volume teremos x = i—z A fungio dreaserda S = f(x) = x% + 1)26—8, x> 0.
O gréfico da fungdo f esta apresentado na Figura 3. 75.

Fazendo simulag¢des com a reta tangente ao grafico, parece que o minimo de f ocorre
quando x = 4. Obtendo em seguida a reta tangente no ponto P (4, f (4)), o GeoGebra verifica que
esta reta tangente ¢ de fato horizontal, entdo o minimo local, que, neste caso, também é o minimo
(global) no dominio de defini¢cao para o problema contextualizado, x > 0, de fato ocorre no ponto
P.

Como os dados sdo inteiros temos solucdo exata para o caso particular do problema
utilizando GeoGebra. O caso geral do problema ¢ estudado em uma disciplina mais avangada de

CDI, que aborda fung¢des de mais de uma variavel.

128 500§

—
fx) = 2+=—=, (x>0) A
X

()] eql: x = 4
400-|-§
a = f(4)

= 48

P = (4, 48) ! sa

g : Tangente(P,f)

= y=48 200 | >

+ Entrada.

Figura 3. 75 - Area do aquério no caso particular

Problema 3.33: A utiliza¢do de conceitos de Geometria e Trigonometria facilita a obtengdo da
solucdo deste problema de otimizacao, de modo que nao se necessite usar nem a desigualdade das
médias nem recursos de CDI.

Como a medida de cada lado de um triangulo tem que ser menor que a soma das medidas
dos outros dois, a medida da base do tridngulo deve ser maior que 0 e menor que 5 dm. Como ja
vimos em outra se¢do deste capitulo, neste caso o valor méximo (exato) pode ndo existir.

Utilizando o controle deslizante do GeoGebra, pode-se observar que, conforme o angulo
aumenta, a area também aumenta, mas depois passa a diminuir ao se aproximar do valor 7.
Portanto podemos concluir que o valor maximo para a area vai existir.
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Para determinar a expressao da area, a medida da base B pode ser obtida utilizando a Lei

.. . 0 P ~
dos Cossenos, depois simplificando teremos B = 10 sen (E) Ja a expressao da altura H decorre
o ) . . 6
do Teorema de Pitagoras, junto com a relagao fundamental, encontrando-se assim H = 5 cos (5)
A partir dai, utilizando a relacdo trigonométrica para o seno do arco duplo, chegaremos a
uma expressao simples para a area, dada por S = 25 sen(8) e, conhecendo o comportamento da
funcdo seno no intervalo entre 0 e 7, que pode ser conferido na Figura 3. 30, a solugdo para o
problema ¢ muito simples de ser obtida, o angulo 8 deve ser reto, e a drea maxima serd de 12,5

dm?.

Problema 3.34: Este problema explora conceitos de Geometria Espacial. O raio da esfera foi
escolhido de modo que pode ser resolvido de forma completamente justificada sem usar contetdo
da disciplina CDI, como a derivada.

Modificando-se adequadamente o valor do raio, torna-se necessaria a utiliza¢ao da derivada
da fun¢do volume, assim justificando a aquisi¢do de mais ferramentas matematicas para resolver
problemas de maximo e minimo mais sofisticados.

Utilizando semelhanga de triangulos pode-se descobrir que 72 = 16 h/(h — 8) (cuidado
ao esbogar para ndo comparar tridngulos erradamente).

2
Desta forma encontra-se V = 16 g (ﬁ)

A partir do grafico da fungdo volume, apresentado na Figura 3. 76, obtido utilizando-se o
GeoGebra, empregando a ferramenta da tangente ou a ferramenta de otimizacao, chega-se ao valor
exato, h = 16 dm para que o volume seja minimo.

el W
p\df \/
Extremo(F, —B.46, 8.46) -
[}
= A=(0,0)
1500
@ B =(16.53%.17)
. C = Intersecdo( EixoX, eql)
@ 1000
= (8.0)
B WV(x) = Se(x > 8,f(x)) B Reta tangente horizontal a  em B
167 2 500 e
=y g 28
: Tangente(B,V
® g : Tangente(B, V) A o
=y - 536.17 -20 _10 [i] 10 20 30 40 50 60 70
@ Reta tangente horizontal a V em B

Figura 3. 76 - Grafico da fun¢@o volume da luminaria

Mas fica bem claro que, dependendo do valor do raio da esfera, a solu¢do podera nao ser
um numero inteiro, ficando bem mais dificil obter uma solucdo grafica via GeoGebra totalmente
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exata e justificada. Entretanto, usando derivada, ¢ facil determinar solu¢do exata, para qualquer
escolha de raio da esfera.

Problema 3.35: f(2) = 12V/3, f(7) = 3V3, f(x) = |(1°_x)(1f—2x)‘/§ ,com x € I = [0,10].

O esbogo do grafico esta representado na Figura 3. 77. Utilizando o recurso de Otimizacao
do GeoGebra ¢ possivel determinar que f tem minimo local no ponto (5,0) e o minimo global é o
valor zero, quando x = 5e x = 10.

O maximo global ¢ o maximo local podem ter solugdo aproximada determinada
geometricamente, mas somente obtendo a solugdo algebricamente se garante que o maximo global

. L. . 5 75
em I é exatamente 25v/3 = £(0) e que o maximo local ocorre precisamente no ponto (1? 7:)

Figura 3. 77 - Grafico da funcdo f do problema 3.35

Problema 3.36: V(5) = 250 cm?3, V(11) = (11002 — 500) cm?. O dominio de fungdo V é

V={ 10h%,se 0 < h < 5v2
1007VZ — 500, se 52 < h < 10v2

absoluto de V ocorre quando h = 10v/2, V = 1500 cm?®. O gréfico da funcio V esta representado

o intervalo [0,10v2]. A fungéo O maximo

na Figura 3. 78 a seguir.
Note que o grafico ¢ uma parte de uma pardbola entre os pontos O e A e um segmento de
reta entre A e B.
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Figura 3. 78 - Grafico da fungdo V do problema 3.36

gl

Problema 3.37: O item a e metade do item c ja foram resolvidos no problema 3.13. A érea das

paredes do silo conico (area lateral), ¢ dada pela expressdo A = nrg.

. 300
Como A = 300, teremos 300 = nrrg de onde conseguimos g = —

Por outro lado, observando o tridngulo retdngulo no cone da Figura 3. 63 , segue do teorema
V3002 —m2r*

de Pitdgoras que g% = h? + r2, logo, substituindo a expressio de g, teremos h = —

O volume do silo conico ¢ dado pela féormula V, = gnrzh.

Substituindo o valor de h, chegamos a expressio V2=§ rv3002 —m2r4. Comor >0c¢

N 2 _ 4244
h = % > 0, teremos a desigualdade 0 < r < /%, completando a solugao do item b.
O grafico da fungdo V, = g(r) no intervalo I esta representado na Figura 3. 79 a seguir,

completando o item c.
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Vo =g(r)
800

600

10 12

(b)

—600

Figura 3. 79 - Volume do cilindro cénico

Para comparar os volumes dos dois tipos de silo, a Figura 3. 80 a seguir representa os dois
graficos no mesmo sistema cartesiano. Utilizando a ferramenta de “Otimizagdao” do GeoGebra
poderemos determinar a localizagdo aproximada do ponto de maximo local/global em I em cada
curva e assim poderemos comparar as ordenadas para descobrir qual o volume maximo, se o silo
for cilindrico (fungdo f) e se o silo for conico (fungdo g).

%M/-j\’b@@-fix.ﬂmc.%. —
; o % L 0 (U e V‘f@) - 1000
800
@ tertol “Vy = g(r)"
D

_ s00 | Vi = f(r F
@  texto? = Vi = f(r)” 1= f(r)

1
hix) = = x /3007 — 72 x*
(x) 3%V 300 x Va = g(r)
200
Extremo(h, —14.84,17.47)

[ ]
o

= € — (-7.43, -606.26)

0 300/
[ ] D = (7.43, 606.26) boo
] I(x) = ! x (300 — 7 ) : 400
2
E
. c

® Extremo(]) : ® 600

= = (75 04, —5&4,19)

—800

[ ] F — (5.64, 564.19)

Figura 3. 80 - Comparagao entre os volumes dos silos



210

Observando a janela de 4lgebra do GeoGebra na Figura 3. 80, encontramos que 0 maximo
global da fungdo f no intervalo I ocorre no ponto F(5,64; 564,19) e o maximo global da fungao
g no intervalo I ¢ atingido no ponto D(7,43; 606,26), isto ¢, o volume maximo se for escolhido o
silo cilindrico sera, aproximadamente, V; = f(5,64) = 564,19 m3. J4 o volume maximo se for
escolhido o silo cdnico serd, aproximadamente, V, = g(7,43) = 606,26 m3. Precisamos ressaltar
que os valores sdo aproximados, porque, sempre que os valores ndo sdo inteiros, o sofiware faz
arredondamentos e truncamentos. Comparando os dois volumes, o maior volume sera se for
escolhido o silo conico, construido com raio r = 7,43 m. Substituindo nas expressdes da altura e

A/ 2 244
da geratriz encontramos h = % =1049 e g = ?—TO = 12,85.
Para resolver o item e, o procedimento ¢ similar ao utilizado na solu¢do do problema 3.13,
4 2
_ V300 _ _ (\/§\EV300) _ (V300 ¥/3)
e encontra-se 1 = ——3- = 7,425 metros, h = —— 7 metros, g =-— = metros ¢ V,
méximo igual a (1000v2) 606,26 m3.

(V3vm)
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Apéndice A1 — Utilizacao do software GeoGebra

Neste apéndice apresentamos somente os comandos do GeoGebra que foram utilizados em
cada capitulo para a criagdo de figuras, graficos de funcao e simulagdes dinamicas. Estdo incluidos
exemplos de utilizagao de cada comando. Incluimos no final do livro referéncias sobre GeoGebra
para iniciantes.

Al.1 Comandos para Esbo¢ar Regioes do Plano

Regides do plano limitadas por poligonos, circunferéncias ou elipses sdo simples de serem
esbogadas utilizando o GeoGebra, uma vez que aparecem explicitamente em alguma das opcoes

do menu inicial do software, no canto superior esquerdo da pagina inicial, como mostra a Figura
Al. 1.

< GeoGebra Classic

S T e N
[ O RPN
P oY)
0w

D =(4,-2)

41.

E—(-2.-1)

poll — Poligona(A, B, C, D, E)

= 315 a

a = Segmento(A, B, pall) H
= 361

e
b = Segmenta(B, C, poll) HE |IRSRRARER!

530

c = Segmento{C, D, pol1)
= 412
d = Segmenta(D, E, poll)
= 6.08

e — Segmento(E, A, poll)

= 4.24

Figura Al. 1 - Regido poligonal

Para esbocar outros tipos de regido do plano usando GeoGebra € necessario descrever esta
regido utilizando inequagdes algébricas, com auxilio, se necessario, dos conectivos de unido e de
intersecao.

Por exemplo, o conjunto A = {(x,y) € R, x?2+y?2<9}n{(x,y) ER? y=>x} ou
entdo o conjunto B = {(x,y) ER%,0<x<1,0<y<e*}.

A caixa de entrada do GeoGebra ¢ utilizada, juntamente com o teclado virtual, com suas
variadas opg¢Oes, para descrever a regido desejada. Detalhes sdo resolvidos usando o menu de
propriedades.

Vamos entdo apresentar a seguir, nos exemplos Al.1 e A1.2, os passos necessarios para
produzir os esbogos das regides A e B.
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Exemplo A1.1: Esboce a regido A = {(x,y) € R?,x?> + y?> <9} n {(x,y) € R?, y = x}.

O primeiro passo ¢ digitar na caixa de entrada do GeoGebra, usando o teclado virtual, a
regidlo A; = {(x,v) € R?,x%+ y? <9}, seguida do comando enter. Depois, de forma
equivalente, digitar a regido A,={(x,y) € R?, y >= x}, seguida do comando enter, como
mostram as Figura Al. 2 e Figura Al. 3.

@ a x2+y2<9 N

-+ Entrada...

P,

&
e ——
|
9
o
o
LS

X y z 4 7 8 9 x +
2 N ¢ 4 5 6 + -
< > = i 1 2 3 = &
( ) [ . 0 . < > «

Figura Al. 2 - Tela do GeoGebra com regido A;

| N o - a
Rle* X D> OO & N 22
C a:x+y <9 A
5
@ b:y>x
4
— En
3
2
1
Ta 5 s L P T 3 5 6
3
4
L /b

Figura Al. 3 - Tela do GeoGebra com regido A,
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Depois, utilizando o teclado virtual para operadores (no nosso caso sera o operador de
interse¢do do teclado virtual) digitamos a A b, obtendo o resultado apresentado na Figura Al. 4.

. a:xl+y’ <9 =N
(@) b:y>x
c:a(x, y)Ab(x, y)
(]
= 2+y’<9Ay>x
@
+ Entrada... L
A}
Ay
»
\Y
[ M
A}
.
1
1
1 0 9 5 =3 5 b
'
'
L. r
I | i
123 fx) ABC (@)
= S # \% — a ®
I L € c z ] IR ]|
[ ] @ # $ &
. " " B 5 (_,

Figura Al. 4 - Tela do GeoGebra com regido A intersegdo das regides 4; e A,.

Em seguida utilizamos a ferramenta de esconder objeto (ou seja, na coluna esquerda
clique nas bolinhas coloridas correspondentes ao que se deseja esconder, para deixar em branco)
para esconder as regides a ¢ b, obtendo somente o esbogo do conjunto A, como mostra a Figura

Al.S.
O a:x+y? <9 EN
O b:y>x
c:alx, y)Ab(x, y)
@
= X +yP<9Ay>x
-+ Entrada...

Figura Al. 5 - Tela do GeoGebra, escondendo A; (nota¢do a) e A, (notagdo b), na coluna esquerda da tela
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Finalmente clicamos na janela de visualizacdo, fora da figura, na barra de opg¢des no lado
superior esquerdo, para escolher no menu que aparece em seguida, as opgdes esconder malha e
esconder eixos, obtendo a figura procurada, de acordo com a Figura Al. 6.

Figura Al. 6 - Figura pronta, sem os eixos ¢ malha da figura A1.5

Exemplo A1.2: Esboce a regido B = {(x,y) E R?,0<x < 1,0 <y < e*}.

Teremos que digitar, na janela de entrada, separadas as inequacdes x = 0, x <1,y >0e
y < e”*, depois reunir as inequagdes utilizando o conectivo de interse¢do (A no teclado virtual do
GeoGebra), depois esconder as regioes das etapas iniciais (clicando na bolinha colorida para ficar
transparente) até sobrar sé a regido final. Por Gltimo, tornar invisivel os eixos e a malha.

A seguir, a Figura Al. 7 mostra na coluna da esquerda, todos os comandos que foram
digitados separadamente de modo a obter a regido B, que ¢ a unica visivel.

O ery<ée
fod(y)nelx y)
= y>0Aay<é 2

g cx)Af(x y) : 1

= x>20Ax<1lAy>0Ay<¢

+ Entradz

Figura Al. 7 - Regido B do exemplo Al.2, ainda com eixos e malha
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Finalmente escondemos também a malha e os eixos, deixando somente a Figura Al. 8 com
a regido B.

Figura Al. 8 - Representagdo geométrica da regido B

A1.2 Comando “Se”

E utilizado para construir graficos de fung¢io continua e também descontinua, definida por
varias sentengas € dominio continuo. O comando a ser utilizado, na janela de entrada, com ajuda
do teclado wvirtual, no caso em que sejam duas sentencas ¢ o0 seguinte:
Se(dominio, valor, Se(dominio, valor)) .

Veremos a seguir os exemplos Al1.3 e Al.4, o primeiro sendo uma funcdo continua e a
segunda uma fung¢do descontinua.

Exemplo A1.3: Esboce o grdfico da fungdo G, continua, definida no intervalo [0,50], cujos
5x, se 0 < x<20
valores G(x) =4 100, se 20 <x <30.
250 —5x, se30<x <50

Para obter o esbogo do grafico de G, utilizando a janela de entrada de comando e o teclado
virtual, digite G(x) = Se (0 < x<20,5x, Se(ZO <x<30,100,5e(30 < x < 50,250 —

5 X x))), de modo a obter o esbogo na Figura Al. 9.
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Figura A1. 9 - Grafico da fungado continua G do exemplo A1.3

Exemplo A1.4: Esboce o grdfico da fungdo descontinua F, definida em R*, de modo que F (x)
6, se 0<x<1
satisfaca o seguinte: F(x) = 9, sel<x<2 )
9+2(n—1),se n<x<n+1 neN

Inicialmente procedemos da mesma forma que no exemplo Al.3, digitando na janela de
entrada de comandos, o comando F(x) = Se(O <x<16Se(l1<x<29Se(2<x<
3,11,5e(3<x < 4,13)))), observando que o grafico s6 vai mostrar a parte do grafico

correspondente ao intervalo 0 < x < 4, e obtendo o resultado mostrado na Figura Al. 10.

grafico da funcdo escada F

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura Al. 10 - Primeira etapa do grafico da funcdo F do exemplo Al.4
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Mas a funcao ¢ definida nos valores x = 1,2,3,4, ..., entdo, para obter o valor correto F (x),
correspondente a estes valores de x, € necessario colocar cor branca nos pontos “falsos” do grafico
e incluir, de forma “reforgada”, os pontos “verdadeiros”, como mostra a Figura Al. 11.

grafico da fun¢éo escada F

0 05 1 15 2 25 3 3!5 4

Figura Al. 11 - Grafico correto da fungdo descontinua F do exemploA1.4

A1.3 Comando “Sequéncia”

E utilizado para construir graficos de fungdo com dominio discreto. O comando a ser
utilizado, na janela de entrada, com ajuda do teclado virtual, se necessario, ¢ o seguinte:
Sequéncia((k, f(k)), k, kq, k3), onde f (k) ¢ a expressdo algébrica da imagem da fungdo, com
avariavel Kk EN, k; <k < k,.

Exemplo A1.5: Esboce o grafico da fungdo f, com dominio N, tal que f (x) = 200|x — 25| +
3000, supondo x = 1,2, ...,30.

Para obter o esbogo do grafico de f, utilizando a janela de entrada de comando e o teclado
virtual, digite Sequéncia((k, 200. |k — 25| + 3000), k, 1,30), de modo a obter o esbogo na
Figura A1. 12.
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7000 { ]

6000 L
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3000 @

2000

1000

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Figura Al. 12 - Grafico da fungdo f do exemplo A1.5, com dominio discreto

Al.4 Comando “Reta tangente” ao Grafico de uma Funcio em um
Ponto

Este comando ¢ utilizado para exibir ou procurar maximos ou minimos locais ou globais
de uma fun¢do f. Nos candidatos a ponto de maximo/minimo local P, quando a reta tangente ao
grafico de f em P existe, ela ¢ uma reta horizontal.

No caso em que o ponto P (onde a reta tangente ao grafico de f é horizontal) é conhecido,
basta usar a ferramenta reta tangente, disponivel no quarto botdo do canto superior esquerdo do
menu inicial do GeoGebra. O primeiro passo ¢ esbogar o grafico da fungdo, o segundo passo ¢
esbocar o ponto de tangéncia horizontal e o passo seguinte € clicar na ferramenta reta tangente, no
quarto botao do canto esquerdo do menu inicial, no ponto de tangéncia e em algum outro ponto da
curva que ¢ grafico da fung¢ao, para que o software faga o esbogo da reta tangente ao grafico neste
ponto.

Se for interessante obter uma simulag¢do dinamica, basta clicar no primeiro botdo do menu
inicial (o da seta) e escolher a op¢do “Mover”. Em seguida, basta clicar no ponto de tangéncia,
segurar o clique e mover com o mouse ao longo da curva, como veremos no exemplo A1l.6.

Se ndo se conhece o ponto P onde a reta tangente ao grafico de f € horizontal, o processo
¢ similar, como veremos a seguir no exemplo Al.7. Escolhe-se um ponto Q do gréafico de f,
proximo de onde se espera que esteja o ponto P procurado. Seguem-se os passos descritos
anteriormente ¢ depois ¢ necessario utilizar a simulacdo dindmica, movendo o ponto Q e
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observando a janela de algebra do GeoGebra, onde a equagdo algébrica da reta tangente ao grafico
de f vai se modificando. Esta acdo continua até aparecer uma equagao de reta horizontal (este
valor pode ndo ser exatamente correto, porque se o ponto P procurado tiver coordenadas
irracionais, o GeoGebra vai fornecer aproximagoes racionais).

Exemplo A1.6: Esboce, no mesmo sistema cartesiano, o grdfico da fungdo f, tal que f(x) =
x3, e a reta tangente horizontal ao grdfico de f, no ponto P(0,0).

Para esbocar o grafico da fung¢do f e o ponto P, utiliza-se a janela de entrada de comandos
e o teclado virtual do GeoGebra. Em seguida utiliza-se o quarto botdo do menu inicial, escolhendo
o botdo de reta tangente. Obtemos assim a Figura A1. 13.

Reta y=0, tangente ao grafico da fung¢ao f
no ponto P =

-25 -2 -1.5 -1 § 0 0.5 1 1.5 2

Figura A1. 13 - Grafico da reta tangente horizontal ao grafico da fungdo f no ponto P(0,0)

Exemplo A1.7: Esboce o grdfico da fungdo f, definida para niimeros reais ndo negativos, tal
1 . . .
que f(x) =27x — Ex3 e determine uma estimativa para o ponto P onde a reta tangente ao

grdfico de f é horizontal.

Ap0s esbocar o grafico da fungdo f, por observagdo visual, é escolhido um ponto Q do
grafico que esteja proximo do ponto P, onde a reta tangente ¢ horizontal. A inser¢do do ponto Q
deve ser feita da forma Q(a, b), onde b = f(a). Atengdo para ndo digitar na janela de entrada
(a, f(a)), porque, neste Gltimo caso, ndo serd possivel obter a simula¢do dindmica que conduzira
a uma estimativa razoavel para o ponto P. Tendo o ponto de tangéncia Q e o grafico de f, da
mesma forma que foi feito no exemplo A1.6 obtém-se a reta tangente ao grafico de f no ponto Q,
como mostra a Figura A1. 14, onde foi escolhido Q(4,76), sendo 76 = f(4). Observe, na janela
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de algebra na figura Al.14, que a reta tangente, que ¢ o grafico da fun¢do afim g, tem inclinagao
m = 3. Estamos procurando o ponto P, pertencente ao grafico da funcdo afim g, com inclinagio
correspondente m = 0 (ou bem proxima deste valor).

N . .
R -A/,‘Q,‘.)-@@._/';\ABCQ-
1 /
f(x) = 27x—5 ** N
100
Q = (4, 76)
g : Tangente(Q, f) H & e
@
= y=13x+064 9
—_—
50 - .
(&) Ltextol = [
@® ¢« : s p
+ Entrada... y
20 f
d 05 1 1.5 H 25 3 35 4 45 5 55 5

Figura Al. 14 - Reta tangente ao grafico de f no ponto Q

Em seguida, clicando no botdo da seta, no menu inicial, conseguimos mover o ponto Q (e
a reta tangente acompanha a mudanca nas coordenadas de Q) ao longo do grafico de f.

Ao mesmo tempo, na janela de algebra, a equacdo algébrica da reta tangente vai se
modificando, de modo que conseguimos obter uma boa aproximac¢do para uma reta tangente
horizontal.

E possivel entdo estimar que o ponto onde a reta tangente é horizontal é P(a, f(a)), com
4,2 < a < 4,3, como mostra a Figura Al. 15. Na verdade, o ponto exato é P(3v2,80v2) =
(4,23;112,8).

E‘.A/nggéch$

@ f(x) = 27X7% X N

100
Q = (4.23, 75.85)

® g : Tangente(Q, f) H 8p _Q
= y=1018x | 756 9
60 -
Q  tewtol = P
@ ¢ : e L
+ Entrada... )
/

20 4

) 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5

Figura Al. 15 - Ponto aproximado Q(4,23; 75,85), onde a inclinagéo da reta tangente ¢ m = 0,18
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Al.5 Comando do GeoGebra para Maximo/Minimo Local

O comando ¢ o botdao “Otimiza¢ao” que estd disponivel no menu inicial do GeoGebra,
conforme mostra a Figura Al. 16. Este comando ¢ utilizado para obter pontos de maximo/minimo
local de fungdes, inclusive descontinuas.

Entretanto, deve-se levar em conta o fato do software realizar arredondamentos e
truncamentos, portanto nem sempre determina coordenadas exatas. O software também tem
problema com este comando quando a fun¢do € descontinua e ilimitada.

X (A~ D QO 4L N b
A

_|_
.A Ponto

Q Ponto em Objeto

f Vincular / Desvincular Ponto
X Intersegao de Dois Objetos
. * Ponto Médio ou Centro

.Z Numero Complexo 1

N Otimizacgao

Figura Al. 16 - Comando Otimizac¢do no menu inicial do GeoGebra

Exemplo A1.8: Determinar os pontos de maximo/minimo local da fungéo f, tal que f(x) =

SecXx.

O primeiro passo € esbocar o grafico da fungao f, utilizando a janela de entrada e o teclado

virtual, da forma f(x) = Colsx.

qualquer ponto do grafico da funcdo f, obtendo o resultado na Figura Al. 17.

Em seguida basta clicar no botdo “Otimiza¢ao” e, em seguida, em
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~ ] v D * a=
NN ICES PN |
. . ol IFF " ! I 1 I
f(x) = =) N
COos(Xx
5
Extremo(f, —7.94,9.62)
[ 4
= A=(6281)
. 3
@ B=(-314 -1)
,—\ 2
@ C=(0.1)
A c E
— - T4 e
@ D — (314, -1)
(@] E=(6281) H 7 % -5 in -3 2 o 1 2 3 4 5 [3 7
-‘*B -’D
@ F=(042-1) -
+ Entrada... [ i /
|
-3
s

Figura Al. 17 - Pontos de maximo/minimo local da fungao éecante
A1.6 Comandos do GeoGebra para Simetrias (Reflexao, Inversao,

Rotacio, Translacao)

Sao utilizados para esbogar graficos de fungdes pares, impares, periodicas e inversas. Estao
disponiveis no menu inicial do GeoGebra, como mostrado na Figura Al. 18.

R oA L~ i‘.ﬁ- ) @I e ifﬁ KR

Entrada... ANCe
+ traca ! N Reflexdo em Relagéo a uma Reta

.+ Reflexdo em Relagio a um Ponto
‘e =
o Inverséo

.
e Girar em Torno de um Ponto

./-;‘ Translagdo por um Vetor 2
ke -
. Homotetia 1
8 7 ] 5 4 ] 2 1 1 2 3

-2

Figura Al. 18 - Comandos de simetria do GeoGebra

O exemplo a seguir apresenta o comando de reflexdo em relaciio a uma reta.
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Exemplo A1.9: Esboce o grdfico de h: [0, +o[— [10, +][, tal que c = h(t) = 10 + 0,016t>
e eshoce o grdfico da funcdo inversa, h™1.

Usando a janela de entrada, escolhemos a fung@o e seu dominio. Em seguida, da mesma
forma, esbogcamos a reta y = x e finalmente, usando a ferramenta de reflexdao em relagao a uma
reta obtemos o grafico da inversa, como mostra a Figura Al. 19.

".-"R'!:l.(t, Yy==a

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura Al. 19 - Reflexdo em relagdo a uma reta

O exemplo A1.10, a seguir, apresenta o comando de translagao com respeito a um vetor.

Exemplo A1.10: Esboce o grifico da fungdo seno e utilize-o para obter o grdfico da fungdo
cosseno.

Ap6s obter o grafico da funcdo seno, utilizando a janela de entrada e o teclado virtual, basta

ege — T ~ .
utilizar o vetor u=(— > 0) e a ferramenta de translagdo com respeito a um vetor, para obter o

grafico da funcdo cosseno, como mostra a Figura Al. 20.

O f(x) = sen(x) N

O A=(00)
) B= (_g 0)
= (-1.57,0)

u = Vetor(A, B)

"0 TRON RN
= 0 :
A
fi(x) = Transladar(f, u) : /*6 -5 4 b = -1 1 2 3 4 5
@ | ‘

= sen(x+1.57) F Ji

Figura Al. 20 - Translagéo de graficos de funggo
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A1l.7 Comando “Movimento de um Ponto sobre um Objeto”

E utilizado para simulagdes dindmicas. Basta ter um objeto (uma curva qualquer, por
exemplo) e um ponto P sobre ela escolhido usando a op¢do Ponto em Objeto, no menu inicial do
GeoGebra, canto superior esquerdo. Este ponto vai se movimentar a0 movimentar o0 mouse, ou
com animacao com controle de velocidade escolhido.

Exemplo A1.11: Esboce a pardbola com foco no ponto F (4,1) e diretriz sendo a reta cuja
equacdo cartesiana é x = 2, escolha um ponto A sobre a pardbola e movimente-o ao longo da
curva.

Utilizando a janela de entrada e o teclado virtual esboce o foco e a diretriz. Para esbogar a
parabola € so6 utilizar o menu inicial do GeoGebra no canto superior esquerdo, o sétimo botdao tem
a opgao desta curva. Depois € s6 escolher um ponto A sobre a parabola, utilizando a opgao Ponto
em Objeto. Ao lado das coordenadas do ponto escolhido, na janela de algebra, vai aparecer um
botao circular com uma seta no interior, conforme mostrado na Figura A1. 21, para usar a animagao
e controlar a velocidade.

N 22
Bl
@] eql: x = 2
® ¢ : Pardbola(F, eql)
3
= y'-dx-2y =-13
2
A = Ponto(c)
F
= (5.85, 238) ® ; Py
+ Entrada..
0 3 8
]
2
:

Figura A1. 21 - Pardbola com ponto sobre objeto A

A1.8 Comando “Rastro”

E utilizado para simulagdes dinamicas. Na janela de algebra, no lado direito de pontos (de
preferéncia que pertencem a curvas) existe um simbolo de trés pontos. Ao clicar ai com o botdo
direito do mouse, no menu que surge existe a op¢ao de Rastro, que pode ser habilitada para criar
uma animag¢do do ponto, cujo rastro forma os pontos da curva.
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Exemplo A1.12: Considere a pardbola com foco no ponto F (4,1) e diretriz sendo a reta cuja
equagdo cartesiana é x = 2. Escolha um ponto A sobre a parabola e movimente-o de modo que
o esbogo da parabola apareca aos poucos (o rastro do ponto A ).

Segue-se inicialmente o procedimento do exemplo A1.10. Em seguida ¢ usada a ferramenta
de esconder objeto, j& utilizada nos exemplos Al.1 e Al.2, ou seja, clica-se na bolinha colorida ao
lado da parabola para escondé-la. Finalmente, ao lado do ponto A clica-se com o botdo direito do
mouse para acessar a op¢ao de Rastro, como mostrado na Figura Al. 22. Assim o ponto A vai se
movimentar de modo que onde ele passar vai surgir o seu rastro, ou seja, os outros pontos da
parébola.

DR INEE

o eql:x = 2 :

c : Pardbola(F,eql)

=y’ -dx- 2y =-13

A = Ponto(c) '
Ponto A(3.03, 0.67)
= (3.03, 0.67)
Coordenadas Polares
+ Entrada... . .
Exibir Objeto v 5 ! x T
A Exibir Rétulo v
) -1
o* Exibir Rastro v
() Animagao -2
([J Renomear 3
B Apagar

¢ Configuracdes

Figura A1. 22 - Esbog¢o da parabola com animagdo usando comando Rastro

A1.9 Comando “Controle Deslizante”

E utilizado para simulagdes dindmicas. Ao usar o controle deslizante é possivel controlar
objetos (numeros ou angulos) de modo que eles possam assumir diferentes valores, com
possibilidade de controle manual, ou animagao automatica.

Para criar um controle deslizante o primeiro passo ¢ clicar no botdo do menu inicial no
canto superior esquerdo, indicado na Figura Al. 23 a seguir e escolher a opgdo controle
deslizante.
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ABC |°32| «»

3=2  Controle Deslizante

v ® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

Figura Al. 23 - Passo 1: menu inicial, com botdo onde tem a opgdo do controle deslizante

Com a ferramenta selecionada, o segundo passo € clicar no local da janela de visualizagao

onde deve ficar o controle deslizante. Vai surgir uma caixa de didlogo com opgdes, apresentada na
Figura Al. 24.

) Mome

® Numero
\ . |
Angulo -
Inteiro Aleatario (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animag3o

min: -5 max. 5 Incremento:

oK Cancelar

Figura A1. 24 - Passo 2: menu de op¢des do controle deslizante com primeira aba

Na parte superior esquerda da janela: definir a variavel: um nimero qualquer, um angulo
ou ainda um numero inteiro; definir um nome, esse nome sera 0 mesmo que vocé usara para
referenciar sua variavel. Abaixo do nome: caixa de selecdo que permite que vocé faca com que
sua variavel receba um valor aleatorio cada vez que a construcdo ¢ atualizada (pode ser for¢ada
uma atualizagdo pressionando a tecla F9). Na parte inferior vocé possui 3 abas. A primeira aba,
mostrada na Figura Al. 24 trata do intervalo na qual sua variavel serd limitada e do incremento
que ela recebera. Se vocé ndo definir um incremento o valor padrao sera aplicado.

A segunda aba, apresentada na Figura Al. 25, trata de como o controle deslizante
aparecera na janela de visualizacdo. Vocé definira se ele serd fixo, se sera horizontal ou vertical e
definira a largura/altura em pixels.
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Intervalo Controle Deslizante ' Animac3o

|| Fixo |Horizontal v Largura: 200 pX

Figura A1. 25 - Passo 2: menu de opgdes do controle deslizante com segunda aba

A terceira aba diz respeito a animag¢ao que pode ser imposta sobre o controle deslizante: a
velocidade ¢ o estilo de repeti¢cao (Oscilando, inicia no minimo, ¢ incrementado até o maximo e
entdo passa a ser decrementado até o minimo e entdo repete; Crescente, Decrescente, ambos
repetindo; Crescente (Uma Vez) e entdo para. Para ativar a animacgao, basta vocé clicar com o
botdo direito no controle deslizante e entdo clicar em Animar. Para parar a animagdo basta
desmarcar o “Animar”.

Para escolher a varidvel que vai receber o controle deslizante, proceder da seguinte forma:
quando for criar um objeto que necessita de um ntimero, no lugar deste, inserir o nome atribuido
ao controle deslizante.

Exemplo A1.13. Crie 2 controles deslizantes a e b e utilize a caixa de entrada e o teclado
virtual para construir o grdfico da fungdo f, tal que f(x) = ax + b, na janela de visualizagao.
a) Mova os controles e observe o aspecto do grdfico, como ele se modifica quando os valores dos
controles sdo positivos, negativos, nulos e tire conclusoes.

b) Verifique em que condicoes o grdfico é uma reta paralela ao eixo x.

Seguindo as instru¢des anteriores, podem ser criados os controles deslizantes a e b,
numeros reais, com valores no intervalo [—5, 5] e incremento 0.5, fixo, horizontal, largura 200px,
com estilo de animacao “Oscilando ™.

R]oA A LB OO LN =
o A ]
= [ ] 5 0 i i "

@

5 ® 5(;)

fry=1x+1

+ Entrada...

Figura A1. 26 - Controles Deslizantes para funcdo afim
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Completadas estas operagdes, na janela de entrada ¢ so digitar a equagdo da reta, com os
coeficientes substituidos pelos controles deslizantes a e b, e variar ou manualmente, ou com a
opg¢ao “Animar”, para observar o que ocorre com a reta e tirar conclusoes.

A reta ¢ paralela ao eixo x, quando a sua inclinacdo € nula, isto ¢, quando o controle
deslizante a assume o valor zero, sendo o controle b qualquer valor. A Figura Al.26. mostra que,
se os controles deslizantes tiverem os valores a =1 e b = 1 entlo a reta, grafico da funcao f,
terd o esboco da Figura Al. 26.

Exemplo A1.14. Crie 3 controles deslizantes a, b, ¢ e utilize a caixa de entrada e o teclado
virtual para construir o grdfico da funcdo f,tal que f(x) = ax?+ bx+ c,na janela de
visualiza¢do. Mova os controles e observe o aspecto do grdfico, como ele se modifica quando os
valores dos controles sdo positivos, negativos, nulos e tire conclusoes.

Seguindo as instrugdes anteriores, podem ser criados os controles deslizantes a, b ¢ c,
numeros reais, com valores no intervalo [—5, 5] e incremento 0.5, fixo, horizontal, largura 200px,
com estilo de animagao oscilando. Completadas estas operagoes, na janela de entrada ¢ sé digitar
a funcdo quadratica, com os coeficientes substituidos pelos controles deslizantes a, b e ¢ e variar
ou manualmente, ou com a op¢ao “Animar”, para observar o que ocorre com o grafico da funcao
e tirar conclusdes.

A Figura Al. 27 mostra que, se os controles t€ém valores a =—0.5, b=15 ec=

1, entdo a pardbola, grafico da funcdo f terd o esbogo da figura.

. L R I
B A7 2D OO0 4 \ 2
P 05 A/ a=-05 . |
5 ® 5 ® b=15 |
a4l
® b=15 : LI .
5 Y 5 @ v ' v
c=1
O *
-6 ® 6
- f(x) = ax® +bx+tc
L4 5 8 _7 15 s i 3 -2 3 4 5 6
= —05x"+15x+1
+ Entrada..
2

Figura A1. 27 - Controles Deslizantes para funcdo quadratica

O proximo exemplo utiliza o controle deslizante e o comando para esbogar grafico de uma
fun¢do definida num intervalo fixado, j& apresentado na se¢do Al.2. O exemplo foi utilizado no
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capitulo 2, secdo 4, ao revisar funcdes definidas por vérias sentengas cujos graficos sdo formados
por caminhos poligonais.

Exemplo A1.15. Esboce o grdfico da fun¢do h, definida no intervalo [—1,3], tal que h(x) =

At () e+ 1) = lxl 43— 1)+ (22

(no intervalo [-5,5]).

) |x — 3|, para cada valor real da constante A

Cria-se primeiro um controle deslizante para a constante A, variando entre —5 e 5, com
incremento de 0,1. Depois ¢ s seguir as instrugdes da se¢ao Al.2, para o comando de grafico de
fun¢do definida apenas num intervalo fixado, de modo a obter o grafico da Figura A1. 28 a seguir.

1} . 0 .
B o~ D O0O & N ae Q
O a=-5 Y
5@ 5 @ 4
f(x) = a 7_82‘ 2 [+ 1] = x| 4 3 [x— 1]+ —3;23 x—3 : Fungao poligonal definida em [-1,3]; grafico com 4 vértices
)
\ \vJ
7-2(-5) 5 —3-2(-5) i "4
-5 T|X+1\—|x|+z x—1|+ 3 x—3|
(%) = Se(—1 <x < 3,f(x])
@ 7-2(=5 5 —3-2(-5
= ’5‘73( )|x+1\—|x|+zxfl|— 8( ) k3, i

Vi=1(-10)

B=(01) : AN
C=(1,0) : g /
P 3

D - (3,3) : -2.5 -2 -1.5 il -05 0 0.5

(7] Funcde poligonal definida em [-1,3]; grafico com 4 vértices
a=-5 -1

+ Entrada .-

Figura A1l. 28 -Fungéo poligonal com parametro

A1.10 Comandos Associados “Controle Deslizante” e “Dupla Janela

de Visualizacao”

Sao utilizados para simulagdes dindmicas. Sdo duas janelas de visualizagdo. Para que
apareca uma segunda janela de visualizac¢do basta clicar no menu do canto superior direito, na tela
inicial, e escolher exibir. Aparece um novo menu, com esta op¢ao, como mostra a Figura Al. 29.

Na primeira janela tem-se, em geral, uma figura, em que um parametro muda, seja uma
medida (de comprimento, por exemplo- utilizando controle deslizante) ou uma posicao (lugar de
um ponto em um objeto, por exemplo). Na outra janela tem-se um grafico de area ou volume
associado a figura na primeira janela. Ao modificar o dado na primeira janela, o correspondente
na segunda se modifica. A ferramenta rastro em geral ¢ utilizada também.
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Ed
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+ ntrada ‘.I., | ,.I_. Arquivo

Editar

Disposicdes

Exibir
Janela de Algebra
Calculo Simbdlico (CAS)
Janela de Visualizagdo
Janela de Visualizagédo 2

Planilha

Calculadora de Probabilidades

Protocolo de Construgao
Campo de Entrada

O
O
D Janela de Visualizagdo 3D
a
]
O
a
O

Q

Barra de Navegagao

Q Atualizar Janelas

51 = — Recalcular Todos os Objetos

Figura Al. 29 - Menu para abrir segunda janela de visualizagao

Exemplo A1.16: Um barco possui uma vela branca quadrada de 4m de lado, presa ao barco
de modo que um dos lados do quadrado fique paralelo a dgua. Deseja-se pintar de vermelho uma
regidao triangular na vela com um dos vértices sobre o ponto médio do lado mais alto da vela, o
segundo vértice no lado inferior, paralelo a esse e o terceiro sobre um dos lados entre os dois. A
distancia do vértice superior direito da vela até o terceiro vértice do triangulo devera ser a mesma
que a do vértice inferior direito da vela até o segundo vértice (denote por x).

a) Esboce a vela e a regidao triangular a ser pintada de vermelho e crie um controle deslizante
para o segmento X.

b) Utilize uma segunda janela de visualizac¢do e a ferramenta rastro para fazer simulagoes da
area da regido triangular, para diferentes valores de x.

O primeiro passo ¢ esbogar o quadrado na primeira janela de visualizagdo, escolhendo os
quatro vértices, em seguida o vértice da vela triangular no ponto médio do lado horizontal mais
alto da vela.

A seguir ¢ criado o controle deslizante (a para o GeoGebra, correspondente ao x do
enunciado) e escolhidos os dois vértices do tridngulo dependentes do valor do controle, que pode
estar no intervalo a € [0,4]. E esbogado o tridngulo, escolhidas as cores, escondidos eixos e
malha.

O passo seguinte € exibir a segunda janela de visualizagdo, com a criacao do ponto P, cuja
abscissa € o valor a e a ordenada € o valor da area do triangulo (observar na janela de algebra qual
o simbolo escolhido para esta area). No sistema cartesiano da segunda janela deve aparecer o ponto
P, com abscissa correspondente ao valor do controle deslizante.
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O ultimo passo ¢ clicar no menu ao lado do ponto P, na janela de algebra, para habilitar o
rastro do ponto P.

Voltando ao controle deslizante, come¢ando do valor minimo e usando animagdo, vai
sendo tragado o grafico da fungao area do triangulo, como mostra a Figura A1. 30.
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Figura Al. 30 - Dupla janela, controle deslizante e rastro
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Apéndice A2: Evoluciao Historica e uma Aplicacao de

Vetores

Até onde sabemos, o conteudo relacionado a Vetores ndo faz parte (em geral) do curriculo
de Matematica na Educacdo Basica, no estado do Rio de Janeiro, mas somente da disciplina de
Fisica. Nessa ultima disciplina, em geral, ¢ ensinado rapidamente o que € um Vetor, somente de
forma superficial, para utilizagdo em problemas envolvendo decomposi¢do dos movimentos de
langamento obliquo nas duas dire¢des do plano: horizontal e vertical. E importante passar para os
alunos que os Vetores sdo muito importantes também para a Matematica.

A2.1 Um Pouco de Historia

A palavra Vetor significa portador ou ainda condutor e vem do latim vector, cujo
significado original € “o que leva, o que transporta”, que, por sua vez, advém de vehere, de “levar”,
“carregar”. O termo possui diversos significados, dependendo da area de conhecimento. Na
Medicina, por exemplo, significa qualquer organismo que ¢ capaz de transmitir um agente
infeccioso (bactéria, parasita ou virus). Na Matematica, num contexto mais geral, ¢ qualquer
elemento de um conjunto, denominado espaco vetorial, que possui determinadas propriedades. No
Ensino Médio, em geral nas aulas de Fisica, temos o caso particular dos Vetores que sdo segmentos
de reta orientados. Entretanto, os estudantes em geral enxergam Matematica e Fisica como
desconectados e a estrutura de ensino torna dificil a colaboragao entre os professores dessas duas
disciplinas.

Algumas consideracdes sobre Vetores podem nos ajudar a compreender as dificuldades
que os alunos apresentam com este topico. Os vetores sdo entidades geométricas, com
propriedades algébricas. O conceito (implicito) de quantidades vetoriais parece ser bem antigo,
com a lei do paralelogramo para adigdo de vetores bem conhecida pela ciéncia de Aristoteles,
desde o século IV a.C., e, mais tarde reaparecendo no Principia, de Newton.

Do que tem sido pesquisado até o presente momento, a histéria dos Vetores comeca com a
invencdo da Geometria Analitica, por Descartes (1596-1650) e Fermat (1607-1665), de forma
independente, e com ideias apresentadas por Leibniz (1646-1716).

Descartes, em 1637, propds uma visdao bem mais radical de vetores, como quantidades tais
que “Assim como a Aritmética consiste em apenas quatro ou cinco operacgdes, ou seja, adicao,
subtracao, multiplicagdo, divisdo e extragdo de raizes.... em Geometria, para determinar algumas
retas ¢ somente necessario somar ou subtrair retas” (tradugdo nossa de texto de Chappell, Igbal,
Hartnett e Abott, p. 1, 2016).

Leibniz, numa carta para Huyghens (datada de 08/09/1679), apresenta a seguinte critica:

eu ainda ndo estou satisfeito com a Algebra, porque ela nio fornece os métodos mais
rapidos ou as construgdes mais bonitas na Geometria. Por isso eu acredito que nos

precisamos ainda de outra analise, que seja distintamente geométrica ou linear ¢ que
expressara localiza¢do de forma direta, como a Algebra expressa magnitude de forma
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direta. E eu acredito que encontrei a forma de fazer isto e que nos possamos representar
figuras e mesmo méaquinas e movimentos por meio de caracteres, do jeito que a Algebra
representa nimeros ou magnitudes. (tradug¢do nossa, de texto de Crowe (1967, p. 3),
obtido do original em francés publicado em Leibniz (1850, vol.1, p.382)).

Leibniz, entretanto, nunca levou em considera¢do a dire¢cao de uma reta. Desta forma,
Leibniz ndo avangou, porque ndo introduziu o conceito de negativo em geometria. Muitos
matematicos, até o século XIX, tiveram problemas com quantidades negativas. O texto Algebra,
publicado em 1673, escrito por Wallis (1616-1703), foi um dos primeiros que associa negativo
com sentido oposto, representando uma primeira conceitualizacdo de vetores unidimensionais.

A ideia de segmentos de reta orientados foi desenvolvida mais tarde, a partir de
representacdes geométricas de quantidades imaginarias no plano bidimensional. Um dos primeiros
trabalhos nessa direg¢ao foi publicado por Argand (1768-1822), em 1806.

Hamilton (1805-1865), em 1833 comunicou a Academia irlandesa um artigo em que a
algebra dos niumeros complexos era definida como uma algebra de pares ordenados de niimeros
reais. Em suas pesquisas usou quadruplos ordenados (a, b, c,d) de nimeros reais, tendo como
casos particulares os niimeros reais € os complexos. Ele os chamou de quatérnios. Definiu as
operagdes algébricas de adicdo e multiplicacdo (ndo comutativa). Nasceu assim uma algebra
abstrata, a primeira ndo comutativa. Sua obra Lectures on Quaternions foi publicada em 1853.

Em 1844, com a publicacao de Die Lineale Ausdehnungslehre por Grassmman (1809-
1877), os vetores e a Algebra Linear foram inventados. Na introdugio do livro, Grassmman afirma
que a sua inspiragao foi justamente a ideia de negativo em Geometria. Entretanto este livro ndo foi
compreendido na sua época e foi ignorado, sendo que as ideias de Hamilton foram difundidas e
utilizadas amplamente nas descobertas da Fisica. Surgiram alguns problemas, devido a natureza
ndo comutativa.

Gibbs (1839-1903) e Heaviside (1850-1925) consideraram que a 4lgebra dos quaternions
ndo era a mais adequada para descrever de forma correta vetores cartesianos em 3 dimensdes e
desenvolveram, de forma independente, uma teoria de analise vetorial. Esta teoria, por sua vez,
nao possui operacao de divisdo e necessita de duas novas operacdes de multiplicacdo distintas, os
produtos interno e vetorial, no lugar da multiplicagcdo dos quaternions.

Travou-se uma “batalha dos fisico-matematicos” defendendo cada teoria. Acabou sendo
adotada a teoria de Gibbs-Heaviside, embora tenha sido desenvolvida uma teoria que unifica as de
Hamilton e Gibbs-Heaviside. Esta teoria compde as Algebras geométricas desenvolvidas por
Clifford (1845-1879), a partir da generalizagdo das ideias de Hamilton e Grassmamn. Para
entender a importancia destas algebras, basta dizer que elas sdo essenciais para a formulacao
completa da Mecanica Quantica.

Em resumo, podemos dizer que os Vetores sdao, por natureza, objetos hibridos, com uma
natureza dual algébrico-geométrica, a qual ¢ um componente essencial no seu aprendizado. Os
Vetores também estdo ligados a historia da Fisica, porque equagdes e teorias fisicas puderam ser
descritas utilizando vetores, provocando a evolu¢do e ampliacao da teoria. Além disso, os Vetores
podem ser utilizados na Matematica, para resolver de forma mais direta e simples problemas
diversos.
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A2.2 Uma Aplicacao de Vetores

A seguir ¢ abordado um problema contextualizado, envolvendo contetidos de Vetores e
Geometria Analitica, que pode ser utilizado como disparador do estudo destes topicos. Este tipo
de problemas, se for incluido em uma disciplina de Pré-Calculo, pode ser importante para melhorar
a compreensao e o resultado académico dos alunos do Ensino Superior, tanto na primeira disciplina
de Calculo Diferencial e Integral (CDI), como em Fisica ¢ em Algebra Linear.

Destacamos que eles também certamente podem ser explorados por alunos do Ensino
Médio, tanto nas aulas de Matematica como de Fisica.

A resolugdo deste tipo de problemas deve envolver, sempre que for possivel e desejavel, a
conversao entre diferentes registros de representacdo, além de utilizar recursos do software de
geometria dindmica GeoGebra como facilitadores para a visualizagdo, compreensdo ou solugdo
dos problemas.

Sendo assim, sera empregado o MERP, ja comentado no capitulo 1 deste livro.

Problema A2.1: Slackline é um esporte no qual o atleta deve se equilibrar e executar manobras
estando sobre uma fita esticada. Para a pratica do esporte as duas extremidades da fita sdo
fixadas de forma que ela fique a alguns centimetros do solo. Quando uma atleta de massa igual a
80 kg esta exatamente no meio da fita, estd se desloca verticalmente, formando um dangulo de
10%°com a horizontal, como esquematizado na Figura A2.1. Sabe-se que a aceleragdo da
gravidade é (aproximadamente) igual a 10 ms~2, cos(10°) = 0,98 e sen(10°) = 0,17.

Figura A2.1 - Atleta praticando slackline
Fonte: ENEM (2019)

a) Utilize o GeoGebra para representar graficamente um esquema das forgas atuando no ponto
da fita onde a atleta se encontra.

b) Determine a forca (em Newtons) que a fita exerce em cada uma das arvores, por causa da
presencga da atleta naquele ponto.
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¢) Suponha agora que a atleta esteja em um outro ponto da fita, de modo que o dngulo da fita com
a horizontal, no lado esquerdo, seja 30° e no lado direito seja 20°. Represente graficamente o
esquema de forgas neste caso.

d) Determine a for¢a (em Newtons) que a fita exerce em cada uma das drvores, neste caso.
(Adaptado da questao 117, caderno amarelo, ENEM (2019)).

Antes de resolver o problema A2.1, sera apresentado o conceito de vetor, motivado por
conta de as forgas estarem claramente associadas tanto a intensidade quanto a dire¢do e sentido
(representados pelos angulos).

Denomina-se vetor ao conjunto de todos os segmentos orientados que forem equipolentes,
isto ¢, que tenham o mesmo mddulo, direg¢do e sentido. Para reconhecer um vetor, introduzimos
um referencial para comparagdo dos segmentos, por meio de um sistema de coordenadas
cartesianas. A Figura A2.2 mostra um vetor U, representado por 3 segmentos orientados

equipolentes, AB ,CD ¢EF .

Figura A2.2 - Vetor U

Podemos dizer que o segmento orientado AB se inicia no ponto A (denominado origem) e
termina no ponto B (denominado extremidade). De modo similar, os pontos C e E sdo origem, €
D e F sdo extremidades, respectivamente, dos segmentos orientados CD e EF . O sentido destes
segmentos ¢ “para onde apontam”, portanto de A para B, de C para D, de E para F.

O moédulo de um segmento orientado € o comprimento do segmento, no caso de AB éa
distancia entre os pontos A e B. E representado da forma |TB].

A dire¢ao do segmento ¢ a inclinacao da reta suporte dele em relagdao a um referencial (no

caso do vetor i, a diregdo de todos os segmentos orientados equipolentes tem que ser a inclinagdo
com respeito a um mesmo referencial), no caso da Figura A2.3, uma semirreta horizontal.
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Figura A2.3 - Mddulo, diregdo e sentido

Podemos observar que um vetor (no nosso caso, o vetor 1) ndo esta fixo no plano
cartesiano, enquanto cada segmento orientado sim, por ser determinado pelos seus pontos origem

e extremidade que estdo fixos. Importante notar que AB ¢ a tinica representagdo do vetor U cuja
origem ¢ a origem do sistema cartesiano. E chamada forma canénica do vetor.

Num abuso de nota¢io, imaginando que o vetor 4 leve o ponto A até o ponto B, poderemos
escrever A + AB = B, ou AB = B — A. Teremos entdo 4B = (4,3) — (0,0) = (4,3). De forma
similar, EF = F — E = (14,5) — (10,2) = (4,3) e CD =D — C = (1,6) — (-3,3) = (4,3).

Concluimos, justificando via semelhancga de tridngulos, que todos os segmentos orientados
equipolentes (isto €, que representam o mesmo vetor), t€m a mesma representacio numérica.

E necessario cuidado para ndo confundir, pois, por exemplo, (1,2) pode representar um
ponto do plano cartesiano, a forma canonica de um vetor que tem extremidade no ponto (1,2) e
um intervalo aberto com extremidade esquerda em 1 e direita em 2 (nesse ultimo caso, pode-se
evitar confusdo usando a notacdo ]|1,2[ ). Tem que ter atencdo ao contexto em que aparece a
expressao, para determinar o significado correto.

Voltando a representagdo numérica de U = (4,3), neste referencial cartesiano podemos
determinar o mddulo do vetor utilizando o teorema de Pitdgoras, no tridngulo ABN da Figura A2.4,

por exemplo. Teremos entao |u_)| =42 +32 =5.
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Figura A2.4 - Mo6dulo do vetor @

De modo geral, suponha que E, com origem em A(x,,Y,) € extremidade em B(xq,y;),
¢ uma representagdo qualquer do vetor U = (a, b), ou seja, a = x; —xg e b = y; — yo. Teremos
que o seu modulo, |u| =Va? + b2.

b

Da figura A2.4, considerando ainda o tridngulo ABN, podemos notar que sen(a) = = ©
cos(a) = % , assim U = (|u|cos (a) , |[u|sen(a)).
Alguns vetores especiais sdo o vetor nulo, cuja representacdo numérica ¢ 0= (0,0) eo

vetor unitario, que ¢ aquele que tem médulo 1. O versor de um vetor ndo nulo 4 € o vetor unitério
de mesma dire¢do e mesmo sentido que U. O versor do vetor U = (4,3) serd o vetor ¥ = (%,% .

Vetores opostos tém mesmo modulo, mesma dire¢do, mas sentidos opostos, por exemplo,
no caso i = AB = (4,3) , seu oposto ¢ BA = (—4,—3), denominado -u. Vetores colineares sio
aqueles que tém a mesma dire¢do, ou seja, se tiverem representantes dois segmentos orientados
pertencentes a uma mesma reta ou a retas paralelas. Dois vetores ndo colineares quaisquer estao
sempre no mesmo plano, ou seja, sdo coplanares.

Antes de voltarmos ao problema A2.1, vamos definir algumas operagdes com vetores e
explorar a decomposi¢ao de um vetor usando outros mais simples.

A soma, ou resultante de dois vetores i e ¥ ¢ definida, geometricamente, de duas
formas equivalentes, como mostram as figuras A2.5 (a), A2.5 (b) e A2.5 (c) a seguir.
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Figura A2.5 - (a) Dois vetores, (b) Soma da forma 1, (c) Soma da forma 2

A Figura A2.5 (a) mostra dois segmentos orientados E, representando um vetor i e H—f,
representando um vetor ¥. Para obter o vetor resultante, u + v, pode-se proceder como na Figura
A2.5 (b).

Considera-se um representante de ¥ com origem na extremidade de 1, ou seja, no ponto B.
O vetor resultante serd entdo representado por AM.

Uma outra forma de obter o mesmo resultado é considerar um representante de ¥ com
origem na mesma origem de 1, ou seja, no ponto A. O vetor resultante sera representado entdo
pelo segmento que ¢ a diagonal a partir de A, do paralelogramo determinado por U e ¥ (regra do
paralelogramo), como mostra a Figura A2.5 (¢).

Algebricamente, temos que a soma de dois vetores i = (a,b) e v = (¢, d) é igual ao vetor
utv = (a+c¢,b +d)

A operacdao denominada multiplicacio de um vetor por um nimero real (chamado de
escalar em geral) ocorre da seguinte forma: dado um vetor & = (@, b) ndo nulo e um escalar k #
0, o produto de U por k & um outro vetor, w = k U = (ka, kb).

Este vetor w tem a mesma dire¢do do vetor 1, 0 mesmo sentido, se k > 0, e sentido oposto,

sek <0 e|w|=k||u]
A Figura A2.6 mostra o vetor i = (4,3), o vetor w = —%Ti = (—2, - 2) e o vetor ¥ = 31U
= (12,9).
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Figura A2.6 - Produto de um vetor por um niimero real
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A proxima operacdo com vetores ndo ¢ uma nova operagdo na verdade, e sim uma

combinacdo das duas anteriores. Trata-se da diferenca entre dois vetores 1 e v, isto é, U —v.

O vetor resultante desta

operagdo ¢ obtido somando-se o vetor ¥ com o vetor obtido apds
multiplicar o vetor ¥ pelo numero real k = —1 (obtendo o vetor oposto a ¥ ). O vetor U — ¥ =

U+ (—1). ¥ . Desta forma ¢é facil observar como € a operagdo geometricamente, como mostra a

Figura A2.7.

-V

u+(=V)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura A2.7 - Diferenga entre os vetores i € ¥

Dados dois vetores quaisquer ndo nulos U e ¥ , considerando dois representantes deles,

com a mesma origem, o Angulo O entre esses dois vetores costuma ser importante na resolucéo
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de problemas. Para evitar ambiguidades, ¢ considerado sempre o menor angulo, situado no
intervalo [0, w]. Podemos notar que quando 6 = 0, % e ¥ tém a mesma diregdo e sentido, quando

A . ~ . , . T - ~
0 = m, eles t€ém a mesma dire¢do, mas sentido contrario e quando 6 = > ue ¥ sdo vetores

ortogonais (i L ¥ ). O vetor nulo é considerado ortogonal a qualquer outro vetor.

Com auxilio das operagdes anteriores, podemos decompor qualquer vetor i utilizando dois
outros vetores ndo colineares V5 € U5, , supondo todos 3 situados no mesmo plano. Basta simular,
numa primeira etapa, que i € o vetor resultante da soma de V; € v, e, numa segunda etapa,
modificar os vetores v, e U, , multiplicando-os por nimeros reais adequados k, ¢ k,, para tornar
verdadeira esta operagdo, obtendo U = k;. Uy + k5. U, . Dizemos que U € uma combinagio linear
dos outros dois vetores.

Assumindo que seria interessante usar esta possibilidade para simplificar (e ndo para
complicar), observemos que um vetor qualquer U = (a, b) = (a, 0) + (0, b) utilizando a operacdo
da soma de vetores. Em seguida, ainda podemos obter 1 = a(1,0) + b(0,1) utilizando a operacdo
do produto de um vetor por um numero real. Os vetores utilizados sdo os mais simples ndo nulos.
Além disso sdo ortogonais. Sdo denotados por T = (1,0) e = (0,1).

Como qualquer vetor do plano cartesiano pode ser representado como combinagao linear
deTeJ, oconjunto formado pelos dois é chamado uma base para o plano cartesiano. Ja que sdo
ortogonais € unitdrios, esta base ¢ chamada base ortonormal. Ela ¢ a mais simples, por isso
considerada um padréo, ou seja, uma base candnica. Temos entdo sempre U = atl + bj, como
mostra a Figura A2. 8.

Figura A2. 8 - Decomposi¢do de % na base candnica

Retornemos agora ao problema A2.1. Utilizando o GeoGebra, podemos esbogar na Figura
A2. 9 o esquema de for¢as atuando no ponto da fita onde a atleta se encontra, escolhido para ser a
origem O do referencial (sistema cartesiano). Os pontos onde a fita est4 presa nas arvores sdo A
e A, ¢ a atleta se encontra no ponto médio (fletido) M, da fita, sujeitos ao mesmo angulo de flexao.
Nestas condigdes as forgas de tensdo que a fita exerce sobre as arvores, Tl) e Tz) , tém a

mesma magnitude, ou seja, |71)| = |T2)| = T. No ponto O também atua uma terceira forga, Fg), ada
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gravidade, causada pela massa da atleta. O angulo entre as forcas de tens@o e o eixo horizontal,
coincide com o angulo de deslocamento da fita (duas paralelas cortadas por uma transversal).

10° OA 10°

Fy

!

Figura A2. 9 - Esquema de forcas no ponto médio

Decompondo as forgas em componentes horizontais e verticais teremos entao que as forgas
de tensdo T; = —Tcos(10°)7 + Tsen(10°)j; T, = Tcos(10°)7 + Tsen(10°)] e que a forca da
gravidade E = 07 — mgj = —800j.

No ponto O da fita, hd uma situacdo de inércia, entdo, pela primeira lei de Newton, a
resultante das forgas que atuam em O ¢ nula, tanto na dire¢do vertical, como na horizontal.

Na vertical entdo teremos T'sen(10°) + Tsen(10°) — 800 = 0, portanto T = se:(OlOOO) =
%. Logo T = 2,353 X 103 kg.m.s™2 = 2,353 X 103 Newton ¢ a for¢a (em Newtons) que a

fita exerce em cada uma das arvores. Temos entdo a solugdo do item b.

No caso do item c, a atleta ndo se encontra mais no ponto médio da fita, os angulos de
deslocamento vertical ndao sao iguais. Recorrendo novamente ao GeoGebra poderemos obter um
esbogo do esquema de forgas nesta situacao, que esta apresentado na Figura A2. 10.

<

|

Figura A2. 10 - Esquema de forgas na fita em ponto ndo médio
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Decompondo as for¢as em componentes horizontais e verticais teremos entao que as forgas
de tensdo T, = —|Tl)| c0s(30°) 7+ |T;|sen(30°)], T, = |T7| c0s(20°) 7 + |T,|sen(20°)] e que
a forca da gravidade E = 0t — mgJ = —8007.

No ponto O da fita, novamente ha uma situacdo de inércia, entdo, pela primeira lei de

Newton, a resultante das forcas que atuam em O ¢ nula, tanto na direcdo vertical, como na
horizontal.

Na diregdo horizontal entdo teremos —|T{| cos(30°) + |72)| cos(20°) = 0 e na vertical
teremos |Tj|sen(30") + |Tj|sen(20°) — 800 = 0. Da primeira equagao conseguirmos obter que

. . . = 20°
a magnitude da primeira for¢a de tensdo, |T;| = |T2|.COS( )

. Substituindo na segunda equacao

cos (30°)
P 800 cos (30° I 800 cos (20°
chegaremos a [T,| = W(O)) . Entdo T;| = —Sen(S(O) )

No caso do item d, sabemos que cos (20) = cos(30 —10) = cos(30)cos(10) +
sen(30)sen(10).  Aproximando o valor de V3 = 1,73, teremos cos (20) = 1,78. De modo
similar, sen(50) = sen(60 — 10) = sen(60)cos(10) — sen(10)cos(60) = 1,61. Desta forma
teremos que a magnitude das forcas de tensdo sera |72)| ~0,43 -10°N ¢ |ﬂ =~ 0,88-10% N.

Uma atividade adicional poderia ser proposta para os alunos: utilizar ferramentas do
GeoGebra, como o controle deslizante, para variar o ponto da fita e consequente alteracdo dos
angulos (logo das forgas).
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Applets para Diversos Problemas e Funcoes do Livro

Um applet ¢ um pequeno programa de computador que executa uma tarefa especifica. O
software GeoGebra permite a criagdo de applets, sem que seja necessario conhecer linguagens de
programacao. O criador do applet € o responsavel pelo contetido matematico a ser incluido, utiliza
as ferramentas do programa GeoGebra para desenvolver este contetido de uma forma interessante
(estatica ou preferencialmente dindmica) e o GeoGebra traduz este trabalho em linguagem de
programacao, para poder ser rodado em uma pagina da web. Além disso o applet permite interagdo
com o usuario, o que o torna util num processo de ensino-aprendizagem.

A criagdo de um applet no GeoGebra envolve varias etapas: (1) tracar os objetivos
matematicos a serem atingidos; (2) criar mecanismos que permitam a interatividade com o
estudante; (3) construir um arquivo no GeoGebra (arquivo.ggb) em que os objetivos das etapas
anteriores sejam atingidos; (4) transformar o arquivo do GeoGebra em uma planilha dindmica
como pagina web (html), ou seja, um applet.

Existem muitos applets do GeoGebra disponiveis para utilizagdo gratuita por parte de
professores de Matematica e estudantes. Para pesquisar os que forem interessantes para um topico

de Matematica especifico basta abrir uma conta no GeoGebra ( www.geogebra.org).
Incluimos a seguir links para alguns applets construidos pelos autores e relacionados com
funcdes do capitulo 2 e com alguns problemas do capitulo 3.

Funcao Afim: https://www.geogebra.org/m/afxgkcym
Funcao Quadratica: https://www.geogebra.org/m/gwwmtm66

Parabola: https://www.geogebra.org/m/wvgsqv8r

Funcdes Exponencial e Logaritmo: https://www.geogebra.org/m/hry2sm3e
Funcdes Trigonométricas: https://www.geogebra.org/m/gn8fbpr9

Funcgao Poligonal: https://www.geogebra.org/m/q46g6bs2

Reta Tangente: https://www.geogebra.org/m/ffjhsurv

Problema 3.2 (Formiga no retangulo e funcio area): https://www.geogebra.org/m/gggcuwkd
Problema 3.3 (Tridngulo no circulo e funcio area): https:// www.geogebra.org/m/towrnxdf
Problema 3.4 (Triangulo na vela e fun¢ao area): https:// www.geogebra.org/m/rhzekaeb
Problema 3.8 (Piscina e funcio perimetro): https://www.geogebra.org/m/qdfggfSr

Problema 3.18 (Poténcia de resistor): https://www.geogebra.org/m/qwabrufg
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