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Prefacio

Pesquisas do grupo Transicdo (do Ensino Médio para o Superior) do Projeto-B&RiR0
sobre lacunas na aprendizagedicamdificuldades dos aluno® tratocomFun¢de, que causam
resultados académicos ruins e abandono no Ensino Superior em cursos da area de Exatas.

Testes diagnaosticos diversos (discutidos com mais detalhes no Capitulo 1) levaram o grupo
a destacar varios problemas principdificuldade dos alunos em relacao a leitura e interpretacéo
de problemas, a modelagem matematica e ao tratamento algébrico.

Os membros do grupo Transigao discutiram estes problemas e concluiram que um possivel
caminho seria revisitar o estudo de Func¢des, no inicio de um Curso Superior, antes da primeira
disciplina de Calculo Diferencial e Integi@DI), ou seja numa disciplina de RZélculo, ou
ainda em uma disciplina especifica no final do Ensino Médio, nas escolas em que isto fosse
possivel. Para ajudar os professores destas disciplinas o grupo resolveu prodiinxaio egtee
contém sugestdes de atividades préticas, que podem motivar 0os alunos e amenizar as dificuldades
apresentadas.

O Capitulo 1 descreve a abordagem pedagdgica utilizada nos capitulos 2 e 3, combinando
Resolucdo de Problemas maioria contextualizados, que envolvam diferentes tipos de
Representacdo de FungBes e contando com o auxitioftleareGeoGebrajuando necessario,
para facilitar a conversao entre a representacdo Algébrica e a Geométrica de umaTrRlingao
metodologia recebeu a denominacdo MEM®FEtodo de Ensino por meio da Resolucédo de
Problemak

O Capitulo 1 inclui também um breve resumo da evoluc¢éao histérica do conceito de Funcéo
e de suas formas de Representacdo e uma descricdo das principais etapas e estratégias utilizadas
na Resolucdo de um problema, que poderao ser Uteis aos professores para enriquecer suas aulas e
ajudar os alunos na hora de explorar problemas.

Os problemasontextualizadgsenvolvendo diversos tipos de fungfescolhidos para os
Capitulos 2 e 3 tiveraws seguintesbjetivcs: melhorar a capacidade de leitura e interpretacéo de
enunciados;melhorar o raciocinio légico e aprimorar a redagcdo matematica dos alunos;
desenvolver o trabalho com diferentes tipos de representacao de funcdes e a conversao entre elas;
aprimorar a compreensao de diferentes conjuntos, discretos ou continuos, associados a dominios
de funcaojdentificar o tipo de curva associado ao grafico das principais funcées, de preferéncia
usando ferramentas computacionais, com@GeaenGebra estudar problemas contextualizados
envolvendo funcdes definidas por varias senteggasem geralndo sdo abordadas no Ensino
Médio; explorar problemas contextualizados envolvendo maximos ou minimos de diversos tipos
de funcao

Para o Capitulo 2 foram selecionados problemas para atuarem como disparadores de
revisdo de conteudos como os conceitos de Furigéminio, Imagem e Grafico, Funcdes
Crescentee Decrescentes, Inversa de uma Funcdo, Funcdo Composta, Funcdes Continuas e
Descontinuas. Sao explorados os graficos de diferentes tipos de Funcéo.



O Capitulo 3 é dedicado ao estudo de Maximos e Minimos de Femrgémlve diferentes
Funcdes, ndo apenas a Fun¢édo Quadratica, como em geral ocorre no Ensino Médio. Os problemas
selecionados sao resolvidos ou geometricamente, principalmente com apéep@ebraou
utilizando a Desigualdade das Médias, que faz parte do contelddo de Estatistica incluido na BNCC

Além disso, j& motivando os alunos para uma futura disciplina de d&dRins aspectos
tedricos séo discutidos, como a relacao entre maximo/minimo e reta tangente horizontal ao gréafico
de funcéo, conceito de maximo/minimo loeajlobal e ponto de inflexdo

Os Capitulos 2 e 3 incluem também uma selecdo de problemas propostos no final de cada
um delestodos com respostas.

O Apéndicel, para os professores que nao estiverem familiarizadosodBeoGebra
fornece mais detalhes sobre os comandos que foram utilizados na Resolucdo de Pdebtemas
livro.

O Apéndice 2 contém um breve resumo da evolugéo historica dos vetores e uma aplicacdo
de vetores que utiliza também o MERP

O livro ainda conta com um indice Remissivo, para que os professores interessados em
uma funcéo especifica possam localizar os problemas em que ela aparece.

As referéncias de cada capitulo estéo incluidas no final do livro, para aqueles que desejem
conhecer mais sobre as pesquisas do grupo Transi¢ao e outros livros e artigos interessantes.

Os autores também criarapplets para diversos problemas e exemplos, clipbs estao
disponiveis no final do livro.

Esperamos que este livro sirva como fonte de referéncia adicional para os professores, além
do livro-texto adotado, e os auxilie a preencher as lacunas no -@meadizagem de Funcdes
além de motivar os estudantes para o estudo de Caligatencial e IntegraCDI), minimizando
os indices de evaséo e reprovacao.

Gostariamos de agradecer os professores Rolci Cipolatti, Ricardo Rosa e Claudia Segadas,
da editora do IMJUFRJ, pela revisdo cuidadosa deste texto.

Rio de Janeirgulho de 2025
Lilian Nasser e Angela Céassia Biazutti



Capitulo 17 Abordagem Pedagogica no Ensino de Funcbes

A abordagem escolhida aqisaaaprendizagem delatematica por meio da resolucéo de
problemas interessantes, utilizandsaftwareGeoGebraomo apoio. A compreensao, por parte
dos alunos, de conceitabstratos ligados, por exemplo, a fungdes ou vetpassa por distinguir
0s objetos matematicos de suas diferentes representastesepresentacdesio surgiram todas
num mesmo momento histérico. Foram surgindo e se sofisticando, assim como o que se entende
como funcéo também foi se ampliando ao longo dos séculos.

O método de ensino por meio de resolucéo de probl¢eERP), queé utilizado neste
livro, foi apresentadpor Biazutti, Vaz e Andrade (20203 consiste na utilizagdo d@esolucéo de
Problemascomo ponto de partida para o ensino de determinados conceitos, com apoio de
diferentes RepresentacfesSemidticas e do software GeoGebraTambém contribui no
preenchimento de lacunas e consolidagéo da aprendizagem. O MERP pode ser utilizado de forma
bastante produtiva no ensino de fungdes, vetores e geometria analitica

De acordo com a teoria de representacées semidticas de (R00a) 200y para que a
aprendizagem ocorra de forma completa, devem ser explorados pelo menos dois desgistoss
de representacdo e os alunos precisam ser capazes de efetuar a converséo entre eles, além de
trabalhar com diferentes tratamentos, dentro de um mesmo re@issoftware educativo
GeoGebrdoi escolhido para fazer parte do MERPIo fato de trabalhar com dois registros de
representacéo distintosatgébrico e @eométrico (figura, grafica@ de transitar facilmente entre
eles.

Vamos iniciar este capitulo com um resumo da teoria de Duval, incluindo testes realizados
com alunos que comprovam as dificuldades relacionadas aos objetos matematicos e suas
representacoes.

Como o objetivo principal deste livro € consolidar a aprendizagem de fun¢éo, de uma forma
menos superficial, de modo a tornar mais facil a transi¢cdo dos alunos entre o Ensino Médio e o
Superior, em areas de Ciéncias Exatggesentaremos em seguidaa breve retrospectiva da
evolucéo histérica do conceito de funcéo e das formas de representacdo de uma funcao

Para serem eficientes na aprendizagem de conceitos ou no preenchimento de lacunas, os
problemas selecionados para este Jivem geral,ndo sdo de resolucdo imediattlizando
algoritmos repetitivaodPor conseguinte, na se¢do 3 serdo exploralg@snagécnicas que podem
serutilizadas pelogstudantesaresolugdo de problemas déatematica, evitando procedimentos
cadticos

Na ultima secéseré apresentado o MERRcluindotambémexemplos de sua utiliza¢éo
no ensineaprendizagende conceitoselacionados a funcamnsiderados muito abstratos pelos
alunos, como o de limite de uma func@ssim, esta abordagem pedagdgica pode ser utilizada
desde o Ensino Médio até o Ensino Superior, em disciplina de Calculo Diferencial e.Integral



1.1 Teoria deRepresentacdeSemiodticas de Duval

Um dos aspectos em gadlatematicaliferede outras ciéncias € o tipo de objetos com o0s
quais trabalhamos. Se, por um lado, podemos, em zoologia, apontar um quadripede, ou em fisica,
mostrar e estudar a queda de uma bola ou 0 movimento de um péndJlateenatica os objetos
de estudo nado existem no plano material. Por isso

alnica coisa que podemos fazer com os objetos matematicos é déssyeladinilos,
denotélos, denomindlos, desenhdos, ..., isto &, fornecer representacdes semibticas.
Podemos indicar a aresta que se forma entre duas paredes de um quarto e dizer que
representa ou que faz alusdo a uma reta; podemos apontar odéttina caixa e dizer

que representa um ponto; levantar trés dedos da méao direita e dizer que representam o
namero 3; escrever na lousa 3 = 2 + 1 e dizer que representa uma igualdade ; escrever
¢w o p e dizer que representa uma equacao... Mas ndao podemos colocar nas maos
dos nossos estudantes uma-ceiisa, um nimergoisa, uma equacgao, uma igualdade,...

(D 6 A mcPmilia e lori,2015,p. 131132)

A falta de acesso sensivel, como vigdtato etc, aos objetos erlvlatematica nos impde
trabalhar com representacdes em diversos registros, que passamos a descrever adiante, segundo a
Teoria de Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval, educador matematico e
filosofo francés.

Semidtica nos remete a palavra sigsengeiorem grego, geralmente traduajabr signo),
definida por Peirce2005, p. 49 como fAaquil o que, sob certo as
para al gu®mo. Sua teoria <deom iddga dg que a cogngd@8dnoi - t i C
pensamento e at® mesmo o0 ser humano possuem
(D 6 A moPmida e lori, 2015, p. 59 Podemos pensar a representacdo semidtica de um objeto
matematico como a representacdo em forma de signo.

Um enunciado em lingua materoa verbal uma férmula algébrica, um grafico de uma
funcdo ou uma figura geométrica, um conjunto de nameros, por exemplo, sdo representacdes
semioticas que revelam sistemas semidticos diferentes, com diferentes (sigmosjues;

Almouloud 2016). De acordo com Duval (201para termos uma compreensado completa de um
objeto matem8tico ou fAconstruir cognitivament
vérias formas de representacao ou registros de representacao ag(figotias, graficos, tabelas,
escrituras simbdlicas, linguatural etg, conformemostraa Figura 1.1 a seqguir.

Figura 1.1 - Registros de Representacao Semiética frequentes na Matematica segundo Duval (2012)



De acordo com Duval, uma das causas das dificuldades na compreensao de um objeto
matematico € a falta de percepcdo da relacdo entre ele e as diversas formas de registro de sua
representacad@uval (2009)afirma que

ndo pode haver compreensdo matematica sem se distinguir um objeto de sua
representacéo, pois jamais deseeconfundir objetos mateméticos (numeros, fungdes,
retas) com suas representacdes (escritas decimais ou fracionarias, simbolos, gréaficos,
desenhos déiguras) que parecem apenas ser o meio, de que o individuo dispde, para
exteriorizar suas representacdes mentais, ou seja, para se tornarem visiveis ou acessiveis
a outros, pois, em Matemética, as representacdes semidticas ndo sdo somente
indispensaveis pa fins de comunicacao, elas sdo necessarias ao desenvolvimento da
atividade matematica. (Duval, 2009, p. 15)

Duval (2009) distingue dois tipos de transformacdo nas representacbes semidticas: o
tratamento e a conversao. O tratamento é definido como uma transformacéo da representacéo no
préprio registro onde ela foi formada, ou seja, € uma transformacao interna. Por oyteo lado

conversédo envolve uma transformagéo de uma representagéo em outro tipo de registro. De acordo

com Duval 2003 , Afh8 wuma pluralidade de registros de
articulacdo desses diferentes registros é a conday@apcompreensado evtatematica, embora
v8rias abordagens did8ticas n«o | evem em cont

A Figura 1.2 aseguir mostra diversas representacdes de uma reta. Uma representacao no
registro algébrico desta reta, por meio da sua equacao cartesiana na forma padrdo, por exemplo,
esta sendo submetida a um tratamento, ao ser transformada em equacéao reduzidsageéna pas
dessa equacao para uma representacao num registro grafico caracteriza uma cénveysém.
1.2também mostra uma representacdo em lingua natural, submetida a um tratamento, assim como
uma representacdo no registro numérico, sob a forma de uma tabela e como conjunto de pares
ordenados.

Estudos mostram que os alunos apresentam dificuldades na articulacéo entre a leitura e a
interpretacdo das representacdes gréaficas cartesianas (Nasser, 2009). No ensino das retas no plano,
em geral, ndo se associa o conceiteatficiente angular ou inclinac&om a direcdo da reta no
plano. Ha muita dificuldade em encontrar a equacédo de uma reta partindo de sua representacao
grafica, até para os casos mais elementares. A articulacdo entre a representacdo nos registros
gréfico e algébrico parece ndo seabstecer mesmo para alunos que ja tinham estudado funcao
afim anteriormente.

De acordo com Duval (1988, p . 235) , Afa raz
procurar nos conceitos matematicos ligados a funcdo afim, mas na falta de conhecimento das
regras de correspondéncia semidtica entre o registro da representacado goafegisero da
express«o al g®brica. o

Uma das causas dessas dificuldades -deva passagem da representacdo do registro
algébrico para a sua representacdo no registro grafico com a construcdo ponto a ponto, o que
acarreta problemas na passagem invétaea efetuar tal passagem, a abordagem ponto a ponto
nao é somente inadequada, como constitui um obstaculo.



Transformagdes

Representacio Geométrica Representacio em Lingua Natural
Grifico

Cada numero real positivo é associado a sua
metade

1

Dois niimeros reais positivos distintos estao
relacionados entre si quando a diferenca entre o
maior dos nimeros e o dobro do menor deles é nula

—_—
| c—

Representacao Numérica Representagio Algébrica

Tabular
x | 2 | 4 [ 6
y: | T | 2 | 3 ﬂ
Pares ordenados x—2y=0, x>0ey>0
{(2,1); (4,2); (6,3)}

x
y=3 x>0ey>0

Figura 1.2 - Quatro representacfes semidticas para um exemplo de funcéo

Duval (1988) estabelece trés abordagens possiveis para as representacfes gréficas: a
abordagem ponto a ponto, uma abordagem de extensao do tracado efetuado e uma abordagem de
interpretacdo global de propriedades das figuras. Nesta Ultima, o gréafico mepraseobjeto
descrito por uma expressao algébrica, e ha uma congruéncia entre esses dois registros, associando
uma variavel visual de representacédo a uma unidade significativa da expressao algébrica.

Quando se trata de partir da representacdo grafica para encontrar, por exemplo, a
representacdo algébrica por meio de uma equacgao ou para utilizar o conceito de inclinacdo ou de
direcdo, é esta abordagem de interpretacéo global que se torna nedepsatiea sistematica da
abordagem ponto a ponto ndo favorece a abordagem de interpretacdo global, que € em geral
deixada de lado no ensino, uma vez que depende de analise semidtica visual e algébrica. Isso ajuda
a compreendepor quea maioria dos alunos egsenta dificuldades na utilizacdo correta das
representacdes graficas, mesmo no Ensino Superior.

Estas dificuldades foram comprovadas por pesquisa realizada por Duval (1988p@011
meio de teste diagnosticeespondido por alunos do Ensino Médio na Franca. Essa pesquisa foi
replicada com alunos brasileiros, do Ensino Médio e Superior, e descrita no trabalho de Biazutti,
Nasser, Torraca, Barros e Oliveira (2018).

O teste diagnosticgara os 252 alunos brasileiros do Ensino Mésmdo 198 de duas
escolas particulares e 54 de duas escolas publicas do estado do Rio de Janeiro, uma Estadual e uma
Federal)envolveu 3 atividades, com cinco itens cada.

A primeira atividade testava a conversao da regmtmcaocdo registro grafico de retas
para o algébrico. Foram apresentados os graficos de cinco retas distintas, com ura qauafao d



reta assinalado, e, ao lado, as eGeacartesianas de 7 retas e de 3 inequacdes lineares, para que
os alunos escolhessemxpressao algébri@rrespondente a cada grafico de reta.

A segundaatividade pedia a conversdo da representacdo de um registro verbal para o
gréfico, envolvendo desigualdades, correspondendo a regides no plano cartesiano limitadas por
retas, conforme apresentada Figura 1.3. Podese observar que os itedse eséo similares,
entretanto nitem eja é apresentada a reba « que limita a regido procurada.

Represente no plano cartesiano, o conjunto de
pontos M (x,y), de abcissa x e ordenada y,

a) que tém abscissa positiva

b) que tém ordenada negativa

¢) cuja abscissa e ordenada tém o mesmo sinal
d) cuja ordenada ¢ maior do que a abscissa

e) cuja ordenada € menor do que a abscissa x

Figura 1.3 - Atividade 2 aplicada para alunos do Ensino Médio
Fonte:Duval (1988, 2011)

A terceira atividade, adaptada de Duval (1988, 20MystradanaFigura 14, foi aplicada
apos o término da atividade 2, pois envolvia a conversao da representacao do registro grafico para
o algébrico de regides do plano comuns & atividade 3, isto é, as regifes @intadas H e
0 , daFigura 1.4, sdoassolucées dos itens a, b, c, d, e da atividade 2, apreseatbidara 1.3.

O desempenho dos alunos do Ensino Médio nas conversdes da representacdo do registro
verbal para o grafico, e deste para o algébrico, foi muito bom nos dois primeiros itens das
atividades 2 e 3, que envolviam, respectivamente, o conjunto de pontos @lEstéea positiva
(tem a) e o conjunto de pontos que tém ordenada negativa (item b), na atividade 2 e
correspondendo’@ e® correspondendo’@, na atividade 3.



Considere x a abscissa e y a ordenada de um ponto M(x,y) do plano cartesiano. Indique a expressio
algébrica (E,, E;, E3, E4, E5) que corresponde aos pontos pertencentes a cada uma das regides pintadas
(Ali Az, AZ}'A‘l: AS)'

A, I Ay | Ay

Ei:y=2x FEgx<0
E,;y=0 E;xx-y=0
E3:y<x Eg:x-y<0
Ey:y<0 Eq:y=zx+2
Esix 20 Foty=2x

Figura 1.4 -Atividade 3 aplicada para alunos do Ensino Médio
Fonte:Adaptada d®uval (1988, 2011)

O Quadro 11 aseguirmostra as conversdes pedidas trés ultimos itens das atividades
2 e 3 com os percentuais de acertos.

Quadro 11 - Trés ultimos itens das atividades 2 e 3, com os resultados gerais

Representagio
Representagao verbal Acertos Representacio grafica Acertos analitica ou
algébrica

Conjunto de pontos
M(x,y)de abfsmssa xe 7% . 5004 x-y=0
ordenada y, cuja abscissa e
ordenada tém o mesmo sinal

Conjunto de pontos M (x, y),
de abscissa x e ordenada y,
cuja ordenada é maior ou 13% X 50% y=x
igual a abscissa

Conjunto de pontos M(x,y), y
de abscissa x e ordenada y,
cuja ordenada € menor ou
igual a abscissa

25% x 53% y<x

y=x

Fonte: BiazuttiNasser, Torraca, Barros e Olive{2018)



A tentativa de associar o conjunto de pontos cujas abscissa e ordenada tém o mesmo sinal
(item c) teve um indice de acertoemorque 0s anteriores: 77% dos alunos associaram esse
conjunto aos quadrantes impares do plano cartesiano. No entanto, apenas 59% dos alunos
conseguiram associar esse grafico a expragddo 1t A dificuldade neste item, de acordo com
Duval (1988), se deve ao fato de que

para reconhecer a equivaléncia da apresentacdo algébrica com as duas outras
representacoes, é preciso recodificar a base de cédigo da expresséo: é necessario passar
para a equival ®°nci ao fperioxdoust od ed anse scnooo rsdi ennaal d a
passar da primeira para a segunda tarefa, a taxa de acerto cai em mais da metade. (Duval,
1988, p. 249)

Os dois ultimositens tanto da segunda, como da terceira atividgaessupem a
identificacdo da rete  wpara hachurar o conjunto dos pontos cuja ordenada é maior ou igual ou
menor ou igual a abscissa. A diferenca € que, no ultimo item, esta reta ja aparecia no grafico
apresentado. O indice de acertos da conversado da representacao verbal para a gafmadioi b
apenas 13%, principalmente nas escolas particulares.

Vale observar que o indice de acertos da amostra quase que dobrou quando aweta
era apresentada no grafico. A diferenca n&o foi muito significativa na conversao do registro grafico
para o algébrico nesses dois casos, com a presenca a reia

A investigagdo no Ensino Superi@presentada em Biazutti, Nasser, Torraca, Barros e
Oliveira (2018)contou com 190 alunos e consistiu na analise de 3 questdes de um teste
diagndstico que investigavam a conversdo da representacdo do registro algébrico para o gréafico
(questdo 1 envolvendo reta ou regido do plano cartesiano limitada por reta), a analise dos
elementos de uma representacdo grafqaegtdao 2 apresentou um grafico de funcédo néo
identificada) e a conversdo da representacdo do registro verbal para o alggeratéo( 3
envolvendoarea de figuras geométricas e funcéo quadjética
Questdo 1 Represente geometricamente os pontos do plano que satisfazem as relacdes:

MW Cw T OW CO T
'} {
/.f—‘

<

N/

Figura 15 - Grafico da fungadQ

Questdo2: Considere o grafico da funcao f, R&ggura 1.5 e responda
a) Qual o valordeQ p ?

b) Qual o valor déQao ?
c) Para que valores detemosQw  ¢?



d) Estime os valores de x tais dago  1?
e) Obtenha o dominio e a imagem da fun@o

Questdo 3 Umacorda de tamanho é cortada em dois pedacos. Com o primeiro pedagsdaz
um quadrado e com o segundo um circulo. $ejatamanho do primeiro pedaco. Construa a
funcdo que representa a area total (quadrado + circulo) e expresse o dominio desta funcéao.

A primeira questéo foi escolhida para fazer uma comparacéo com os resultados dos alunos
do Ensino Médio. Apenas 47 alunos conseguiram fazer a conversgiorelsentacao do registro
algébrico, por meio de uma equagaara o grafico da reta, o que corresponde a cerca de um quarto
da amostra. No entanto, o desempenho foi bem mais baixo nb,igume pedia a representacao
dos pontos do plano que satisfaziam a desigualdadew T, isto é, a regido do plano abaixo
dessa reta, com apenas 6,3% de respostas corretas. As respostas incorretas consistiram
principalmente da auséncia de tentativas de resolucéo. Poucos alunos cometeram erros no tragado
do grafico da reta e a grande mai@s&ranhou o pedido de converséo da representacéo do registro
algébrico para o grafico de uma desigualdade, ndo sabendo como agir para identificar a regiao
correspondente do plano.

O gréfico apresentado na segundastadqFigural. 5) causou estranheza a muitos alunos,
gue tentaram identificbb como correspondente a uma funcf@mdratica, ou do 3° grau. Parece
gue estes ndo tinham conhecimento de como identificar pontos do dominio ou da imagem de uma
funcao a partir do seu gréafico, sem conhgoecessariamente, a expressao algébrica que a define.
Esse comportamento pode ser confirmado pelos baixos indices de acertos dos itens desta questao.
Apenas no item b houve maioria de respostas corretas, com 61,5% de alunos identificando que
"Qo 0. Oitem a, por sua vez, alcancou 46,3% de acertos, que consistiam no reconhecimento
de queQ p ¢. No item c apenas 68 alunos (35,8%) perceberam que havia dois valores de
wque correspondiam ' ®w ¢, enquanto outros 29 alunos (15,2%) identificaram apenas um
desses valores. Apenas 46 alunos (24,2%) conseguiram dar valores aproximados para as duas
raizes da funcdo no item dnquanto outros 19 (10%) s6 encontraram um desses valores.
Finalmente, apenas 18,4% dos alunos identificaram corretamente o dominio e a imagem da funcéo.

A terceira questao tinha o objetivo de avaliar a habilidade de modelar um problema,
envolvendo uma funcéo, convertendo a sua representac@iegistroverbal para o registro
algébrico correspondente. A grande maioria dos alunos deixou este item em branco. Dentre aqueles
gue tentaram escrever um registro algébrico, a maioria se limitou a reproduzir as férmulas das
areas do quadrado e do circulo, sem egus adaptdas ao problema em questdo. Apenas 18
alunos fizeram corretamente a conversao para o registro algébrico, o que corresponde a 9,5% da
amostra. O resultado foi ainda pior, no que se refere a segunda parte da pergunta: ou ndo souberam,
ou nem pareberam que deveriam também informar o dominio da funcéo que representava a area
total das regides obtidas no problema. Somente 3 dos alunos que acertaram a funcao informaram
corretamente o seu dominio.

Tendo em vista a énfase dada aos registros de represenéaBBICC, Base Nacional
Comum Curricular do Ensinblédio Brasil, 2018), este trabalho aponta para a necessidade de



abordar, de forma mais profunda e eficaz, a conves@eplesentacdo dos diversegistres nas
aulas da Educacédo Basica, ja que apenas 10 alunos (4%) da amostra acertaram os 15 itens
propostos nesta investigacao.

As dificuldades persistem na transi¢do para o Ensino Superior, uma vez que apenas 6,3%
dos calouros foram capazes de identificar o registro grdfie@® representado algebricamente por
uma inequacao. Portanto, uma abordagem que ajude os alunos a contornarem as lacunas de
aprendizagem, no inicio de um curso superior, € essencial. Para que tal abordagem obtenha
sucesso, fica claro que ela deve explorar, de forma mais profunda, as aEs\erg@as
representacdes nos diversos registhostilizacdo doGeoGebraambém pode auxdr os alunos
atrabalharenestes tépico que pode ser observaaiais adiante neste livro.

Como veremos na proxima secao, o conceito de funcdo e suas formas de representagédo
evoluiu bastante ao longo da hist@&aMatematica.

1.2 EvolucaoHistorica do Conceito edasFormas de

Representacao

As diversas realidades encomtegnas escolas publicae Educacadéasicacontribuem
em muitos casospara queos alunos apresentemdificuldades na sua aprendizagem prée
universidade. De fategssa constatac&® confirma entestes diagnéstics aplicados aalunos
ingressantesia primeira disciplina de Calculo Diferencial e Integi@DIl), nos quais foram
observadas dificuldades relacionadas camteido de funcdes e suas representacbais
dificuldades envolvenprincipalmenteleitura e interpretacdo de enunciados de problemas e
posteriormentenodelagem desses problemas; conversdo da representagéo verbalggédmaca a
em termos de func¢des polinomiais grau 1 (ou do tipo afimjjrau2, etce de varias sentencas;
dificuldades com o trato algébricG@sta; Bittencourt; Fernandez016).

Como discutido a secao anterioré de fundamentalmportanciaque o ensino de
Matematica leve em conta varios registros de representacdo de um mesmo conceito e que iSso seja
parte do trabalho do estudante na sua aprendizaBemoutro ladoao compreendermos o
processo deonstrucdo de um conceggsencial na Mateméatica como o de furic&entralpara
a compreensdo da Matematica como um tbodornase evidente a necessidadie articular os
sabereslaMatemética da Escola Basica comaportes dHlistoria da Matematicd& importante
destacagueo préprio desenvolvimentdo conceitade fungdo ocorreu por meio da mobilizacao
de diferentesegistros de representacdo semiotica.

Dessa forma,sta secdo apresenta uma analise hist@estemoldgica da construgcao do
conceito de funcdczom base na teoria dos registros de representac®u\gd (2012) com
objetivo desubsidiampropostapedagogicas que contribuam pauperatacunasdentificadas no
ensineaprendizagendesse conceito
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A pesquisaqui apresentadai construidaa partirde um levantamentbibliograficoem
obrasdediversosautorescomoRoque (2017), Eves (2004), Ifrah (1997), Boyer (1996), Riithing
(1984), Youschkevitch (1976) e Smith (1953).

Matematica e Histoéria

De acordo com a BNCCa competéncia especifica 1 Matematica para o Ensino
Fundamental é:
reconhecer que a Matemética € uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupaces de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e € uma ciéncia
viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos e para alicercar
desobertas e construcdes, inclusive com impactos no mundo do trabaifsil, 17,
p. 269)
Em nossa experiéncia docentembs observadmaior interessedos estudanteguando
relacionamos conteudos trabalhados em aula a eventos histBnta620 por exemplo, durante
o periodo de ensino remotom dos autores apresentou um filme sobre a historia do Calculo
abordandacientistascomo René Descartes (159650), Isaac Newton (1641B727), Gottfried
Wilhelm Leibniz (16731694)e Johann Bernoulli (1661748).Apos a exibicdo foi promovido
um forum de discusséoentre os alungse esses demonstrarasurpresaao percebeque os
contetdosla discipina (DI estavam profundamente conectados a trajetéria historica da Ciéncia
indo além deuma mera exigéncia curriculdo cursadelesde Administracao
Essa preocupacéao de assokistoria eMatematica vem sendo desenvolvida com sucesso
pelo grupo francés IREMr{stituts de Recherche sur 'Enseignement des Mathématidisses
pesquisadores acreditajnu e Aios professores das disciplinas
di mens«o cul tur al da mat ®ria que ensinam f ac:¢
terminad® 0 , e @apresenta hoje, seja na Escola Basica ou no Ensino S(yeriey, Brin,
Grégoire, Hallez, Jozeau, Lacombe, MicRejus, Sdati, 1991, traducdo nossd}.acrescentam
qguefo confronto com os textos dos matematicos muda a representacdo que todos, professor ou
aluno, tém da Matematica. Estes ganham vida, ndo sdo mais um objeto congelado. Eles sdo objeto
de pesquisa, controvérsia, erros e tentata@ acam® (Verley, Brin, Grégoire, Hallez, Jozeau,
Lacombe, MichePajus, Serfatil991, p. 43 traducdo nos3a
Integrar a histéria da Matematica ao ensino de seus conceitos pode transformar a percepcao dos
estudantes, reduzindo o desinteresse frequentemente observado niio aertesno tradicionalpor
exemplo,o0 conceitode funcdo costuma ser abordado de forma restrita, centrado apenas na
resolucao de problemas utilizando os regisaitgébricoe numérico, para resolucéo de problemas
composterior interpretacagrafica Essa abordagem, no entanto, ignora a riqueza do processo historico
gue deu origem a esse conceito, o qual pode ser apresentado como resultado de um desenvolvimento coletivo,

! La confrontation avec les textes des mathématiciens change la représentation que chacun, enseignant ou éléve, a des
mathématiques. Celles prennent vie, eles ne sont plus um objet figé. Elles sont objets de recherches, de controverses,
d"erreurs et de tinnements.
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construido ao longo dos séculos. E importante evidenciar aos estudantes que, como afirma Caraca (1951), a
necessidade é que cria o instrumento

E natural, portanto, esperar que, de coisa tdo importante para o entendimento e explicacéo

da realidade como élei quantitativa surja também o conceito matematico proprio para

0 seu estudo; esperar aqui, ainda, que a necessidade crie o instrumento. Assim acontece

de facto. Caraca]l951, p. 125)

O estudo dosurgimento do conceito de funcamnforme revelado pela Histéria da
Matematica mostra que essgesenvolvimentasta intimamente relacionado a consolidagéo
pensamento abstratoferecend@o aprendia possibilidade de reconstr@isse caminhem sua
trajetoria de aprendizagem

A préxima subsecéo apresenta breve percurso historico do conceito de funcéo. Optamos
por uma abordagem concisdeixando de lado aspectasportantes para um estudoais
aprofundado da Historida Matematicaa fim de concentrar nossa analise importanciale o
ensineaprendizagem do conceito de funcdo ser realizado em e@Gpa® ressaltaovamente
Caraca (1951)

o leitor [...] ndo esperard, decerto, que esse instrumento [conceito de fun¢do] tenha saido
dum jacto, pronto e acabado; que aos cientistas se tenha apresentado a questdo assim:
temos aqui uma multidéo de leis quantitativas, vamos criar um instrumeptoié

estudo. Muito longe disso! Deae uma gestao lenta em que necessidade e instrumento
inter-actuaram, ajudandse e esclarecend® mutuamenteCaracal951, p. 1258.26)

A analise historiceepistemologicgermite que, embora a ideia de funcédo tenha estad
presentenas praticas matematicas desde a Antiguidade, sua formalizacdo foi motivada pela
necessidade de organizar e sistematizar conhecimentos diversos. Estudar essas necessidades
histéricas que levaram a definicdo do conceito também auxilia na compreensacdiasdiés
enfrentadas atualmente por estudantes ao se depararem com esse objeto m&ematmeEnta
a BNCC(2018, p . 299) , Apara a aprendi z ®yredamertad c er t
haver um contexto significativo para os alunos, ndo necessariamente do cotidiano, mas também de
outras 8reas do conhecimento e da pr-pria his

A partir do resgatéistérico do conceito de funcdem suksecdo posteriopropomos
atividadeddidaticasque favorecanuma compreensao intuitiveagradativado conceitg ainda no
Ensino FundamentaEstas atividades incluearesolucédo de problemas contextualizados, como
o prdblema do taxi que permitem ao estudante perceber a funcdo como um objeto matematico
autdbnomo, passivel de generalizagbes e abstracdes

Uma RevisaoEpistemoldgica

Segundo registrado pela humanidade, a etapa inicial da construcdo desse conceito ocorreu
na Idade Antiga, que foi o periodo da histéria que se desdobrou desde a invenc¢éo da escrita (4000
a.C. a 3500 a.C.) até a queda do Império Romano do Ocidente (4)76 khiCio da Idade Média
(século V).Youschkevitch (1976, p. 39) aponta que, nessa etapa primeira, havia apshaio
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de casos patrticulares de dependéncia entre duas quantidades. Nao tinham ainda despertado para a
relacdo entre variaveis.

De acordo com que se sabe da Histéria da Matematica, os povoshbabmdaicos e
egipcios, ja pressupunham de maneira intuitiva a ideia de fung&o pois se utilizavam de tabelas para
anotar operacdes. Enquanto os Mesopotamicos empregavam tabelas de produtos, de inversos e de
raizes, os egipcios usavam sequéncias de duplica¢cbes, ousdpas@: e inversdes. Em ambos
0S povos as tabelas estavam presentes, ndo apenas para facilitar e memorizar os célculos, mas
sobretudo por causa da dificuldade dos calc(Rasjue 2017, p. 89)A Figura 1.6 mostraum
tablete pertencente a colecao Frau, Professor Hilprecht de Antiguidades Babil6nicas, e se encontra
na Universidade Friedrich Schiller de JeraaAlemanhaNela podemos ver uma tabela em que
foram cunhadossmdltiplos ou inversode nameros naturais.

Vemos despontar novos gérmens do conceito de funcdo nos Pitagéricos, Grécia, ainda na
Idade Antiga. Novamente se utilizam de tabelas quando mostram a relacéo de interdependéncia
gualitativa de quantidades fisicas variadas, por exemplo, 0s comprimentus@&sasmitidas por
uma corda fixa nas extremidades (Youschkevitch, 1976, p. 39).

I HS 201 g

Figura 1.6 - Tablete babilénico HS 201
Fonte: Gongalves (2013).

Funcdocomo expressadgebricando era concebida pelos matematicos em tempos idos.
Mas,seela for pensadeomo uma relacao quessocia cadelemento de um conjunto de nimeros
aelementos de outro conjunto, entdo abundam fung¢des por todo tratado astrondmico Almagesto,
de Ptolomeu de Alexandria (c. 10@. 170). Por exemplo, nesse tratado, encontramos as tabelas
de Acordaso, que s«0 equi valodSive 043,p.87).nossas t
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Invengdo da Cll_ued'a -do
escrita Babilnia, na _ império
N Mesopotimia, grande Estudo de astronomia Romano do
(cuneiforme) centro urbano e pelos gregos (Tales de f
Mileto, Pitigoras) Ocidente

comercial

2.000 a.C.

Tratado astrondmico
Almagesto (Ptolomeu de
de interdependéncia Alexandria) com tabelas
Mesopotamicos: tabelas de produtos, inversos, raizes, qualitativa de de “cordas” , atuais
reciprocos quantidades fisicas tabelas de senos e

varidveis; relagbes de cossenos
Egipcios: sequéncias de duplicagbes, de inverses s0ns com

comprimentos de

cordas

Pitdgoras {Grécia):

Babilénios e egipcios: uso de tabelas para anotar operagdes tabelas com relagSes

Nocdo intuitiva do conceito (hipdtese)

Figura 1.7 - Linha do tempo: Antiguidade (etapa inicial da constru¢éo do conceito de funcéo)
Fonte:Barros; Silva e Silva (20213egundo Youschkevitch (1976).

Na figura acimgontuamosalgumas conquistas da humanidade, na Idade Antiga, e fatos
inerentes ao desenvolvimento do conceito de funcdo, sem se aprofundar nessa relagdo, por nao
caber aqui uma andlise aprofundada.

Passemos agora para a ldade Média, que é o noperiddoda historia localizado entre
0s anos 476 e 1453. Ele se inicia com a queda do Império Romano do Ocidente e termina durante
a transicao para a Ildade Moderdauschkevitch (1976, p. 39) considera que, nessa época, a
Matematica entrou no segundo estagio do desenvolvimento do conceito de funcdo. Segundo ele,
foi

na ciéncia europeia do século 14 que as nogdes gerais de quantidades variaveis foram
definitivamente expressas tanto em formas geométricas quanto mecanicas, porém nas
quais, como também na antiguidade, cada caso concreto de dependéncia entre duas

quantida@s era definido por uma descricao verbal, ou por um gréfico, ao invés de fazer
uso de uma férmulaYpuschkevitch 1976, p. 39)

Realmente, no inicio da ldade Média, vemos que a ciéncia nos paises de cultura arabe
floresce. Contribuiram os arabes com a introducdo de cada uma das principais funcdes
trigonométricapara as quais os métodos de tatbatdoram aperfeicoados, também com o estudo
das raizes positivas de polindmios cubicos. Igualmente, eles foram responsaveis pelos avancos em
Otica e em astronomia ¢uschkevitch 1976, p. 45). Entretanto, ndo foram observados novos
desenvolvimentos em relacdo ao conceito de funcado, ainda que o numero de fun¢cdes em uso tenha
aumentado e seus métodos de estudo aprimorados.

Embora, na Idade Médiags mateméaticomndo tenhan definido funcdo, ainda que
trabalhando o tempo todo com elas, varios contribuiram para uma compreensdo do movimento,
procurando por suas leis.-Biruni (973 c. 1052, séc. Xl) foi um deles. Notavel matematiao
idade de ouro islamica, em um dos seus tratados encontramos uma analise do movimento acelerado

(Ragab; Metzger2015, p. 1) Cont ud o, Asua an8lise e suas idei

seus s u &euschkevitch1DT6, p(45). Somente no século Xl uma nocdo de fungdo mais
geral aparecem trabalhos d®obert Grosseteste (11:1253) e Roger Bacon (122292), que
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pensavam a Matematica como principal instrumento para o estudo da nétuanesazhkevitch
1976, p. 45).

Um pouco depois dessa época, Nicolau de Oresme i(1323), matematico francés,
apresenta sua t eor i &ttutes of mrm@slyouschkdvech IDZsp. 46)0 r ma s
Estaconsistia na representacdo de todas as quantidades e relacdes entre elas mediante formas
geomeétricas; portanto, a relacdo entre variaveis, em uma func¢éo, ainda néo tinha surgido. Para
entendermos como, na época, eles relacionavam dominio com imagempnseatarao a forma
atual de representacdo desses conjuntos, a literabgraaponta Oresme. Ele representou
geometricamente a velocidade variando com o tempo, ao estudar 0 movimento com aceleragao
constant€dRezende; Botelh@007, p. 2).

Um resumo é apresentado Regura 1.8 a respeito dos avancos no entendimento do
conceito de funcdo. Vale ressaltar que, nessa épddateanaticaera composta por: aritmética,
musica, geometria e astronomia.

Queda do
império
Romano do
Ocidente

Tomada de

Séc. V - Sec. X Séc. XI - Sec. XV Constantinopla
Expans3o islamica Renascimento (comercial e urbano) pelos turcos

476 d.C.

Séc. Xl Séc. XIV

Percepgdo
geométrica do
conceito de
fungio (Nicolau
de Oresme)

Uso da matemadtica para
o estudo da natureza
{Robert Grosseteste e
Roger Bacon)

Compreensdo do
movimento acelerado
{Al- Biruni)

Ciéncia nos paises de cultura drabe floresce:
+  IntrodugSo das principais fungdes trigonométricas Ciencla europela:
(aperfeicoamento das tabelas) « Uso de formas geométricas e
Estudo das raizes positivas de polindmios ctibicos mecanicas para explicitar relacses
Desenvolvimento da ética
Avangos em astronomia

gerais de quantidades varidveis

. .. . R Séc. XV - Sec. XVII:
Aprofundamento da ideia intuitiva do conceito Era das Grandes

Navegacdes

Figura 1.8 - Linha do tempo: Periodo Medieval (segundo estagio do desenvolvimento do conceito)
Fonte:Barros; Silva e Silva (20213egundo Youschkevitch (1976).

Até o momento, constatamos que sequer a dependéncia entre variaveis, atualmente
ensinada quando o professor da Escola Basica apresenta uma funcgéo, tinha sido construida.
Ingressemos, entdo, na Idade Moderna, pedadustoria ocidental compreendido erdseanos
de 1453, com a tomada de Constantinopla pelo Império Otomano, e 1789, inicio da Revolucao
Francesa. Nessa época, observamos a importancia do surgimento de uma nova Algebra que
termina por conduzir a relacdo entre variavei

De fato, segundo Youschkevitch (1976), foi o progresso dos gregos em aumentar o nimero
de dependéncias funcionais usadas e em descobrir novos meétodos paraesiuel@lavancou
o surgimento de uma nova Algebra, a Geometria Anatitiw&alculo Infinitesimalséculos XVI
e XVII). Ao estudarmos a Histéria da Matematica, constatamos que essas trés areas sao exatamente
os degraus que a humanidade necessitava para chegar ao conceito de funcdo, a sua formalizacéo.
A Algebra nos trouxe a notacédo das variaveis, an@ria Analitica veio mostrar claramente a
ideia de correspondéncia entre dois conjuntos, o que faltava para a compreenséo dos dois primeiros
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conceitos essenciais, variavel e dependéncia.

Podemos destacar dois matematicos responsaveis por esse progresso nha compreensao do
conceito de funcdo: Francois Viete (154803) e John Napier (1580617). Viete introduziu
inUmeros sinais/signos, uma notacédo particular para incégnitas (vogais) e pafcoesoantes),

e Napier sua tabela de logaritmos. Contudo, Napier ndo usou sua notagdo para chegar a um
conceito de funcao, e seu simbolismo foi aperfeicoado por outros que chegaram muito proximo,
ainda na Idade Moderna, do conceito de funcdo: Deschidggon e Leibniz.

Fermat (16071665) e Descartes, aplicando a nova Algebra & Geometria apresentaram o

meétodo analitico de introduzir funcbes que revolucionou a Matematica e assegurou um lugar
central para a posterior nog¢ao/conceito de funcédo em todas as ciéncias eXates(162161716)
Ausa rela-»es nas quai s a or dassaaNi@acoldcaaindarea c ur
palavra fun-«o0o no sentido mai s Yeuschkevich®E76p n o me
p. 59). A pal avra f umcomosigniidado cetdrafapposiciio osmodoy € n
de operacéo.

Seguindo a construcédo do conceito, ainda na Idade Moderna, despontam os matematicos
Johann Bernoulli (1661748) e Leonhard Euler (17783), considerando uma fungcdo como
uma expressao analitica arbitrarlanalise mediante séries infinitas levou Isaac Newton ¢1643
1727) a definir funcéo por meio delas. O método de fluxdes foi aplicado a variaveis (fluentes) para
o calculo das taxas de variagiloxos). Em 1797, Josegtouis Lagrang€1736 1813) descreve
uma funcdo usando um registro verbal. Na passagem do séc. XVIII para o séc. XIX, temos
AugustinLouis Cauchy(1789 1857) dando um exemplo de uma funcéo de duas sentencas.

De forma bastante resumidapresentamos, nd&igura 1. 9, um esquemado
desenvolvimento do conceito de funcéo, na Idade Moderna. Essa terceira etapa foi certamente
facilitada pela introducéo (por Viete) da notacdo matematica.

Tomada de Séc. XV - Sec. XVII: Inicio df
Constantinopla Era das Grandes Revolucdo
pelos turcos Navegacdes Francesa

PP . Guerras de expansio e
XV Primeiro livro impresso: __
Biblia de Gutemberg Refo protestante grandes revolugdes

Séc. XVl

Séc. Séc. XV

1789

Introducdo de indmeros sinais,
notag¢do particular para incégnitas
(vogais) e pardmetros
(consoantes): Frangois Viéte

= Fermat e Descartes * Fungio como expressio
aplicando a nova analitica arbitraria:
Algebra 4 Geometria Bernoulli e Euler
apresentaram o método = Anilise de fungdes por
analitico de introduzir séries infinitas: Newton

* Tabela de logaritmos: John Napier fungdes - Fungio dada por registro

* Leibniz “usa relagdes verbal: Lagrange
nas quais a ordenada
de uma curva
corresponde a sua Ciélculo Infinitesimal
abcissa”. Usa o nome
‘funktion’

Compreensdo dos dois primeiros conceitos essenciais na aquisigdo do conceito:
varidvel e dependéncia.

Figura 1.9 - Linha do tempo: Idade Moderna (a busca pela definicdo de funcéo)
Fonte:Barros; Silva e Silva (20213egundo Youschkevitch (1976).
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Na passagem para a ldade Contemporanea, encontramos Johann Peter Gustave Lejeune
Dirichlet (1789 1857), o primeiro a estabelecer o conceito de funcdo como uma relacao arbitraria
entre as variaveis, independente de férmulas algébricas. Exdagugor & "Qo  chsewé
racional, €Qa  Chse®é irracional,®e Qconstantes. Nicolai Ivanovich Lobatchevsiy 92
1856) apresentou uma definicdo de funcdo semelhante a definicdo de Dirichlet. Contudo incluiu a
possibilidade de a funcao ter pontos isolados de descontinuidade, mas nao considerando necessario
acrescentar explicagdo algébri€aithing,1984).

Em 1870, Hermann Hank€839 1873) definiu fungédo em registro verbal somente, como
tantos outros matematicos do seu tempo:

uma funcdow de &y porque todo valor da variave) dentro de um certo intervalo
corresponde a um certo valor adendo importa se)é ou ndo dependente aem todo

intervalo de acordo com a mesma lei; se a dependéncia pode ou ndo ser expressa por meio
de operagBes matematicaRiithing 1984, p. 75, nossa tradugao

George Bool€18151864) definiufungdo como transformacao (em que cada elentento
é transformado no element@w ), enquanto Julius Wilhelm Richard Dedeki(iB31- 1916)
utilizou a ideia de aplicacdo. E, finalmente, quando um grupo de matematicos, em sua maioria
franceses, criou a personagem Nicolas Bourbaki, um pseudénimo coletivo sob o qual escreveram
uma série de livros que expunhislatematica da época, chegee a definicatal como nos atuais
livros da Elucacéo BasicéRthing,1984, p. 77).

O Conceito deFuncao no Ensino Fundanental

Embora o objetivo deste livro segdordaro processo ensiraprendizagem do topico
fungBes na transicdo entre o Ensino Médio e o Supefidundamental que os estudantes
compreendamss conceitalesde as etapas iniciais da formacgao dbleentantpa experiéncia
de varios professoraadica que a forma @mo € introduzido o temao Ensino Fundamental
geralmenteomecando diretamenpeladefinicdoformali nédo favorece umeompreenséasdlida
do conceito Como consequéncia, 0os estudantes tendem a cosneterecorrentes ao longo de
sua trajetorimcadémicaespecialmente em avaliacoes

Uma alternativa para contornar essas dificuldades € que o professor,nairitasino
Fundamentalproponhaatividades, na forma de problemgagexplorem o conceito de funcéo de
maneira progressiva, acompanhando, de forma adequadh® @scolar do estudante, a evolucéo
histérica do conceito. Tinoco (2001) defende qoersstrucdantuitiva do conceito de fungéo deve
ocorrer a partir, ou até mesmo antes, do sexto ano do Ensino Fundamental.

A primeira atividade pode inserir os estudantes em problemas envolvendo registro de
representacao tabular, que, intuitivamente, carregam o conceito de funcdo. A atividade seguinte
tem o mesmo objetivo, apresentar o conceito de funcdo, mas sem se refej@t@matematico
como funcéo, entretanto trazendo um diferencial, um registro geométrico.

Numa terceira atividade, em que o estudante ja tenha adquirido essa ideia intuitiva, podem
ser apresentados problemas combinando dois registros de representacédo, o tabular e o geométrico
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e, para a compreensao completa do conceito, numa quarta atividade sdo desenvolvidos finalmente
problemas com os estudantes que contemplem os registros tabular, geométrico e algébrico.

A definicdo formal de funcédo deve ser dada num segundo monag@d® as atividades
descritasNao estamos sugerindo, em hipotese alguma, que o professor omita a definicdo ou sequer
fale a palavra funcdo. O que recomendamos € o0 ensino por etapas, seguindo cronologicamente o
desenvolvimento historico do conceito para somente, entdo, passar pangaalef

Vérias atividades visando a construcdo do conceito de fumgd&nsino Fundamental
podem ser encontradem Tinoco (2001). A seguir apresentamos guatikedadesdesenvolvidas
em Barros, Silva e Silva (2021), que acompanham a evolucéo histsteacdnceito

A primeira atividade, sugerida para alunos do sexto ano do Ensino Fundamérdal,
construgcdo de uma tabala nimeros inteiros e senlltiplos, portantotem como objetivauma
representacdo tabular de uma funcao, relacionada a noc¢éao intuitiva como compreendemos que
havia na época, segundo Youschkevitch (1976), nocao intuitiva do corcaltoacdo desta
atividade é 1 tempo de 50 min (sem oficir@inais 4 tempos (para a oficin&). professor, ao
introduzir o conceito de fracéo, solicita aos alunos que, a partir de uma medida (comprimento) que
pode ser @iagonal dachdoda sala de aula, ou um dos lados delmda sala de aula, ou mesmo,

a altura da porta da sala de aula, dividam esta medida em partes (metade, um terco, quarta parte
etc.). Sugerimos que o professor considere aproximacdo dessas partes pois o foco do exercicio ndo
é calcular fracdo, mas, simssociar a coluna da esquerda de uma tabela a coluna da direita em
uma relagao biunivoca.

A segundaatividade é mais elaborada pelo fato de o professor necessitar explicar a seus
alunos o0 método de multiplicacdo dos egipditia.também envolve representana funcéo na
sua forma tabular e € recomendada para alunos do 6° ano do Ensino Fundaogasriaios que
a atividade seja dividida em duas partes, porém com total de 50 min de duracéo.

A primeira parte da atividade consiste em explicar o método egipcio de duplicacéo para
realizar multiplicagées. O professor pode usar, como exemplo, a multiplicacdo de 42dpor 31
formaapresentada néigura 1.10, atribuida ao matematico Stifel, que pode ser encontrada em
livros do periodo Renascentig@mith,1953, p. 106). A partir da multiplicac&ot & p, @aum
segundo momento, o professor devera usar de diagramas com os corghgiioRlp ¢ e

T & tp ohw ohp X ce mostrar a relacdo entre eles (desenhando setas). Ainda, sem usar a
palavra funcéo, pedir aos alunos para complgaremnovos diagramas cuja relacdo entre os
nameros pode seie v T ouWe) M

1.42 = 42
2.42 = 84
4.42 = 168
8.42= 336

16.42= 672

31.42 1302

Figura 1.10- Exemplode produto usando o método de duplicacdo dos egipcios
Fonte:Barros; Silva e Silva (20213egundo Smith (1953, p. 106).
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Como umaatividade extrae variagcaaesse exercicio, usamos o exemplo de {8iiith,
1953, p. 106)apresentado nkigura 1.11, no qual alguns dados sdo omitidos num diagrama
justamente para que o aluno possa complé&tao. sera importante mais tarde, quando este mesmo
aluno se deparar com a definicdo de funcao inversa.

?.42 = 42

2.42= 84

?.42= 168

8.42= 336

?.42= 672

31.42 1302

Figura 1.11 - Exerciciode completar usando o método de duplicacdo dos egipcios
Fonte:Barros; Silva e Silva (202,13egundo exemplo de Stifel (Smith, 1953, p.106).

Essa atividade é muito simples, mas, acompanhandgistem conceitos relacionados a
funcbes que serdo aprofundados mais tarde. O direcionamento dos exercicios para pontos
importantes do conceito de funcdo nos parece uma boa metodologia para a adetsigadoe
conceito ao longo do caminho de aprendizagem percorrido por esse aluno.

Nossa terceira atividade envolve uma representacdo grafica de um problema de
cinematica simples, ainda sem mencionar a palavra funcdo, mas partindo da intuicdo que os
estudantes possuem do movimento (velocidade, acelerd€sia). sividade € inspirada na
percepcdo geométrica de Nicolau de Oresme em sua teoria de amplitude das formas
(Youschkevitch 1976, p. 46)Sendo essa atividade um problereéacionado ao movimento,
embora rudimentar, acreditamos que ele possa levar aos estudantes um conceito inicial sobre
funcdo. Temos, nessaso, uma compreensao intuitiva, conjuntamente com uma matematizagao
inicial, quando, aos nossos alunos, apresentamos problemas de cinematica, trazendo a eles um
fendbmeno que se repete, tem certa regularidade e precisa ser generhiimaanZ001).

Embora ndo tenhamos o gréfice quaisquer das func¢des envolvidas na atividade,
trabalhamos com uma forma geométrica, inspirada em Oresmegexgdoaar um problema
cinematico simplesO emprego de geometria na atividade € um convite para que, posteriormente,

o aluno possa passar de um registro verbal para um registro grafico, sem dificuldade em identificar
a mesma funcdo. A inspiracdo em Oresme € proposital para que as atividade® sigam
desenvolvimento histérico do conceito de fungzsia atividade € indada para alunos a partir do

7° ano do Ensino Fundamental, com a duragéo de 50 min.

A atividade3 relaciona a distancia percorrida por um taxi, numa estrada reta, com o tempo
gasto (mais adiante, ampliamos o problema, nossa quarta e ultima atividade, sob o ponto de vista
daMatematica financeira). Mais uma vez dividimos a atividade em dois momentos

Parte 1. O professor desenha uma tabela, temgsusquilometragem, considerando a
cada 10 min, por exemplo, a distancia percorrida por um taxi em uma estrada reta. A

Tabelal. 1 apresenta um exemplo para essa atividade.
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Tabela 11 - Exemplode dados para a Atividade Barte 1

t{tempo) s (distancia percorrida)
10min 15km
10min  13km
10min  10km
10mn  8km

Fonte:Barros; Silva e Silva (2021)

Parte 2 Sao calculadas as velocidades médias que, nesse caso, nao serao constantes. E,
seguindo a forma de representacédo de Orgmree temporersusvelocidade flendonga; Netp
2016, Fig. 2, p. 51), é feita uma representacdo semelhante (tempo na horizontal e barras verticais
com as velocidades médiagmo mostraa Figura 1.12). Por fim, o professor discute com 0s
estudantes o que pode significar, em termos de acelera¢cdo, as mudancas de velocidade média ao
longo do tempo.

Velocidade Média

70
60
50
40
30
20
10

0

0-10 min 10-20 min 20-30 min 30-40 min

Figura 1.12 - Exemplode dados para a Atividade Barte 2 considerando a Tabela 1
Fonte:Barros; Silva e Silva (2021)

Nessas escolhas de atividades, ja passamos pelo registro tabular, passando agora para um
registro oO6inicialé gr8fico, sendo de f8cil <col
da atividade.

Em nossaquarta atividade, o problema do téxidiscutimos com os estudantes varios
registros de representacao de uma funcao (verbal, analitico e grafico) para a completa compreenséao
do conceitoEla é indicada paralunos a partir do 9° ano do Ensino Fundamgeoteth a duracéo
de50 min

Esta atividade pode ser aplicada, conjuntamente, com a atividade 3 para estudantes do 1°
ano do Ensino Médio, considerada, entdo, uma terceira parte daquela. Utilizamos, desta vez, um
exercicio do banco de dad@pple) do GeoGebrdFigura 1.13).
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O
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Km =2
® o
Figura 1.13- Exemploda tarifa a ser paga durante uma corrida de taxi
Fonte:Schneidef2018).

O professor descreve para seus alunos como € cobrado o valor a gElpagssageiro:

guando voc®° wutiliza um t8xi, o valor cobrado
com o valor referente ao numero de quildmetros rodados.
A fibandeiradao ® um valor fixo, cobrado

quildmetros vocé vai rodar. Vocé pode observar que, ao entrar em um taxi, ja esta fixado esse valor
no taximetro. Vocé também pode observar que, para cada quildbmetro radlado valor fixo,

isto é, a variacado preco é proporcional distancia percorridg@em considerar a bandeirada e o
tempo parado.

Suponha que o valor da bandeirada seja d&B0e que o valor de cada quildmetro rodado
seja R$1,20. Entdo, a funcdo que relaciona o numero de quildbmetros rodados com o valor total a
ser pago é uma funcao afif@chneider2018) Portanto, o professor usa do registro grafico com
animacdao para a descri¢cdo do problema. A partir dai, ele obtém o registro algébrico.

Todas as quatro atividades sugeridas podem ser aplicadas, num primeiro momento, para
levar aos estudantes o conceito de fungéo, sem necessariamente definir funcdo. A definicdo devera
ser dada num segundo momento, por exemplo, no bimestre seguinte.

Nasser e Cardoso (201&)ontam que a aprendizagem de fun@es processo evolutivo,
lento e gradual devidd sua complexidade, uma vez que existem varios tipos diferentes de
representacdes para uma mesma fungdo. Assim, o @peindizagem do conceito de funcdo nao
se esga@ nas quatro atividades, ao contrario, apenas is&ia

1.3 Resolucao de Problema&tapas eEstratégias

Uma pesquisa realizada com 237 alunos de diversas turmas de Calculo 1, no inicio do
segundo semestre de 2018, parte do trabalho de Nasser, Biazutti, Torraca e Barros (2019), incluiu
a aplicacdo de um teste diagndstidm dos problemas aplicadBigura 1.14) envolvia somente
topicos de Matemética da Escola Bésica:


about:blank
about:blank
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Questio 2: Uma formiga anda sobre o contorno de um retangulo ABCD, com vértices A, B, C, D, no sentido
anti-horério, sendo A o vértice inferior esquerdo. Ela parte do ponto A, ao andar 20 em chega ao vértice B,
depois se andar mais 10 cm, chega ao vértice C e finaliza seu trajeto andando mais 20 cm e chegando em D.
A partir de A, se ela andar x cm, a formiga estara em um ponto F do contorno. i C

a) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado AB, Como mostra a
figura ao lado, determine a fungéo que associa o comprimento x ao valor da
area do tridngulo ADF.

A F B
b) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado BC, determine a fungfo que associa o comprimento
x ao valor da area do tridngulo ADF.

¢) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado CD, determine a fungéo que associa o comprimento
x ao valor da area do tridngulo ADF.

d) Determine a expressio algébrica da area do triangulo ADF, em fun¢io de x, se a formiga estiver em
qualquer ponto do contorno.

e) Esboce o grafico da funcio obtida no item d.

Figura 1.14 - Segunda questao do teste diagnéstioote: Nasser, Biazutti, Torraca e Barros (2019)
Fonte:Adaptado da prova da OBMEE014)

O resultado dos alunos foi: 8 % de acertos no item d, na obtencdo da funcao procurada e
14 % de acertos no item e na obtencao do grafico desta funcéo, sendo que 54% dos alunos deixaram
o gréafico em branco.

Uma possivel razéo para este baixo desempenho pode ser a complexidadeMesiem.
sentido,é possivel qualificar doiipos de itens: exercicio e problema/arios autores ja se
pronunciaram sobre as diferencas entre eles. Segundo Dante (2003, 2@k@)ainioenvolve
praticarou reforcar algoritmos ja aprendid@quanto a resolucdo den problema exige uma
certa dose de iniciativa e criatividade aliada ao conhecimento de algumas estratégias.

Possivelmente, 0 ensino e as avaliagbes da disciplina Célculo | envolvem sobretudo
problemas, enquanto na Educacdo Basica os estudantes estdo mais acostumestisea
exercicios

De acordo com Ponte, MaRereira e Henriques (2012), o grande objetivo do ensino da
Matematica é desenvolver a capacidade de raciocinio dos alunos.

Tratase de um objetivo ambicioso, mas necessério, que justifica o importante papel da
Matematica em todos os sistemas educativos. Os alunos ndo desenvolvem a capacidade
de raciocinio matemético por simples memorizacdo de conceitos, representacdes e
procedmentos rotineiros, que, pelo contrario, os leva a ter uma visdo da Matematica como
um conjunto de regras mais ou menos desconexas, e ndo como uma disciplina légica e
coerente. Para desenvolver esta capacidade € preciso trabalhar em tarefas que, por um
lado, requerem raciocinio e, por outro lado, estimulam o raciocinio. S6 deste modo se
pode esperar uma compreenséao efetiva dos conceitos e procedimentos matematicos por
parte do aluno. (Ponte; MaRereira; Henriques, 2@, p. 356)

A utilizacdo da resolucdo de problemas como estratégia de ensino é assunto de diversas
pesquisas ha varios anos. Um exemplo disso é o boletim do GEPEM de 1988, totalmente dedicado
a artigos sobre isto. Em um dos artigos, Nasser ressalta a importancaldgae de problemas
e comenta que é impossivel descrever um método para resolver qualquer problema, o que se pode
€ desenvolver nos alunos a habilidade para a resolucao de problemas.
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Segundd\asser (188), haquatro grupos de fatores que podem influenciar o ensino e a
aprendizagem em Resolugéo de Proble@agrupo dos fatores relacionados ao resolvedor inclui
todas as caracteristicas individuais do estudante. Ja os relacionados ao professor envolvem as suas
atitudes frente aos problemas e a escdiilas O terceiro grupo de fatores esta relacionado a
natureza dos problemas, se sdo interessantes, com nivel de dificuldade adequado aos estudantes.
O ultimo grupo esté relacionado aos processos utilizados para resolver problemas. As dificuldades
maiores apa@m nos que requerem o uso de alguma estratégiaidstiva.

A seguir sera apresentado um resumo das etapas e estratégias mais comuns, com base nas
ideias de Polya (1978 Nasser (188). Em seguida serdo apresentados alguns exemplos que
exploram estas estratégias, que podem ser trabalhados pelos professores de disciplkna de Pré
Célculoe por professores de Matematica no Ensino Médio.

As etapas de resolucdo de um probleadgptadas d€olya (1978 sdo em gerahs
seguintes.

A primeira consiste nd.eitura e delimitacdo do problema destacando oslados
relevantes Ao final desta etapa, devem estar identificados os dados do problema (o que é
conhecido sobre ele) e o objetivo do problema (o que é desconhecido) a ser alcancado.

A segunda consiste mMdodelagem matematica do problemaisto €, em transformar os
dados utilizando conceitos de variavel independente, dependente, funcao, intervalo, conjuntos

A terceira etapa aponta paraEzcolha de estratégias para chegar a solucdo do
problema, que serdo apresentadas mais adiante. Ao final destas duas uUltimas etapas, deve haver
um plano (para chegar a solucéo do problema) que sera posto em prética, em seguida.

A proxima etapa serd a de execucao do plano, istA@iaacao da(s) estratégia(s) para
chegar a solucéo do problemaPode haver necessidade de utilizar varias estratégias, como elos
numa cadeia l6gica de raciocinio, dependentes umas das outras, ou varias etapas independentes
cujas solucdes conduzirdo juntas ao resultado procur@dso se chegue a um impasse, durante
a execucao desta etapa, wd&aa etapa anterior, para revisdo da escolha de estratégias.

Na ultimaetapa que costuma ser esquecida por muitos alunos, deve serVeiidacado
dos resultados obtidosisto €,a verificagdo critica do trabalho realizad®ode acontecer do
resultado obtido ndo ser compativel exatamente com o resultado procurado. Nesse caso, além da
observacdo do dominio da variavel e da revisdo nos calculos a procura de erros em contas,
modificacdes poderdo ser necessarias. 3eventdo eoltar a leitura e interpretacéo do texto do
enunciado ou ao plano a ser executado.

Nasser (1988jornece uma lista de estratégias para resolucdo de problemas: utilizar um
esquema, diagrama, tabela ou grafico; organizar uma sequéncia de passos; desdobrar um problema
complexo em questbes mais simples; trabalhar do fim para o principio; simular/simplifica
problema; descobrir uma regra ou padrdo; criar um problema equivalente; descobrir casos
particulares e procurar um problema analogo mais simples.

Além destas, Nasser (1988) também citou as seguintes estratégias: tentativéaeeerro
uma lista organizada ou uma figura; usar raciocinio 16gico; observar simetrias.
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Ponte, MateP er ei r a; Henriques (2021, p.359) afir
investigagdo constituem um contexto fundamental para o estudo do raciocinio matematico,
atendendo aos processos usualmente usados na elaboracdo e teste de conjestsuses e
justificativao. Tais autores defendem que o r
de conjecturas gerais a partir de casos especificos, e o raciocinio dedutivo ocorre principalmente

nos processos de justificag@onforme mostra quadro 12 a seguir.
Quadro 12 - Quadro conceptual para a analise do raciocinio matematico

Significar
(“Sense making”)

Formular conjeturas
especificas
Testar
Generalizar e usar

propriedades
matematicas

Formular questdes
-Especificas
- Gerais

Justificar
-Informalmente
-Formalmente

Formular conjeturas
gerais

Induzir Deduzir

Representar

Linguagem natural, pictérica, algébrica, geométrica, estatistica...

Fonte: PonteMataPereira; Henriques (2021)

A seguir serdo apresentados alguns exemplgsie pode ser utilizadon uma perspectiva
de problema, em um sentido investigativo e exploratério. A ideia é oferecer ao leitor/professor
caminhos para utilizaem diferentes problemas, explorando diferentes estratégias para chegar a
solucéo.

Exemplo 1.1: Para ir a uma festa uma pessoa tinha disponiveis 1 calca vermelha e 1 cal¢ca azul
e trés camisetas, uma amarela, uma verde e outra preta. De quantas maneiras distintas estas pecas
podem ser combinadas para produzir uma roupa para a festa?

Sao06 combinagbes possiveis para a roupa da festa. Para chegar a esta solucéo, pode ser
utilizada a estratégia de criar wwaquema para listar e visualizar todos 0s casos possiveis, em

uma sequéncia de passpsomomostra aigura 1.15.

* camiseta amarela

Calga Vermelha * camiseta verde

* camiseta preta

* camiseta amarela

Calga azul * camiseta verde

* camiseta preta

Figura 1.15- Esquemale passos
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Este problema pode ser resolvido usando formulas de Analise Combinatoria. No entanto, deve ser
incentivado o uso de estratégias espontaneas dos alunos e evitar o uso de férmulas prontas.

Exemplo 1.2: Para ir a uma festa uma pessoa tinha disponiveis 1 calca vermelha e 1 cal¢a azul,
trés camisetas, uma amarela, uma verde e outra preta e 3 sapatos, 1 preto, 1 marrom e 1 azul. De
guantas maneiras distintas estas pecas podem ser combinadas para produmupanpara a

festa?

Podese comecar inicialmente resolvendo o problema de combinar as calcas e camisetas.
Resolvido este, podge passar para o problema do acréscimo dos sapatos. Como visto no exemplo
1.1, ha 6 combinacdes possiveis para 0 conjunto calca com camiseta. Agora € s6 montar o segundo
esquema, com 0S casos possiveis para a segunda questao, isto €, o acréscimo do sapato. Como cada
um dos 6 conjuntos podera ser usado com 3 opgOes de sapatossfper) ¢ ¢ combinagdes
possiveis.

A solucéo do problema foi obtida cadesdobramento de um problema mais complexo
em dois problemas mais simpleg€ssa divisdo € uma alternativa interessante para a resolucdo de
problemas matematicos.

Exemplo 1.3: Uma crianga levou para a escola um saco de biscoitos para dar aos amigos. Deu
metade dos biscoitos que tinha no saco ao primeiro grupo de amigos que encontrou ao chegar.
Depois encontrou mais amigos e deu metade dos que ainda tinha. E assim chegoela gala d

s6 com 20 biscoitos, um para cada colega. Quantos biscoitos havia no saco, antes de ser aberto?

Este problema deve ser r es oVamosdresolvBoremb al han
duas etapas:

Antes de chegar a sala, com 20 biscoitos, tarteegadanetade dos que tinha, logo tinha
o dobro de 20, isto &, 40 biscoitos, antes de encontrar esses amigos. (12 etapa)

S0 que, ao chegar, tinha distribuido metade dos que tinha, entdo s6 poderia ter 80 biscoitos,
para terem sobrado 40. Esta é a quantidade total de biscoitos no saco, antes de ser aberto: 80
biscoitos. (22 etapa).

A estratégia acima, resumidamente, consistiu em aplicar operacdes inversas as realizadas
na ordem original de acéo, ou se¢japalhar do fim para o inicio, juntamente comaciocinio
l6gico.

Exemplo 1.4: Uma pessoa guarda suas meias todas desarrumadas numa gaveta em seu quarto.
Ela sabe que tem 1 par de meias marrons, 1 par de meias pretas e 1 par de meias brancas, todas
do mesmo modelo. Supondo que a pessoa precise escolher um par de meias da mssma cor,
acender a luz do quarto, qual o menor nimero de meias que deve tirar da gaveta para que, quando
sair do quarto para um local iluminado, tenha com certeza um par da mesma cor?
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E possivel retirarmos duas meias e obtermos um par da mesm@irobr2 possivel.
Porém, ao retirarmos duas meias nao teremos a garantia de que as duas serdo da Mesma cor.
retirarmos duas meias, podemos tirar:

Duas meias brancasfto

Duas meias pretag)im

Duas meias marronst

Uma branca e outra preta)
Uma branca e outra marromit
Ou, uma preta e outra marrofh

O¢ O¢ O¢ O« O¢ O«

Observem gue nos trés ultimos casos, o objetivo ndo é atingido. Desta forma, se retirarmos
duas meias ndo teremos garantia de que formaremos um par da meSupardra que retiremos
trés meias. Teriamos a garantia que formariamos um par de meias da megralaarao!

Considere as trés ultimas situacdes descritas anteriormente, ou seja, aquelas em que o
objetivo nédo foi alcancado com duas retiradas. Para cada uma delas, teriamos trés possibilidades
apos a terceira retirada:

O Uma branca e odyuapblowpl eplaud pm p} YV
O Uma branca e out{ban, bhadbno, m}ol b, m ph} V
6 Ou, uma preta e ofpmyphou{panm maomp,mpb} m} Y

Notem que h& um caso nas trés situacdes em que o objetivo ndo é alcancado, pois teriamos
trés meias com cores diferentes.

Esse é um problema qupara ser resolvido, ou o estudante deve explorar todas as
possibilidades, ou, simplesmente, imaginar o pior cenario possi&te caso, o pior cenario é
retirar 3 meias de cores diferentes da gagieo s6 existem trés cores diferentes, com a retirada
de mais uma meia, certamente havela menos duas da mesma cor. Logo, a solugcéo é 4 meias.

Podemos observajque mesmo que inicialmente o professor explore todos o0s casos
possiveis, € necessario que o docente prepare seus alunos para desenvolver uma estratégia mais
eficiente, que serisimular uma situagao simplificadora do problema

Para alertar para essa necessidade, o docente pode explorar um problema que envolva 100
pares de meias de cores diferentes. Nesse caso, qual seria 0 nimero minimo de retirada?

O pior cenério possivel seria retirar 100 meias de cores diferentes. Sendo assim, com a 1012
retirada teriamos a certeza de que formariamos um par.

Exemplo 15: Dobra-se uma folha de papel retangular ao meio, e repet® processo em
seguida, varias vezes. Em quantas partes a folha de papel original fica dividida, se a folha for
dobrada 50 vezes?

A solucdo deste problema utiliza uma combinagcdo de estratégias, comecando por uma
sequéncia de passosbtidos resolvendproblemas mais simplesconsiderandonenosdobras.
Em seguida constr@e umaabela para registrar estes resultados, para facilitar a visualizag¢ao
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partir deles tentae generalizar para obter uteade formacaa Finalmente, conhecendo a lei de
formacao, obtérse a solugdo procuradaomo mostra a tabela 1.2.

Tabela 12 - Simulag&o de dobras e partes
Dobras 0 1 2 3 4 5 n 50
Partes 1 2 4 8 16 32 C C

Exemplo 1.6: Marcio, Marcelo, Marcos e Mauricio sdo quadrigémeos, e a Unica maneira de
diferencialos é pela cor de suas camisas. Nem Marcos nem Mauricio gostam de vermelho.
Marcelo sempre usa verde. Mauricio pensou em escolher o amarelo, mas mudou de ideia. A cor
favorita de um irmao de Marcio € azul. Que cor de camisa cada menino usa?

Aqui uma estratégia razoavel € usaciocinio l6gica Cada menino vai usar camisa de
uma cor diferente, dentre vermelho, verde, amarelo e azul. Ja se sabe que Marcelo usa camisas
verdes. Sobram entdo as camisas de cor vermelha, amarelo e azul. Marcos e Mauricio ndo gostam
de vermelho, logo s6 poderdo estam camisas nas cores amarela e azul, por exclusdo. Como
Mauricio ndo escolheu amarela, entdo Mauricio usa camisas azuis. Logo Marcaificeu
camisa amarela. Sobrou entdo para Marcio usar camisaltarm

Exemplo 1.7: Dispondo de 5 quadrados de 12 cm de lado, desejgonstruir uma Unica figura
com 120 cm de perimetro, sem sobreposicdo, de modo que dois quadrados que sejam adjacentes
se tocam ao longo de um lado completo. A solucéo é URoagué&

Podemser disponibilizados para os alunos quadrados recortados para que eles facam
tentativas juntando os quadrados e calculando o perimetro das figuras forbsalado a
estratégia de simulacaale uma possivel colocagédo dos quadrados enfileirados, @Rigura
1. 16 a seqguir, teremos 0 seguinte:

Figura 1.16 - Cinco quadrados enfileirados

Sera obtido o perimetro de 144 cm. Para chegar ao valor de 120 cm, o perimetro devera
reduzir em 24 cm, ou seja, correspondendo a dois lados de um quadrado ou a um lado de dois
guadrados. Colocando 3 quadrados enfileirados, com 0s outros 2 por cimas ddeldsi
adjacentes, conseguiremos o perimetro desejado, como mbBgjtaaal.l7 aseguir.
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Figura 1.17 - Figura formada por cinco quadrados com perimetro desejado

Podese observar, paraciocinio l6gicg que a solugcdo ndo € Unica, pois a figura refletida
ou rotacionada conduz a outras solucdes possiveis distintas.

Exemplo 1.8: Paulo tinha 6 dias para preparar desenhos para uma exposi¢ao de artes da escola.
Em cada dia, fez mais 4 desenhos que no dia anterior. Ele expbs 150 desenhos. Quantos desenhos
ele fez em cada dia?

Vérias estratégias podem ser utilizadas para chegar a solucaotertdativa e erro,
esquemas, diagramas utilizando férmulas de progressdes aritméticas gieseaobrir padrdes

A estratégia mais utilizada pelos alunos é chamabdenimero de desenhos feitos no
primeiro dia e formar uma equacgao que represente a situacao do proplempadera ser da forma
W o T w Y W PC W PO w ¢ T puvdEntdo sera obtida a equacao
equivalentapy @ T p vhAthegando & solucdb p wdesenhos no primeiro dikogo, foram
19, 23, 27, 31, 35 desenhos nos dias seguintes.

Exemplo1.9: Como se pode dividir um quadrado em quatro partes congruentes, de seis maneiras
diferentes?

Aqui algumasestrat@ias podem sera detentativa e erro ou a deconsiderarcasos
particulares mais simples,comodividir 0 quadrado em 2 partes congruentes, que nao precisam
ser quadradoslepois considerar dividir estas duas partes em outras duas congruentes, depois cada
uma destas em duas Figura 1.18 mostraseissolucdes encontradas.
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Figura 1.18- Divisdo de um quadrado em quatro partes congruentes

Pode ser observado que outras solugdes podem ser obtidas, sem que as partes congruentes
sejam poligonos, podem ser regides limitadas por curvas.

Exemplo1.10: Num campeonato de duplas de volei, em cada jogo a dupla perdedora é eliminada.
Quantas partidas serdo jogadas até se chegar a dupla camped, num torneio com 15 duplas?

Podese utilizarum esquema,considerandacaso analogo mais simplescom menos
duplasDesta forma, rapidamente se chega a solucao, serdo 14 partidas, e se consegue generalizar,
come duplas haverae p partidas.Outra possibilidade é estudar o que acontece quando for
um numero par de duplddeste caso também se chega a mesma expressao para a solucéo geral.

Exemplo 1.11: Dois grilos saltitam ao longo de uma reta graduada muito comprida. No instante
inicial um grilo estd na marca de 10 cm e o outro grilo esta na marca de 1Gocno mostra a
Figura 1.19. Secadagrilo salta 2 cm para a esquerda ou para a direita, em algum momento eles
podem estar no mesmo locéi@tirado de quest8ale simulado® BMEP-2018 N1)

Figura 1.19- Posigéo inicial dos dois grilos
Fonte: OBMEP 2018

O grilo que esta inicialmente na marca de 10 cm sé pode ocupar pontos marcados com
nameros da formp 1T ¢&, em que& é um namero inteiro positivo ou negativo. Isto significa que
este grilo s6 ocupa posi¢cdes marcadas com nameros pares. Ja o grilo que esta inicialmente na
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marca de 17 cm, ocupa posi¢cdes marcadas com numeros dapformad , em qued € um
namero inteiro positivo ou negativo. Ou seja, este grilo s6 ocupa posi¢cdes marcadas com nameros
impares, pois a soma de um nimero impar com um par € sempre um impar. Como um numero par
sempre é diferente de um numero impar, estas duas observachesningue os grilos nunca
podem ocupar 0 mesmo ponto da reta graduada.

Neste problema maciocinio légicolevou inicialmente adescobrimento de um padrdo
para o deslocamento de cada grilo e, posteriormente, a conclusao final.

Exemplo 1.12 Uma formiga esta parada em um canto do chdo de uma sala clbica, na@ponto

da Figura 1.20 a seguir. Ela quer se mover para o canto oposto, no pdrda mesma figa,

usando o caminho ma@urto. Ela sé pode se mover ao longo das paredes, no piso e no teto da
sala. Qual o comprimento do caminho mais curto que ela deve escolher? Como sera este caminho
mais curtoAadaptada de Dorichenko (2016))

A

Figura 1.20- Posic¢éo inicial e final da formiga na sala cubica

A sala tem um total de seis faces (4 paredes, piso e teto). Trés sao adjacentea® canto
trés ao cant®. Para ir ded até 6, a formiga tem que cruzar uma aresta (segmento de reta
pertencente a duas faces distintas) de uma face adjaceptga@auma adjacenteba Suponha que
ela cruza a aresta ano pontob , comonaFigural. 21 a seguir

A

Figural.21- Ponto0 por onde a formiga vai passar

De 0 até0 , o caminho mais curto no trajeto permitido sera ao longo do segmento de reta
0 U, depois disso o caminho mais curtopdatéd, sera também um segmento de réta, Resta
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descobrir onde devera ser escolhido o pontoa aresta (para que o caminho total da formiga
deo atéd, formado pela soma dos comprimentos 0 0, seja 0 menor possivel.

Consideremos entdo a planificacao das faces do cubo envolvidas no problema, ou seja, que
contém os segmentdsD e 6, como mostra &igural. 22 a seguir.

Figural. 22 - Planificac@o das faces do cubo onde a formiga vai andar

A solucdo do problema sera quari® &for um segmento de reta no retangulo formado
pelas duas faces, ligando os porios 6, ou seja, a menor distancia enir@ 6 é obtida pela
diagonal do retangulo, como mostriigural. 23 a seguir.

Figural. 23- Diagonal do retadngulo
Supondo o cubo de ladg teremos que a diagonal sera a hipotenusa do tridangulo retangulo

cujos catetos medefhe ¢0. Usando o teorema de Pitagoras terethds Q 0OWv. So falta
descobrir qual a posicdo de relativa a aresté @
Podese notar que os triangulosd @ 0 60 &ao semelhantes, caso AAA. Neste caso, as

medidas dos lados sdo proporcionais, iste-é — — -. AssimO 0 -0 § ou seja, 0

ponto0 deve ser o ponto médio da diagooah Como as duas diagonais de um retangulo séao
congruentes, se intersectando no ponto médio entre elas, o trianguie seu opost® O 0
também serdo congruentes, logo as altdrase 0 Wserdo iguais. Assim também é o ponto
médio da aresta ® A formiga deve sair do cantm, seguir reto até o ponto médio da aresta
adjacent&y (e, em seguida, seguir direto ao canto
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Neste problema o conhecimento de propriedades geométricas foi importante, mas as
figuras e o raciocinio légico foram essenciais. Pode observar que o problema inicial, de
geometria espacial, foi reduzido a um outro problema, mais simples, de geometria plana, que se
desdobrou em problemas mais simplesum resolvido utilizando o Teorema de Pitagoras e o
outro utilizando semelhanca de triangulos.

Exemplo1.13: AFigura 1.24a seguir mostra um solido cuja secao transversal uniforme consiste
em um retangulod 6 0 ® deum quadranteO O 6de um circulo, centrado no ponid. O
comprimento do lado 6é 5 cm, do ladé Q& 2 cm e da aresia "@ 10 cm.

Figura 1.24 - Sélido com secéo transversal uniforme

a) Determine o volume deste sélido.
b) Determine a area de superficie total deste sdlido.
c) Se juntarmos 5 unidades deste sélido e derretermos, para em seguida formar um outro sélido
com a forma de um cone circular reto com 24 cm de altura, determine qual sera o raio da base do
cone.

As respostas devem ser obtidas aproximando os resultados para numeros Hstgros.
sélido tem base dada pela superficie representafigguen 125 a seguire cuja altura é igual a
6 "OSeu volume é igual ao produto da area da base multiplicada pela altura. A altura é igual ao
comprimento d& "O p 1©mM.
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Figura 125 - Secéo transversal do soélido

A base é formada pelo retangalad 0 ®pelo quadrant® O @e um circulo. A area sera
entdo a soma das areas das duas figuras. O retangulo tem compdn@ntp cm e largura
66 vwg logo tem aregp M a&. O quadrante do circulo de cent® tem raio com
comprimentad O '0Q v & § logo sua area serd— ot 0.

Ent&o a area da base sepamt @it . Por conseguintey volume do sélido seré igual a
w pToots & e ¢ wpuvAproximando para um nimero inteiro teremps ¢ W@ G .

A area total da superficie do sélido serd a soma das areas das suas faces. Ha duas faces com
a forma da base, cuja area ja foi calculada, igyaima @it 6. Devese observar agora as faces
laterais. H4 uma face lateral com a forma do retangudo"Q'€@m compriment®@ 'O p mm e
alturad & v ® ¢ logo sua area é iguabam & . Ha outra face lateral com a forma do retangulo
6 "O0 ‘&@m comprimentd ‘O xwd& e largurad 'O 6 'O p 1™ § logo sua &area é igual a
X T & . Finalmente, a Gltima face é formada pelo retanguio ‘Ojidito com a quarta parte de
um cilindro circular reto. A area do retangtl@ "O&® produto do comprimentod ¢ @ dpela
largurad "O p ™ ¢ logo igual & T & 8A quarta parte do cilindro tem raioO v @ de altura
igual a 6 'O p T G. Entdo sua area serd iguaka- ——— ¢ 0. Entdo a dltima face
ter4 area igual g T ¢ © 8 Somando as areas das 5 faces terdnos; p T @Rt © U Tt
XT ¢T ¢ ec xhpadaAproximando para um ndmero inteiro tererbos ¢ X ¢ a8

Juntando 5 unidades do solido dado e derretendaterialdos soélidos obtido teréolume
igualavwe p T Y. Se for utilizado para construir um cone de 24 cm de altura, terparos

conseguinte,owe p T Y= Ui , que é o volume de um cone com a altura dada e raio
igual ai .

Assimi e — e p ga&Logoi e p tcm.

Novamente tivemos uma combinacdo de estratégias, codesdpbramento de um
problema complexo em varios problemas mais simple&suso deaciocinio l6gica

Ao longo do livro serdo abordados diversos tipos de problemas mais sofisticados,

envolvendo funcdes. As estratégias exploratesta secdndo esgotam as possibilidades. Na
proxima apresentaremasn metodo diferenciado de resolugédo de problemas (NMERE utiliza
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uma ferramenta computacional softwareGeoGebracomo mais uma estratégia para abordar
estes problemas

1.4 MERP1 Método de Ensinopor meio da Resolucéo de

Problemas

Como ja foi mencionado em outra secdeste capitulo as nossas investigacoes
identificaram que, dentre as diversas barreiras para a aprendizagehsciplinas iniciais de
cursos superiores na area de Ciéncias Exast&o as dificuldade®s alunosia compreensao do
conceito de funcéo, a dificuldade emsonhecer uma mesma funcéo quando representada na forma
algébrica ou na forma geométrica, por meio de seu gréfacdificuldade com a modelagem de
problemas envolvendo funcdes.

E comum, mesmo entre professores, associar a ideia de fungdo apenas a sua representacao
algébrica como se dei fosse a funcdo, em si, enquanto o grafico no plano cartesiano fosse a
representacdo dessa lei. Outro exemplo desta crenca pode ser obsenditiouldade da
populacao brasileira em reconhecer o crescimento exponencial (ou siméetr) dgoum graficp
com o numero de casos de contaminados com a CQVID

Comovimos na sec¢do.1, Duval (2012) afirma que as representacfes semioticas de um
objeto matematico sdo necessarias para a compreensao dos conceitos. Segundo o pesquisador, 0s
objetos matematicos ndo estdo diretamente acessiveis a percep¢do ou a experiéncia intuitiva
imediatac omo s«0 ©0S oObjetos comumente ditos firea
representante©s conceitos matematicos somente serdo acessiveis por meio da mobilizacdo de
pelo menos dois registros de representacao sem(ibtieal, 2009). Quando o estudante consegue
estabelecer relacdes entreegsh aprendizagem se estabelece.

Por outro lado, a possibilidade de efetuar tratamentos sobre os objetos matematicos
depende diretamente do sistema de representacdo semidtico ut{Radal, 2012). A
importancia da utilizacdo do registro adequado pode ser observada nas quatro operagdes
aritméticas basicas, ou utilizando algarismos romanos ou numerearaigoos. A utilizacdo de
um melhor registro possibilitou ndo somente a realizacdoslepseacdes, de forma mais clara e
simples, ao longo da historia, como o proprio desenvolvimentdatematica. De modo similar,
podemos associar a utilizacdo da base dois a construcéo e evolucao dos computadores.

Tivemos a ideia de utilizar uma ferramenta t#égica que ajudasse o aluno a explorar
diferentes representacdes de funcado. A escolhidasimitwareGeoGebra
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O GeoGebracomoFerramenta de Ensino

As caracteristicas dmftwareeducacionaGeoGebrgermitem explorar as representacdes
algébricae geométricade uma funcgéo e transitar entre elas. Um recurso importantesdéstare
permite simula-»es din©micas al ®m das est8tic
tipo Afotoo. Ne st €seoSSebratdo dbwe ,entda sedimitarl aireprasentagdo d o
geométrica de algumas situacdes estaticas como a exibicdo do grafico de uma funcéo especifica.

A utilizacdo de recursos computacionais no ensino pode incentivar a reflexdo e ao
desenvolvimento do lado cognitivo de cada aluno, principalmente por respeitar o ritmo de
aprendizagem de cada um, deixando que os estudantes aprendam com seus erros. Segundo
Abramovich (2013), a utilizacdo destes recursos possibilita comunicar ideias matematicas
importantes, presentes em um topico curricular banal e estudar tépicos mais dificeis de outra
forma.

A utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas para resolucdo de problemas aparece na
Competéncia 5 da BNCC

compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagéo e comunicac¢éo de forma
critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as escolares)
para se comunicar, acessar e disseminar informacdes, produzir conhes;mesolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e colesia 2B17, p.9.)

Além de possibilitar a exploracao de diferentes registros de represent@gmGebra
um softwaregratuita Pode ser instalado em quantos dispositivos forem necessarios ou até mesmo
utilizado diretamente online, o que facilita 0 acesso dos estudantes. Possui muitos recursos
interativos e dinamicos que podem ser aplicados facilmente em sala de aula, dessanfanoha to
se uma ferramenta facilitadora para o processo de ensino e de aprendiedgagdes e outros
conceitos abstratos, como vetores.

Gerbnimo, Barros e Franco (2010) destacam o usket@sebra

Podemos utilizar sua interface grafica e suas ferramentas para tracar retas, angulos,
circunferéncias etc. uma das vantagens do usGeatisebraé que as construcdes sédo
dindmicas, isto é, sem a perda dos vinculos geométricos. Isso permite que o usuério faca
grande quantidade de experimentacdes que lhe possibilite construir proposicdes
geométricas (2010, p. 11).

Em sua pesquisa sobre os efeitos da utiliza¢cd@seddsebrano processo de aprendizagem
de alunos em uma escola na Malésia, Arbain e Shukor (2015) descrevem o aumento da
autoconfianca e da motivacdo. Relatam que aumentou a livre comunicacdo entre os alunos e o
professor e outros alunos. Os alunos sdo atraidosalmatunte por ferramentas tecnolégicas.
Houve uma melhora nitida entre os alunos do grupo que utlGamGebracomparados aos
alunos do grupo de controle, que néo utilizaraBeoGebra

Para o professor, as vantagensdftwaresdo: dinamizar a aula e despertar o interesse do
aluno. Devido asoftwarepossuir uma conectividade mundial, pedetrocar informagdes e/ou
experiéncias, ensinando e aprendendo com essa interagao.
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Tendo apoio deoftwareGeoGebrgara explorar diferentes registros de representacéo de
fungBes e seguindo a orientagdo de Duval (2012) o proximo passo foi fazer uma associacdo com a
resolucao de problemas.

Ensino por meio da Resolucao de Problemas

Em consonancia com as ideias de Krulik e Rudnik (1993), interpretamos como um
problema toda atividade que traga ponto ainda inexplorado, que se configure ao estudante como
um desafio, algo que possibilitesair da zona de conforto. Um problema é uma aageke
essencialmente nédo se resolve com procedimentos memorizados. Se os procedimentos para a
resolucdo de uma tarefa escolar estdo previamente contidos em algum algoritmo j& aprendido pelo
estudante, esta tarefa ndo € mais um problema.

Um problema deve proporcionar uma pequena dose de investigacao e exploracao, para
ocorrer a descoberta. A resolucdo de problemas, geralmente, esta relacionada a uma pratica
pedagogica em que o professor ensina determinadas técnicas e o estudante desqlvestio
com apenas uma forma de solucéo. Esta perspectiva esta associada aos estudos de Polya (1978),
pois seu foco est8 em fidescobrir como resol ve
enxergar cami nhos pQnuchic, Alewago?01¢, @.r7778).r o bl emas o (

Onuchic e Allevato esclarecem que, apesar do foco ser colocado sobre os processos de
pensamento matematico e de aprendizagem através da descoberta, ndo havia, neste momento
hist-rico, Aconcord®©ncia quanto ° f mswsa pel a
professores e educadores interpretavam de mod
probl emaso na apr e psdolazQConuckeanAllevato201d, p.e/$iP.Ha tea
modos

de abordar Resolucédo de Probleympsge podem ajudar a entender e a refletir sobre essas
diferencas de entendimento ou de abordagem que se faziam presentes, com maior ou
menor intensidade, no contexto do ensino: (1) ensinar sobre resolugdo de problemas; (2)
ensinar matematica para resoly@oblemas; e (3) ensinar matematica através da
resolugéo de problema®iguchic; Allevate 2011, p. 79).

O m®Atodo de ensino proposto neste texto ut.i
® visto como ponto de partida para &Onachonstr u-
Allevato, 2011, p. 80). Esta forma de ensino, segundo Matos e Serrazina (1996), deve possibilitar
aos estudantasvestigareno conteddo matematico e adquirir confianga neste processo.

Sendo assim, propomos neste texto a utilizacdo do que denominamos de Método de Ensino
por meio da Resolucéao de Probler(fd&ERP).
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Ferramenta Pedagogica: MERP

Este métodpapresentado eBiazutti, Vaz e Andrade (2020)consiste na utilizacdo de
resolucao de problemas como ponto de partida para o ensino de determinados conceitos, com apoio
de diferentes representaces semibticasmitowareGeoGebraconforme mostra Bigural.26.

Também pode ser utilizado pameenchimento de lacunas e consolidacdo da aprendizagem.

Por este método, um conceito € desenvolvido formalmente depois de surgir, de maneira
natural e intuitiva, na compreensdo ou resolucdo de um problema. liMestetilizaremos o
MERP para facilitar a compreensao dos conceitos, relacionados a funcéo, na perspectiva do ensino
de PréCalculo. Os problemas selecionados para implementar este método devem explorar,
prioritariamente, a conversdo de registros. Neste sestiftoyaresdindmicos de construcdo de
gréficos, como dseoGebrapelas suas proprias caracteristicas, podem ser utilizados, tanto pelo
professor como pelos alunos, para viabilizar uma discussdo mais rica sobre diferentes registros de
representacdes de um mesmo objeto.

Resolucdo de
Problemas

Diferentes Registros

are GeoGebra de Representagdo

Figural.26 - Abordagem pedagdgica do MERP
Fonte Biazutti, Nasser, Torraca, Barros e Olive{2918

Tais softwarespossibilitam também a representacdo geométrica de funcdes descritas
verbalmente nos enunciados de diversos problemas, explesarm#omodo dinamico e interativo

As estratégias de raciocinio apresentadas na secao anterior serdo muito impantamates
compreensao e resolucéo dos problemas abordados.

DescrevendoAtividades de Ensino Utilizando o MERP

Este livro utiliza o MERPcomo estratégia pedagdgica facilitadora no processo ensino
aprendizagem, numa disciplina de®d&culo. Além disso, todos os problemas apresentados ndo
necessitam, para sua resolucédo, de nenhum conhecimento formal de conceitos a serem estudados
na priméra disciplina de Calculo Diferencial e Integi@DIl), portanto, também podem ser
resolvidos por estudantes do Ensino Médio.
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Entretanto, 0 MERRambém pode ser utilizado em disciplina de G cursos de
graduacdo da area de exatas, para introduzir conceitos comodeniteda e integral.

O MERPtambém pode ser utilizado em disciplina de Geometria Anaéitida Algebra
Vetorial. Foi incluida uma atividade, envolvendo vetores, no Apéndice A2 do livro, em que o
MERP também surge como estratégia pedagdgica facilitadora, ao possibilitar a revisdo de
contetdo que ndo é, em geral, abordado nas aulas de Matemdinaino Médio, somente nas
de Fisica.

Para encerrar este capitulo, sera apresentadonjomtode atividadesdesenvolvidgor
Biazutti, Vaz e Andrade (2023)para adisciplina de CDJdirecionadas para introduzir o conceito
de limite de uma funcgéo, que é considerado extremamente abstrato e de dificil compreenséo por
parte dos alunos.

As fun-»es escol hidas t amitc@@Gebmpmis,rdmatodao al g
ferramenta tecnoldgica, tem recursos limitados, como, por exemplo, no caso de gréficos de fungbes
descontinuasO apéndice Al deste livro apresenta exemplos de como utilizar os recursos do
GeoGebra para eshocar este tipo de graficos.

As atividades descritas foram utilizadas nas aulas iniciais da primeira disciplina de CDI
para alunos de Licenciatura em Matematica, a maioria cursando a disciplina pela segunda vez,
com resultados bastante positivos.

Atividade 1:
a)SejaQw ——8Determine dominio, grafico e imageta fungdcQ
s —HhH® o : - . . o
b) Seja’ Qw B . Determine dominio, grafico e imageia funcaocQ
xi @ v
e —HhH® o : - . : o
c) SejaQw B . Determine dominio, grafico e imageia funcacQ
oh '@ v

d) Determine as semelhancas e diferencas entre as furffBEEsQ

e)No caso de cada funca@®Q como descrever, sem auxilio do gréafico, o que acontece com 0s
valores da funcdo numa vizinhanda w o (abscissas bem préximas de o, com valores

maiores do que 3 ou menores do que 3, mas nao igual a 3)?

f) Seria interessante um conceito matematico que apresentasse cada descricdo do item e de forma
bem sintética?

A primeira atividade podeser explorada inicialmente de forma tradicional e depois
utilizando osoftwareGeoGebrau também invertendo a ordeNeste Ultimo caso, o itempode
ficar especialmente atraente para os alunos se for utilizada a ferramenta do GeoGetlma
deslizantepara entrar com valores deada vez mais préximos de 3.

A seguirseriaapresentado daodoinformal o limite dos valores d&juando o elemento
do dominio (abcissa) se torna cada vez mais proximo de um valor dado (que néo precisa pertencer
ao domini¢. Tambénseriacomentado que a funcd& continua, enquanto as fun¢cd®s "Onéo
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s&o continugsapos comparacao dos graficos@ée ‘hobtidos com auxilio de simplificacdo de
polinémios ou utilizand@&eoGebra

Ao explorar esta atividade o profesgmwderiatanto apontar como GeoGebraé um
facilitador, como tamb®m tem fidefeitos™te Por
"Onajanela de visualizacédo GeoGebra&o excluem o pontasty , ou seja, sdo incorretos. Para
obter os graficos verdadeiros € necessario fazer esta exdlusd@on u a | utiligamdo @uiros
recursos ddseoGebrgpor exemplo, esbocar a reta vertical o, obter o ponto de intersecao

desta reta com os gr 8ficos i nteapspareat® os, d enpaias
esconder a reta vertical com o recurso de esconder objetm mostra exemplo no apéndice Al
deste livrg.

Ja tendo sido introduzido de forma intuitiva o conceito de limite, por mejwiiaira
atividade asegundaatividade tem como objetivo determinar a solugdo dos itens asedua,
utilizando este novo conceito abstrato. Aqui séo exploradas as representacdes tabular e geométrica
e a conversao entre elas. Também pode ser utilizada para trabalhar a representacéo algébrica, como
funcao definida por mais de uma sentenca.

Atividade 2: Uma empresa de entregas postaidra para enviar cartas/impressos segundo o
peso, de acordo com os valoggwesentados n@iabela 1.3.

Tabela 13 - Preco de cartas/impressos, de acordo com o peso

Peso (gramas) Preco (reais)
Até 10 g 1,00
Mais de 10 g até 20 g 1,20
Mais de 20 g até 50 g 2,00
Mais de 50 g até 100 g 3,00
Mais de 100 g até 200 g 5,00

Fonte:Biazutti, Vaz e Andrad€2023)

a) Qual o preco para enviar um impresso com peso proximo de 40g? E préximo de 509?
b) Represente geometricamente o grafico da funcdo que a cada peso associa um preco.

Como o GeoGebrpossui umganela deentrada decomandogtambém chamadanela
de algebrd, que pode ser utilizada para representacdo algébrica ¢ganata de visualizacgo
usada para representacao geométrica, sua utilizacdo simplifica bastante a compreensao e resolucéo
do problema. Para que o GeoGelmatenha o grafico correto no item b, nos pontos de
descontinuidade da funcéo o procedimento é similar ao descrito na atividade anterior.
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A terceira atividadéem como objetivo introduzir o conceito de limites laterais e descrever
assintotas utilizando o conceito de limite.

Atividade 3: Determine o dominio da funcd@comrepresentacao graficapresentadaaFigura
1.27, e 0 quese pede nos itens abaixo:

a)l_EDo

b1 EQRd

c) Como vocé descreveria 0 que acontece com os valoré&s gleandow p cada vez mais
préximo de p? E sew p, cada vez mais préximo dep?

d) Como vocé descreveria a relagdo entre a reta horizabtalp e a funcad®

Figura 1.27- Grafico da fungcadQ
Fonte:Biazutti, Vaz e Andrad€2023)

O objetivo final desta atividade é descrever uma assimboizontal utilizando o conceito
de limite. Também pode ser utilizada para fazer o mesmo no caso de assintotaguertiaaipbém
aparece no graficda Figura 1.27. Aqui o principal € explorar com os alunos a conversao entre a
representacdo geométrica da funcdo e dos limites laterais e assintotas, para a representacao
algébrica, de forma inversa ao que foi trabalhado na atividast® pode ser feito de forma ainda
mais explicita, por meio de uoomplementalaterceiraatividade
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Atividade 3- complemento:

a) Simuletranslacfes dos graficos da funcdo modular, da funede da funcaax € w, com
auxilio doGeoGebra para determinar uma representacao algébrica possivel para a fuféo
como fungéo definida por véarias sentencgas.

- i Qo o  p

>
(1)

b) Seja™Qw —fiQp o m a representacao algébrica d@ Represente
O EOR @ gé Ao ¢
w pi '@ ¢

geometricament® que ocorre com os valores d&quando fica proximo de p, quando
@ p ee quandan phusando o controle deslizante @eoGebrae a ferramenta rastro.

No proximo capitulo nosso objetiveerautilizar o MERP para explorar conceitos e
propriedades relacionados a diversas fung@eso capitulo seguintesera estudar maximos e
minimos de fung¢des, quando definidas em um determinado intervalo, ou seja, problemas de
otimizacdo. Com auxilio do MERP e de uma propriedadigebrica simples, a desigualdade que
relaciona a média aritmética com a geométrica entre nimeros nao negativos, poderdo ser
resolvidos problemas muito interessantes, sem utilizar conceitos e propriedades ensinadgs em CDI
sendg portantq ideais para uma disciplina de Reélculo, ajudando assim os alunos na dificil
transicdo entre o Ensino Médio e o Ensino Superior.
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Capitulo 27 Fungbes:Conceitos ePropriedades

Nestecapitulo, vanos explorar a Resolucdo de Problem@a®o motivacdo para revisitar
topicos de Fungdes abordados na Educacgdo Basica. Se o aluno ndo aprendeu significativamente
algumconteudoisso pode causar dificuldades mais tarde, principalmente em disciplinas.de CDI
Como vimos no Capitulo 1, o conhecimento de varios registros de representacéo e a habilidade de
conversao entre eles é fundamental para a aprendizagem de um conceito. Por outro lado, Polya
(1957) recomenda que o primeiro passo para a resolucao de uem@aaleve ser a compreensao
do enunciado, identificando seus dados e o0 que se deseja encontrar parioreEamBém vimos
no Capitulo 1 que ha uma diversidade de estratégias que podem ser usadas na resolugcdo de um
problema. Associando a compreensdordmeiado a escolha de uma estratégia adequada e ao uso
do software GeoGebra € possivel realizar as conversdes entre os diversos registros de
representacdo de modo mais rapido e chegar a resolucdo do problema.

Os problemas deste capit@lerao usados como disparadores do estudo de varios tipos de
funcdes e suas propriedades, mostrando aos alunos aplicacbes da Matematica em geral, e
motivandoeos para futuras abordagens em disciplina de CDI

Também deve ser considerado o impacto da transicdo do Ensino Médio para o Superior.
Em geral, durante a Educac¢do Bésica os alunos assumem uma atitude passiva, recebendo tarefas a
resolver, e resultados prontos, sem a necessidade de investigar ou @njdatas calouros
universitarios devem ter uma postura ativa na busca da constru¢do de novos conceitos, realizar
pesquisas e investigacdes, por exemplo em relacédo a construcao desses conceitos, introduzidos na
primeira disciplina de CDI

Convém ressaltar que os alunos devem ser instigados, sempre que possivel, a explorar 0os
problemas em ambientes virtuais de aprendizagem, usaBG@o®ebrano contexto do MERP
como foi visto no capitulo 1.

Alguns problemas serdo resolvidos, chamando atencdo para a fungdo usada na sua
resolucdo e destacando suas propriedades. Outros problemas seréo propostos para aprofundar as
ideias e poderatuar como desafios para os alunos.

A maioria dos problemas que envolvem uma funcéo para sua resolucéo é apresentada por
meio de uma descri¢ao verbal da situacao problema. O aluno precisa fazer a conversao do registro
verbal para uma representacdo algébrica para chegar a solucao, ou, deg@rtiefetuar uma
conversao para a representacao num registro grafico e assim chegar finalmente a solucéo.

2.1 Dominios de Fungese Funcdes CrescentéSecrescentes

Nesta secao utilizaremos Resolucdo de ProblenasoftwareGeoGebrgara destacar
algumas propriedades importantes de funcdes. Aproveitaremos para explorar de forma mais
profunda a importancia do dominio de uma fungdo em um problema contextualizado, o qual
interfere muitas vezes saasolucao.
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Nos problemas a seguir serdo exploradas as diferentes representacées de cada situacéo
problema: verbal, tabular, algébrica e gréfica, conforme discutido no capitulo 1.

Vamos abordar problemas que podem ser resolvidos por tipos especiais de funcoes.
Comecaremos por um problema simples, em que as grandezas envolvidas sédo diretamente
proporcionais. Como se traduz essa proporcionalidade na préatica?

Alguns alunos acreditam que duas grandezas séo diretamente proporcionais quando tém
comportamentos semelhantes, do tipo quando uma cresce, a outra também cresce. Por exemplo,
guanto mais tempo vocé deixar o carro no estacionamento rotativo, maior sa a pagar. No
entanto, em geral, esse valor ndo € proporcional ao tempo de permanéncia.

Considere um estacionamento que cobr2®80 pela primeira hora de utilizag&oabra
R$ 5,00 para cada hora excedente. Deste modo, um dljeafecar como carro por 3 horas ird
pagar R$30,00 (20 reais pela primeira hora e 5 reais para cada uma das duas horas excedentes).
Observe o quadro a seguir:

Quadro 21 - Valores a pagar em funcéo do tempo de permanéncia

Tempo de utilizagdo em| Preco do estacionamento en| Raz&o entre o prego e o temp
horas reais de utilizacdo
1 20,00 20,00
2 25,00 12,50
3 30,00 10,00

Notem que a medida que o tempo aumenta, o preco também aumenta. Apesar das grandezas
tempo e preco crescerem, ndo séo grandezas diretamente propqromsai®scem de modo néo
proporcional. Mas, como verificar isso? Vejamos uma definicéo.

Duas grandezas @ e w sao ditasdiretamente proporcionais quando a razdo entre

elementos correspondentssQcw é corstante, isto é— B

A terceiracoluna do quadr@.1correspondes razdes entre as duas grande@aservem
gueas razbewdo sdo constantes, variando entre 20; 12,5, o6 ndo existe a constarde
proporcionalidadeQ Observando a definicdo anterior, estas grandezas nadirsdamente
proporcionais.

O problema a seguir apresenta duas grandezas diretamente proporcionais

Problema21l:0 pre-o de um |livro da col 85000 fMat ems§
a) Quanto vai pagar um pai de aluno ao comprar trés destes livros?

b) Complete a tabela a seguir com os valores a serem pagos ha compra de livros dessa colecao.

Tabela 21 - Valor pago em funcdo da quantidade de livros
Livros 0 1 2 3 5 10 15 20 50

Preco (em reais

¢) Encontre a expressao algébrica da funf@gue associa a cada namero de livros comprados o
preco a ser pago por eles.
d) O graficodaFigura 2.1 a seguirrepresenta a situagéo problema? Por qué?
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Figura 2.1 - Possivel representacédo gréafica da situgogéblema

e) Utilize o GeoGebrgpara determinar o grafico que melhor representa essa situacao.

7

Ao trabalhar este problema em sala de aula, € recomendavel apresentar inicialmente
somente os 3 primeiros itens, uma vez que o gréf&ckigura 2.1 Vai induzir respostas para os
itens anteriores.

Para encontrar o preco de 3 livros, todos com 0 mesmo preco, basta multiplicar o preco
unitario pela quantidade de livros (3), obtendo o valotB800. Desta forma € possivel preencher
a tabela com a mesma estratégia e, ainda generalizai@@® o 68 importanteque os alunos
percebam que dominio da funcaof para o problema contextualizadqwquantidade de livros)
é,neste casaoM w.

A solucéo correta do item c levara certamente a resolver o item d: o grafmuda2.1
nao representa a situacao problema, porque o domifémadigura ndo € um conjunto discreto,
formado pelos niumeros naturais. Finalmente, utilizando ferramentealdebrgpara detalhes
sobre os comandos necessarios, consultar o Apéndice no final do divegase ao grafico
correto, representadwmFigura 22 aseguir.
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Figura 22 - Grafico correto para a situag@ooblema

Observe que grafico daFigura 22 representa umi@ngao crescente, uma vez que quando
cresce a quantidade de livros, o preco pagcefes também cresce. Além disso, a cada livro a
mais comprado, € acrescida uma quantia fixa. Com isso, a cada acréscimo de uma unidade no
dominio, ha um acréscimo constante de 35 reais no valor da compra (imagem), conforme mostra
a Figura 22. Por iss@ as grandezas representadas sao diretamente proporcmnaiey da
constante de proporcionalidad® o be seu grafico é representado por pontos posicionados
sobre uma reta que passa pela origem, ja que o dominio é um conjunto discreto, formado pelos
ndmeros naturais.

A definicao de‘ungéol% o LRondede®sao dois conjuntogieve ser abordada também
com os alunos, que podem ter duvidas a respeito.-3ead@ uma regra (ou lei) que diz como se
deve associar cada elemeait ¢ a um Gnico elemen® "Qw N B8O conjuntaw é odominio
da funcadQe o conjuntav é o contradominio de"®O conjunto formado por todos os elementos

®w "Qohr O1oE D& &, é chamado denagemda funcadQ

Muitas vezes os alunos tém dificuldades em entender um grafico como representagéo
geométrica de uma funcdo em ghe @ sdo conjunts numéricos (em que o grafico é formado
por um conjunto de pares ordenados de numeros) porque confundem a funcéo (a lei/regra) com o
conjunto Imagem da funcdo (ou seja, um conjunto numerico).

Outra davida frequente é quando duas fun¢des séo iguais. A regra de associacdo tem que
ser a mesma, assim como o dominio e o contradominio. A funcdo do probler@2 2 & tal
que™Qw o t A funcédo cujo grafico est@&presentadoaFigura 2.1 tema mesma lei, mas o
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dominio(e o contradominijoé o conjuntar . A funcdo com dominio discreto € umesstricao
da funcdocom dominio continuo, ou a funcdo de dominio continuo éextesmsao da funcéo
com dominio discreto. Portanto sao fungdes distintas. Mas, como tém a mesma lei, muitas vezes
se usa a mesma notacao.

O problema a seguir também envolve grandezas proporcionais e uma fungcdo crescente,
mas a diferenca esta justamente no dominio do problema contextualizado.

E bom lembrar que unfancdo @ ©° s écrescentese, para cadaho N dhd  ©,
tivermos™Qw  "Qw (e decrescentese tivermosQw  "Qw ). Ela seréao decrescente
se, para cadavhoo ¥ dho  ®, entdo’Qw "Qw (e ndo crescentese tivermosQw
"Qw ). No problem&.10 dominio é o conjunt@® &, ja o dominio para o problem&2eremos
a sequir.

Este problema aborda o conceitopgimetro de uma figura geométrica plana, que, no
caso de poligonos, é a soma das medidas dos seus lados.

Problema 2.2: a) Um terreno plano quadrado, coqitw metros de lado, vai ser cercado em
toda a sua voltaQual o comprimento de cerca necessario para esta tarefa?

b) Quanto mede o lado de um terreno quadrado quetenyetros de perimetro?

c) Complete a tabela 2.2 a seguir, que relaciona o lado de um quadcesiu perimetro.

Tabela 22 - Relva(;éo Iadwersusperivmetro _
Lado do Quadradtm) p q chy (o)1) T cVo

Perimetro (cm) p & P o

d) Determine a expressdo da funcdaque associa o lado de cada quadrado ao perimetro
correspondente.

e) Encontre o dominio e a imagem da fung&o

f) Utilize o GeoGebrgpara determinar o gréafico da fungcd@

g) As grandezaado do quadrad@ perimetro do quadradeéo diretamente proporcionais? Qual

a diferenca entre o tipo dos gréaficos dos problethase2.2?

Utilizando a definicdo de perimetro, basta multiplicar a medida do lado (pamero de
lados de um quadrado) para obter o valar g1 para o comprimento da cerca. Com a mesma
estratégia o aluno é levado a concluir que o perimetro de um quadradoasded@aual ao valor
W T®

Se for conhecido o valor do perimetro de um quadrado, para obter o lado, basta proceder
de forma inversa, isto & - . Entdgo lado de um quadrado cgmu m de perimetro sexa

— o @ W8 Repetindo a estratégia utilizada nos itens a e b é facil preencher a tabela 2.2 e
obter'®n° T comw T 0 que acarreted TTtambémgconcluindo ostens d e e.
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O grafico deQ utilizando oGeoGebraesta representado magura 23 a guir. As
grandezas também s&o diretamente proporci¢faist ), mas, neste caso, 0 domirao invés de
discreto,como no problema 2.&,um conjunto continuo (o conjunto dos nimeros reais positivos).

N
Perimetro

30

25

(0,22.96)
P i e P = (5.74, 22.96)

20

C = (346, 13.86)

= (2.5, 1D)

o9 A(1,4)

1(5.74,0) Lado
@
0 2 4 -] 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Figura 23 - Gréfico de™Q

Uma funcdo@g © a que modela um problema que represgméandezas diretamente
proporcionais € aquela que satisfaz as seguintes condipaea:todao A e toda constante real
NOQw O@d e paratodoeyho ¥ ah™Qow & Qo Qo 8

E simples verificar que as funcdes do probledia( "@° ¢ & e do problema2.2

"0 1w satisfazem a estas condicBes para gada seu respectivo dominio.

Apés explorar a nocdo de perimetro, é interessante trabalhar a nocao de area. No ensino
tradicional, os alunos estudavam exaustivamente o perimetro de diversos poligonos. Depois de um
tempo, eram apresentados ao conceito de area e passavam a explonar férdailas para o
célculo da area de poligonos.

Pesquisadores indicam que a melhor estratégia € trabalhar os dois conceitos
simultaneament&lém do deolume. Desse modo, segundo Nasser (2@k3alunos conseguem
fazer melhor a distingdo entre esses concellgeOximo problema vai trabalhar a nogéo de area,
associada a uma outra funcdo importante, a funcao quadratica.
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Problema 2.3 Um terreno quadrado, com @ m de lado, vai ser revestido de grama sintética,
em toda a sua extensao.

a) Quantos metros quadrados de grama serdo necessarios para esta tarefa?

b) Quanto mede o lado de um terreno quadrado queotenmy de area?

c) Complete aabela 2.3 aseguir, que relaciona o lado de um quadradsua area.

Tabela 23- Lado versus area de um quadrado

Lado do quadrado | 1 2 ch ofv X | clio
(w9
Area (@ & 1 p fr T Pig L CTT

d) Qual a expressao da funcd@gue associa o lado de cada quadrado a area correspondente?

e) Qual o dominio e a imagem da funcbB

f) Utilize o GeoGebrgpara esbocar o grafico da funcaQ

g) As grandezatado do quadrado e area do quadras@o diretamente proporcionais? Qual a
diferenca entre o grafico d€e o gréafico da funcdo doroblema2.2?

A solucao para o item a € o valor da &rea do terreno a ser revestido de grama, sendo um
quadrado de tw m de lado, a area serdigudla ¢ v a6 @ vlTw A

Este problema utiliza o conceito de area de um quadrado, e o0 aluno € levado a concluir que
a area do quadrado € obtida pelo produto do lado por ele mesmo, ou seja, a area do quadrado é
obtida elevandse a medida do lado a segunda poténcia. Utilizandociag inverso, se a area
foro ¢ m? olado medirad Mo ca p @8

Generalizando teremos que a funcéo que representa a area de um quadrado, em funcéo do
seu ladao Tsera@o® w . Nesse caso, o dominio € o conjunto de nUmeros reais Tt
e a imagem déQserdo conjunto de nimeroais positivoso "Qw ® T Utilizando
GeoGebrdaeremos o grafico d@apresentado neigura 24 aseguir.Podemoobservatambém,
pelaFigura 24, que a funca& sempre crescente em seu dominio.

Neste problema as grandezas nao sao diretamente proporcionais, c@rublarsa2.1
e 2.2, porque a cada acréscimo num elemento do dominio (por explgpidio ha um acréscimo
constante no valor da imagem correspondgnie serght 7 e naopit).

Poderiamos ter chegado a conclusdo anterior de outra forma: verificar que a condicao
Qw W W W Qo  Qw sempre ques ew forem diferentes de
zero.

A diferenca entre os graficos no problema 2.3 e no problema 2.2 é a seguinte: no problema
2.2 temos uma (parte de) uma reta passando pela origem, o que ndo € o caso neste problema.
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Figura 24 - Grafico da funcéo quadratié@do problema 2.3

De modo geral, definimasma funcda@omofuncdo quadratica(ou funcdo polinomial do
segundo grau) s&f © s ,comovaloffje Fe {4 e I para cada nimero reel sendo
=|=FrHeJ”'=nUmeros reais dad@parametros)comw TI, ou sejaa expressaddw € um polindmio
do segundo grau.

Supondo que o polinbmido segundo gratenha raizes reaiso € w , a expressada
funcdo quadraticaodera ser escrita de outra forrlap =|= e o e e  realizando um
tratamento, conforme vimos na se¢éo 1 do primeiro capitulo.

A expressao resolutiygue permite encontrar agizes de uma funcao quadréticdisto

é, os valores dew tais que’Q® 1) em termos dos coeficientedhn e ché dada pom
Vi

Licenciandos de Matematica que realizaram o ENADE 2005 tiveram que responder uma
guestdoobjetiva (questdo 32) cujo objetivo era avaliar se eles conheciam o método de
demonstracao da formula desenvolvendo um completamento de quadradaseria adequado
utilizé-lo em sala de aula, numa proposta de enSiegundo o relatérisintese oficiatio ENADE
esta questédo foi considerada dificil pelos estudantes e o indice de respostas corretas ficou entre
polT B

A demonstracdo da formula resolutpar este métodéoi incluidapara chamar atencao
para a importancia das demonstracées junto aos alunos, mesmo na Educacéo Bésica, e mais ainda
em PréCalculo.
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Para isso, vamos dividir a expressdo @ ® @ Tipela constanté T, de modo a
obterw -w - TBSegue quew - -8 Para completar o quadrado perfeito do

primeiro membro é necessario somar, nos dois membros, a constanteObtemos entdo que

0w -0 — — -he segue quew — — Extraindo a raiz quadrada de

n

ambos 0os membroemsew — ouw — 5= de ondevema expressao

0

resolutivaw

Cabe ressaltar qué existid solucéo real paraequacdo do 2°grau 68 T ® T. A
expressaalgébricach TG (& representada pdf conhecido comdiscriminante da equacao
do 2° grau.

E importante lembrar aslunosde queo grafico de uma fungdo quadratica € uma curva
planaconhecidadesde o século IV a.@elos gregosa parabola, que é formada por todos os
pontosy tais que a distancia de cadlaa um ponto fixo dado, denominado foé® é igual a
distancia de) a uma reta fixa dadehque ndo contém o foco, chamada diretriz (isto '©
QQi0I ), comoapresentadoaFigura 25.

Reta diretriz r

Figura 2.5 - Grafico de uma parabola

No contexto mais recente de Geometria Analittcaquacéo geral da parabola dada
por 8 ¢ wWéw OVw Ow O meom 6 66 m 6 6 T e todos 0s
coeficienteseais. Oeixo de simetriada parabolaé a reta que contém o foe é perpendicular
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aretadiretriz. Ovértice wé o ponto de intersecdo da parabola com seu eixo de simetria. Quando

o coeficiented 11 temos 0 ou 0 também nulo e encontramdsis tipospossiveisle equacéo
Quando a equacdo é do ti@o (x @ chtemos uma parabola onde a reta diretriz

€ paralela ao eixo das ordenadas, ou seja, 0 eixo de siéne#ialelo ao eixo das abscissasno

no caso dé&igura 2.6 que mostra o grafico da parabala ¢ p, com foco emO - ft freta

diretriz w -, eixo de simetria paralelo coincidente com o eixo dasis#asw T evértice
no pontow pht 8

Note que a curva daigura 2.6 naoé grafico de nenhuma funcéo, pois existem valores
dewque estdo associados a mais de um \cEcx

Reta diretriz x=-5/4

Eixo de Simetria : reta y=0

0.5 1 1.5

%Y

T~

Figura 2.6 - Gréfico da pardbolee @ p

A segunda@quaca@ do tipo @ (X O G que corresponde a uma parabola em que
a reta diretriz é paralela ao eixo das abscissas, gwseijeo de simetrig paralelo ao eixo das
ordenadadO grafico de umafuncédo quadratica, de acordo com a definicdo desta fungaana

parabolacom este tipo de equacleujo eixo de simetriaé a reta vertica i+
Calculando a média aritmética das raidesequacdom @ ® @ T, determinase a
. - , . v v : .
coordenadao do veérticeda parabolav - —, OU seja, 0 eixo

de simetrigé@ sempre a reta vertical w8

Substituindo esse valor na expressadQ®® encontrase a coordenadado vértice isto

~
5

g, como™Qw o ohentdo™Q — @ — ® — 8 Deste modo,
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teremosdy — — W — Ghchegandoady — 2. Concluimos ent&o que

o veértice da parabolaue € o grafico da fungéo quadratsta situado no pontp i:%ﬁ l+ :
Conhecendo as coordenadas do vériaeparabola, gdese obteruma outra forma de

apresentar o polinbmio do segundo grau (chanfadaa canbnicg, da seguinte maneira:

MO B OO OO -8 — — - O ® — —— . Finalmente
encontramos a forma canonicfje Fe e, .

Consideranda funcdo quadraticparaquasquervaloresdos parametrogfive ¢) podese
concluir queou o gréafico da funcdo é unparabola concava para cimase® T oucdncava
para baixo (se® 1.

Assim afuncédo ésemprecrescente numa parte de seu dominio e decrescente enTaltra
propriedade esta diretamente relacionada a existéncia de méximo ou minimo para a funcao
guadratica, como sera visto posteriormente.

O gréficodaFigura 24 é (uma parte de) uma parabola cbncava para cinj@,eixo de
simetria(se fosse considerada taalaurva) o eixo das ordenadasujovérticeé o pontow Tt .

O gréfico de diversas funcdes quadraticas, obtido variaeds parametradtoe ché o
objetivo do exemplo Al.140 apéndice Al deste livro

Com base nas solugdes dos problemas 2.1 e 2.2, muitos alunos poderiam ser levados a
acreditar que uma reta sempre representa grandezas diretamente propofiq@maiiema a
seguir vai deixar claro se esta crenca é ou ndo verdadeira.

Problema 2.4: No servico de taxi & uma certacidade, o motorista cobra R$ 5,80 de

bandeirada, ou seja, o valor fixo cobrado, independente da distancia a ser percorrida, acrescido

de R$ 2,60 por quildmetro rodado.

a) Qual o valor que devera ser pago ao motorista, por uma corrida relativa a um percurso de 20
quilémetros?

b) Quantos quildmetros foram percorridos numa corrida que custou R$ 26,607?

c) Escreva a expressdo algébrica que permite determinar o wad®rser cobrado por uma
corrida dewquildmetros.

d) Utilizando o GeoGebra represente por meio de um gréfico, a funcdo que associa a cada
distancia percorrida (em quildbmetros) qual serd o valor cobréeln reais) e determine o
dominio e imagem desta funcao.

Segundo o enunciado, a solucao do item a sera a sdvaad@radacom o valor de 2,60
multiplicado pelo nimero de quildmetros rodados, istog 11 chp 1 ¢ T UL R Treais.

O resultado doitemb & @ 11 vRp 1 ¢hp 1 Ykm, ou seja, diminuindo do valor pago
a bandeirada, obtémse o produto do preco por quildmetro pela distancia, entdo dividindo pelo
preco por quildmetro enconte® a distancia.
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Para resolver o item c obsefs@ o0 raciocinio para o item a substituindo 20 quildmetros
por wquildmetros, obtendo assim a expresgaovhp 1 chp

Para oitem d denominemo$Qa fun¢® que a cada distanciaassocia o valor cobrado
now "Qw . Ograficoda funca® naFigura 27 a seguir, é (parte de) uma reta que ndo passa
pela origem e podse observama partir dele, que o dominio desta funcao é o conjunto dos reais
ndo negativos e a imagem é formada pelos nimerosryeaisp BA funcéo™Qé uma funcéo
crescente, com dominiod] H.

Uma vez resolvidos os itens c e d, psdeobservar ainda que a solucéo do item b poderia

ser também obtida (ou comprovada) de duas outras maneiras. A partir da expressao algébrica de

r, determinase a expressao de ﬁh , e, substituindol) ¢ dp Tverificarse o resultado de

b, ou sejapw .

Os pontos do grafico da funca@® r  uvhlp T ¢y 1h na Figura 27 sdo pares
ordenados ait) . Entdo o ponto com ordereél ¢ dp Ttera alscissaw ), que seria obtida
usando o comando dBeoGebrgara esbocar a reta horizondal ¢ dq Tte depois o comando
para achar o ponto de intersecao entre esta reta e o grafizo de

¥(20; 57,8)

Valor (reais)

50

40

30

20

10

{ x=20
(0: 5.8) ;

Distancia (km)

O
8 10 12 14 16 18 20 22

h

0 2 4 ]

Figura 27 - Gréfico da funcéo f do problema 2.4

Como observado ndigura 27 , o graficode "¢ uma(semiyeta. Serdo as grandezas
diretamente proporcion&ls
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TeremosQ Qo uhp 1T chp TQGBPor outro ladoQ"@  Q vhp 1t ¢ly ™ 8As duas
expressbes serdo distintas para tdorh sempre quéd p.

Nem precisamos testar a outra condi¢do, uma vez que a primeira ndo é cumprida. Entdo as
grandezas no problema 2.4 ndo séo diretamente proporcionais.

Recordemos que uma func@d © A é afim quando existem constantéfo N 5 tais
que’Qw O o @ paracadaN s. Casos particulares da funcéo afim s&o as furligiseses,
quando a constanté T, ou seja, "Qow & e as fungBesonstantes quandoQw @) ou
seja, a constanté TL

O gréfico de toda funcd®ys © s afim é formado pelo conjunto de pontas N
ondew @ @ Ou seja, uma reta com coeficiente angular igual & constaf@eoeficiente
angular da reta represent@mga de variacdoda funcad@®@Quando, além disso, a funcéo for linear,

a reta passa na origem e se a funcao for constante, a reta € horizontal.

O gréfico de diversas funces afins, obtido variaselos parametrade ¢y é o objetivo
do exemplo A1.13, no apéndice Al deste livro

Podemos concluir que as fungdes dos problemas 2.1, 2.2 e 2.4 s&o restricdes de fungéo afim
(com dominio no conjunto dos naturais ou reais positivos). Mas as que representam grandezas
diretamente proporcionagsio somente as que também sao fungdes lineares (problemas 2.1 e 2.2).

Interpretando geometricamente nossa conclusdo (efetuando uma conversédo, segundo as
ideias de Duval, apresentadas na secdo 1 do primeiro capitulo), temos que as grandezas diretamente
proporcionaisao sempre representadas graficamente por retas (ou pontos sobre retas) que passam
pela origem.

O comportamento do gréfico da fungdo quadratica (uma parébola) esta ligado a situagbes
de Fisica, como langcamento de projéteis. A seguir apresentaremos um problema que explora este
tipo de situag&goroblema, além de mostrar a importancia das coordenadésticeda parabola,
do eixo de simetri@ dos intervalos em que a funcdo quadratica com este grafico é crescente ou
decrescente.

Problema?2.5 Em um jogo de futebol um jogador ira bater uma falta diretamente para o gol.

A falta sera batida do pontd, onde se encontra a bola, no chdo plano do campo, séndo
localizado ap gn de distancia da base da barreira. Suponha que a trajetoria da bola seja uma
parabola, com ponto de maximo @mdiretamente acima da barreira,aam do chdo. Sabendo

se que o gol (delimitado por 3 traves, duas verticais e uma horizontal, situadas no mesmo plano
vertical) esta apm da barreira, determine:

a) qual a altura da bola ao atingir o gol;
b) se a bola vai entrar no gol, sabende que a altura do gol é dg¢r m (ou seja, a altura da
trave horizontal) (Adaptado d&Questdo 11ENADE | Matematica, 2008)

A forma mais simples de compreender o problema e decidir uma estratégia paradoesolvé
e fazer uma figuracomoa Figura 28.
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Gol Q Parabola Posicao da falta
Barreira 3 \
P
> X
8 T 12

Figura 28 - Situacaeproblema para o problema 2.5

A

A altura da bola ao atingir o gol sera a ordenadi#o ponto da parabola correspondente a
abscissaw . Para determinafy precisamos obter a funcao quadratica cujo grafico coincide
com a parabola daigura 28.

Note que as raizes soe p ¢ Tt a curva do grafico passa emwo que é o vértice
da parabolaa funcdo é crescente quande® p @t (ou seja, quandd crescew cresce)e
decrescente quando® Tip ¢ (ou seja quand@crescemdecresce).

Observe que, para representar o problema, o chute comeca guandcg logo a
interpretacdo sobre crescimento e decrescimento da funcdo € ineentidelacdo ao que foi
relatado no paragrafo anterior.

Teremos entdo uma ideia da expresséo, @® pCw p¢ GOw p T honde
falta determinar o valor da constadie

Como o é um ponto sobre a curva, substituindo na expresséo da curva o valor de

® Tie o valordew oteremos p T ohogo ® —. Concluimos que a funcdo que
modela o problema &»° « com dominio send®@™ p &p ¢ e imagem sendo o conjunto
de valoresoN o ,onde® — PTT® 8

Outramaneirade chegar a este resultado € utilizar a forma candnica da funcédo quadratica
"@° wondewy OwW ® eo vérticeé ® whd 8Nesseproblema temos o vértice
wmo,logow Tew 08 Assim,0 Gw 0. O ponto p @it pertence ao grafico da
funcdologom @p ¢ O8AsSSIM® — ea funcaoguadraticasatisfazw —w 08

Portanto quandow P teremoswe php ¢, que sera a altura aproximada da bola ao
atingir o gol.Como a altura da trave do gol égfe m, isto significa que a bola vai entrar no gol
completando assim a solugéo do problema 2.5.

A grande maioria dos alunos acredita que a Matematica é um pacote pronto e inalteravel,
ou seja, tudo ja foi descoberto num passado muito distante e ja no formato como é ensinado hoje.
Esta é mais uma razao para que encarem a Matematica como uma crianpiacse

O contelido da secédo 2 do capitulo 1 deste livro pode ser utilizado para mostrar aos alunos
gue até o conceito de funcdo ndo foi bem compreendido a prindiggpmesmo dentro deste
tépico considerado basico, ainda ha o que descobrir. Em uma aula do primeiro ano do Ensino
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Médio num curso técnico em Quimica, a aluna Etiene descobriu um teorema envolvendo as raizes
da funcdo quadratica, cujo enunciado esta a seguir.

Teorema de Etiene:Considere a funcd@n s, tal queQo X QW QO T
Ent&o o pont® o hb, simétrico com relacdo ao eixo de simetigaparabola ao pontaito é tal

qgue o numerov € igual a soma das raizes da fung@io "Qw , ou sejaw - (Muniz, 2019)

¥ Simetria

C = (0) : P

| - —

w

X+ X2

Vv

Figura 29 - llustragdo do Teorema de Etiene
Fonte:file:///C:/Users/torra/Downloads/ArtigoOTeoremadeEtiene. pdf

Uma atividade que pode ser proposta aos alunos é, numa primeira etap&esa@ebra
para investigar o valor d®, como mostra Figura 2.10 a seguir Em seguida os alunos devem
mostrar que o resultado do teorema € sempre verdadeiro (como ilustFaglara 29). Por Gltimo
o professor conta a histéria por tras do teorema.


file:///C:/Users/torra/Downloads/ArtigoOTeoremadeEtiene.pdf
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€} GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A . I * la=2
~ Janela de Algebra o X | * Janela de Visualizagdo X
| v faw -
- Fungao a=1 t=59
@ f(x) = 1x*+7.5x+ 5.9 —_——
F=(-7.5 59) o
FD ={(0,5:9)
|
|
M= (-7.5, 0) -
P=(-7.559)
V=(-3.75, 8.16) 1
X, =(-0.89,0) !
@ X,=(661,0) :
1
Reta |
Segmento M= (75,0) p (-0.89,0) X,
12 10 8 o 2 4 [ [} o

a -8
V= (-375,-8.16)

Figura 2.10- Investigacdo para o Teorema de Etiene

O problema2.6 a seguir explora inicialmente a representacdo de pontos no plano
cartesiano, uma das dificuldades dos alunos de Ensino Médio e Superior que surgiu nas pesquisas
do grupo Transicao (Biazuti,az e Andrade 2020).

Sao trabalhadas representacfes em trés registros, para a funcdo envolvida: tabela, algébrica

e graficaA associacdo com progressdes aritméticas pode e deve ser feita, ao considerar o registro
algébrico.

Problema 2.6 A Figura 2.11 a seguir mostra uma sequéncia de simbolos que representam a
letra & seguindo um padrao.

Simbolo 1 Simbolo 2 Simbolo 3

Figura 2.11- Simbolos para a letr@
Fonte: adaptado de Biazutti, Vaz e Andrade (2020)
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b)

c)

d)
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Faca uma tabela relacionando o nimero do simbolo com a quantidade de bolinhas para obter

a letra® comecando do simbolo 1 até o simbolo 6

Use oGeoGebrgyara marcar os seis pares ordenados no plano cartesiano, em que a abscissa

(eixow) é o numero do simbolo e a ordenada (ekeé a quantidade de bolinhas.

Volte a tabelaobtida no item a elienha uma expresséao (do tigp ...) que relacione o

namero do simbolo com a quantidade de bolinhas, supondo que haja um numero disponivel

ilimitado de bolinhas para construe simbolod.

Utilize o0 c¢ o0 ma rGdotsebigi@ gxibit uma sequéncid de pares ordenados
ofto comavariando de 1 a 15Adaptado de OBMEP, prova dafase, questdo 15, nivel 2,

2019)

Observando os primeiros 3 simbotlwsFigura 2.11, é possivetonstruir as 3 primeiras

linhas da tabela e, a partir da forma como cada simbolo é construido,ashpgatimas 3 linhas,
de modo a obter a tabela a seguir.

Tabela 24
Numero do Simbolo Quantidade de Bolinhas
1 5

8
11
14
17
20

ol KW N

A partir da tabela 2.4 temasconjunto dopares ordenados do plano cartesiaiimo

plv hchp hotp phthp thufp xh el 1 hrepresentados riéigura 2.12 a seguir

25

(6,20)

20 K J

(5:17)
o
15 [_4:1;1.:

(3:11)
@

(2:8

@

[1-5:‘

0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.12 - Pares ordenados correspondentes a tabela 2.4
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Observando a forma como cada simbolo é construido, a partir do primeiro, € possivel
chegar a expressédo algébrica U ocw p ow ¢, ondewN w.

Utilizando o comando Sequéncla GeoGebrapodemos obter a representacdo grafica da
Figura2. 13 a seguir.

eixo y

40

°
(1,5)

o
(2.8)

L]
(3,11)

L
(4,14)

®
(5,17)

®
o (826)

o [7.23)

(6,20)

[ ]
(9,29)

®

L ]
o (1547)

(14,44)

e (13,41)

(12,38)

o [(11,35)

(10,32)

eixo x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 5 1" 12 13 14 15 16

Figura2. 13- Sequéncia de pontos no plano cartesiano até o simbolo nimero 15.

E interessante notar que, ggfico daFigura2. 13 a sequéncia de elementos do dominio
pode ser vista como uma progressao aritmeética (P.A.) onde o0 seu ptamnmioce sua razao Sao
ambos iguais a 1, enquanto os valores obtidos na imagem também formam o mesmo tipo de
progresséo, tendo como primeiro termo o valor 5 e razao igual a 3.

O dominio da fun¢éo deste problema é um conjunto discreto de nimeros naturais e a funcéo
€ crescente em seu dominigste problema parte de uma representacdo geométrica para uma
representacdo tabular, levando a algébrica e conclui com uma representacdo por um grafico
cartesiano. Ja no préximo problema, temos inicialmente, uma representacao tabular, seguindo para
algébrca e, por fim, geométrica.

Problema 2.7 Um experimento consiste em colocar certa quantidade de bolas de vidro
idénticas em um copo com &agua até certo nivel e medir o nivel da dgua, conforme ilustrado na
figura 2.14 a seguir. Como resultado do experimento, conehgilque o nivel da 4gua é funcéo

do nimero de bolas de vidro que séo colocadas dentro do cdapbela daFigura 2.14 mostra

alguns resultados do experimento realizado.
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numero de bolas (x) | nivel da agua (y)
5 6,35 cm
10 6,70 cm
15 7,05 cm

Disponivel em: www.penta.ufrgs.br
Acesso em: 13 jan. 2009 (adaptado)

Figura2.14 - Experimento e tabela de resultados para o problema 2.7
Fonte:www.penta.ufrgs.br

a) Qual a altura do nivel da agua antes de se iniciar a colocacao das bolas?

b) Quantas bolas havera no copo de vidro quando a 4gua alcancar a altupfs den?

c) Dé a expresséao algébrica que da o nivel da agua em funcédo do numero de bolas no copo de
agua.

d) Utilize o GeoGebrapara esbocar o gréfico da funcdo, e explicite seu dominio e imagem
(Adaptado do ENEM 2000 prova azul questdo 159).

Pela tabela d&igura2.14 podemosnotar que a cada 5 bolas colocadas o nivel aumenta
mto wcm. Logo podemos concluir que o nivel inicial (antes das 5 primeiras bolas)@cande

Além disso, usando a proporcionalidade, a cada bola colocada o aumento no nivel deve ser
de— 11 Y0 8

Portanto, a expressao algébrica que da o nivel da agua nag@wo funcdo do niamero
de bolas no copan deverase® ¢ T ¥BTemos entdo que a funcio associada ao problema
6"Q° yondewd "Qw @ Tim ¥hsendow N =8

Para a solug&o do item b podemos determinsabendo que& ¢ TiTT Xy encontrando

@ ——. Assim, s&b Yoo chteremoso T Tholas.

N&o esta claro no enunciado do problema se é acrescentada uma bola de cada vez, ou se
sdo acrescentadas 5 bolas a cada vez. O dominio e imag&wsatéo diferentes em cada um dos
casos.

Supondo que é acrescentada 1 bola de cada vez, e que se possa colocar bolas no copo
indefinidamente, o dominio da func&o sera o conjuriiphchofB | isto é, uma P.A. de razdo 1 e
a imagem sera o conjunto dos nimexg3pht Xipip it BB , ou seja, uma P.A de razéit x

Caso sejam acrescentadas 5 bolas de cada vez, o dominio sera o conjunto formado pelos
nameros Ttufp fp B8  ou seja, uma P.A. de razdo 5, e a imagem sera o conjunto formado pelos
nameros @Nplo Gply kit 0B hou seja, uma P.A. de razétw v

Supondo a segunda opcamrescentando 5 bolas de cada wgitizando o comando
sequéncia d&eoGebrapodemos obter o gréfiaaFigura 2.15a seguir.

Como ja recordamos anteriormente, trsgada restricdo de umiangéo afim, ou seja, seu
gréafico € um conjunto de pontos sobre uma reta que, neste problema, ndo passa pela origem.


http://www.penta.ufrgs.br/
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A partir do gréafico podee solucionar o item b de forma geométrica. Consisiera reta
horizontalwy  yYhj. Encontramos o ponto de intersecdo desta reta com o gréfico da fngao
abscissa deste ponto sera o valor @e 1 T Estas etapas podem ser realizadas facilmente
utilizando comandos do GeoGebra
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Figura 215 - Gréfico da funcdo do problema 2.7

Estamos na verdade, tanto algebricamente como geometricamente, explorando
intuitivamentea funcao inversa dé3 A existéncia da inversa de uma fungao e suas propriedades,
além da utilizacdo pratica de fun¢cdes compostas sera o assunto da préxima secéao.

2.2 FuncoesCompostase Inversas

Sabemos que o conceito de funcéo é utilizado em diversas areas do conhecimento. Portanto,
€ comum, &s vezes extremamente necessario, que possamos representar diferentes fenébmenos
fisicos, quimicos, biologicastc. por meiale fungdes.

Sendo assim, poderemos ter situagcdes em que o dominio da fude&epeestrito a um
intervalo, bem como o contradominio e/ou imageomo ja visto na secao anterior deste capitulo.

Em certos problemas contextualizados, a funcdo que consegue representar melhor cada
situacao é, na verdade, combinacao de fun¢des mais simples, somando, subtraindo, multiplicando
ou dividindo duas ou mais fun¢des, sendo uma funcdo composta de duaswutres fancao
inversa.
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E importante conhecer o comportamento da fun¢éo composta, quando ela pode ser definida
e como é o seu dominimageme contradominio, relacionandas com os das fun¢des que foram
combinadas. O mesmo cuidado é importante para a possivel funcéo inversa de uma funcao.

O problema 2.8 a seguir é bastante simples e permite explorar a funcdo composta e a
inversa, de forma intuitiva.

Problema 2.8: Um estudo das condi¢cGes ambientais em um certo municipio indica que a taxa
média de monéxido de carbono no#}ésté relacionada ao niumero de habitaniag ¢(le forma

que® Tt ¢, ondedré medida em partes por milhdo (ppmgs&& medida em milhares de
habitante. Estima&e que, em€anos (considerando hoje como instante inicial), a populagsgo (
serad dada pofy ¢ Tt TdT ¢ . Determine:

a) a expressao algébrica da funcdo que associa a e€dm anos) a taxa média de monoxido de
carbono no adk(em ppm). §
b) em quantos anos a ta;{&eré igual ap & ppm.(Adaptado dwestibulartUERJ)

Dos dados do problema podemos olter ity ¢ mg om Mg ¢ p¢
T pdp ¢, logo se obtém a solucgéo dem a definida pord p T T pap.

Uma atividade extra que pode ser proposta aos alames de revisar o conceito de funcao
composta, € solicitar que esbocem os gréaficos das duas fun¢gBes que aparecem no enunciado do
problema.

A funcdo do item aé a composta as funcdes intermediarias®@,@ ft H° s hcom
'06°Q  pfi tbhtalque™@n @ @ © ¢ fi b hal que’Qo  fflevando diretamente
a @ O ahal que Q0 ® p T T pdap. Podemos observar quéd "&"Q pois
Qo "QQo "Qf B0 dominio da funcd®é formado pelostimeros reaié™ a . O
grafico deQ obtido utilizando softwareGeoGebraesta representada Rigura 216 a seguir

25
20

15
=]

136 :
| _—__/ Reta y=136
101

0 t=15

Figura 216 - Gréfico da funcdo composta h do problema 2.8
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A solucao do item b pdde ser determinada geometricamente, conforme mostayloana
2.16 utilizando GeoGebranterceptandae o grafico da funcaf com a reta horizontdd p .

A abscissado ponto de intersec@pserdd p vou seja, apods 15 anos.

Uma solucdo algébrica também pode ser obtida resolvendo a equacau pdp
p @, ondedN A .Teremos entdd ¢ ¢,00god p you seja, foi obtida a imagem inversa
do valorp & que € o elemento do domirio p v

O problema 2.8 apresentou as fungdes intermedi@Bae precisava da funcéo composta
"Q (& "Qpara determinar a solucdo. Em outros problemas, como veremos no capitulo 3, a funcéo
composta é determinada diretamente, mas € mais complicado encontrar a solu¢cdo de um problema
de maximo ou minimo d& Entdo as funcdes intermediarig@e "Q geralmente mais simples,
podem ser usadas como facilitadoras.

De modo geral, dadasamcdes@n O e @O chpodemos definir funcdo composta
@»° @ onde]] [Jz] e, damesmaforma, @O e DO ¢ podemos definir ungio
composta@H© ¢ onde] | 2|}

Pode ser observado, para os alunos, que a definicdo correta de composta e das funcdes
intermediarias pode facilitar a solucdo de problemas envolvendo este tipo de funcgbes, ao se
trabalhar, em CDIcom aplicacdes de derivada envolvendo fun¢cdes compostas (regra da cadeia).

E interessante apresentar alguns exemplos de composta e de produto de duas funcées,
chamando atencao dos alunos para o fato de serem combinag@es diferentes (note qu&é funcéo
guadratica e a funcd®é afim, logo, o produto seria uma funcédo polinomial de terceiro grau,
enquanto a composta é uma funcao quadratica) e nem sempre gozam de propriedades similares,
como a comutatividade(0Q "Q0Q no entantox "Q (& "Qem geral)

Intuitivamente a inversa de uma fun¢&@p© @, que associa um nimemN @ a um
ndmero oM &h seria uma funcadHO hque associa 0 nimetoN & ao ndmerad™ . No
caso do problema 2.8 funcéo inversa d@seria obtida encontranadeem funcéo de) o que foi
feito exatamente na solucéo algébrica do item b, para um Gnico valbAdsim a inversa d€

seriaafuncd@ ,talqued Q - Vamos verificar, mais adiante se isto esta correto.

Uma pergunta que surgesé sempreé possivelobter a inversa de uma funcdo, ou seja, que
condicdes algébricas/geométricas sdo necessarias para a existéncia da inversa de uma funcao.
Outra questao interessante é a relacéo entre o grafico de uma funcéo e o de sua inversa.
Inicialmente vamos recordar uma propriedade relacionada a existéncia de fungéo inversa:
uma funcao @O & é ditainjetora quando, para cadahw pertencendo ao dominid da
funcdo, se&v w, entddQw  "Qw . Se compararmos com a definicdo de funcao crescente
e funcdo decrescenspresentadas na secdo 1 deste capitulo, chegaremos a conclusao d2 que se
for sempre crescente (ou sempre decrescente) em seu dayenido (sera injetora.
Temos entdo duas formas de verificar que uma funcdo é injetora, algebricamente e
geometricamente, que podemos utilizar para as duas fut@bagira 217 a seguir
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L |
fungio quadratica f 2

20
funcdo afim g

Figura 217 - Funcaoquadraticgal queQw @ e Fungdo afimronde Qw ¢ 08

A funcdo afim'@a © a é sempre crescente em todo o seu dominio, logo € injetora. J4 a
funcdo quadraticX¥ decrescente se T e crescente s® T, ndo € injetora. No entanto, se
for considerada uma restricdo 8@ "Qdmh Hb © 4 ou 'QJ HJTt © ahambas com
contradomini®@ e ambas também com conjunto imageim H htanto"Qcomo'Qseréo funcbes
injetoras.

Uma forma geométrica simples de verificar que uma fungéo € injetora é interceptando o
seu grafico com retas horizontais.€Xéste pelo menos uma reta horizontal que intercepta o grafico
da funcdo em mais de um ponto, entdo ela ndo é injési@.é acaso da funcdo quadratica da
Figura 217, logo elanédo é injetora. Auncéo afim"Qda mesma figuré umexemplo de fur&o
injetorg uma vez que toda reta horizontal que intercepta seu grafico, s6 o faz em um nico ponto.
Outro exemplo de funcéo injetora éuacdoQdo problema 2.8, como mostréigura 216.

Dada uma funcad®© &h a funcéo inversdinaturab seia "Q ¢w© . Esta Ultima
expressdo representagalmenteuma funcdo somente se obedecer as condi¢cfes da definigcéo, ja
apresentada na secdo 1 deste capitulo, ou seja, cada elem@deviea estar associado a um
Unico (esta parte de unicidade estara garantid@eeinjetora) elemento de. Mas a primeira
parte da definicdo sO sera satisfeita se o contradomini@ foe exatamente o mesmo conjunto
gue a imagem d& isto €, quando funcao "for sobrejetora.

Consideremas por exemplo a funcdo "dmh HO a tal que Qo @8O0
contradominio considerado € o conjunto dos reais, enquanto 0 conjunto imageénsdenente
formado pelos nimeros reais ndo negativos, ou s#jatb , entédo a funcdo ndo é sobrejetora.
Mas, se definirmos uma restricdo @ktal que™Qd,th H° mh Hb, o contradominio desta
restricdo serd 0 mesmo conjunto que a imagem. Isto também ocorrera com a res\icdadde
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por ' HAT © 1 Hb. Logo as restricbe®) e 'Q serdo ambas sobrejetoras. As funcdes
gue sdo ao mesmo tempo injetoras e sobrejetoras sdo chameniaas, logo "Q e "Q séo
exemplos de funcdes bijetoras.

Ja vimos que a funcd@,mh H° th H do problema 2.8 é injetora e podemos
observar pelaFigura 216 que sua imagem € o intervalp fi . Considerando entdema
restricdo da funcé@(ainda mantendo a mesma notacédo para facili@gjih H° p fi b,
teremos que o contradominio coincide com a imadego " Qtambém é sobrejetora. Assim temos
mais um exemploaifuncéo bijetora.

Nem sempre € necessario restringir o dominio e/ou o contradominio de uma funcéo para
obtermos uma restricague sejabijetora. A funcdo afifiQ s © a tal que™Q® ¢® oh
apresentadaaFigura 2.17 é uma func&o bijetora. E facil verificar isto também geometricamente,
observando que cada reta horizontal, passando por todo ponto sobre o eixo das ordenadas,
intercepta o gréafico d€Xlogo o contradominio coincide com a imagenm@ee so6 o faz em um
unico ponto do gréafico d€Xlogo dois valores diferentes no dominio, sobre o eixo dassahs,
sdo sempre associados a dois valores diferentes nenmpadgto também pode ser verificado para
as funcées bijetord® e Ohcomo mostra &igura 218 a seguir.
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Figura 218 - Restricdes bijetoras da funcdo quadratica

Podemos agora revisar a definicdo de funcao invama:fungéol, tal que Ii“ 0 =hé
ditainversa da funcioff=° ||, se’@Q®d  ¢hpara cadab® 6 QQ QG  dhpara cada
ov 68 Se || © =é a inversa dffi=° ||, denotamo$Qpor Q@ "Q . Da mesma forma
podemos dizer qu&® "Q . QuanddQé a inversa d&Xou Q¢ a inversa d&) temosQw ©
se e somente 8¢ & Uma funcadp © 6 possui inversa se e somentdfebijetora.
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E importante apontar aos alunagliferenca de notacdes:expressde— € o inverso

multiplicativo do valorQw e pode ser denotada pRw
A inversa da funcdafim daFigura 217°(g © a tal que™Qw ¢w o, pode ser
definidg porque™Qé bijetora e teremosQ da © a. Para determinar a expressdo algébrica,

chamanda c¢w o, devemos isolar o valor de Teremos entdm -w -, logo, trocando as

variaveis entre si, teremof® ®w - -.

Da mesma forma as funcd&se "Qpossuem inversa por serem bijetoras. Teremos entao
Q :mh O[O0, Hb,comQ & Mo e Q :mh HOJ-HhT,comQ ® Vi

Observanda definicdode inversaé possivekoncluir que esta bem definida a funcéo
compostd®%"Q dd © 6h talqueEQ @ ®, paracadao™ 6 etambémQ z2'@P © Oh
tal que’Q 2" QW @& para cadadN 0. Portanto a composta de uma funcdo com sua inversa é
a funcéo identidade, relativa ao dominio considerado.

Para a construcdo de graficos é importante notar qi@ese inversa e um par ordenado

ofo pertence ao gréfico d& entdo o par ordenadafty pertence ao grafico da inverga .

Assim, os graficos d&e de'Q s&o simétricos em relacéo a reéta Gh bissetriz do primeiro e
terceiro quadrantes do plano cartesiano.

Utilizando esta propriedade e a ferrameteaeflexdoem relacdo a uma reta, disponivel
no GeoGebraa partir do gréfico da funcao afif@mostradona Figura 217 podese obter
diretamente o grafico da sua inver§a,, como mostra &igura 219 a seguir.

Reta y=x

-3 -2 1

-2

Figura 219 - Gréfico da funcéo afim tal que g(x)=2x+3 e sua inversa
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A Figura 220 mostrao grafico das func6éfQe™Q , este ultimo obtidale forma similar.
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Figura 220 - Gréaficos da restricdo bijetora i@ tal quEQ & @ e de suainvers® ,ondéQ w N®

A Figura 221 a seguir apresenta os graficos das fun@@es'Q , ondeQ V&
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Figura 221 -Gréicos da funcadQ, tal QUEQ @ & e de suainvers® ,ondeQ ® N®
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Voltando ao problema 2.8, restricdo da funcad@,mh H©° p fi HY é bijetora, logo
pode ser definida a inver@ dp fi H° mh Hb8Umavez qued Q0 p T T pa,

isolando a expressdo @deremos finalmented Q @ - Usando a propriedade de

simetriaem relacdo a reta « teremos o grafico d& representado raigura 2.22 a seguir

Figura 2.22 - Gréficos da funcéo h do problema 2.8 e sua inversa

O problema contextualizado a seguir vai explorar conceitos e propriedades relacionados a
funcé@o exponenciahlém de trabalhar também com a inversa desta fungao, utilizando abordagem
algébrica e geométrica.

Problema 2.9: A area de superficie de um litoral coberta por certas algas tem crescido
aproximadamente v R cada ano, em relagdo a area coberta no ano anterior, de acordo com as
pesquisas dos bidlogos. Atualmente eles estimam que a é&rea coberta por algas é de,
aproximadamente, Tt w pP.

a) Determine a area coberta por algas daqui a 1 ano, e daqui a 2 anos.

b) Determine qual a area coberta por algas daqu#&mnos.
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c) Utilize o GeoGebragpara obter o gréafico da funcéo area, com varidwahos.
d) Estime quantos anos se passarao até a populacdo de algas cobrir uma area aproximada de
p up ¢ Y. (Adaptado de lezzDolce, Degenszajn e Peridif)11)

Uma estratégia facilitadora para lidar com este problema € a utilizacdo do método do eixo
das setas, extremamente Gtil também para tratar problemas diversos de Matematica Financeira, de
acordo com Nasser (2010).

Para este fim, vamos construir um diagrama, que consiste em um eixo horizontal, que
funciona como uma escala de passagem de tesfpqui medido em anos), e setas verticais
relacionando a area coberta pelas algas (medida®n®Onobjetivo é generalizar esta area para
cada<obtendo assim uma funcéo que representa o problema.

Das informacdes do enunciado sabemos que atualntent&)( a area da populagao de
algas® m™ T T W

Daqui a 1 ano, a populacédo vai aumentar Pem relacédo a hoje, logo, terenp
TMWE—8 MTWET MudP iy LS

Daqui a 2 anos, a populacéo vai aumentar maiskem relacao ao and p, logo sera
6¢ O6p mma&dp O6pOp ML TTHWP 1Y VO

Transportando estas conclusdes para o diagapnesentadoaFigura 2.23, conseguimos
generalizar de forma a obter a area coberta agd®s, que sefd 6 T Tt 6T v.

ANO a2 ANC t
4096?712‘ 4096(110,25) 4036(‘1 +0,25) 4096(1 + 0, 25)

Hoje 1 Ano 2 Anos Daquiatanos

Figura 2.23 - Diagramado eixo das setas corresponde ao crescimento das algas

Utilizando o GeoGebrgpodemos obter o grafico da funcédg © a , que associ@
(medido emanos) ad 0 (medida enm?), que fornece a area da populacéo de algas n@hano
representado riaigura 224 a seguir.
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Alt) (em m*)

Reta y=15625

(0,4098)

‘EIZEE 0) t (em anos)

Figura 224 - Gréafico da funcdo que fornece a area da populacéo de algas em cada ano

Podemos obter a solucéo do ultimo item por raciocinio algébrico ou geométrico. Utilizando
a informacéo do enunciado, sabemos que em um tempo descortheeaidnea da populacéo de
algasser® ¢ p UL Q QU

Entdot modplt U pUG.C U

Assim, plt v — — - plt v .

Comparando entdo as duas expressdes, obtémosp anos. Neste problema, em
particular, foi possivel resolver por meio de manipulacdes com poténcias, mas nem sempre 0S
dados &otdo simples, logo, € recomendavel aproveitar este problemaep@sarpropriedades
da funcéo exponencialde suanversa.

Utilizando osoftwareGeoGebrgpodem ser realizadas atividades com os alunos para obter
o grafico dafuncdo exponencial’@sa © a ,tal que'Qw & . Ela é uma funcéadijetora,
crescente quando a base p, decrescente quanado @ p. Logo"Qpossui uma inversa. Uma
propriedade importante € ® "Qw 8Qw .

A inversa da funcdo exponencide bas&y é chamadéuncéao logaritmo (de base=|=),
que associa a cada numero real posiiive nimero real 1T @ A seguir, naFigura 2.25, o
graficode um exemplo de funcdo exponencial, quando aiasé p, juntamente com sua
inversa.



70

Reta y=x

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 3.5

Figura 2.25- Gréfico e funcdo exponencia sua inversguandort & p

Da propriedade importante da exponencial, citada acima,-seguseguinte propriedade
da funcdo logaritmical I @& 11T @ 1 1 @. Esta propriedade de transformar
produtos em somas foi muito importante antes da invencao dos computadores, quando os calculos,
principalmente na Astronomia, envolviam grandes nameros.

Atualmente a funcdo logaritmica possui outras aplicagdes, como em fenémenos sismicos,
por exemplo. Assim como sua inversa, € uma fungdo crescente quandoa k@eelecrescente
quandolt & p8

As funcdes logaritmicas mais importantes sdo a dechasp 1{logaritmos decimaig e
a de bas®(logaritmos naturais ou neperiano$. O softwareGeoGebraambém pode ser muito
util para esbocar graficos da fungéo logaritmtilizando a ferramenta que reflete o gréafico da
funcdo exponenciatiom respeito a ret@ « para obter o grafico da sua inversa, como ja foi
feito no problema 2.8.

Temseentdoque, para nimeras™ s,  wse e somente s | | @ considerando

¢ Ty phed TEENtdo, sendoply v —— teremosy 1 | {C ——  @anos.

Para obter solucado utilizando raciocinio geométrico basta proceder como na resolucao do
problema2.8, considerse a reta horizontab p v @ @ wbtémse o ponto de intersecao do
grafico da funcad com esta reta, que setifp v @ ¢ v
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Portanto a adrissa deste ponto serda a solucdo procurada. Cabe ressaltar que, se a solucéo
do problema for um valor irracional pada como todosoftware o GeoGebravai retornar um
valor aproximado, ou seja, um namero racional.

O préximo problema, apesar dpresentaa funcéo envolvida bastante relevante, porque
trata de um assunto sempre atual, mas que ndo € bem compreendido por parte da maioria das
pessoas.

Além dissg mostra que propriedades do logaritmo consideradas abstratas e inuteis pelos
alunos podem ter utilidades praticas.

Problema 2.10:A intensidadéQde um terremoto, medida na escala Richtedada porum
nimero’O Tih definido pela formuldO -& £ "Q , ondeOé a energia liberada no terremoto,

em quilowatthora, O  x& 1 QdQe o logaritmo tem base 1 Acreditase que o terremoto

mais intenso conhecido te@ v e foi no Chile, em 1960.

a) Utilize o softwareGeoGebragpara obter o grafico da funca@p © a ,talque Qw p m;

b) Obtenha o gréafico da funcao inversa'@etal que’Q w & € aXutilizando o resultado do
item a e a ferramenta de reflexdo em relacdo a uma re@eddsebra

c) Determine qual a energia liberada num terremoto de intensidade 8 na escala Richter;

d) Supondo que a intensidade do terremoto aumente uma unidade, determine por quanto fica
multiplicada a energia liberadéAdaptaa da questdo 13 ENEM- prova LIBRAS, 2017).

A solucao dos itens a e b esté representaddguma 226 a seguir.A solucao do item ¢
pode ser obtida algebricamente com auxilio da inversa da funcdo logddtimoal, isto €, a

funcdo exponenciale base 10. Sabende queO ) teremosque | €) p gassim— p .

Substituindo o valor d® teremosO x.p mkWh de energia liberada.

Reta y=x

0.5 1

Figura 226 - Graficos de fungdo exponencilogaritmo na base 10
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No caso do item d, a propriedade dos logaritmés€ 1 TaC 1 TaCsera de grande

ajuda para obter a solugdo. Do enunciado sabemos que as intensidades de dois terremotos
satisfazemO="0O p8Queremos comparar a energia liberada em cada um. Da definic@o de

teremos-0 € Q@ -a¢&°Q p.Entdoa € Q a € Q@ - Usando a propriedade dos
logaritmos que recordamos acima, tererhos €  -. Novamenteutilizando a inversa da
funcéologaritmona base 10que é a exponencial de base 10, encontrgm@s — , ou seja
0O p1oO.

Sendop ¥ e o fw obteremos finalmente qi@ e o 'O, ou seja, o acréscimo de 1
unidade na intensidade do terremoto multiplica a energia liberada por mais de 30 vezes o numero
de kwh.

A escala de medida de sons (decib&is)bém dogaritmica, logo um aumento na escala
de 1 unidade significa muito desconforto para as pesBods. ser um bom assunto para que 0s
alunos pesquisem.

O préximo problema vai explorar uma funcdo exponerndial baseoN Tip , além de
resolver uma inequacgdo exponencial, algo considerado inutil pelos alunos, e que tem utilidade
pratica aqui. Esta inequacédo sera resolvida utilizando propriedade de funcdo decrgsegate
foi explorada na se¢éo anterior deste capitulo e a funcao logartracsa da exponencial. Uma
outra forma de chegar a solucéo, utilizaknGebratambém serd apresentada.

Problema 2.11:Varias espécies de baleias ja foram declaradas ameacadas de extingao.
Quando a populacédo de uma particular espécie de baleias fica perigosamente pequena, bidlogos
encorajam governantes a banir a caca desses animais. Em 1994 havia apenas 5000 baleias de
umaparticular espécie, o numero de baleias diminuiu para 4500 em 1995 e foi de 4050 em 1996.
Considere que foi previsto que a populacdo de baleia continuou diminuindo desta forma.

a) Utilize o GeoGebrapara determinar o grafico de uma fungéo que represente a evolugéo da
guantidade de baleias ao longo do tempo, a partir de 1994

b) Determine o que aconteceu com a populagéo de baleias em 2001

¢) Suponha que o ponto onde essa espécie de baleias corre perigo de extingdo acontece quando a
populacao fica abaixo de 2000 baleias. Quando isso ocorrera, se nada for feito para banir a sua
caca? (Adaptado de Presmeg e Nenderadu, 2005)

E preciso estabelecer um modelo matematico que represente razoavelmente a evolugdo da
guantidade de baleias ao longo do tempo. Para isso, devemos determinar umigjuedamece
a populacéo de baleias dependendo da quantidade de anos passados.

A patrtir dos dados do enunciado temos trés pontos que pertencem ao grafico d&funcao
O mpmnht pifuvned ¢ mouat
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A primeira vista, uma possivéseria a funcdo cujo grafico é a reta que passa oy,
porém expandindo a janela gréafica obsesequeos pontoHH Q6 nido sdo colineares e dessa
forma € gerado um pequeno erro como mostradoguaa 2.27 a seguir

Figura 2.27 - Pontos do grafico da provavel fungdo para o problema 2.11

Tentaremos obter uma curva que se adapte aos pontos gerados pela nossa base de dados.
Uma representacdo dos dados relevantes do problema por meio de uma tabela pode ser util para
determinar a expressao algébrica desta funcao. A partir dalspgutecurar @r um padrdo, de
modo que se possa estabelecer uma generalizagéo.

Podese notar que o numero de baleias decresce 10% em relacdo ao niumero do ano anterior.
Isto aconteceu de 1994 para 1@98e 1995 para 1996. Entdo temos um padrdo que se repete, que
pode ser generalizado. Utilizando o método do eixo das setasdetimagama d&igura 228.
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5000 4500=5000-10% 5000 4050=4500-10% 4500
') L A

1994 1995 1996
—__q___h_‘-—--_____‘__d_____pd'* ‘——___,________________-__'________--—-'-""L

Figura 228 - Diagramado eixo das setas para o probledid

Assim, "¢ umafuncdotal QUM ULV TMIRP TUNMTWNAANP MEY MMM
vnmpTt TP U TMWTW e Q¢ TNMUTT UTTP MK v T v et Tip
Tu®Bmw "Qp8mw v T WMw 8Generalizando, temd®& L Tt BHW ondewé o
namero de anos passados a partir de {§9dndow ).

Ja sabemos, antes de obter o gréfico, que a fif¢atecrescente, pois a base da funcéo
exponenciaé thw" Tip 8Utilizandoo GeoGebraodemos obter o gréaficapresentado réigura
2.29a seguir

~

6000

Reta x=7

5000

4000

3000

2391,48
[ R e e LR P T

2000

1000

N

-1 0 1 2 3 4 5 6

o ——

Figura2. 29 - Gréfico da fungéo exponencidd problema 2.11
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Considerando 1994 correspondendo ao @not, em 2001 temoso X. Utilizando
GeoGebraracamos a reta vertical X e podemos obter a sua interseccao com o grafico da
funcadoQ

Se for utilizada a expressao algébrica da furiCfidbasta calcular o valor d@y
VTT@Iw ¢ odipy Como nosso modelo é uma aproximacdo da realidade, devemos
aproximar este numero pelo inteiro mais proximo, obtendoagpepulacdem 2001 sera de,
aproximadamente, 23%hleias.

Para resolver o item ¢ precisamos determinar o valax(idémero de anos apds 1994) em
que™Qw ¢ T B1Wma forma simples de resolver esta inequacado é a seguinte: observando a
figura 2.27 podemos notar que, sendeuma funcdo decrescente determinarmos tal que
"QW) ¢ mtEremos que, B @ entdioc’Qw QW) ¢ mmT

Para obtere temos que resolver agora a equagénrrﬁﬁwﬁwz ¢ 1t 11 mbtendo

inicialmentertuw -. Como ja revisamos antes, precisaremos da inversa da exponencial, isto é,

a funcéo logaritmo. Neste caso teremos entdafjuel | C- .

As calculadoras embutidas nos celulares costumam calcular somente logaritmos na base
10 (decimais) e na bagglogaritmos mturaisou neperianos) importante revisar com os alunos
0 numero irracionggg quepode ser obtido por um processo que utiliza o conceito de loviteal
serd estudado na primeira disciplina de CDI

Este nimero temalor aproximadgge ¢Ix ¢e possuuma histéria importanteDetalhes
desta historipodem ser consultados éoyer(1996, Eves (2004), Struik (1954) e outros livros
sobre historia da Matemética.

Podemos transformar o nuamero procurado utilizando a propriedade dos logaritmos
conhecida como férmula de mudanca de base:® 1 | @d | @ valida para cada nimero
realw T ondechd mQo p8

No nosso caso, tomando p fto TWQW ¢Fu, teremoscs autilizando

h
uma calculadora de celular encontraremsos Wy w@ x p W

Portanto, sé& fp w @ x(payrero de anos a partir de 1994, aproximadamente a partir de
2003) teremos que a populacao ficara abaixo de 2000 baleias, o que significara risco de extingao.

Outra formade resolver € usandmsoftwareGeoGebraA intersecéo da reta horizontal
® ¢ 1 Temm o grafico déQsera o pontodf b Tt TI.TA albscissa sera fornecida (de forma
aproximada) pel&GeoGebraconforme mostra Bigura 2.30 a seguir

Estudos mostram que os alunos apresentam dificuldades na articulacao entre a leitura e a
interpretacdo das representacdes graficas cartes@mrderme ja foi comentado na se¢do 1 do
primeiro capitulo deste livro. Os alunos também costumam ter muita dificuldade para trabalhar
com problemas que misturam conteudos que foram estudados na Escola Basica em momentos
distintos.
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8000 1§

6000 A

4000 1

A(x*,2000)
=2080 1

Figura 2.30- Solucdo geométrica aproximada do item ¢ do problema 2.11

O préximo problema fornece informacdes por meio do grafico da fungédo logaritmo e
necessita, para sua solucao, de propriedades da funcao logadiéraoeas de figuras planas, como
o0 trapézio e o triangulo.

Ao invés de muitos problemas, que fornecem dados no registro algébrico e, a partir deste,
se chega ao registro grafico, o problema a seguir necessita da converséo do registro grafico para o
algébrico para sua solucéo, o que é considerado mais dificilgstlmantes.

Problema 2.12: Os pontosO'QO pertencem ao grafico da funcdo o ¢ @ comt p,
conformeFigura 2. 31a seguir Suponha qué © pht,6 ofimted @ phr.

y=log, (x)

Figura2. 31- Gréfico do logaritmo. Fonte: FUVEST
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a) Determine o valor dey para o qual a area do trapézi 6 ‘O&o triplo da area do tridngulo
000

b) Considere a funca&) que a cada valor dey associa o valor obtido subtraindo a area do
trapézio6 0 ‘Oi@enos a area do triangufd 6 Metermine o valor dé, de modo quUE W W w

-. (Adaptado do vestibul&fUVEST)

A area do triangulo 6 @ dada por—8 8

e a area do trapézio 6 0®©

dada por 8
Portanto, igualando a area de0 ‘O@p triplo da area dé 6 Oobteremos a equacdo
o2 Assim, 1 T Qo p 11 ®© ol I @ de onde se encontra
1T@ p cli@

Usando a propriedade dos logaritmos em huedt Ul & Ca ultima igualdade
equivaleal T @ p 11T Qb 8

Temos entdo queb p w, Ou sejaw w p T. Resolvendo esta equacao,
lembrando quév Tt para a funcédo logaritmestar definida, teremog@ A

Para resolver o item, utilizandoas informacgdes obtidas no item a, podemos escrever

8 8 8

"Qw Entdao " Qw Como Qwww - temse

8

-, 0 que acarreta que ¢ "Q 1T Tt TT 08

Utilizando a exponencial que é a inversa do logaritmo, isto signific& que p Tt 1 Tt
concluindoque& p B

O ultimo problema desta secdo, embora a funcédo ja mencionada no enunciado seja uma
exponencial, utiliza, na sua resolugdo, propriedades da inversa desta funcao, isto €, a funcao
logaritma Isto acontece em grande parte dos problemas que envolvem uma das duas fungdes, as
propriedades da inversa muitas vezes aparecem como facilitadoras no processo de resolugéo, ou
na modelagem. Cabe notar que, como a exponencial temChase utilizar a inversa, foi
naturalmente escolhach funcadogaritmo também na ba%g

Problema 2.13: Quando um corpo aquecido a uma certa temperatura permanece em um
ambiente com temperatura constante lei do resfriamento de Newton afirma que a temperatura
‘Odo corpo se modifica com uma taxa de variggémporcional a diferenca entre as temperaturas

do corpo e do ambiente.

Esta situacao pode ser representada pela furiQiqie associa a cada instartiea temperatura

do corpo naquele instante, definida per I <4 = © L« onde) é uma constante
determinada experimentalmente e que varia com o material do qual € feito o corpo, sua massa e
sua condutividade térmica.




78

O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto as 23 horas. O médico da pericia chegou as
23:30 h e imediatamente mediu a temperatura do cadaver, que erayle. Uma hora mais
tarde ele tomou a temperatura outra vez e encontrdp 6. A temperatura do quarto estava
sendo mantida constante @mo. Admita que a temperatura normal de uma pessoa viva é
aproximadamente @ 6.
a) Determine uma estimativa para a hora em que foi cometido o crime.
b) Utilize o GeoGebrgpara obter um esboco do grafico da funé@o

(Adaptado de Figueiredo e Neves, 1997

A temperatura ambient® ¢ M, logo a funcdo™Q0 ¢ m 6 Q . Consideremos
qued T corresponde & hora da moféNesse castDmn o @8Assim Q. ¢ 1 6
o @W8Logod p@eQd c¢Tm p@Q
Ap6s 0 horas apos o crime tem&0 oty ¢mp@Q 8 Depois demais 1
hora, isto é, decorridas p horas ap6s o crime, teremosvalor de "Q0 p otpd
¢ T p @Q ) ) )
Temos entdo um sistema com 2 equacfes néo lingars: p @WQ eptp
p @Q & . Dividindo uma equacio pela outra, teap tp  p tWWQ ho que acarreta
- h

. Substituindo na primeira equacéo obtemdy) p @ Q Pl —

:T(l =y

queQ

[ Usando a propriedade do

3<| ¢
:T<| S5
3'(| ¢

. R N
Assim chegamos a— e teremod |

h

logaritmo de uma poténcia obtemos e clt T @oud e 2h15min.

h
Sendo'Ya hora da morte, @ horas depois da morte ter ocorridgolicia chega as 23:30h,

entdao’y o ¢ dp 1B Concluimos entdo qu&e ¢ 0 Qo 'Re ¢ Q@M UQE ¢ p Qp QE
Note gque ndo chegamos a obter o valor da consiarjfeque o0 nosso objetivo principal
era achab . Se desejarmos encorded aplicando de novo propriedades de logaritmo, chegamos

ab «a 8—: e T t.P

Como valor de 0 obtido acimaque se aplica a seres humanos em geral, a fupgio
determina a temperatura em cada instante vai satisS@ger 0 06z 6 6z N
Como™Qnm 6 &6 o @ é atemperatura aproximada de uma pessoa no instante da morte,
temos quéd o @ 0O, onded é a temperatura do ambiente onde est4 a vitima. Concluimos
entioqueQd 6 o H& h 8,

Conhecendo esta férmula, os peritos de seriados de TV chegam 1@ hoedem neste
momento a temperatura do ambiehiea temperatura do corpo, que sera o Valor . Eles entédo
substituem este ultimo valor na formula, a partir dela encontram o tempo que passou entre a hora
da morte’Ye a hora em que eles chegar@mue é o valor ded 8 Entdo a hora da morte sera,
aproximadamentéY O 038
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No caso do problema 2.13, como a temperatura ambiende era 1t Celsius,a funcdcdQ
satisfaz’Qd ¢ T p @Q h 8 uytilizando 0GeoGebrabtemos o grafico d@apresentado
naFigura 2.32 a seguir Note que a temperatura do corpo com o passar do tempo se aproxima da
temperatura do ambiente (que éda# A1 D@ &ta de acordo com a Fisica.

36,5

Figura 2.32 - Gréfico da fungéo temperatura de um corpo segundo a lei de resfriamento de Newton

Como ja visto nas secdes anteriores, a utilizacdo de funcdes na resolucdo de problemas
pode ser facilitada com o conhecimento de algumas propriedades da funcdo: em que intervalos
ela é crescente ou decrescente, se ela é bijetora, se ela pode ser expressamposta de duas
outras funcdes mais simples ou se existe a sua inversa.

Um outro elemento facilitador €éonhecend a representacdo algébrica da funcéo,
conseguir determinae o seu grafico possui certas caracteristicas de simett@arepeticdd?ara
a préoxima secdo foram selecionados problemas envolvaigdmas funcdes importantes que
possueneste tipo de propriedades.

Alguns destes problemas exploram também a composta destas funcdes importantes com
func&o afim e como esta operacéo afeta o gréafico destas furkgiedipo de fungdes compostas
€ importante para modelar problemas envolvendo diversos fenbmenosdikiotixjicos

2.3 Funcdes Pares/impares e Funcdes Periddicas

O primeiro problema desta secéo explora gréaficos, simetrias e repeticdes. As atividades em
sala de aula com os alunos sdo muito enriquecidas pela utilizaGioGebra

Problema 2.14 Seja™®, vlw © s uma funcéo tal que uma parte do seu grafico esta
representada n&igura 2.33 (a).

a) Utilize as ferramentas dGeoGebragpara completar o grafico d&) sabendo que o gréfico
simétrico em relag&o a origem.
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b) Considerandgue a funca&jgs © A € par e periddica de period¥ T, utilize as ferramentas
do GeoGebragpara completar o seu gréfico, respeitando as informacdes sobre ele apresentadas
naFigura 2.33(b).

(b)

Figura 2.33 - Parte dos gréficos das funcd€e "Qdo problema 2.14

Para obter a solucdo do problema, recordemos a defini¢édong® par. "@0° 5 tal que
Qo Q wh para cadaw™ oh dominio da funcddQ Geometricamente o gréafico d@é
simétrico em relacéo ao eixo cartesiano vertical

Umafuncao impar, @0 © s hé aquela qusatisfaz a condicdo em qifem Q wh
para cadap™ &h dominio da funcadtal que N W8Geometricamente isto significa que o
gréfico de"Qé simétrico em relagdo a origem (ou seja, é obtido apds reflexdo em relacdo ao eixo
cartesiano vertical, seguida de reflexdo em relacao ao eixo cartesiano hoozamntalversa

Uma funcao@g © 9 chamase periddica quando existe um namefy Tt tal que
Qo Y Qo hpara cadao™ 5. Quando isto acontece, enti@w Q'Y 'Qw hpara cada
WM A e para cadd™ ¥. O menor nUmerdY Tttal queQw Y Q hpara cadao™ s é
chamad@eriodo da funcadQ

Podese notar, observando diretamente a definicdo, que funcdes pares e fungdes periddicas
nao podem ser injetoras.

Comparando com a definicdo acima, verificamos que a fuif@mitem a € uma funcao
impar. Utilizandose a ferramenta d@eoGebrade reflexdo em relacdo a um ponto (no caso a
origem),associado ao gréfico dgura 2.33(a), obtemos o grafico d@representado naigura
2.34 a sequir.
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Reflexao em relagédo a origem

Figura 234 - Gréfico da funcdo imp&€do problema 2.14

Utilizando as defini¢cdes de funcéo made funcéo periodidarnecidas anteriormente e a
ferramenta dé&seoGebrale reflexdo emelacdo a uma reta, a partir do graficd-tgura 2.33 (b),
obtemos o gréafico d€) apresentado rieigura2.35.

Figura2.35- Gréfico da funcadpar e periddica de periodo 4 do problema 2.14

Nasser, Sousa e Torraca (20i)estigaram o conhecimento de alunos @4 én relacao
afuncdes pares, impares, ou nem pares nem impaitesindo problemas como o problema 2.14.
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Foi possivel perceber que a identificacdo de funcdes pares (pela senetrelacdo ao eixo
vertical) ocorre com mais facilidade do que a de fun¢des impares.

Assim é importante trabalhar em sala de aula mais problemas envolvendo graficos de
funcdes impares, de preferéncia utilizandeemGebra

Para evitar que os alunos comecem a tirar conclusdes falsas do resultado do item (b) do
problema 2.14, é interessante lancar entre eles uma pesquisa sobre exemplos de fumgap par
gue néo seja periddica e de funcéo periogimnéao seja par/impar.

Duas funcdes periddicas muito importantes, utilizadas para modelar problemas envolvendo
conceitos de Fisica, Quimica ou Biologia, sdfuagdes trigonométricasseno e cossendclas
podem ser utilizadas para descrever fenbmenos como fases da lua, altura das marés, pressao
arterial, ondas eletromagnéticas, volume de ar nos pulmdes, entre muitos outros.

Muitos alunos tém dificuldades associadas a elas na primeira disciplina deo@jdle ou
elas foram abordadas de forma muito superficial no Ensino Médio ou nem foram abordadas.

Problemas envolvendo estas fungdes, que formam o alicerce das funcdes trigongmeétricas
sdo importantes em uma disciplina de-&dculo, principalmente se explorarem os seus gréaficos
e algumas propriedades fundamentais, como seno e cosseno da soma e da diferenca.

Lacunas de aprendizagem das demais funcdes trigopnométasdisncdes trigonométricas
inversas poderao ser resolvidas mais tarde na disciplina des€Db$ alunos ja tiverem esta base
inicial.

Problema 2.15: A maior roda gigante denundo foi inaugurada em 221, é a Dubai Eg,
instalada em Dubai, nos Emirados Arabes UnidGsmporta até T00 passageiros em 48
capsulas, com duracéo do passeipaj@oximadament&0 minutos. Nesta roda gigante, a altura
"Q(em metros) em que um passageiro se encontrard no instéeneminutos) foi determinada

pela sequinte [ei’'Q p ¢ op ¢ AT & o hondeo™ Tt T

a) No inicio do passeio, a que altura se encontrara o passageiro? E2apimutos?

b) Utilize o GeoGebrgpara determinar o graficoda funcé@p Q ™Q08

c) Determine a altura maxima que o passageiro atingira durante o passeio e em gue instante isto
ocorreré(utilize, se necessario, as seguintes aproximaddes 1,4 e Vioe 1,7).

Inicialmente revisaremos a definicdo das funcdes, ®®ssena tangenteseus graficos e
algumagpropriedades importantes.

No Ensino Fundamental, ao estudar tridangulos retangulos com hipotenusa medindo
angulos agdos6 e, opostos respectivamente aos catetos com medielas conforme mostra

t

aFigura 236 foramdefinidos "I "Hi|| 1 ou seja, 0 quociente entre a medida do cateto oposto
- L

ao angula e a medida da hipotenus#i ||) :TE ou seja, o0 quociente entre a medida do cateto

adjacente ao angufb e amedida da hipotenusBe forma anéloga foram definidék "Hi F

AL
¥
+
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e "Hi P i A tangente do angulo agudofoi definida como o quociente entredA &) e o
AT ©,ousg, 1™ 1—+L De forma similar foi definidad “ht j—]ﬁ
r

B

|

e Ly

b

Figura 236 - Seno e cosseno num tridngulo retangulo

Foi possivel definir também a cotangente de angulos agudos,—eeme- , a secante,

como

e a cosecante, comme—. Asfuncdes trigopnométricaggeneralizam estes conceitos

para cada arco rea3

A funcéo senc definida como a que associa a cada nimerooeghlor do seno do arco
gue medevradianos.A funcao cossene definida, de modo analogo, como a que associa a cada
ndmero reatw o valor docosseno do arco que mederadianos. Afuncao tangenteé definida
como a que associa a cada nimerodetl queA 1 ¢®© T o valor da tangente do arco que mede
wradianosDa mesma forma se podem definfuacéo cotangente afuncéo secante afuncao
cossecante

A funcéo sene a funcdo cossermdanm ser construidacom auxilio da circunferéncia
trigonométrica (circunferéncia com centro na origem e raio igualda Begguinte maneira:

Quando o arcooN T , denominadgrimeiro quadrante da circunferénciaemos que

o0 pontoD, intersecéo @ circunferéncia trigonométrica consegmento de reta a partir da origem
(centro da circunferéncia trigonométrica), que forma aicocom o eixo w positivo, tem

coordenadasA T ¢@ Ad, conforme afigura 2.37 (a) e, seo arco pertencer asegundo
quadrante, onde®N -H , as funcbes seno e cosseno sdo defiidaw O Ad O Afl
OAT weAla® AifO AT'O &hconforme &igura 237 (b).

Pelo mesmo raciocinio, se o arco pertencetexoeiro quadrante, ondewN “h— , as

funcdes seno e cosseno poderdo ser definmaso OAd O A OAb “ e
ATc® ATTO AT & “ e, quando o arco pertencerqamrto quadrante, quando o arco

N —h , as fungbes seno e cosseno serdo deficoaeO Ad O Al OAt:
eATed AITO AT® w8
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P"(cos 8, sen f8)

(a) 1°quadrante (b) 2° quadrante

Figura 237 - Seno e cosseno nos dois primeiros quadrantes da circunferéncia trigonométrica

Considera-searcos com medida positiva, quando medidos a partir do eixo gassas
no sentido anthorario, e com medida negativa, caso contr@imndo um arcaé maior do que
¢* radianosos valoresde O Ad e deA T ag3&d0obtides considerandae o circulo trigonométrico
sendo percorridmais de uma veau seja, afungdessenoe cossensaoperiddica de periodo
¢"8

A Figura 238 mostra a associacao entre cada aoaw circulo trigonométrico e seu
respectivdd Ads

SENX

Figura 238 - Grafico da funcéo seno para valores de[x0 , 2 " ]

O gréfico da funcad®@s © s, tal que™Qw O Adhobtido utilizandese o software
GeoGebraestarepresentado naigura 2.39.
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Figura 2.39 - Gréfico da funcdoeal O Ad

A funcdo seno é impar, periédica de peritdo ¢*. Sua imagem é o intervalo php .

Seus valores principais s@At OA7T OA¢* mOAEL pedA p8OULtros
valores importantes s@A 1 7o) T OAT Tp) -eOATT m

O grafico da funcddQ@a © s, td que Qw AT ¢®obtido utilizandese osoftware
GeoGebraesta representada figura 2.40.

g(x)=cos(x)

’ * 3r/2 x
! ' 27
= —————

Figura 2.40- Gréfico da funcéo cosseno

A funcdo cossené par, periddica de period¥ ¢“. Sua imagem é o intervalo php .
Os seus valores principais sa& IO AT ©® p, AT*0 -1,AT &6 A1l & m

Outros valores importantes s&d © 2 A1 &6 -eAi &6 2.

Podese observar também que o grafico da funcdo cossentranslacédo do gréafico da
funcdosenode - unidades para esquerda, ou segjA 1 ¢® O Ao - . No apéndice Al deste

livro, 0 exemplo A1.10 mostra como utilizar recursos do GeoGelyeaobter o gréafico da funcao

cosseno por translacao do grafico da fungao.seno
As demais funcdes trigonométricammbém podem ser construidas com auxilio da

circunferéncia trigonométrica.
A representacdo grafica da funcdo tangente é caracterizada sgelspontos de

descontinuidadecomo mostra Figura 2.41.
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1
1 a ' '
I - '

i

Figura 2.41- Gréfico da funcéo tangente

Existem muitapropriedades importantes envolvendo as func¢des sesgene@ tangente
gue sdo grandes facilitadoras na resolucdo de problémnas. elas, cabedestacarma relacdo
Al @ OAlw p;osenodasom®Adh o OADLATO OALAT deoda
diferenca,0Ad & OAGAT O OAHSAT dNa férmula para o cosseno da soma
AT o ATl QAT O OADH8AD e de modo similarpara o da diferenca, dada por
AT o Al QAT O OAdsAD.Finalmente, a formula para a tangente da soma,
O ———eda diferenc® @ © S

Cabe observar que as funcbes trigopnométrisasdo periddicas, ndo sao injetoras.
Considerando restricdo delas a domireos que elas sejam injetoras, e coantradominios
coincidindo com imagem, teremos restricdo de seno, cosseno e tangente bijetoras, logo possuindo
inversas, que sdo muito Uteis.

No caso da funcéo tangente, considerando a resf@fo—h- © s, encontraremos a

inversa que a cada teaassocia umumero reah OOA@ , no intervalamberto  -h- , conforme
mostra aFigura 2.42 a seguir

y=a v =n/2

7 .

Figura 2.42 - Gréafico dafuncdotangentéQe sua inversarcotangenté
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Estamos agora prontos para resolver o probl2h& No caso do itema calculamos
primeiro a altura inicialQ Q= p ¢ @p ¢ ATTG 1267 124 = 2m.

Ap6s25minutos,”Q Q¢ v p ¢ @p ¢ AT & . Utlizando a férmula do cosseno da
soma e alguns dos valores importantes de seno e cosseno, obtemdsi gBe
AT 6 - Al 6 7 Assim,Q PC O tice ¢ phom.

Utilizando o GeoGebra obtemos o grafico da funcad@,mit ° s, conforme
Figura 243.

250

200

160

100

50

Figura 243 - Grafico da fungaddo problema 2.15

Umaforma de obter a solucéo do item c € estudando a funcao altura e observando o gréafico
da funcao cossenmFigura 2.40.

Temos™Q pcepcAl 6oem 0 T mAssimm —06 —8& 1 ¢“8No
intervalo mic* , a funcéo cossertem valor maximo igual a 1 e minimo iguak&)(

Observando a férmula para a altidaotamos que, como se trata de uma subtracao, o valor
de"Qaumenta a medida que a parcela a subtrair diminui, &d&cd maxima quando 0 cosseno
tiver valor minimo. Assim, a altura maxima s&a p ¢ ¢p ¢ Tp ¢ L metros.

Pelo gréfico dé&rigura 240, o valor minimo dé\ 1 66 pquandaw “. Neste problema
W — O portanto® =— 0. Chegamo$inalmente ao valor procurado de ¢ tminutos.

Outra forma de chegar a solucdo deste item é utilizar um raciocinio geométrico, explorando
o grafico obtido no item b com auxilio ddeoGebraassociado a uma outra ferramenta deste
software a reta tangente a uma curva. Esta forma de obter o valor maximo ou minimo de uma
funcdo sera apresentada em detalhe mais adiante, no capitulo 3.
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Supondo que a funcd@do problema anterior fosse estendida para odda, qual sefo
seu periodo? Para qaéuncadA T ¢i@omplete unperiodo ou ciclo completpwdeve variar entre

0e¢”.Definindow — 0 entdoteremaos — 0 ¢“,oqueacarretaque 0O T Ttdevera

ser o ciclo completo. Assim, o periodo@sea”Y T mmin.

Ao trabalhar com fung@es periddicas € importante observar como o periodo se modifica ao
considerar uma funcao trigopnométrica (cComo seno ou cosseno) composta com outra fungéo
(geralmente uma funcéo afim, em particular uma funcao linear).

De modo geral € simples verificar, da megarenacomo foi feito no caso anterior, que o0
periodo das funcbes definidgor @ & WAHO Q) ouw @ AT Ao 'Q), onde

N R

chuhuiiQsao constantes reaise 1mserd’yY s o seja, o periodo ndo depende das constantes

ofoe B Esta propriedade ser4 utilizada na resolugéo do préximo problema. Note que osvalor da
constants e wtem o poder de alterar os valores maximo e minimo das fun@esvalor das
constantesoe Qinfluem nos valores déonde as fungdes alcangam valor maximo e minimo.

Problema 2.16: O pistdo de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro de um
cilindro, comailustra aFigura 2.44 a seguir
Suponha que, em um instariemedidoem segundos, a altur®o do pistdo, em

centimetros, possa ser descrita pela expre®do 1t TOA Th— 08

a) Determine a altura minima e a altura maxima que este pistao pode atingir.
b) Encontre o numero de ciclos completos que este pistéo realiza, funcionando durante 1 minuto.
c) Utilize o GeoGebrapara obter o gréfico da funcéd@ (Adaptado do vestibular UFPR)

Figura 2.44 - Pistao de um motor dentro de um cilindro
Fonte:UFPR (2013)

Sabendo que o valor maximo e o valor minimad d@ & s&o, respectivamente, 1 @,
obtemosQ T T p T1men T Tp | ouseja, aaltura minima do pistdo sera
0 cm e a altura maxima sera der8.
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Para obter a solucéo do item b, determinamos primeiro o periodo da fQrugio base

na propriedade jA& mencionada anteriormente. Tererfvos — c“8h— Tt v Entao,
N

guando o pistdo se movimenta por 0,05 segundos, ele raaliziclo completo. Se o pistdo
funcionar durante 1 minuto, isto €, por 60 segundos, efetuando uma regra de trés simples, teremos

gue o numero de ciclos completos - PG Tciklos completos.
O gréfico da funca® obtido utilizandese 0GeoGebraesta representadaFigura 2.45.

Altura maxima: 8 cm

ciclo completo

Altura minima: 0 cm

0 001 002 003 004 _005 006 007 008 009 0.1
Periodo

Figura 2.45- Gréafico d& oscilagbes de um pistdo

No préximo problema, terse uma ideia da funcéo que descreve o fendmeno periédico e
0 objetivo é determinfa completamente com auxilio de informacdes sobre o fendmeno. Apesar
de parecer complicado, o fato de se tratar de um fenémeno peridédico com ado®slservados
conhecidos faz com que sua solucao, neste caso, seja bastante simples.

Problema 2.17: O subir e descer das marés ¢ regulado por varios fatores, sendo o principal
deles a atracdo gravitacional entre Terra e Lua. Se desprezassemos os demais fatores, teriamos
sempre o intervalo de 12,4 horas entre duas marés altas consecutivas, e semprea altaesm
maxima de maré, por exemplo, 1,5 metro. Neg@isacao, o grafico da funcdo que relacionaria
tempo O e altura de maréo seria semelhante ao dagura 2.46 a seguir
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I 12,4 horas |

1,6

-1,5

Figura 2.46- Funcac'@o© 0 que descreve altura das marés
Fonte: PUC Campinas, SP

O fenémeno das marés pode ser deseritdopor uma funcaétal qued Qo | OAT 1,
ondeo é medid em metros €, em horasO intervalo entre duas marés altas sucessivds ¥,4
horas, tendo sempre a mesma altura maxima de 1,5 metro. Determine oasmatamdtantes e
I .(Adaptado vestibular PUCampinas, SP)

Dos dados observados sabemos que o periodo da fid&a6 p &r. Por outro lado,
como jafoi apontado ante periodo dema funcéo qualquéftal que™Qd  wOA DO Q é
dado por’Y o Entéos—s p rhlogoos dois valorepossivés sdo @ U - - Supondo que
&) —, 0s valores da func&o terdo que satisfazer a equag@o | OA T—h ,ondg  —8
Como a altura maxima vai ocorrer quando o valor da funcdo seno for méaximo, isto €, quando

OAk peno pluh logo obrigatoriamente  phlv. Uma possiveluncdo™Qsera tal que

Qo ph OA T—h . Outra solucégara as constantes s€ra —ﬁﬁ acarretado que o valor

de| plv, portanto a funcéo ter4 a mesma expressao algébrica.
O proximo problema também consiste em determinar uma fungdo que descreva o
fendbmeno, mas é menos imediato que o que acabamos de apresentar.

Problema 2.18: Em 2014 foi inaugurada a maiooda-gigante do mundo (até a inauguracao
da Dubai Eye), a High Roller, situada em Las Vegdsigura 2.47 representaum esboco dessa
roda-gigante,no qual o ponta representa uma de suas cadeiras.
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ol

Solo

Solo

Figura 2.47 - Esquemala rodagigante High Roller
Fonte: adaptadde http://en.wikipedia.org

A partir da posicao indicada, em que o segmdntdse encontra paralelo ao plano do solo,
rotacionase a High Roller no sentido astibrario, em torno do pont@. Sejamo o angulo
determinado pelo segmentolem relagdo a sua posicao inicial,"@a funcdo que descreve a
altura do ponto0, em relacéo ao solo, em funcdo @eApds duas voltas completd®tem o

grafico daFigura 2. 48. A altura pode sercalculada pela expressa®o

O AT ®

680 A b . Determineent&o o valor de cada constanitao e @ (Adaptado da questdo 170, ENEM

2018

4 f(metro)

168 | -

0| w2 on

47t (radiano)

Figura 2.48 - Possivel grafico da fungdo do problema 2.19
Fonte:ENEM 201§

Observando o gréfico daigura 2.48, retiramosos dadosQrt
Devido a simetrimbservada, terae também quéQ“

Wye Q- p od)

) @Substituindo os dados na expressao

de "Q0 obtemos entdo as seguintes equacdes:® YW D O PO O O Y
Utilizando a primeira e a terceira equacdes temosmueat e | @ Substituindo na segunda

equacdo teremad P BConcluimos quéo

gy proADds8


http://en.wikipedia.org/
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Na primeira secdo deste capitulo foram incluidos problemas onde, além de fungdes, eram
abordados conceitos de perimetro e de area. Para encerrar esta sec¢do foi escolhido um problema
gue explora o conceito de volume, além de incluir funcdes impares éaiqzes.

Problema2.19: Um fabricante deseja projetar uma caixa de base quadrada, com lado medindo
wcm e altura medind@cm, tendo area superficial fixada em 108

a) Supondo que a caixa nao tenha tampa, determine a flifigéie associa a cada possivel valor

de o volume correspondentee o dominio déQ

b) Supondo que a caixa tenha tampa, determine a fullpfi@ associaao volumeaw, e o dominio

de"Q

c) Utilize o GeoGebrgpara obter o gréafico das funcdése "Q

d) A partir dos gréficos obtidos estime qual seria o volume méaximo da caixa sem tampa e da caixa
com tampa.

Uma caixa como descrita no enunciado, serdo naFigura 2.49 a seguiy cujo volume
serd dado pab @ 'Q supondane ‘Qpositivos.

Figura 2.49 - Caixa de base quadrada do problema 2.19

Do enunciadptemos que a area superficial p 1 ¢n?. Assim, supondo que a caixa
ndo tenha tampa, existem quatro faces lateraita uma com &rea iguad#he o fundo da caixa

com areaguala w,logo0 p MY 13Q o .Desta equacaobtemosQ ——.

Comow mhpara quéQ Thé necessaritambém que T Y 1T, 0 que vai acarretar
que™ @ Wp m8ap

Substituindo a expressao @na formula do volume da caixa, encontraracsxpressao
W — (R -W.

Podemos definir entdo a func&,mip Ty A, que associa, a cada¥ THV/Ip T yh
ovalorm Qw38
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Para resolver o item b o processo é similar, apenas teremos que incluir na area superficial
da caixa a tampa, com area iguab aobtendp M0 TWQ ¢w . Desta equacambtemoso

valor correspondente paf@ como send
Agora o dominio da funca@é o intervalo abertortilu T etemos a expressda funcéo

g satisfazendaw Qw — (R -0 .

Utilizando osoftwareGeoGebra possivel encontrar a solucdo do item c, representada
pelos gréaficos dé&e "Q nasFigura 2.50 (a) e (b) respectivamente.

A parte do gréfico dBigura 250 (a) que correspondé@ somentguandao N THVIp I[P
ea parte do grafico daigura 2.50 (b) quecorresponde"Qé somentguandooN TH/IL T 8

¥ o ¥
100 100
D
\ 50 50
\ 108 V54 X
Yo a5 4 2 ] Z 4 & 8 10| 12 0 8\ 6 4 -2 Z 4 & |8 10 12
\. / \
\ / 50 -50
\ \ c
II
\
c 100 '.|| 100
@ (®)

Figura 2.50- (a) e (b) Graficos das funcdes f e g do problema 2.19

Observando os dois graficos, podemos estimar que o volume maximo da caixa sem tampa
(grafico daFigura 2.50 (a)) ocorrera quandafor um valor proximo de 6 cm e, reescaso, 0
volume méaximo seré p 1 dnm’. No caso da caixa com tampa (graficd=igura 2.50 (b)), o
volume méaximo ocorrera quandifor préximo de 4 cm e o volume maximo sebd X @ 4.

O software GeoGebra possui um recurso( i Ot i i) para dedermina
(aproximadamentem geralse for um namero que necessite arreldanento/truncamentonde
est«o o0s fdApi cos ,conmmdastraalBigusa®.50dag eafFigura2.50€¥ O que
isto significa, matematicamentgera visto no capitulo 3.

Utilizando este recurso para as func@es Qdescobrimogjue o volume maximo ocorre
aproximadamente par@® @@ § e serdaproximadamenteggual a & p T &hno caso da
caixa semampa. No caso da caixa com tampa, o valor aproximadaygrelt o § e o volume
correspondente aproximado ser& x @ o & . Paraobter asolucdes exatag necessario usar
uma conversdo e trabalhar cama representacaalgébrica Esse aspecto sera abordado no
capitulo 3.

O proximo capitulo serdnteiramentededicado a problemas de maximo/minimo de
funcdes, com auxilidenovos conceitos e de outros recurso&doGebraNese mesmacapitulo
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um outro problema envolvendo funcfes polinomiais de terceiro grau (ou de grau 3) sera resolvido
de forma mais precisa utilizando estas técnicas adicionais.

Além disso, na primeira disciplina de C&dra estudado um novo conceito, de derivada de
fungBes, um recurso poderoso para resolver este tipo de problefoasia mais rapida e simples,
em geral.

Com respeito asxtensdes ddancdes Qe "Qsupondacomdominioa doproblema2.19,
podemos observar que sao fungdes impares (nem toda funcéo polinomial do terceiro grau € impar,
observe por exemplo a funcé@tal que Qo @ @, ela ndo é nem par nem impaDisSN&0
satisfaz as duas defini¢cdes ja apresentadas no inicio desta secéo

Uma propriedade das funcdes impares é a seguinte: se 0 pertencer ao dominio de uma
funcdo imparQ entdo necessariamenfert Tt (consequéncia direta da definicdo). E o que
ocorre com as duas func@dsFigura 2.50.

A funcao polinomial de grau trés mais simples é a fuigfio s,talquéQwm ©.E
uma funcéo impae seu grafico esta representadd-igaura 2.51.

E facil ver pelo gréfico que a func@ bijetora, logo, pela definicéo ja revisada na secéo
2.2, ela tem inversa, a funcdo ds a,onde’Q ® W« O gréfico da inversa, obtido
utilizando a ferramenta do GeoGelgnae produz reflexdo emelagdo auma reta, também esta
representado maesmaFigura 2.51.

{_ Reta y=x

Lo

|
Figura 251 - Gréfico da funcdfonde'Qw @ e sua inversa
A préxima secdo sera dedicada as funcdes definidas por varias sentencas e as funcfes
descontinuas, que aparecem em muitas situacdesfoe@iBes que descrevem comportamentos
de grandezas que constam do nosso cotidiano, muitas vezes veiculadas em noticias de jornais, e
séo pouco exploradas ndl€acadasica.
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2.4 FuncdedDefinidas por Varias Sentencas éescontinuas

Muitas situacOes reais sao representadas por fungdes definidas por mais de uma sentenca,
como o desconto do imposto de rendasesituacdes em quemos um precdixado para cada
intervalo de variacddo numero de itengApesar disso, esse tipo de funcao é pabmdadaem
geral, na Educacéo Basica.

Em uma turma do primeiro ano do Ensino Médio de um dos professores dafequipe
aplicado um teste diagnésticpo gual havia uma questaonde se pedia o grafico da funcéo
. o~ hw m
(€3] a, tal QUEQW gﬁ(b .

Nenhum aluno respondeusagjuestao. Eles perguntavaumal era a expressao algébrica
da funcdo. No entanto, trase de um grafico muito simplegpresentado naigura 2.52.

3z

Figura 2.52 - Grafico de funcgédo definida por 2 sentencgas simples

Outro exemplo classico de fungéo definida por mais de uma sentenca € o da fungéo modular
"Qw W8, que se desdobra efw BB gg g cujo grafico é formado por duas

semirretagpartindo da origem, representatiFigura 2.53.
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Figura 2.53- Gréfico da funééo modulé®tal queQ®w LB

Essa funcdo tem varias propriedades importantes. Por exempl@éemafuncao
poligonal definida em um intervalo fechaddh® (ou seja, seu gréfico é uma linha poligonal)
entdo, para cada® fo temse ™ Qo 6 OIW OS O OSs E Ow & sonde
as constante® hid B8 I s&o as afrissas dos vértices da poligonal.

Consideremos, paxemplo, a funcao poligon&} definida no intervalO pho hcujo
grafico estanostrado néigura 2.54.

Funcgao poligonal definida em [-1,3]; grafico com 4 vertices

Figura 2.54 - Funcaagpoligonal
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Os vérticessdo os pontosoy phthw 1ip @ pht e w ofv 8Utilizando a expresséo
geral apresentada anteriormente tereif@os 6 QI PS WIB OIV PS DLW OS

Resolvendo o sistema lineabtido a partirdas informacdes sobre gvafico de"Qnos
vértices é possivel determinar as solucGesma cada valor real desAs fungcdes com 0 mesmo
grafico emQ/do satisfazeflQw 0 —— W PS BB -W pS —— W OS

O Apéndice Al deste livro apresenta este exengalma constru¢cdo dama simulacao
dinamica obtida usando um controle deslizante para a constémigGeoGebranaFigura 2.54,
corresponde a letrado controle deslizanfemostrandajue o grafico ndo se altera, no intervalo

pho & medida qué varia.

Em uma outra pesquisa em turmas do Ensino M@élicomentada na secédo 1.Baum
problema em que se pepara determinar o gréfico de uma fungéo definida por varias sentencgas
num passo a passo em que se determina o valor da funcdo em cada intervalo.

Os alunos acabaram esbocando varios graficos num unico esboco, superpostos. N&o
entenderam o objetivo do problefeate problema vai ser apresentado ainda nesta secéo, problema
2.21)

Por esas razdes, consideramos esta se¢cdo muito importante para ajudar o professor a
perceber estas lacunas na aprendizagem e ajudaunssunos a superar &s obstaculos.

Para comecar a secao foi escolhido um problema contextualizdaonado a funcdo
modular e ainda foi incluido um item relacionado a funcdes periodigs trigonomeétricas).

Problema 2.20: Apds andlise das compras em meses anteriores, o site de compras online

Compra FAcil verificou que o nimero de pessbagie compren algumproduto em cada diaw

de um més qualquer (considerando um modelo matematico de més padrdo com Sdatias)

pela funcad@, plthB v m  w, satisfazendd Q& C T ¢ 8 O T BT

a) Determine quantas pessoas compram algum produto neste site no dia 05.

b) Determine em qual dia do més 4000 pessoas compram algum produto neste site.

¢) Em qual dia do més o nimero de compradores é minimo? Qual foi este nimero?

d) Utilize o GeoGebragpara esbocar o grafico da funca@e, a partir dele, calcular o dia em que

0 numero de compradores € maximo.

e) Obtenha a solucdo do item anterior utilizando somente argumeldébricos, apartir da

definicdo da funcéo modular.

f) Suponha que a func&@possui uma extensao, periodica de periodo 30, definida no conjunto
pltho 8 o ¢ mSupondo um modelo aproximado em que cada més tem 30 dias, determine em qual

dia do ano (supondo ano de 360 dias), situado RorB3%, o nimero de compradores saiaimo.

(Adaptado de lezzDolce, Degenszajn e Périga)11)

A solucao do item a depende, essencialmente, do aluno ter o conhecimento de que o médulo
de um ndmero é o seu valor absoluto. As§im,"Qu ¢ TW €8 O T TTE NIC B
CTTTE MAITT O TTTTK TT TPESSO0AS.
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O item b consiste em achaspdia(s) wem que o niimero de compradosefad T TUTI TT
Substituindo o valor dé na expressédo d€w chegamos a equacdo modufgr ¢ 8 U8
Entdo, sed ¢ biteremosty ¢ 8 @ C U ULBASSIM,® O T

Mas, saw ¢ bteremossv ¢ 8 Cc v @ U.Nessecas@ ¢ BLogo, nos dias 20
e 30 do més, o numero de compradores sera 4000.

Ao discutir este problema em sala, o professor pode aproveitar para discutir se esta funcéo
tem alguma caracteristica especial (ndo € injelmya ndo tem inverda

No caso do item ¢, como se sabe, o0 valor minimo da funcéo valor absoluto de um nimero
€ zero. Isto podera ocorrer, desde que ¢ v(que € um dia do més possivel). Assim, o valor
minimo da fungad&correra neste dia, e s€&ra "Q¢ U ¢ TI TPESSOAS.

Como o dominio da funcdo é um conjunto discreto, conforme ja vimos na primeira secao
deste capitulo, o grafico sera formado por pontos isolados, e pode ser obtido utilizando o comando
sequéncia d&eoGebrdconsulte para detalhes o Apéndice Al deste)lidografico obtido esta
representado raigura 2.55.

8000 1

7000 4

6000 4

5000 4

4000

2000

1000 4

[ A U

a

30

Figura 2.55- Gréfico da fungcd&o Problema 2.20

Observando o gréfico, tese que o dia em que o numero de compradores € m&amo
diaw p eo numero de compradores neste dia € calculado substitséneste valor na funcao.
0 Qp CTP C8 ONMMICMITCB OTTNTE NYT O T TY P Bogo sdo
7800 pessoas.
A resolucao algébrica do item e poé@eabtida analisando o terng ¢ 8nha expressao
da funcédo e descobrindo quando ele é maximo (porque os outros termos da expressao sao
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constantes, néo interferem). Lembremos que os valores possiueis g&fo 8 o 1, ou, de modo
equivalentep ® © TICOM®N w.

Da definicdo de modulo, temed ¢ 8 ® ¢ bsew 25, e ai terfamosmaior valor
da expressdo quandd o B Nesse cas@) ¢ MUWT U OTTTE MMMV O T
T M Ror outro lado, sp @ ¢ yteremostw ¢ 8 ¢ U @ que sera maximo quando a
parcela a subtrair for minima (a functal que'Qw ¢ v w é decrescente), logo quanwo
p.Portanto,0 ¢ TMACUL p OMNTIC X T O T T TYK P TABSIM 0 Nlmero maximo
de compradores sera 7800, no dia 1 do, m@sforme mostra Rigura 2.55.

A solucédo do item f segue ao constatarque ¢ v ¢ p “Yondewé o dia do ano, ou
sejaw" plio8 o @ TE é o nimero de ciclos (mesedk o periodo, isto 8Y ¢ Te 25 é o dia
do primeiro més em que o numero de compradores foi minimo, segundo o item c. No més 10
teremosy U PTM PB T ¢UL ¢ X ¢ wd0utra forma de resolver, geometricamente,
€ obter 0 esboco da extensado periodic&dae periodo 30, e observar qual serasissa do
ponto onde a funcao tera minimo no décimo més.

O capitulo 3 inclui um outro problema interessante cuja solugéo exige interpretacdo dos
dados para chegar a expresséao da funcédo, que sera também uma funcdo modular.

O proximo problema desta sec¢do envolve domgdo poligonak sua solugdo também
necessita que, a partir das informacdes contidas no enunciado, se chegue a funcéo procurada. Na
secdo 1 do primeiro capitulo deste livro est@imentados os resultadasatisfatoriosla aplicacao
deste problema em um teste diagnostiom alunos de CDNa&rios alunos conseguiram esbocar
o grafico, mas sem conseguir achar a expressao algébricajéagmrdo corDuval (ver capitulo
1, se¢do 1), a aprendizagsignificativado conceito de funcdo ndo ocorreu.

Problema2.21: Uma formiga anda sobre o contorno de um retangufd 6, @m vértice®,
0, 0, D, no sentido anthorario, sendad o vérticeinferior esquerdo. Ela parte do pontg ao
andar 20 cm chega ao vértiée depois se andar mais 10 cm chega ao védieefinaliza seu
trajeto andando mai&0 cm e chegando €@ A partir ded, se ela andaccm, a formiga estara
emalgumponto™Odo contorno.

a) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do &adocomo mostra &igura 2. 56,
determinea funcdo que associa ao comprimeatao valor da area do triangulo ‘0~0O

D C
o

Figura 2.56 - Posigdo da formiga no poniddo contornd 6
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b) Supondo que a formiga esteja em algum ponto dodadaletermine a funcao que associa o
comprimentavao valor da area do triangulo ‘07O

c) Supondo que a formiga esteja em algum ponto doda@udetermine a funcdo que associa o
comprimentanao valor da area do triangulo ‘0.0

d) Determine a expressao algébrica da area do triangul® ;@m funcédo dey se a formiga
estiver em qualquer ponto do contom@ 0.0

e) Utilize o softwareGeoGebrgpara esbocar o grafico da fungéo obtida no itenfAtlaptad da
questéo 2, ¥ase, niveB, OBMER, 2014)

Observanda Figura 2.56, o triangulod O "® retangulo, com base de comprimex®
altura igual a medida do segmeitd® que é 10. Logo a area do triangald>@emt @ ¢ Tt

terdvalorQm —oB T v resolvendm itema.

Suponhamos agora quéoamiga percorreu o contorno indo deté"Q F sobre o ladd §
teremos um triangulo ‘O "@mo naFigura 2.57.

D C

Figura 2.57 - Posicdo da formiga no ponitddo contornd@ ¢

Nesse caso, o trianguo’O tera o comprimento da ba8eO p Te altura medindo 20, se
"Oestiver em qualquer ponto do lafla portanto a area do trianguboO’Bew 6 6 6 "Bou

seja,¢ T @ o mteramediddQw - p T ¢ T p T.iTemos assim a solucao dem b

Agora, se a formiga percorreu o contorno ind@® @é"Q "Osobre o lad® Qteremos um
triangulo como né&igura 2.58.

D F C
O O
A B
o O

Figura 2.58 - Posigdo da formiga no pon¥odo contornd ‘O
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O triangulo 6 O "@ra o comprimento da base igualbaO p me altura medindo o
comprimento deO"OComo o comprimento totab 6 6 6 6 O ¢m pTM ¢ T VUTE O
comprimentod 6 6 0 0 'O w obtemos que a altura do triangutp O Otera medida

00 v T @ Assim, a area do tridngulo,sat & UL fiterdAmediddQow -& BL T ©

¢ v Ttuatfinalizando assim a solucdo dem c.
Observando as solu¢@es dos trés itens anteriores, a f@wdo Y "Ow, ondex é a
distancia percorrida pela formiga deaté"Q ao longode algum pontalo contorn@ 6 6 ©Yé a
area do triangulo 0 OO0 sera definida da seguinte forma:"Y "Ow
vch i Qr o ¢m
prim { dgm ® o™
cuTmuchi @m w uTm
Para finalizar o item e, observamos a expressao algébrica obtida ng éertilidamos o
comando daseoGebrgara esbocar graficos de funcéo definida por mais de uma sentenca (ver
detalhes no Apéndice Al deste livpgra determinas grafico deQ representado néigura 2.59.

(20,100) (30,100)

4
{U,U) 18 2 0 40

Figura 2.59 - Grafico da fungéo aré®para o problema 2.21

A maioria dos problemas sobre fungéapresentada por meio uima descricédo verbal de
situacdes envolvendo uma fungdiee o aluno precisa identificar a partir Wlda representacao
algébricapara chegar a solucdo, ou, a partistdeainda efetuar uma conversdo para
representacaoum registragrafico e assim chegar finalmentesalucéo

No problema2.22a seguir, € invertida a ordemabitual ou seja, a partir da representacao
gréfica de uma funcdo chega a solucdo de um problema e, s é solicitadacomzerséo para
representacdoum registraalgébricq quando realmente for neceseari

A sequéncia de itens propostaenunciado do problenteve como objetivo provocar uma
reflexdo no aluno de forma que ele consiga compreender o papel essencial das restricbes no
dominio.
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Problema2.22: Numa loja existem dois tipos de maquinas copiaddras). AFigura 260a
seguir, mostra esboc¢pfeitos por um funcionario da lojdps graficos das func6éle™Q, ambas
do tipo afim por partesquefornecem os precof) w e "Q w que cada copiadora cobra para
fazerwcopias.

fa /B
Q Q
o ..
.p° : S
N
IS
0 1500 0 1500

Figura 260 - Graficos das fun¢G6€R (a esquerda) & (a direita)
Fonte:Adaptada d@iazutti, Vaz e Andrade (202

a) Utilize o GeoGebrapara representar os graficos das funct@® "Q , localizando os pontos

0 @ vhp v, 0 p T Mprme"Y¢ Thg T e utilizando a mesma escala.

b) Utilize o GeoGebragpara representar as duas fungo€se "Q no mesmo plano cartesiano, e
determine cada quantidade possivel de cOpias em que o preco total, usando qualquer uma das
copiadoras, seja 0 mesmao.

c) Utilize o GeoGebrgpara esbocar o grafico de uma nova fun@aue associa a cada numero

de cépias o menor preco entre as duas copiadoras.

d) Determine uma representacdo algébrica da fung@e o valor de'Qp ¢ T B Qp v TL.TT
(Adaptado o vestibular FATEG

Para facilitara comparacédo entre os precos das duas copiadoras, ao utiltanGebra
para esbocar os graficos, vamos considerar em ambos a vaigeg&o horizontal entre T1e
coum pouco maior do que 1400, uma vez que este é o maior valor entseissaaldos pontas
0 e"Y Um raciocinio similar nos leva a considerar a variacdo no eixo verticatentree wum
pouco maior do que 80.

O dominio das funcbes é o conjunto dos naturais, mas o conjunto de valaréesr ke
complicado visualizar o grafico como conjunto de pontos isolados, entdo resolveremos um
problema auxiliar similar, mas com dominio sendo os reais positivos, lembrando que a solucao de
cada item precisa ser uma quantidade de c@pissivelportanto um nimero natural).

Utilizando entédo os recursos @eoGebragara tracar pontos e segmentos de reta, obtemos
os graficogdaFigura 261 resolvendo assim o item a do problema.
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Precgo copiadora fj

70

60

40

30

20

Quantidade de Copias

100

Prego Copiadora fp

Quantidade de Copias

&
-
200 400 600 800 1000 1200 1400

1600 o 200 400 600 800 1000 1200

1600

Figura 261 - Gréficos das funcdé®e "Qlocalizando os pontast 'Y

Justapondo os dois esbocos no mesmo plano cartesiano,noastra aFigura 262, é

possivel verificar que os gréficos se interceptam nos pontdst e0 p 1 HrTT ja conhecidos

a partir do enunciado, ou seja, o preco de 0 copias € 0 reais e de 1400 cépias € 80 reais, utilizando
qualquer uma das duas copiadoras. Além deles, o @rtoxIY v também é ponto de
intersecao, e suas coordenadas podem ser obtidas utilzaecasode intersecdde pontogio
GeoGebraPortanto, o pre¢o de 275 copias, usando qualquer uma das copiadoras, 2y @. R$

Assim esta resolvido ibem bdo problema.

prego
80

70
60 copiadora f,
50
40

30 E

9
20 oG

[

[

1

[

[

P

copiadora fB

®
|
I
I
1
1
H
1
1
1
I
I
I
I
I
I
1
|
I

600

700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400

quantidade de copias

Figura 262 - Comparac¢éo dos precos das duas copiadoras
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Para obter a solugdo do item ¢ é necessario comparar 0os precos das copiaddras
porque afuncddQ | ETORQ ,istoé&:Qw "Qw,quanddQw "Qw e Qw Qw,
quandcQ @ "Q w38

Entre os ponto$ e 0, ou seja, quanda @ ¢ x,w grafico d€Q (na cor rosa) esta
abaixo do déQ (na cor verde), logo o preco da copiador@ menor do que o da copiaddra

Ja entre os pont@@e 0, ou seja, quando X L & p T Trargrafico que esta abaixo (ou
seja, com valor menor das ordenadas, ou imagens da funcd®) ¢edeverde). Ou seja, 0 preco
da copiador® é menor do que a copiadaya

Para valores d& p T Tvai mudar de novo, o0 menor preco € o da copiadloEntao,
utilizando setasinformacdese os recursos déeoGebrapodemos obter o grafico da funcap
representadoaFigura 263 (nacor laranja).

Para concluir a solugédo, utilizando a formula para equacédo de reta conhecidos dois dos seus
pontos, é facil obter a expressédo algébricdé&Q . Encontraremos entdo o seguinte:

—h @ ® oum —h @ o ¢nm
Q w . Qw .
— Vg @ oum — —hH® ¢nm
preco Q
80 @
70
p
* fungédo g
60 !
|
|
50 |
|
¢
40 |
1
1
30 E l
S, 1
9@ 1
20 @ fungéog |
| 1
| |
10 1 1
1 1
Q I !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1
quantidade de copias

Figura 263-Gréfico da funcddQ [ E T'ORQ
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Utilizando o mesmo raciocinio ja empregado na solucéo do item c, teremos que a funcao
—hi@ & ¢xv

('3}

"Quai satisfazer o seguintéQe  — —hi @x v ® p T TMENEACQP ¢ e X P X
y — Y 8§ @ ptnm
eQpumnny a8

Também poderiamos obter a expressa@deetamente, observando o gréafico ‘tma
Figura 263 e utilizando a férmula da equac&o ga que passa por it e O ¢ Xy v e a
que passa pdel p T Mt Para determinar a Gltima sentenca na express&ageteriamos
que observar que, pata p T @AW Q. Entdo bastaria obter a expressac@epara
valores d& @ v,Tisto é, para o trecho do gréfico enire 0.

Desta forma, em vez de obter 4 sentencas (duas(parduas par&2 , para aproveitar
somente as trés sentencas da expressdpateontrariamos as trés sentenca¥Xdeetamente.

Afinal, o problema n&o solicita encontrar a expresséo dos precos de cada copiadora.

E sempre importante discutir com os alunos qual deve ser o planejamento para obter a
solucédo de um problema, que tem varias etapas, para trabalhar de forma mais simples e objetiva.
Poupa tempo e evita calculos evitaveis, passiveis de render erros det@onta

Até este momento, cada problema apresentado em que o dominio era continuo envolveu
umafuncéo continua em todos os elementos do seu dominio. Intuitivamente, dizemos que uma
funcdo QD s A é continua em algum elemenid® s, quando, a medida que escolhemos
elementosoN "@ada vez mais proximos detivermos os valores corresponderi®®® cada vez
mais proximos do valoiQd . Caso isto ndo acontecga, dizemos tdedescontinuaem G A
definicdo formal, utilizando conceito timite, é estudada na primeira disciplina de CDI

Como muitos problemas contextualizados envolvem funcfes desconténiraportante
selecionar alguns para esta secdo. O proximo problema envolve uma fungdo com varias
descontinuidades, chamaflancdo escadaou seja, ela é constante em cada subintervalo do
dominia A funcdo do problema também é definida por varias sentengas.

Problema 2.23: Um estacionamento rotativo usa a tabaf@resentadana Figura 2. 64 para
cobranca, de acordo com o tempo de permanéncia:

TABELA

1 hora RS 6,00

2* hora | RS 3,00

horas seguinte | R$2,00

FRAGAO DE HORA E COBRADA
COMO HORA INTEIRA

Figura 2.64-Tabela na entrada de um estacionamento rotativo
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a) Encontre o valor queai ser cobrado se o carro ficar no estacionamento por asor

b) De acordo cona tabelada Figura 2.64 podeocorreruma cobranca de R$ 10,00? Por qué?

c) Pedro pagou R$ 15,00. Quanto tempo seu carro pode ter ficado no estaciarament

d) Determineo dominio e o conjunto imagera flincdo "Qqueforneceo valor pago(em reais)
dependendo do temp@ de permanénciéem horas e fracdes de hora).

e) Utilize 0GeoGebrgara represerdr geometricamenta funcao'Q(Adaptado da questéo 166,
28reaplicacdo PPL, ENEM 2021)

Tabela 25 - Tempo X Prego

Tempo Preco
T W p 6
P W ¢ 9
¢ W o 11
c W T 13
¢ ® ¢ phEve |l w c& p

Para facilitar a resolucéo, utilizamos a estratégia de, a partir dos dados ddeaivetzos
para o estacionamento apresentaal@igura 2.64 construir a tabela 2.5, associando o tentpo
em horas e frag6es de hora, em que o0 carro permamestacionamento, ao valor cobraday ),
em reais.

Observando a tabela 2.5, encontramos o preco de R$ 11 reais, se o carro ficar 3h no
estacionamento. N«o ® poss?2vel pagar 10 reais
devido a cobranca de frac6es de hora como hora completa.

Supondo que o preco cobrado foi de R$15,00, para obter o tempo no estacionamento basta
resolveraequacd ¢ &€ p p @BEncontramosentd8d T. Assim, utilizando a expressao
correspondente na primeira coluna da tabela 2.5, obtemo&) v, ou seja, o tempo de
estacionamento foi superior a 4h e nédo ultrapassou 5h.

Observando a primeira coluna da tabela, podemos concluir que o dominio da'fué@cao
composto pelos nimeros reais do intervaith H e a sua imagem é o conjunto discreto de
ndmeros naturaispiudp pBhw ¢ & p I8

De posse das informacdes obtidas, utilizando o comando do Ge@aebfancao definida
por varias sentencas, € possivel obter um esboc¢o do grafi@ de

Entretanto, o gréfico ndo € precigara o que acontece nos pontos de descontinyidade
devi do a u nsoftvategue @ifot conbentado na sec¢do 1 do capitulo 1. Para que estes
pontos de descontinuidade afiQ® aparecam corretamente, eltsn que ser marcados
diretamente no graficaytilizando as informacdes da tabela e digitando as coordenadas de cada
ponto na janela de comando do GeoGebra. Os pontos correspondentes aos limites inferiores de
cada intervalo tamb®m s«o0o marcadoso.di® edxaammltc
Al.4 do apéndice Al deste livro mostra as etapas para obter o gréfico correto, como mostra a
Figura 265.
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Valor Pago (reais)

Permanéncia (horas)

OT 1 2 3 4 5 6

Figura 265 - Valor do estacionamento em funcdo do tempo de permanéncia

As funcbes associadas a problemas fisicos sdo geralmente continuas, mas existem
excec¢Oes, como problemas envolvendo resisténcias elétricas. O problema a seguir, associado a
uma lei fisica, envolve uma funcéo continua em seu dominio. Além disso o prollerda a
grandezas inversamente proporcionamsnplementando problemas na se¢cédo 1 em que discutimos
grandezas diretamente proporcionais

Problema 2.24: De acordo com a lei fisica de BoyMariotte, o volume de uma massa gasosa

é inversamente proporcional & pressdo a que ele esta submetido, isto é, o produto dalpressao
pelo volumew é constante, sempre que sua temperatura permanece constante. Foi determinado
experimentalmente que, num ambiente martidma certa temperatuham certo gas submetido

a uma presséo de 3 atmosferas (atm), tem volume iguadedi

a) Qual sera o volume deste mesmo gas, a mesma temperatura, se a pressao subir para 4 atm? E
se a pressao subir para 5 atm?

b) Utilizando oGeoGebraletermine o grafico da funcdo que associa a preesaatao volume

de gas correspondente "Qw, supondo que a temperatura no ambiente permanece constante.
c) Supondo que o volume do gas chegab a T & &, qual foi a presséo sofrida?

d) Determine a funcao invers® . Qual o dominio e a imagem desta fungéo?

e) Considere agora a funcao abstrafa extensao dé& Qual o maior dominio possivel para esta
funcao?

f) Determine o gréafico déQutilizando oGeoGebra Qual a imagem d&? Qual propriedade
especial € satisfeita pela funcad®
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g) A funcao'Qé continua e TN s ePor qué?

Das informacfes do enunciado, sabemos que a temperatura é constani&nlog®
onde'Qé uma constante, o que toia w grandezas inversamente proporcionaisseja, uma é
proporcional ao inverso da outra.

Nesta temperatura, sendo o atm temse @ p ¢cm?, logo obtemos o valor da

constante}Q) o @ou sejad —. Sed T atm, teremosd wcm? e, quanda L atm,

encontramosy X[t & &, resolvendo o item a.
Utilizando oGeoGebraobtemos um esboco da fungdajue associa cada valor da presséo

0 @ T (em atm), ao valor correspondente para o volume Qo — (em cnd),

apresentadoaFigura 266 solucionando o item b.

A solucdo geométrica dtem c pode ser encontrada utilizando o GeoGddarsta esbocar
aretaw T (volume dado) e determinar a sua intersecao com o grafi€ppdea obter a abscissa
correspondente

Volume de gas (cim')

i 3 10 13 20 25 a0 35 40

Pressao (atm)

Figura 266 - Grafico da fungao volume de um gés, dependendo da pressao

A solucao algébrica é obtida substituirslodiretamented T na expressao da funca»
De ambas as maneiras teremns watm.
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Observando o grafico da func@temos que o dominio d&é o conjunto dos nimeros
reais positivos e 0 mesmo ocorre com 0 Seu conjunto imagem.
Da expressédo algébrica d@btemos que sua inverfa coincide com ela (logo seu

grafico também coincide, como na figura@b), logo O € a'Q ‘0a"Q serd também o
conjunto dos nameros reais positivos, resolvemdemd.
A funcdo™Qtal que'Qw — esta definida par cada valor real deliferente de zero,

sendo a extensao decom maior dominio possivel, resolverademe.
O grafico da funcaoQesta apresentadaa Figura 267, logo o seu conjunto imagem
também é o conjunto dos numeros reais ndo nulos.

Da expressdo algébrica d@temos™@Q w — — "Qw, ou seja,’Qé uma

funcao impar
Finalmente,;Qnédo é continua emN 5, porquert® ‘O¢ &Q.

funcdo g
200

150 reta y=36x

100

50

—15

Figura 267 - Gréfico da funcadQ

E possivel notar que a functé continua em cada elemedide seu dominio (o conjunto
dos numeros reais positivos), de acordo com a definicdo apresentada anteriormente nesta secéo,
comomostra o grafico diigura 266.

E possivel verificar que o grafico &égura 267 é uma hipérboleotacionadacomfocos
sobre a retad o @ simétricos em relacdo a origem, ao indésestarem sobre o eixo das
alscissas.

Cabe lembraaosalunosque umahipérbole é uma curva plana, conhecida deste o século
IV a.C., formada por todos os pontbsais que o valor absoluto da diferenca entre as distancias
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de cada) a dois pontos fixos (denominados foc@p O é igual a uma constante real posifi@a
(isto 6,0 QIO QQOBOs Q.

No contexto mais recente de Geometria Analiticaquacéo geral da hipérbéldada por
00 B owdw Ow Ow 'O mhcomd ©6 6 1 e todos os coeficientes reais. Mais
detalhes sobre conicas estdo disponiveis em Medeiros, Andrade e Wanderley (1980).

Para encerrar esta secdo foi escolhido um problema envolvendo o Imposto de Renda de
Pessoa Fisica (IRPF). A maioria das pessoas conhece a tabela de desconto do IRPF (isto é, o que
€ descontado dos salarids referéncia para calculo do IRPF mersaés deles serem recebidos
pelos trabalhadores). Basears# somente por esta tabela, muitas pessoasluem que,
ganhando mais dinheiro de forma a mudar de faixa, serdo prejudicadas com respeito ao seu salario
efetivamente recebiddbordar o problema a segwiom os alunos € extremamente importante
para aEducacao Financeira deles, validando ainda mais o estudo de fungdes definidas por varias
sentencas.

Problema 2.25: No Brasil, o Imposto de Renda de Pessoa FigRRF) esta sendo cobrado
desde fevereiro de 2024 de acordo com a tabela 2.6 a seguir.

a) Seja f a funcéo que associa, a cada valor de salario de referéncia para calculo de IRPF mensal,
qual deve ser o IRPF mensal cobrado. Determine a expressao algébritee detilizando o
software GeoGebraconstrua seu grafico.

b) Suponha duas pessoas, AnBeatriz, cujos salarios de referéncia para calculorReF mensal

séo, respectivamentde R$ 2.200,00 e R$ 2280,0Qual seré o valor do IRPRmensalcobrado

de cada uma?

c)Como ficaria o IRPFnensalde Ana e Beatrige ndo houvesse esta parcela a deduzir? Explique
0O que significa a Aparcela a deduziro da tabe

Tabela 26 - IRPF

Faixa Salariode Referéncia Aliquota | Parcela a Deduzil
1 Até R$ 2.259,20 Isento 0
2 De R$ 2.259,21 até R$ 2.826,6/ 7,5% R$ 169,44
3 De R$ 2826,66 até R$ 3.751,0! 15,0% R$ 381,44
4 De R$ 3.751,06 até R$ 4.664,6/ 22,5% R$ 662,77
5 Acima de R$ 4.664,68 27,5% R$ 896,00

Fonte: Receita Federalcessada em 20/11/2024

Consideremosyo salario de referéncia para calculo de IRPF meaxi§zb o IRPFmensal
correspondente, de acordo com a faixa de renda. Observando a tabela 2.6 sabemos qu®a funcéo
seré definida por vérias sentencEsitdg sem @ ¢ ¢ Wrait ndo havera IRPRensah pagar,
ou seja,;Qw T8

Supondo agora que ¢ dtup ¢ Y dpg considerando apenas a terceira coluna da
tabela 2.6, teriamos que o imposto seria igugl—a Tt x o Mas a quarta coluna solicita que

seja deduzida a quantia de 169,44. Sendo assim, o IRPRXera 1t x p @fwt
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Observando agora a terceira linha da tabelg, gedpgp & o X Urpyraciocinando da
mesma forma, o imposto séf&o TP B o Yp T

De modo similar, teremos, utilizando a quarta linha da tabetaysémpp @ T @ qpry
encontraremoow TiT c @ @it B

Finalmente, seguindo as informacdes da Ultima linha da tabela, tererins,sep @ptw
que Qe Tt X Y wip B

Assim, o grafico da funcééxsera representado Régura 268 e a suaxpressao algébrica
tera a seguinte forma:

. o P @ ¢ ¢ g .
T XD P et 1@ g U © ¢ Y e
Quw  mMpo ouyph | QYdpw o o) v
~TIG GO @Ok R T @ X U o T ¢ dpry
Vg g xa Yomph i @D 1 ¢ d@rw
IRPF
e O L 0 I S S e
386]8« ..........................................................................................................
-5 123 W O Y RO U MO RN NANU IS NS B
42.56 getrensresefrarenineesfessesesedraraseassnalenasktasehnas
H : Salario de referéncia
225020 282665 575105 466468 5000.00

Figura 268 - Grafico da fungdddo IRPFmensal

Devese observague, na verdade, aalarios de referéncia para calculo de IRPF mensal
IRPF correspondentes sdo numeros racidiraitusive arredondados para duas casas decimais)
assim a funcdo matematicamente correta seria descontinuaapkésentamoso graficoda
Figura 268, o caso ideal em que os salarios e IRPF séo numeros reais.

Os graficos apresentados em jornais, revistas, televisdo e outras midias, para terem sua
compreens«ao facilitada por parte de l ei t or e
apresentar descontinuidades e cometem, muitas vezes, pecrers) do ponto de vista
matematico. E importante chamar ateng&o dos alunos para estas situacgdes, inclusive ineentivando
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os a fazerem pesquisas em diferentes midias sobre evolucdo de precos de produtos, taxas de
inflagéo etc.

Passemos agora ao item b do nosso problema. Consideremos a situacao das duas pessoas.
Ana estd na primeira faixa, entdo esta isenta do desconto den&iREal, poisQ¢ ¢ 1 ™ 8Ja
Beatriz esta na segunda faixa, erf@dq ¢ Yy M X v ¢ ¢ YTIp QT p X p P PfwT
plv pque sera o valor do seu IRREnsal

Examinemosgorao i tem c¢c. Se n«o ho wiRPRnxersaldeAngp ar c e |
continuariagual a zero, ras o IRPRnensale Beatriz seria igual™® ¢ ¢ Y 1w p x &A diferenca
entre o salario de referéncia para calculo de IRPF mensal de Beatriz (2280) e o de Ana (2200) é
de apenas 80 reais, enquanto a diferenca entre o IRPF daedads 171 reais.

Ao comparar oslois salérios de referéncia para célculo de IRPF mefral e Beatriz
certamente concluiriam que né&o valia a pena Beatriz se esforcar para ter um pequeno aumento de
80,00 porque o I RPF iria ficomerodo 0o seu aument
menos que Ana.

O que significa ent«o a fAparcela a deduzi
progressiva. A aliquotaais altavai incidir somente & parte do salario de referéncia para célculo
do IRPF mensafjue excedeu o valor maximo permitido para a aliquota anteriornBaipma
pessoa consalério de referéncia para calculo do IRPF mensalsegunda faixa, ou seja,
Cclup ®» ¢ Ydpw Entdo estsaldrio serdw ¢ ¢ dgwt O A parcela de 2259,20 esta
na primeira faixa, ou seja, é isenta de IRPF. Somente na pagglee incidird o IRPF, que sera
de 7,5%. Entdo o IRPF sef@w 1 ¢ ¢ Utwt Tmimxd 1y @ ¢ ¢ gt
Tt X T X v ¢ ¢ Uga Esta Gltimgparcelada subtracd® e x at amente o val or
deduziro de 169, 44.

De modo similar, se uma pessoa tisalario de referéncia para calculo do IRPF memsal
terceira faixa, estealor® ¢ P dpg & ¢ ¢ Wwt L P @ GB8Entdo a parcela de 567,46
esta na segunda faixa e vai pagar 7,5%. Somente no que passou da seguridafgixa,vai
incidir a aliquota de 15%. Ento o valor total de IRPF sera igaba 1 1t X L UL QK &
puvw ¢ PYdpg = TP T Tolww Mpd oyYPpt Da mesma forma
chegaremos ° i eaadacuma dagtimas duasffaixasi r 0 d

As consequénciase ndo houvessdiap a r ¢ e | a, palendesobiserzadamasolucao
do problema 2.35, na proxima sec¢do, onde se aborda o IRPF num pais ficticio. Seréd interessante
explorar os dois problemas em sala de aula, de forma que os alunos carmighnm que a
Apar c el a raasfodreaduncdo IRRF dd problema 2.86ma funcdaontinua, o que néo
ocorre no caso do problema 2.35.

Conforme observadem Nasser (2010), h4 uma clara escassez de material didatico
adequado para o ensino de Educacédo Financeira. Portanto, € importante trabalhar este tipo de
problema, com os alunesom os (futuros) professores da Educacéo Bésica, ja que existem muitas
duvidas sobre o assunto, como comprova a pesquisa de Torraca, Coutinho, Ivo e Menezes (2024).



113

2.5 ProblemasPropostos

Esta secdo contém uma lista de problemas envolvendo diversas fungdes ja abordadas neste
capitulo. Na secao seguinestdo incluidas resposta®mentario®u informacdes de onde estédo
localizadas em outras partes deste livreglucdespara alguns deles. Tentamos colocar os
problemas em ordem crescente de complexidade.

Problema 2.26: Vinicius vai assinar um plano mensal de internet para a sua casa e esta
analisando cinco operadoras diferent@§] . | :
todas as operadoras varia de acordo com a quantidade de internet consumida e por isso criou um
grafico que mostra o valor, em reais, em relacdo ao numero de gigabytes utilizadeyme

mostra aFigura 269 a seguir.

Valor (RS) N
1/

Quantidade de Internet (Gigabyte)
o 10 20 30 40 50 60 T 80 20 100 110 120 130 140 150 160

Figura 269 - Graficos das funcdes dos planos de internet

a) Se Vinicius pretende consumir 40 gigabytes por més, qual o plano mais vantajoso que ele
deve escolher? E quanto ele vai pagar?

b) Em Gigabytes contratados, quando a operadisara mais vantajosaRiscuta as diversas
comparacoes entre as operadsra

operadora passa a ser mais vantajogA@aptaa da questdo 15 ENEM T 2014)
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Problema 2.27 O volume de agua em um tanque varia com o tempo de acordo com a seguinte
expressaow 0 pPTM I G KO @S Nela,w é o volume medido etn apdso horas,
contadas a partir de 8h de uma manha. Determine:

a) o dominio da funcadXxue associaao valorw o ;

b) a expresséo algébrica da funcd oseugrafico;

c) o periodo desse dia em que havera agua no tarfgdeptado doestibular da UER2018

Problema 2.28 Verificou-se experimentalmente que o volume dexagm litros, nos pulmdes

de certo individuo em repouso, variava em funcéo do téygo segundos, derma a satisfazer
aexpressd® 6 chp 1t w AT ghpar ©

a) Utilize o GeoGebrapara determinar o grafico da fungdo que associa a cada tampwalor

®w Q0.

b) Determine o volume de ar que o individuo inspira em cada ciclo respiratddaptado do
vestibular da UNIME 2014)

Problema 2.29 Uma chapa retangular metalica, de area igual a 8,132 mz2, passa por uma

maquina que a transforma, sem nenhuma perda de material, em uma telha ondufagiar.aA
2.70 mostraa telha em perspectiva.

Figura 270 - Telha ondulada
Fonte: UNIFESP (2018)

A curva que liga os pontase 0, na borda da telha, € uma senoide. Considerando um sistema de
coordenadas ortogonais com origem @ne de forma que as coordenadasidem centimetros,
sejam p whm , a senoideserd uma funcadq que ter4 uma representacdo geométrica como
mostra aFigura 271

yI/\
A P P P P P -B »
OT o — e — — o A —— *

X

Figura 271 - Senoide
Fonte: UNIFESP (2018)

a) Determine o comprimento da senoide representada na figuthdb pontod até o pontd.
b) Determine o dominio, a imagem e o periodo da fuiiQao
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c) Determine a expressao algébrica da funt@o o seu grafico utilizandGeoGebra (Adaptado
do vestibular da UNIFESP, 2018)

Problema 2.30 Um posto de gasolina encontsa localizado no km 100 de uma estrada
retilinea. Um carro com o tanque de gasolina cheio, parte do km 0 desta estrada em direcao a
uma cidade situada a 250km do ponto de partidafame aFigura 2.72.

e =
km 100

km0

Figura 272 - Posicéo do carro, posto e cidade
Fonte: UFRN, 2000

a) Num dado instante safs® que o carro esta a 10 km do posto, em frente a uma placa indicando
a quilometragem da estraddndique as possiveis posices do carro (quilometragem da estrada
indicada na placa).

b) Determine a expressao algébrica da funcéo que associa a pasiddaarro na estrada em
cada instante do seu deslocamento desde a partida até chegar a cidade, a disthrsteacarro

ao posto; determine também o dominio desta fun¢fopossivel representar a funcgéo
algebricamente de forma mais simples?

c) Utilize o GeoGebrapara determinaro grafico da funcdo do item pAdaptado @ vestibular
UFRN, 2000)

Problema 2.31 Suponha que o preco inici@ reais de um automével novo (no momento da
venda) tenha desvalorizacdo de 19% apds o primeiro ano de uso e de 5% ao ano, em relacéo ao
preco do ano anterior, N0s anos seguintes.

a) Determine a expressao algébrica da fungao "Q0 , que representa o pre¢o do carro agos
anos de uso.

b) Utilize o GeoGebrapara representar graficamente a funco (Adaptadodo vestibular
UNICAMP, apud BACKES (2008)).

Problema 2.32 Um maratonista esta se preparandiariamentepara a proxima competicao.

No primeiro dia de preparacéo, ele concluiu o percurso em 4 horas. A cada dia posterior ele
diminui em 5 minutos o tempo anterior. O seu objetiatirgir a marca de 2h 30min. Diante
dessas informac0es, responda o que se pede:

a) Em quantaempo ele realizoo percursano 7° dia.

b) Quantos dias ele levara para atingir o tempo de 3h10min?
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c) Expresse algebricamente o tempo que ele leva para completar a maratona em funcéo do niamero
de dias de treinamento.

d) Determine o conjunto dominio e o conjunto imagem da fuiig@oja expresséao algébrica foi

obtida no item anterior.

e) Utilizando recursos ddseoGebra determine o grafico da funcd@(Adaptado da prova 1,
questao 50, ESAF, 2009).

Problema 2.33 Um determinadaccampeonato de voled disputado no sistema de turno e
returno. Nesse sistema cada time participante joga contra todos os demais times participantes em
dois turnos, isto €, cada time joga duas partidas com cada um dos outros times.

a) Determine a funcdo que associa a cada numerinusparticipantes o nimero total de jogos

do campeonato

b) Supondo que o total de jogos foi de 90, determine qual foi o nimero de times participantes
(Adaptado da questao 141, ENEM 2Q17)

Problema 2.34 A cobranca da tarifa da empregajuas do Rio, responsavel pelo servico de
agua e esgoto do Grande Rio, esta representaddquaa 2.73 abaixo.

Categoria Consumo em m? Tarifa por m?
0-15 4,389986
Residencial 16 - 30 9,657969
Tarifa 2 31-45 13,169958
46 - 60 26,339916
= 60 35,119888

Figura 273 - Tabela de tarifas de agua e esgoto em junho de 2022
Fonte:https://aguasdorio.com.br/legislaeedarifas

Considere que, emma residéncia, o consumo de agua em certo més tenha sido de 40 m
O gréafico, daFigura 2.74a seguir, representa como muitas pessoas equivocadamente interpretam
as informacfes dadas na tabela Baura 2.73 para obter o valor da conta de agua desta
residéncia.


https://aguasdorio.com.br/legislacao-e-tarifas
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Figura 274 - Interpretacdo de muitas pessoas da tabela de consumo de agua

a) Determine o valor correto da conta de agua desta residéncia, referente ao consumo de agua de
404

b) Determine a expresséo algébrica da funi@adal que o valofQt 1T seja a resposta do item
anterior (suponhaconsumo menor que 46 ).

c) A resposta do item anterior esta de acordo com o grafideigiara 2.74? Por qué&

d) Utilizando recursos d@&eoGebraletermine o gréafico da funcdQ que fornece o valor correto

da conta de agua (suponha consumo menor que 36

e) Sabendese que a empresa cobra 0 mesmo valor da tarifa de agua para o esgoto, qual serd o
valor total da conta da residéncia?

Problema 2.35: Num certo pais, tRPF mensaé cobrado da seguinte forma: os qeeebem
salario de referéncia para calculo do IRPF menatd 1 500 u.m. (unidades monetarias) sao
isentos;dos querecebensalario de referéncia para célculo do IRPF meraaima de 1 500 u.m.
até 6 000 u.m., cobrae uMIRPF mensalde 10% sobre o totado salario de referéncia para
célculo do IRPF mensahcima de 6 000 u.m. dealario de referéncia para célculo do IRPF
mensal o IRPF mensak de 20% sobre o totaldsalario de referéncia para célculo do IRPF
mensal

a) Determine o valor dtRPF mensatie duas pessoas, uma ceafario de referéncia para célculo
do IRPF mensalle 5 500 u.m. e a outra com 6 100 u.m. e comp#r®b das duas

b) Determine a expressao algébrica e utiliz&@oGebrgara esbocar o grafico da funcéo f, que
relaciona osalario de referéncia para calculo do IRPF mensal com olRPF mensal " Qw .

c) Determine a expressao algébrica e utilizB@oGebrgpara esbocgar o grafico da funca@ que
relaciona osalario de referéncia para célculo do IRPF mensal com ovalor "Qw, obtido
subtraindo o IRPF mensaty do salario de referéncia para calculo do IRPF mens@iw
d)Representeno gréafico ossalarios de referéncia para célculo do IRPF mensal e 0os






























































































































































































































































































































































































































