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Prefácio 

 
Pesquisas do grupo Transição (do Ensino Médio para o Superior) do Projeto Fundão-UFRJ 

sobre lacunas na aprendizagem indicam dificuldades dos alunos no trato com Funções, que causam 

resultados acadêmicos ruins e abandono no Ensino Superior em cursos da área de Exatas. 

Testes diagnósticos diversos (discutidos com mais detalhes no Capítulo 1) levaram o grupo 

a destacar vários problemas principais: dificuldade dos alunos em relação à leitura e interpretação 

de problemas, à modelagem matemática e ao tratamento algébrico. 

Os membros do grupo Transição discutiram estes problemas e concluíram que um possível 

caminho seria revisitar o estudo de Funções, no início de um Curso Superior, antes da primeira 

disciplina de Cálculo Diferencial e Integral (CDI), ou seja numa disciplina de Pré-Cálculo, ou 

ainda em uma disciplina específica no final do Ensino Médio, nas escolas em que isto fosse 

possível. Para ajudar os professores destas disciplinas o grupo resolveu produzir este livro, que 

contém sugestões de atividades práticas, que podem motivar os alunos e amenizar as dificuldades 

apresentadas. 

O Capítulo 1 descreve a abordagem pedagógica utilizada nos capítulos 2 e 3, combinando 

Resolução de Problemas, a maioria contextualizados, que envolvam diferentes tipos de 

Representação de Funções e contando com o auxílio do software GeoGebra quando necessário, 

para facilitar a conversão entre a representação Algébrica e a Geométrica de uma Função. Tal 

metodologia recebeu a denominação MERP (Método de Ensino por meio da Resolução de 

Problemas).  

O Capítulo 1 inclui também um breve resumo da evolução histórica do conceito de Função 

e de suas formas de Representação e uma descrição das principais etapas e estratégias utilizadas 

na Resolução de um problema, que poderão ser úteis aos professores para enriquecer suas aulas e 

ajudar os alunos na hora de explorar problemas.  

Os problemas contextualizados, envolvendo diversos tipos de funções, escolhidos para os 

Capítulos 2 e 3 tiveram os seguintes objetivos: melhorar a capacidade de leitura e interpretação de 

enunciados; melhorar o raciocínio lógico e aprimorar a redação matemática dos alunos; 

desenvolver o trabalho com diferentes tipos de representação de funções e a conversão entre elas; 

aprimorar a compreensão de diferentes conjuntos, discretos ou contínuos, associados a domínios 

de função; identificar o tipo de curva associado ao gráfico das principais funções, de preferência 

usando ferramentas computacionais, como o GeoGebra; estudar problemas contextualizados 

envolvendo funções definidas por várias sentenças que, em geral, não são abordadas no Ensino 

Médio; explorar problemas contextualizados envolvendo máximos ou mínimos de diversos tipos 

de função.  

Para o Capítulo 2 foram selecionados problemas para atuarem como disparadores de 

revisão de conteúdos como os conceitos de Função, Domínio, Imagem e Gráfico, Funções 

Crescentes e Decrescentes, Inversa de uma Função, Função Composta, Funções Contínuas e 

Descontínuas.  São explorados os gráficos de diferentes tipos de Função.  



 

 

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo de Máximos e Mínimos de Função e envolve diferentes 

Funções, não apenas a Função Quadrática, como em geral ocorre no Ensino Médio. Os problemas 

selecionados são resolvidos ou geometricamente, principalmente com apoio do GeoGebra ou 

utilizando a Desigualdade das Médias, que faz parte do conteúdo de Estatística incluído na BNCC. 

Além disso, já motivando os alunos para uma futura disciplina de CDI, alguns aspectos 

teóricos são discutidos, como a relação entre máximo/mínimo e reta tangente horizontal ao gráfico 

de função, conceito de máximo/mínimo local e global e ponto de inflexão.  

Os Capítulos 2 e 3 incluem também uma seleção de problemas propostos no final de cada 

um deles, todos com respostas. 

O Apêndice 1, para os professores que não estiverem familiarizados com o GeoGebra, 

fornece mais detalhes sobre os comandos que foram utilizados na Resolução de Problemas deste 

livro. 

O Apêndice 2 contém um breve resumo da evolução histórica dos vetores e uma aplicação 

de vetores que utiliza também o MERP. 

O livro ainda conta com um Índice Remissivo, para que os professores interessados em 

uma função específica possam localizar os problemas em que ela aparece. 

As referências de cada capítulo estão incluídas no final do livro, para aqueles que desejem 

conhecer mais sobre as pesquisas do grupo Transição e outros livros e artigos interessantes. 

 Os autores também criaram applets, para diversos problemas e exemplos, cujos links estão 

disponíveis no final do livro. 

Esperamos que este livro sirva como fonte de referência adicional para os professores, além 

do livro-texto adotado, e os auxilie a preencher as lacunas no ensino-aprendizagem de Funções, 

além de motivar os estudantes para o estudo de Cálculo Diferencial e Integral (CDI), minimizando 

os índices de evasão e reprovação. 

Gostaríamos de agradecer os professores Rolci Cipolatti, Ricardo Rosa e Cláudia Segadas, 

da editora do IM-UFRJ, pela revisão cuidadosa deste texto. 

 

 

Rio de Janeiro, julho de 2025 

Lilian Nasser e Angela Cássia Biazutti 
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Capítulo 1 ï Abordagem Pedagógica no Ensino de Funções  

A abordagem escolhida aqui visa a aprendizagem de Matemática por meio da resolução de 

problemas interessantes, utilizando o software GeoGebra como apoio. A compreensão, por parte 

dos alunos, de conceitos abstratos ligados, por exemplo, a funções ou vetores, passa por distinguir 

os objetos matemáticos de suas diferentes representações. Estas representações não surgiram todas 

num mesmo momento histórico. Foram surgindo e se sofisticando, assim como o que se entende 

como função também foi se ampliando ao longo dos séculos.  

O método de ensino por meio de resolução de problemas (MERP), que é utilizado neste 

livro, foi apresentado por Biazutti, Vaz e Andrade (2020) e consiste na utilização de Resolução de 

Problemas como ponto de partida para o ensino de determinados conceitos, com apoio de 

diferentes Representações Semióticas e do software GeoGebra. Também contribui no 

preenchimento de lacunas e consolidação da aprendizagem. O MERP pode ser utilizado de forma 

bastante produtiva no ensino de funções, vetores e geometria analítica. 

De acordo com a teoria de representações semióticas de Duval (2003, 2009), para que a 

aprendizagem ocorra de forma completa, devem ser explorados pelo menos dois registros distintos 

de representação e os alunos precisam ser capazes de efetuar a conversão entre eles, além de 

trabalhar com diferentes tratamentos, dentro de um mesmo registro. O software educativo 

GeoGebra foi escolhido para fazer parte do MERP pelo fato de trabalhar com dois registros de 

representação distintos, o algébrico e o geométrico (figura, gráfico) e de transitar facilmente entre 

eles.  

Vamos iniciar este capítulo com um resumo da teoria de Duval, incluindo testes realizados 

com alunos que comprovam as dificuldades relacionadas aos objetos matemáticos e suas 

representações.  

Como o objetivo principal deste livro é consolidar a aprendizagem de função, de uma forma 

menos superficial, de modo a tornar mais fácil a transição dos alunos entre o Ensino Médio e o 

Superior, em áreas de Ciências Exatas, apresentaremos em seguida uma breve retrospectiva da 

evolução histórica do conceito de função e das formas de representação de uma função. 

Para serem eficientes na aprendizagem de conceitos ou no preenchimento de lacunas, os 

problemas selecionados para este livro, em geral, não são de resolução imediata utilizando 

algoritmos repetitivos. Por conseguinte, na seção 3 serão exploradas algumas técnicas que podem 

ser utilizadas pelos estudantes na resolução de problemas de Matemática, evitando procedimentos 

caóticos. 

 Na última seção será apresentado o MERP, incluindo também exemplos de sua utilização 

no ensino-aprendizagem de conceitos relacionados a função considerados muito abstratos pelos 

alunos, como o de limite de uma função. Assim, esta abordagem pedagógica pode ser utilizada 

desde o Ensino Médio até o Ensino Superior, em disciplina de Cálculo Diferencial e Integral. 
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1.1 Teoria de Representações Semióticas de Duval 

Um dos aspectos em que a Matemática difere de outras ciências é o tipo de objetos com os 

quais trabalhamos. Se, por um lado, podemos, em zoologia, apontar um quadrúpede, ou em física, 

mostrar e estudar a queda de uma bola ou o movimento de um pêndulo, em Matemática os objetos 

de estudo não existem no plano material. Por isso, 

a única coisa que podemos fazer com os objetos matemáticos é descrevê-los, defini-los, 

denotá-los, denominá-los, desenhá-los, ..., isto é, fornecer representações semióticas. 

Podemos indicar a aresta que se forma entre duas paredes de um quarto e dizer que 

representa ou que faz alusão a uma reta; podemos apontar o vértice de uma caixa e dizer 

que representa um ponto; levantar três dedos da mão direita e dizer que representam o 

número 3; escrever na lousa 3 = 2 + 1 e dizer que representa uma igualdade ; escrever     

ςὼ σ ρ e dizer que representa uma equação... Mas não podemos colocar nas mãos 

dos nossos estudantes uma reta-coisa, um número-coisa, uma equação, uma igualdade,... 

(DôAmore, Pinilla e Iori, 2015, p. 131-132) 

 A falta de acesso sensível, como visão, olfato etc., aos objetos em Matemática nos impõe 

trabalhar com representações em diversos registros, que passamos a descrever adiante, segundo a 

Teoria de Registros de Representação Semiótica de Raymond Duval, educador matemático e 

filósofo francês.  

Semiótica nos remete à palavra signo (semeion em grego, geralmente traduzida por signo), 

definida por Peirce (2005, p. 46) como ñaquilo que, sob certo aspecto ou modo, representa algo 

para algu®mò. Sua teoria dos signos (semi·tica) ñfundamenta-se na ideia de que a cognição, o 

pensamento e at® mesmo o ser humano possuem uma natureza essencialmente semi·ticaò 

(DôAmore, Pinilla e Iori, 2015, p. 59). Podemos pensar a representação semiótica de um objeto 

matemático como a representação em forma de signo.  

Um enunciado em língua materna ou verbal, uma fórmula algébrica, um gráfico de uma 

função ou uma figura geométrica, um conjunto de números, por exemplo, são representações 

semióticas que revelam sistemas semióticos diferentes, com diferentes signos (Henriques; 

Almouloud, 2016). De acordo com Duval (2012), para termos uma compreensão completa de um 

objeto matem§tico ou ñconstruir cognitivamenteò este objeto ® necess§rio ter dom²nio de suas 

várias formas de representação ou registros de representação semiótica (figuras, gráficos, tabelas, 

escrituras simbólicas, língua natural etc.), conforme mostra a Figura 1. 1 a seguir. 

 
Figura 1. 1 - Registros de Representação Semiótica frequentes na Matemática segundo Duval (2012) 
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 De acordo com Duval, uma das causas das dificuldades na compreensão de um objeto 

matemático é a falta de percepção da relação entre ele e as diversas formas de registro de sua 

representação. Duval (2009) afirma que 

não pode haver compreensão matemática sem se distinguir um objeto de sua 

representação, pois jamais deve-se confundir objetos matemáticos (números, funções, 

retas) com suas representações (escritas decimais ou fracionárias, símbolos, gráficos, 

desenhos de figuras) que parecem apenas ser o meio, de que o indivíduo dispõe, para 

exteriorizar suas representações mentais, ou seja, para se tornarem visíveis ou acessíveis 

a outros, pois, em Matemática, as representações semióticas não são somente 

indispensáveis para fins de comunicação, elas são necessárias ao desenvolvimento da 

atividade matemática. (Duval, 2009, p. 15) 

Duval (2009) distingue dois tipos de transformação nas representações semióticas: o 

tratamento e a conversão. O tratamento é definido como uma transformação da representação no 

próprio registro onde ela foi formada, ou seja, é uma transformação interna. Por outro lado, a 

conversão envolve uma transformação de uma representação em outro tipo de registro. De acordo 

com Duval (2003), ñh§ uma pluralidade de registros de representa­«o de um mesmo objeto, e a 

articulação desses diferentes registros é a condição para a compreensão em Matemática, embora 

v§rias abordagens did§ticas n«o levem em conta esse fatoò (p. 31). 

A Figura 1. 2 a seguir mostra diversas representações de uma reta. Uma representação no 

registro algébrico desta reta, por meio da sua equação cartesiana na forma padrão, por exemplo, 

está sendo submetida a um tratamento, ao ser transformada em equação reduzida. Já a passagem 

dessa equação para uma representação num registro gráfico caracteriza uma conversão.  A Figura 

1. 2 também mostra uma representação em língua natural, submetida a um tratamento, assim como 

uma representação no registro numérico, sob a forma de uma tabela e como conjunto de pares 

ordenados. 

Estudos mostram que os alunos apresentam dificuldades na articulação entre a leitura e a 

interpretação das representações gráficas cartesianas (Nasser, 2009). No ensino das retas no plano, 

em geral, não se associa o conceito de coeficiente angular ou inclinação com a direção da reta no 

plano. Há muita dificuldade em encontrar a equação de uma reta partindo de sua representação 

gráfica, até para os casos mais elementares. A articulação entre a representação nos registros 

gráfico e algébrico parece não se estabelecer mesmo para alunos que já tinham estudado função 

afim anteriormente. 

De acordo com Duval (1988, p. 235), ña raz«o profunda dessas dificuldades n«o se deve 

procurar nos conceitos matemáticos ligados à função afim, mas na falta de conhecimento das 

regras de correspondência semiótica entre o registro da representação gráfica e o registro da 

express«o alg®brica.ò 

 Uma das causas dessas dificuldades deve-se à passagem da representação do registro 

algébrico para a sua representação no registro gráfico com a construção ponto a ponto, o que 

acarreta problemas na passagem inversa. Para efetuar tal passagem, a abordagem ponto a ponto 

não é somente inadequada, como constitui um obstáculo.  
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Figura 1. 2 - Quatro representações semióticas para um exemplo de função 

 

 Duval (1988) estabelece três abordagens possíveis para as representações gráficas: a 

abordagem ponto a ponto, uma abordagem de extensão do traçado efetuado e uma abordagem de 

interpretação global de propriedades das figuras. Nesta última, o gráfico representa um objeto 

descrito por uma expressão algébrica, e há uma congruência entre esses dois registros, associando 

uma variável visual de representação a uma unidade significativa da expressão algébrica.  

 Quando se trata de partir da representação gráfica para encontrar, por exemplo, a 

representação algébrica por meio de uma equação ou para utilizar o conceito de inclinação ou de 

direção, é esta abordagem de interpretação global que se torna necessária. A prática sistemática da 

abordagem ponto a ponto não favorece a abordagem de interpretação global, que é em geral 

deixada de lado no ensino, uma vez que depende de análise semiótica visual e algébrica. Isso ajuda 

a compreender por que a maioria dos alunos apresenta dificuldades na utilização correta das 

representações gráficas, mesmo no Ensino Superior. 

 Estas dificuldades foram comprovadas por pesquisa realizada por Duval (1988, 2011), por 

meio de teste diagnóstico, respondido por alunos do Ensino Médio na França.  Essa pesquisa foi 

replicada com alunos brasileiros, do Ensino Médio e Superior, e descrita no trabalho de Biazutti, 

Nasser, Torraca, Barros e Oliveira (2018).  

 O teste diagnóstico, para os 252 alunos brasileiros do Ensino Médio (sendo 198 de duas 

escolas particulares e 54 de duas escolas públicas do estado do Rio de Janeiro, uma Estadual e uma 

Federal), envolveu 3 atividades, com cinco itens cada.  

 A primeira atividade testava a conversão da representação do registro gráfico de retas 

para o algébrico.  Foram apresentados os gráficos de cinco retas distintas, com um ponto de cada 
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reta assinalado, e, ao lado, as equações cartesianas de 7 retas e de 3 inequações lineares, para que 

os alunos escolhessem a expressão algébrica correspondente a cada gráfico de reta. 

 A segunda atividade pedia a conversão da representação de um registro verbal para o 

gráfico, envolvendo desigualdades, correspondendo a regiões no plano cartesiano limitadas por 

retas, conforme apresentado na Figura 1. 3. Pode-se observar que os itens d e e são similares, 

entretanto no item e já é apresentada a reta ώ ὼ, que limita a região procurada. 

 

 
Figura 1. 3 - Atividade 2 aplicada para alunos do Ensino Médio 

Fonte: Duval (1988, 2011) 

 

 A terceira atividade, adaptada de Duval (1988, 2011) mostrada na Figura 1. 4, foi aplicada 

após o término da atividade 2, pois envolvia a conversão da representação do registro gráfico para 

o algébrico de regiões do plano comuns à atividade 3, isto é, as regiões pintadas ὃȟὃȟὃȟὃ e 

ὃ, da Figura 1. 4, são as soluções dos itens a, b, c, d, e da atividade 2, apresentada na Figura 1. 3. 

 O desempenho dos alunos do Ensino Médio nas conversões da representação do registro 

verbal para o gráfico, e deste para o algébrico, foi muito bom nos dois primeiros itens das 

atividades 2 e 3, que envolviam, respectivamente, o conjunto de pontos que têm abscissa positiva 

(item a) e o conjunto de pontos que têm ordenada negativa (item b), na atividade 2 e ὃ  

correspondendo a Ὁ e ὃ correspondendo a Ὁ, na atividade 3. 
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Figura 1. 4 -Atividade 3 aplicada para alunos do Ensino Médio 

Fonte: Adaptada de Duval (1988, 2011) 

 

 O Quadro 1. 1 a seguir mostra as conversões pedidas nos três últimos itens das atividades 

2 e 3, com os percentuais de acertos.  

 

Quadro 1. 1 - Três últimos itens das atividades 2 e 3, com os resultados gerais 

 
Fonte:  Biazutti, Nasser, Torraca, Barros e Oliveira (2018) 
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 A tentativa de associar o conjunto de pontos cujas abscissa e ordenada têm o mesmo sinal 

(item c) teve um índice de acertos menor que os anteriores: 77% dos alunos associaram esse 

conjunto aos quadrantes ímpares do plano cartesiano. No entanto, apenas 59% dos alunos 

conseguiram associar esse gráfico à expressão ὼȢώ π. A dificuldade neste item, de acordo com 

Duval (1988), se deve ao fato de que 

para reconhecer a equivalência da apresentação algébrica com as duas outras 

representações, é preciso recodificar a base de código da expressão: é necessário passar 

para a equival°ncia ñeixos de mesmo sinal  o produto das coordenadas ® positivoò. Ao 

passar da primeira para a segunda tarefa, a taxa de acerto cai em mais da metade. (Duval, 

1988, p. 249) 

 Os dois últimos itens, tanto da segunda, como da terceira atividade, pressupõem a 

identificação da reta ώ ὼ para hachurar o conjunto dos pontos cuja ordenada é maior ou igual ou 

menor ou igual à abscissa. A diferença é que, no último item, esta reta já aparecia no gráfico 

apresentado. O índice de acertos da conversão da representação verbal para a gráfica foi baixo, de 

apenas 13%, principalmente nas escolas particulares. 

 Vale observar que o índice de acertos da amostra quase que dobrou quando a reta ώ ὼ  

era apresentada no gráfico. A diferença não foi muito significativa na conversão do registro gráfico 

para o algébrico nesses dois casos, com a presença da reta ώ ὼ. 

 A investigação no Ensino Superior, apresentada em Biazutti, Nasser, Torraca, Barros e 

Oliveira (2018) contou com 190 alunos e consistiu na análise de 3 questões de um teste 

diagnóstico, que investigavam a conversão da representação do registro algébrico para o gráfico 

(questão 1, envolvendo reta ou região do plano cartesiano limitada por reta), a análise dos 

elementos de uma representação gráfica (questão 2, apresentou um gráfico de função não 

identificada) e a conversão da representação do registro verbal para o algébrico (questão 3, 

envolvendo  área de figuras geométricas e função quadrática).  

Questão 1: Represente geometricamente os pontos do plano que satisfazem às relações: 

ὥ ὼ ςώ τ                                    ὦ ὼ ςώ τ 

 
Figura 1. 5 - Gráfico da função Ὢ 

 

Questão 2: Considere o gráfico da função f, na Figura 1. 5 e responda: 

a) Qual o valor de Ὢ ρ? 

b) Qual o valor de Ὢσ? 

c) Para que valores de ὼ temos Ὢὼ ς? 
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d) Estime os valores de x tais que Ὢὼ π? 

e) Obtenha o domínio e a imagem da função Ὢ. 

 

Questão 3: Uma corda de tamanho ὒ é cortada em dois pedaços. Com o primeiro pedaço faz-se 

um quadrado e com o segundo um círculo. Seja ὼ o tamanho do primeiro pedaço. Construa a 

função que representa a área total (quadrado + círculo) e expresse o domínio desta função. 

 A primeira questão foi escolhida para fazer uma comparação com os resultados dos alunos 

do Ensino Médio. Apenas 47 alunos conseguiram fazer a conversão da representação do registro 

algébrico, por meio de uma equação, para o gráfico da reta, o que corresponde a cerca de um quarto 

da amostra. No entanto, o desempenho foi bem mais baixo no item b, que pedia a representação 

dos pontos do plano que satisfaziam à desigualdade ὼ ςώ τ, isto é, a região do plano abaixo 

dessa reta, com apenas 6,3% de respostas corretas. As respostas incorretas consistiram 

principalmente da ausência de tentativas de resolução. Poucos alunos cometeram erros no traçado 

do gráfico da reta e a grande maioria estranhou o pedido de conversão da representação do registro 

algébrico para o gráfico de uma desigualdade, não sabendo como agir para identificar a região 

correspondente do plano. 

 O gráfico apresentado na segunda questão (Figura 1. 5) causou estranheza a muitos alunos, 

que tentaram identificá-lo como correspondente a uma função quadrática, ou do 3º grau. Parece 

que estes não tinham conhecimento de como identificar pontos do domínio ou da imagem de uma 

função a partir do seu gráfico, sem conhecer, necessariamente, a expressão algébrica que a define. 

Esse comportamento pode ser confirmado pelos baixos índices de acertos dos itens desta questão. 

Apenas no item b houve maioria de respostas corretas, com 61,5% de alunos identificando que  

Ὢσ σ. O item a, por sua vez, alcançou 46,3% de acertos, que consistiam no reconhecimento 

de que Ὢ ρ ς. No item c apenas 68 alunos (35,8%) perceberam que havia dois valores de 

ὼ que correspondiam a Ὢὼ ς, enquanto outros 29 alunos (15,2%) identificaram apenas um 

desses valores. Apenas 46 alunos (24,2%) conseguiram dar valores aproximados para as duas 

raízes da função no item d, enquanto outros 19 (10%) só encontraram um desses valores. 

Finalmente, apenas 18,4% dos alunos identificaram corretamente o domínio e a imagem da função. 

 A terceira questão tinha o objetivo de avaliar a habilidade de modelar um problema, 

envolvendo uma função, convertendo a sua representação no registro verbal para o registro 

algébrico correspondente. A grande maioria dos alunos deixou este item em branco. Dentre aqueles 

que tentaram escrever um registro algébrico, a maioria se limitou a reproduzir as fórmulas das 

áreas do quadrado e do círculo, sem conseguir adaptá-las ao problema em questão. Apenas 18 

alunos fizeram corretamente a conversão para o registro algébrico, o que corresponde a 9,5% da 

amostra. O resultado foi ainda pior, no que se refere à segunda parte da pergunta: ou não souberam, 

ou nem perceberam que deveriam também informar o domínio da função que representava a área 

total das regiões obtidas no problema. Somente 3 dos alunos que acertaram a função informaram 

corretamente o seu domínio. 

Tendo em vista a ênfase dada aos registros de representação na BNCC, Base Nacional 

Comum Curricular do Ensino Médio (Brasil, 2018), este trabalho aponta para a necessidade de 
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abordar, de forma mais profunda e eficaz, a conversão de representação dos diversos registros nas 

aulas da Educação Básica, já que apenas 10 alunos (4%) da amostra acertaram os 15 itens 

propostos nesta investigação.  

As dificuldades persistem na transição para o Ensino Superior, uma vez que apenas 6,3% 

dos calouros foram capazes de identificar o registro gráfico que é representado algebricamente por 

uma inequação.  Portanto, uma abordagem que ajude os alunos a contornarem as lacunas de 

aprendizagem, no início de um curso superior, é essencial. Para que tal abordagem obtenha 

sucesso, fica claro que ela deve explorar, de forma mais profunda, as conversões entre as 

representações nos diversos registros. A utilização do GeoGebra também pode auxiliar os alunos 

a trabalharem estes tópicos, o que pode ser observado mais adiante neste livro.  

Como veremos na próxima seção, o conceito de função e suas formas de representação 

evoluiu bastante ao longo da história da Matemática. 

 

1.2 Evolução Histórica do Conceito e das Formas de 

Representação  

As diversas realidades encontradas nas escolas públicas de Educação Básica contribuem, 

em muitos casos, para que os alunos apresentem dificuldades na sua aprendizagem pré-

universidade. De fato, essa constatação se confirma em testes diagnósticos aplicados a alunos 

ingressantes na primeira disciplina de Cálculo Diferencial e Integral (CDI), nos quais foram 

observadas dificuldades relacionadas ao conteúdo de funções e suas representações. Tais 

dificuldades envolvem principalmente leitura e interpretação de enunciados de problemas e 

posteriormente modelagem desses problemas; conversão da representação verbal para a algébrica 

em termos de funções polinomiais de grau 1 (ou do tipo afim), grau 2, etc e de várias sentenças; 

dificuldades com o trato algébrico (Costa; Bittencourt; Fernandes, 2016).  

Como discutido na seção anterior, é de fundamental importância que o ensino de 

Matemática leve em conta vários registros de representação de um mesmo conceito e que isso seja 

parte do trabalho do estudante na sua aprendizagem. Por outro lado, ao compreendermos o 

processo de construção de um conceito essencial na Matemática como o de função ï central para 

a compreensão da Matemática como um todo ï torna-se evidente a necessidade de articular os 

saberes da Matemática da Escola Básica com os aportes da História da Matemática. É importante 

destacar que o próprio desenvolvimento do conceito de função ocorreu por meio da mobilização 

de diferentes registros de representação semiótica. 

 Dessa forma, esta seção apresenta uma análise histórico-epistemológica da construção do 

conceito de função, com base na teoria dos registros de representação de Duval (2012), com 

objetivo de subsidiar propostas pedagógicas que contribuam para superar lacunas identificadas no 

ensino-aprendizagem desse conceito. 
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A pesquisa aqui apresentada foi construída a partir de um levantamento bibliográfico em 

obras de diversos autores, como Roque (2017), Eves (2004), Ifrah (1997), Boyer (1996), Rüthing 

(1984), Youschkevitch (1976) e Smith (1953). 

 

Matemática e História 

De acordo com a BNCC, a competência específica 1 de Matemática para o Ensino 

Fundamental é: 

reconhecer que a Matemática é uma ciência humana, fruto das necessidades e 

preocupações de diferentes culturas, em diferentes momentos históricos, e é uma ciência 

viva, que contribui para solucionar problemas científicos e tecnológicos e para alicerçar 

descobertas e construções, inclusive com impactos no mundo do trabalho. (Brasil, 2017, 

p. 269) 

Em nossa experiência docente, temos observado maior interesse dos estudantes quando 

relacionamos conteúdos trabalhados em aula a eventos históricos. Em 2020, por exemplo, durante 

o período de ensino remoto, um dos autores apresentou um filme sobre a história do Cálculo 

abordando cientistas como René Descartes (1596-1650), Isaac Newton (1643-1727), Gottfried 

Wilhelm Leibniz (1673-1694) e Johann Bernoulli (1667-1748). Após a exibição foi promovido 

um fórum de discussão entre os alunos, e esses demonstraram surpresa ao perceber que os 

conteúdos da disciplina CDI estavam profundamente conectados à trajetória histórica da Ciência, 

indo além de uma mera exigência curricular do curso deles de Administração.  

Essa preocupação de associar História e Matemática vem sendo desenvolvida com sucesso 

pelo grupo francês IREM (Instituts de Recherche sur l'Enseignement des Mathématiques). Esses 

pesquisadores acreditam que ños professores das disciplinas de exatas est«o mais conscientes da 

dimens«o cultural da mat®ria que ensinam face a uma apresenta­«o da ci°ncia como óproduto 

terminadoôò, como se apresenta hoje, seja na Escola Básica ou no Ensino Superior (Verley, Brin, 

Grégoire, Hallez, Jozeau, Lacombe, Michel-Pajus, Serfati, 1991, tradução nossa). E acrescentam 

que ño confronto com os textos dos matemáticos muda a representação que todos, professor ou 

aluno, têm da Matemática. Estes ganham vida, não são mais um objeto congelado. Eles são objeto 

de pesquisa, controvérsia, erros e tentativas ao acasoò1 (Verley, Brin, Grégoire, Hallez, Jozeau, 

Lacombe, Michel-Pajus, Serfati, 1991, p. 43 - tradução nossa). 

Integrar a história da Matemática ao ensino de seus conceitos pode transformar a percepção dos 

estudantes, reduzindo o desinteresse frequentemente observado nas aulas. No ensino tradicional, por 

exemplo, o conceito de função costuma ser abordado de forma restrita, centrado apenas na 

resolução de problemas utilizando os registros algébrico e numérico, para resolução de problemas 

com posterior interpretação gráfica. Essa abordagem, no entanto, ignora a riqueza do processo histórico 

que deu origem a esse conceito, o qual pode ser apresentado como resultado de um desenvolvimento coletivo, 

 
1 La confrontation avec les textes des mathématiciens change la représentation que chacun, enseignant ou élève, a des 

mathématiques. Celles-si prennent vie, eles ne sont plus um objet figé. Elles sont objets de recherches, de controverses, 

d´erreurs et de tâtonnements.  
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construído ao longo dos séculos. É importante evidenciar aos estudantes que, como afirma Caraça (1951), a 

necessidade é que cria o instrumento. 

É natural, portanto, esperar que, de coisa tão importante para o entendimento e explicação 

da realidade como é a lei quantitativa, surja também o conceito matemático próprio para 

o seu estudo; esperar aqui, ainda, que a necessidade crie o instrumento. Assim acontece 

de facto.  (Caraça, 1951, p. 125) 

O estudo do surgimento do conceito de função, conforme revelado pela História da 

Matemática, mostra que esse desenvolvimento está intimamente relacionado à consolidação do 

pensamento abstrato, oferecendo ao aprendiz a possibilidade de reconstruir esse caminho em sua 

trajetória de aprendizagem.  

A próxima subseção apresenta um breve percurso histórico do conceito de função. Optamos 

por uma abordagem concisa, deixando de lado aspectos importantes para um estudo mais 

aprofundado da História da Matemática, a fim de concentrar nossa análise na importância de o 

ensino-aprendizagem do conceito de função ser realizado em etapas. Como ressalta novamente 

Caraça (1951), 

o leitor [...] não esperará, decerto, que esse instrumento [conceito de função] tenha saído 

dum jacto, pronto e acabado; que aos cientistas se tenha apresentado a questão assim: - 

temos aqui uma multidão de leis quantitativas, vamos criar um instrumento próprio de 

estudo. Muito longe disso! Deu-se uma gestão lenta em que necessidade e instrumento 

inter-actuaram, ajudando-se e esclarecendo-se mutuamente. (Caraça, 1951, p. 125-126) 

A análise histórico-epistemológica permite que, embora a ideia de função tenha estado 

presente nas práticas matemáticas desde a Antiguidade, sua formalização foi motivada pela 

necessidade de organizar e sistematizar conhecimentos diversos. Estudar essas necessidades 

históricas que levaram à definição do conceito também auxilia na compreensão das dificuldades 

enfrentadas atualmente por estudantes ao se depararem com esse objeto matemático. Como orienta 

a BNCC (2018, p. 299), ñpara a aprendizagem de certo conceito ou procedimento, ® fundamental 

haver um contexto significativo para os alunos, não necessariamente do cotidiano, mas também de 

outras §reas do conhecimento e da pr·pria hist·ria da Matem§ticaò.  

A partir do resgate histórico do conceito de função, em subseção posterior propomos 

atividades didáticas que favoreçam uma compreensão intuitiva e gradativa do conceito, ainda no 

Ensino Fundamental.  Estas atividades incluem a resolução de problemas contextualizados, como 

o ñproblema do táxiò, que permitem ao estudante perceber a função como um objeto matemático 

autônomo, passível de generalizações e abstrações. 

 

Uma Revisão Epistemológica       

Segundo registrado pela humanidade, a etapa inicial da construção desse conceito ocorreu 

na Idade Antiga, que foi o período da história que se desdobrou desde a invenção da escrita (4000 

a.C. a 3500 a.C.) até a queda do Império Romano do Ocidente (476 d.C.) e início da Idade Média 

(século V). Youschkevitch (1976, p. 39) aponta que, nessa etapa primeira, havia apenas o estudo 
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de casos particulares de dependência entre duas quantidades. Não tinham ainda despertado para a 

relação entre variáveis.   

De acordo com que se sabe da História da Matemática, os povos, como babilônicos e 

egípcios, já pressupunham de maneira intuitiva a ideia de função pois se utilizavam de tabelas para 

anotar operações. Enquanto os Mesopotâmicos empregavam tabelas de produtos, de inversos e de 

raízes, os egípcios usavam sequências de duplicações, ou divisões por 2, e inversões. Em ambos 

os povos as tabelas estavam presentes, não apenas para facilitar e memorizar os cálculos, mas 

sobretudo por causa da dificuldade dos cálculos (Roque, 2017, p. 89). A Figura 1. 6 mostra um 

tablete pertencente à coleção Frau, Professor Hilprecht de Antiguidades Babilônicas, e se encontra 

na Universidade Friedrich Schiller de Jena na Alemanha. Nela podemos ver uma tabela em que 

foram cunhados os múltiplos ou inversos de números naturais. 

Vemos despontar novos gérmens do conceito de função nos Pitagóricos, Grécia, ainda na 

Idade Antiga. Novamente se utilizam de tabelas quando mostram a relação de interdependência 

qualitativa de quantidades físicas variadas, por exemplo, os comprimentos e as notas emitidas por 

uma corda fixa nas extremidades (Youschkevitch, 1976, p. 39). 

 

 
Figura 1. 6 - Tablete babilônico HS 201 

Fonte: Gonçalves (2013). 

 

Função como expressão algébrica não era concebida pelos matemáticos em tempos idos. 

Mas, se ela for pensada como uma relação que associa cada elemento de um conjunto de números 

a elementos de outro conjunto, então abundam funções por todo tratado astronômico Almagesto, 

de Ptolomeu de Alexandria (c. 100 - c. 170). Por exemplo, nesse tratado, encontramos as tabelas 

de ñcordasò, que s«o equivalentes ¨s nossas tabelas de seno e cosseno (Silva, 2013, p. 27).  
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Figura 1. 7 - Linha do tempo: Antiguidade (etapa inicial da construção do conceito de função) 

Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo Youschkevitch (1976). 

Na figura acima pontuamos algumas conquistas da humanidade, na Idade Antiga, e fatos 

inerentes ao desenvolvimento do conceito de função, sem se aprofundar nessa relação, por não 

caber aqui uma análise aprofundada.  

Passemos agora para a Idade Média, que é o nome do período da história localizado entre 

os anos 476 e 1453. Ele se inicia com a queda do Império Romano do Ocidente e termina durante 

a transição para a Idade Moderna. Youschkevitch (1976, p. 39) considera que, nessa época, a 

Matemática entrou no segundo estágio do desenvolvimento do conceito de função. Segundo ele, 

foi 

na ciência europeia do século 14 que as noções gerais de quantidades variáveis foram 

definitivamente expressas tanto em formas geométricas quanto mecânicas, porém nas 

quais, como também na antiguidade, cada caso concreto de dependência entre duas 

quantidades era definido por uma descrição verbal, ou por um gráfico, ao invés de fazer 

uso de uma fórmula. (Youschkevitch, 1976, p. 39) 

Realmente, no início da Idade Média, vemos que a ciência nos países de cultura árabe 

floresce. Contribuíram os árabes com a introdução de cada uma das principais funções 

trigonométricas para as quais os métodos de tabulá-las foram aperfeiçoados, também com o estudo 

das raízes positivas de polinômios cúbicos. Igualmente, eles foram responsáveis pelos avanços em 

ótica e em astronomia (Youschkevitch, 1976, p. 45). Entretanto, não foram observados novos 

desenvolvimentos em relação ao conceito de função, ainda que o número de funções em uso tenha 

aumentado e seus métodos de estudo aprimorados.  

Embora, na Idade Média, os matemáticos não tenham definido função, ainda que 

trabalhando o tempo todo com elas, vários contribuíram para uma compreensão do movimento, 

procurando por suas leis. Al-Biruni (973- c. 1052, séc. XI) foi um deles. Notável matemático da 

idade de ouro islâmica, em um dos seus tratados encontramos uma análise do movimento acelerado 

(Ragab; Metzger, 2015, p. 1). Contudo, ñsua an§lise e suas ideias n«o exerceram influ°ncia nos 

seus sucessoresò (Youschkevitch, 1976, p. 45). Somente no século XIII uma noção de função mais 

geral aparece em trabalhos de Robert Grosseteste (1175-1253) e Roger Bacon (1220-1292), que 
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pensavam a Matemática como principal instrumento para o estudo da natureza (Youschkevitch, 

1976, p. 45).  

Um pouco depois dessa época, Nicolau de Oresme (1323ï1382), matemático francês, 

apresenta sua teoria de amplitude das formas (ólatitutes of formesô, Youschkevitch, 1976, p. 46).  

Esta consistia na representação de todas as quantidades e relações entre elas mediante formas 

geométricas; portanto, a relação entre variáveis, em uma função, ainda não tinha surgido. Para 

entendermos como, na época, eles relacionavam domínio com imagem, sem considerar a forma 

atual de representação desses conjuntos, a literatura nos aponta Oresme. Ele representou 

geometricamente a velocidade variando com o tempo, ao estudar o movimento com aceleração 

constante (Rezende; Botelho, 2007, p. 2).   

Um resumo é apresentado na Figura 1. 8 a respeito dos avanços no entendimento do 

conceito de função. Vale ressaltar que, nessa época, a Matemática era composta por: aritmética, 

música, geometria e astronomia. 

 

 
Figura 1. 8 - Linha do tempo: Período Medieval (segundo estágio do desenvolvimento do conceito) 

Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo Youschkevitch (1976). 

 

 Até o momento, constatamos que sequer a dependência entre variáveis, atualmente 

ensinada quando o professor da Escola Básica apresenta uma função, tinha sido construída. 

Ingressemos, então, na Idade Moderna, período da história ocidental compreendido entre os anos 

de 1453, com a tomada de Constantinopla pelo Império Otomano, e 1789, início da Revolução 

Francesa. Nessa época, observamos a importância do surgimento de uma nova Álgebra que 

termina por conduzir à relação entre variáveis.  

De fato, segundo Youschkevitch (1976), foi o progresso dos gregos em aumentar o número 

de dependências funcionais usadas e em descobrir novos métodos para estudá-las que alavancou 

o surgimento de uma nova Álgebra, a Geometria Analítica e o Cálculo Infinitesimal (séculos XVI 

e XVII). Ao estudarmos a História da Matemática, constatamos que essas três áreas são exatamente 

os degraus que a humanidade necessitava para chegar ao conceito de função, à sua formalização. 

A Álgebra nos trouxe a notação das variáveis, a Geometria Analítica veio mostrar claramente a 

ideia de correspondência entre dois conjuntos, o que faltava para a compreensão dos dois primeiros 
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conceitos essenciais, variável e dependência.   

Podemos destacar dois matemáticos responsáveis por esse progresso na compreensão do 

conceito de função: François Viète (1540-1603) e John Napier (1550-1617). Viète introduziu 

inúmeros sinais/signos, uma notação particular para incógnitas (vogais) e parâmetros (consoantes), 

e Napier sua tabela de logaritmos. Contudo, Napier não usou sua notação para chegar a um 

conceito de função, e seu simbolismo foi aperfeiçoado por outros que chegaram muito próximo, 

ainda na Idade Moderna, do conceito de função: Descartes, Newton e Leibniz. 

Fermat (1607-1665) e Descartes, aplicando a nova Álgebra à Geometria apresentaram o 

método analítico de introduzir funções que revolucionou a Matemática e assegurou um lugar 

central para a posterior noção/conceito de função em todas as ciências exatas. Leibniz (1646-1716) 

ñusa rela­»es nas quais a ordenada de uma curva corresponde ¨ sua abscissa. Não coloca ainda a 

palavra fun­«o no sentido mais amplo e o nomeou com a palavra rela­«oò (Youschkevitch, 1976, 

p. 59). A palavra fun­«o (ófunktionô) surge na ®poca com o significado de tarefa, posição ou modo 

de operação. 

Seguindo a construção do conceito, ainda na Idade Moderna, despontam os matemáticos 

Johann Bernoulli (1667-1748) e Leonhard Euler (1707-1783), considerando uma função como 

uma expressão analítica arbitrária.  A análise mediante séries infinitas levou Isaac Newton (1643-

1727) a definir função por meio delas. O método de fluxões foi aplicado a variáveis (fluentes) para 

o cálculo das taxas de variação (fluxos). Em 1797, Joseph-Louis Lagrange (1736- 1813) descreve 

uma função usando um registro verbal. Na passagem do séc. XVIII para o séc. XIX, temos 

Augustin-Louis Cauchy (1789- 1857) dando um exemplo de uma função de duas sentenças.  

De forma bastante resumida, apresentamos, na Figura 1. 9, um esquema do 

desenvolvimento do conceito de função, na Idade Moderna. Essa terceira etapa foi certamente 

facilitada pela introdução (por Viète) da notação matemática.  

 

 
Figura 1. 9 - Linha do tempo: Idade Moderna (a busca pela definição de função) 

Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo Youschkevitch (1976). 
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Na passagem para a Idade Contemporânea, encontramos Johann Peter Gustave Lejeune 

Dirichlet (1789- 1857), o primeiro a estabelecer o conceito de função como uma relação arbitrária 

entre as variáveis, independente de fórmulas algébricas. Exemplo dado por ele: Ὢὼ ὧȟ se ὼ é 

racional, e Ὢὼ Ὠȟ se ὼ é irracional, ὧ e Ὠ constantes. Nicolai Ivanovich Lobatchevsky (1792- 

1856) apresentou uma definição de função semelhante à definição de Dirichlet. Contudo incluiu a 

possibilidade de a função ter pontos isolados de descontinuidade, mas não considerando necessário 

acrescentar explicação algébrica (Rüthing, 1984). 

Em 1870, Hermann Hankel (1839- 1873) definiu função em registro verbal somente, como 

tantos outros matemáticos do seu tempo: 

uma função ώ de ὼ, porque todo valor da variável ὼ dentro de um certo intervalo 

corresponde a um certo valor de ώ; não importa se ώ é ou não dependente de ὼ em todo 

intervalo de acordo com a mesma lei; se a dependência pode ou não ser expressa por meio 

de operações matemáticas. (Rüthing, 1984, p. 75, nossa tradução) 

George Boole (1815-1864) definiu função como transformação (em que cada elemento ὼ 

é transformado no elemento Ὢὼ), enquanto Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831- 1916) 

utilizou a ideia de aplicação. E, finalmente, quando um grupo de matemáticos, em sua maioria 

franceses, criou a personagem Nicolas Bourbaki, um pseudônimo coletivo sob o qual escreveram 

uma série de livros que expunha a Matemática da época, chegou-se à definição tal como nos atuais 

livros da Educação Básica (Rüthing, 1984, p. 77). 

 

O Conceito de Função no Ensino Fundamental 

Embora o objetivo deste livro seja abordar o processo ensino-aprendizagem do tópico 

funções na transição entre o Ensino Médio e o Superior, é fundamental que os estudantes 

compreendam esse conceito desde as etapas iniciais da formação deles. No entanto, a experiência 

de vários professores indica que a forma como é introduzido o tema no Ensino Fundamental - 

geralmente começando diretamente pela definição formal ï não favorece uma compreensão sólida 

do conceito. Como consequência, os estudantes tendem a cometer erros recorrentes ao longo de 

sua trajetória acadêmica, especialmente em avaliações.  

Uma alternativa para contornar essas dificuldades é que o professor, ainda no Ensino 

Fundamental, proponha atividades, na forma de problemas, que explorem o conceito de função de 

maneira progressiva, acompanhando, de forma adequada ao ano escolar do estudante, a evolução 

histórica do conceito. Tinoco (2001) defende que a construção intuitiva do conceito de função deve 

ocorrer a partir, ou até mesmo antes, do sexto ano do Ensino Fundamental.  

A primeira atividade pode inserir os estudantes em problemas envolvendo registro de 

representação tabular, que, intuitivamente, carregam o conceito de função. A atividade seguinte 

tem o mesmo objetivo, apresentar o conceito de função, mas sem se referir ao objeto matemático 

como função, entretanto trazendo um diferencial, um registro geométrico.  

Numa terceira atividade, em que o estudante já tenha adquirido essa ideia intuitiva, podem 

ser apresentados problemas combinando dois registros de representação, o tabular e o geométrico 
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e, para a compreensão completa do conceito, numa quarta atividade são desenvolvidos finalmente 

problemas com os estudantes que contemplem os registros tabular, geométrico e algébrico.  

A definição formal de função deve ser dada num segundo momento, após as atividades 

descritas. Não estamos sugerindo, em hipótese alguma, que o professor omita a definição ou sequer 

fale a palavra função. O que recomendamos é o ensino por etapas, seguindo cronologicamente o 

desenvolvimento histórico do conceito para somente, então, passar para a definição.  

Várias atividades visando a construção do conceito de função no Ensino Fundamental 

podem ser encontradas em Tinoco (2001). A seguir apresentamos quatro atividades desenvolvidas 

em Barros, Silva e Silva (2021), que acompanham a evolução histórica deste conceito. 

A primeira atividade, sugerida para alunos do sexto ano do Ensino Fundamental, é a 

construção de uma tabela de números inteiros e seus múltiplos, portanto, tem como objetivo uma 

representação tabular de uma função, relacionada à noção intuitiva como compreendemos que 

havia na época, segundo Youschkevitch (1976), noção intuitiva do conceito. A duração desta 

atividade é 1 tempo de 50 min (sem oficina), e mais 4 tempos (para a oficina). O professor, ao 

introduzir o conceito de fração, solicita aos alunos que, a partir de uma medida (comprimento) que 

pode ser a diagonal do chão da sala de aula, ou um dos lados da janela da sala de aula, ou mesmo, 

a altura da porta da sala de aula, dividam esta medida em partes (metade, um terço, quarta parte 

etc.). Sugerimos que o professor considere aproximação dessas partes pois o foco do exercício não 

é calcular fração, mas, sim, associar a coluna da esquerda de uma tabela à coluna da direita em 

uma relação biunívoca. 

A segunda atividade é mais elaborada pelo fato de o professor necessitar explicar a seus 

alunos o método de multiplicação dos egípcios. Ela também envolve representar uma função na 

sua forma tabular e é recomendada para alunos do 6º ano do Ensino Fundamental. Sugerimos que 

a atividade seja dividida em duas partes, porém com total de 50 min de duração. 

A primeira parte da atividade consiste em explicar o método egípcio de duplicação para 

realizar multiplicações. O professor pode usar, como exemplo, a multiplicação de 42 por 31 da 

forma apresentada na Figura 1. 10, atribuída ao matemático Stifel, que pode ser encontrada em 

livros do período Renascentista (Smith, 1953, p. 106).   A partir da multiplicação ͼτςϽσρͼ, num 

segundo momento, o professor deverá usar de diagramas com os conjuntos ρȟςȟτȟψȟρφ e 

τςȟψτȟρφψȟσσφȟφχς e mostrar a relação entre eles (desenhando setas). Ainda, sem usar a 

palavra função, pedir aos alunos para complementarem novos diagramas cuja relação entre os 

números pode ser ὼ e υπὼ, ou ὼ e χσὼ. 

 
Figura 1. 10 - Exemplo de produto usando o método de duplicação dos egípcios 

Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo Smith (1953, p. 106). 
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Como uma atividade extra e variação desse exercício, usamos o exemplo de Stifel (Smith, 

1953, p. 106), apresentado na Figura 1. 11, no qual alguns dados são omitidos num diagrama 

justamente para que o aluno possa completar.  Isso será importante mais tarde, quando este mesmo 

aluno se deparar com a definição de função inversa.  

 
Figura 1. 11 - Exercício de completar usando o método de duplicação dos egípcios 

Fonte: Barros; Silva e Silva (2021), segundo exemplo de Stifel (Smith, 1953, p.106). 

 

Essa atividade é muito simples, mas, acompanhando-a, existem conceitos relacionados a 

funções que serão aprofundados mais tarde. O direcionamento dos exercícios para pontos 

importantes do conceito de função nos parece uma boa metodologia para a aquisição efetiva do 

conceito ao longo do caminho de aprendizagem percorrido por esse aluno. 

Nossa terceira atividade envolve uma representação gráfica de um problema de 

cinemática simples, ainda sem mencionar a palavra função, mas partindo da intuição que os 

estudantes possuem do movimento (velocidade, aceleração). Esta atividade é inspirada na 

percepção geométrica de Nicolau de Oresme em sua teoria de amplitude das formas 

(Youschkevitch, 1976, p. 46). Sendo essa atividade um problema relacionado ao movimento, 

embora rudimentar, acreditamos que ele possa levar aos estudantes um conceito inicial sobre 

função. Temos, nesse caso, uma compreensão intuitiva, conjuntamente com uma matematização 

inicial, quando, aos nossos alunos, apresentamos problemas de cinemática, trazendo a eles um 

fenômeno que se repete, tem certa regularidade e precisa ser generalizado (Tinoco, 2001).   

Embora não tenhamos o gráfico de quaisquer das funções envolvidas na atividade, 

trabalhamos com uma forma geométrica, inspirada em Oresme, para explorar um problema 

cinemático simples. O emprego de geometria na atividade é um convite para que, posteriormente, 

o aluno possa passar de um registro verbal para um registro gráfico, sem dificuldade em identificar 

a mesma função. A inspiração em Oresme é proposital para que as atividades sigam o 

desenvolvimento histórico do conceito de função. Esta atividade é indicada para alunos a partir do 

7º ano do Ensino Fundamental, com a duração de 50 min. 

A atividade 3 relaciona a distância percorrida por um táxi, numa estrada reta, com o tempo 

gasto (mais adiante, ampliamos o problema, nossa quarta e última atividade, sob o ponto de vista 

da Matemática financeira). Mais uma vez dividimos a atividade em dois momentos. 

Parte 1: O professor desenha uma tabela, tempo versus quilometragem, considerando a 

cada 10 min, por exemplo, a distância percorrida por um táxi em uma estrada reta. A  

 

Tabela 1. 1 apresenta um exemplo para essa atividade. 
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Tabela 1. 1 - Exemplo de dados para a Atividade 3- Parte 1 

 
Fonte: Barros; Silva e Silva (2021) 

Parte 2: São calculadas as velocidades médias que, nesse caso, não serão constantes. E, 

seguindo a forma de representação de Oresme para tempo versus velocidade (Mendonça; Neto, 

2016, Fig. 2, p. 51), é feita uma representação semelhante (tempo na horizontal e barras verticais 

com as velocidades médias, como mostra a Figura 1. 12). Por fim, o professor discute com os 

estudantes o que pode significar, em termos de aceleração, as mudanças de velocidade média ao 

longo do tempo. 

 

   
Figura 1. 12 - Exemplo de dados para a Atividade 3- Parte 2 considerando a Tabela 1 

Fonte: Barros; Silva e Silva (2021) 

Nessas escolhas de atividades, já passamos pelo registro tabular, passando agora para um 

registro óinicialô gr§fico, sendo de f§cil compreens«o do estudante, inclusive para a discuss«o final 

da atividade.  

Em nossa quarta atividade, o problema do táxi, discutimos com os estudantes vários 

registros de representação de uma função (verbal, analítico e gráfico) para a completa compreensão 

do conceito. Ela é indicada para alunos a partir do 9º ano do Ensino Fundamental, com a duração 

de 50 min. 

Esta atividade pode ser aplicada, conjuntamente, com a atividade 3 para estudantes do 1º 

ano do Ensino Médio, considerada, então, uma terceira parte daquela. Utilizamos, desta vez, um 

exercício do banco de dados (applet) do GeoGebra (Figura 1. 13). 
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Figura 1. 13 - Exemplo da tarifa a ser paga durante uma corrida de táxi 

Fonte: Schneider (2018). 

O professor descreve para seus alunos como é cobrado o valor a ser pago pelo passageiro: 

quando voc° utiliza um t§xi, o valor cobrado no final do trajeto ® a soma do valor da ñbandeiradaò 

com o valor referente ao número de quilômetros rodados.  

A ñbandeiradaò ® um valor fixo, cobrado pelos taxistas, que independe de quantos 

quilômetros você vai rodar. Você pode observar que, ao entrar em um táxi, já está fixado esse valor 

no taxímetro. Você também pode observar que, para cada quilômetro rodado, há um valor fixo, 

isto é, a variação do preço é proporcional à distância percorrida, sem considerar a bandeirada e o 

tempo parado.  

Suponha que o valor da bandeirada seja de R$ 5,00 e que o valor de cada quilômetro rodado 

seja R$ 1,20. Então, a função que relaciona o número de quilômetros rodados com o valor total a 

ser pago é uma função afim (Schneider, 2018). Portanto, o professor usa do registro gráfico com 

animação para a descrição do problema. A partir daí, ele obtém o registro algébrico.  

Todas as quatro atividades sugeridas podem ser aplicadas, num primeiro momento, para 

levar aos estudantes o conceito de função, sem necessariamente definir função. A definição deverá 

ser dada num segundo momento, por exemplo, no bimestre seguinte.  

Nasser e Cardoso (2016) apontam que a aprendizagem de funções ® um processo evolutivo, 

lento e gradual devido ̈ sua complexidade, uma vez que existem vários tipos diferentes de 

representações para uma mesma função. Assim, o ensino-aprendizagem do conceito de função não 

se esgota nas quatro atividades, ao contrário, apenas inicia-se.  

 

1.3 Resolução de Problemas: Etapas e Estratégias  

Uma pesquisa realizada com 237 alunos de diversas turmas de Cálculo I, no início do 

segundo semestre de 2018, parte do trabalho de Nasser, Biazutti, Torraca e Barros (2019), incluiu 

a aplicação de um teste diagnóstico. Um dos problemas aplicado (Figura 1. 14) envolvia somente 

tópicos de Matemática da Escola Básica:  

about:blank
about:blank
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Figura 1. 14 - Segunda questão do teste diagnóstico- fonte: Nasser, Biazutti, Torraca e Barros (2019) 

Fonte: Adaptado da prova da OBMEP (2014) 

 

O resultado dos alunos foi: 8 % de acertos no item d, na obtenção da função procurada e 

14 % de acertos no item e na obtenção do gráfico desta função, sendo que 54% dos alunos deixaram 

o gráfico em branco.  

Uma possível razão para este baixo desempenho pode ser a complexidade do item. Nesse 

sentido, é possível qualificar dois tipos de itens:  exercício e problema. Vários autores já se 

pronunciaram sobre as diferenças entre eles. Segundo Dante (2003, 2010) um exercício envolve 

praticar ou reforçar algoritmos já aprendidos, enquanto a resolução de um problema exige uma 

certa dose de iniciativa e criatividade aliada ao conhecimento de algumas estratégias. 

Possivelmente, o ensino e as avaliações da disciplina Cálculo I envolvem sobretudo 

problemas, enquanto na Educação Básica os estudantes estão mais acostumados a resolver 

exercícios.  

De acordo com Ponte, Mata-Pereira e Henriques (2012), o grande objetivo do ensino da 

Matemática é desenvolver a capacidade de raciocínio dos alunos.  

Trata-se de um objetivo ambicioso, mas necessário, que justifica o importante papel da 

Matemática em todos os sistemas educativos. Os alunos não desenvolvem a capacidade 

de raciocínio matemático por simples memorização de conceitos, representações e 

procedimentos rotineiros, que, pelo contrário, os leva a ter uma visão da Matemática como 

um conjunto de regras mais ou menos desconexas, e não como uma disciplina lógica e 

coerente. Para desenvolver esta capacidade é preciso trabalhar em tarefas que, por um 

lado, requerem raciocínio e, por outro lado, estimulam o raciocínio. Só deste modo se 

pode esperar uma compreensão efetiva dos conceitos e procedimentos matemáticos por 

parte do aluno. (Ponte; Mata-Pereira; Henriques, 2012, p. 356) 

A utilização da resolução de problemas como estratégia de ensino é assunto de diversas 

pesquisas há vários anos. Um exemplo disso é o boletim do GEPEM de 1988, totalmente dedicado 

a artigos sobre isto. Em um dos artigos, Nasser ressalta a importância da resolução de problemas 

e comenta que é impossível descrever um método para resolver qualquer problema, o que se pode 

é desenvolver nos alunos a habilidade para a resolução de problemas.  



22 

 

Segundo Nasser (1988), há quatro grupos de fatores que podem influenciar o ensino e a 

aprendizagem em Resolução de Problemas. O grupo dos fatores relacionados ao resolvedor inclui 

todas as características individuais do estudante. Já os relacionados ao professor envolvem as suas 

atitudes frente aos problemas e a escolha deles. O terceiro grupo de fatores está relacionado à 

natureza dos problemas, se são interessantes, com nível de dificuldade adequado aos estudantes. 

O último grupo está relacionado aos processos utilizados para resolver problemas. As dificuldades 

maiores aparecem nos que requerem o uso de alguma estratégia ou heurística. 

A seguir será apresentado um resumo das etapas e estratégias mais comuns, com base nas 

ideias de Polya (1978) e Nasser (1988). Em seguida serão apresentados alguns exemplos que 

exploram estas estratégias, que podem ser trabalhados pelos professores de disciplina de Pré-

Cálculo e por professores de Matemática no Ensino Médio. 

As etapas de resolução de um problema, adaptadas de Polya (1978), são em geral as 

seguintes.  

A primeira consiste na Leitura e delimitação do problema, destacando os dados 

relevantes. Ao final desta etapa, devem estar identificados os dados do problema (o que é 

conhecido sobre ele) e o objetivo do problema (o que é desconhecido) a ser alcançado.  

A segunda consiste na Modelagem matemática do problema, isto é, em   transformar os 

dados utilizando conceitos de variável independente, dependente, função, intervalo, conjuntos.     

A terceira etapa aponta para a Escolha de estratégias para chegar à solução do 

problema, que serão apresentadas mais adiante. Ao final destas duas últimas etapas, deve haver 

um plano (para chegar à solução do problema) que será posto em prática, em seguida.  

A próxima etapa será a de execução do plano, isto é, a Aplicação da(s) estratégia(s) para 

chegar à solução do problema. Pode haver necessidade de utilizar várias estratégias, como elos 

numa cadeia lógica de raciocínio, dependentes umas das outras, ou várias etapas independentes 

cujas soluções conduzirão juntas ao resultado procurado.  Caso se chegue a um impasse, durante 

a execução desta etapa, volta-se à etapa anterior, para revisão da escolha de estratégias.  

Na última etapa, que costuma ser esquecida por muitos alunos, deve ser feita a Validação 

dos resultados obtidos, isto é, a verificação crítica do trabalho realizado. Pode acontecer do 

resultado obtido não ser compatível exatamente com o resultado procurado. Nesse caso, além da 

observação do domínio da variável e da revisão nos cálculos à procura de erros em contas, 

modificações poderão ser necessárias. Deve-se então voltar à leitura e interpretação do texto do 

enunciado ou ao plano a ser executado.   

 Nasser (1988) fornece uma lista de estratégias para resolução de problemas: utilizar um 

esquema, diagrama, tabela ou gráfico; organizar uma sequência de passos; desdobrar um problema 

complexo em questões mais simples; trabalhar do fim para o princípio; simular/simplificar o 

problema; descobrir uma regra ou padrão; criar um problema equivalente; descobrir casos 

particulares e procurar um problema análogo mais simples.  

 Além destas, Nasser (1988) também citou as seguintes estratégias: tentativa e erro; fazer 

uma lista organizada ou uma figura; usar raciocínio lógico; observar simetrias. 
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 Ponte, Mata-Pereira; Henriques (2021, p.359) afirmam que ños problemas e as tarefas de 

investigação constituem um contexto fundamental para o estudo do raciocínio matemático, 

atendendo aos processos usualmente usados na elaboração e teste de conjecturas e na sua 

justificativaò. Tais autores defendem que o racioc²nio indutivo tem lugar sobretudo na formula­«o 

de conjecturas gerais a partir de casos específicos, e o raciocínio dedutivo ocorre principalmente 

nos processos de justificação, conforme mostra o quadro 1.2 a seguir. 

Quadro 1.2 - Quadro conceptual para a análise do raciocínio matemático 

 
Fonte: Ponte; Mata-Pereira; Henriques (2021) 

A seguir serão apresentados alguns exemplos do que pode ser utilizado em uma perspectiva 

de problema, em um sentido investigativo e exploratório.  A ideia é oferecer ao leitor/professor 

caminhos para utilizar em diferentes problemas, explorando diferentes estratégias para chegar à 

solução. 

 

Exemplo 1.1: Para ir a uma festa uma pessoa tinha disponíveis 1 calça vermelha e 1 calça azul 

e três camisetas, uma amarela, uma verde e outra preta. De quantas maneiras distintas estas peças 

podem ser combinadas para produzir uma roupa para a festa?  

 

São 6 combinações possíveis para a roupa da festa.  Para chegar a esta solução, pode ser 

utilizada a estratégia de criar um esquema para listar e visualizar todos os casos possíveis, em 

uma sequência de passos, como mostra a Figura 1. 15. 

 

 
Figura 1. 15 - Esquema de passos 
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Este problema pode ser resolvido usando fórmulas de Análise Combinatória. No entanto, deve ser 

incentivado o uso de estratégias espontâneas dos alunos e evitar o uso de fórmulas prontas.  

 

Exemplo 1.2: Para ir a uma festa uma pessoa tinha disponíveis 1 calça vermelha e 1 calça azul, 

três camisetas, uma amarela, uma verde e outra preta e 3 sapatos, 1 preto, 1 marrom e 1 azul. De 

quantas maneiras distintas estas peças podem ser combinadas para produzir uma roupa para a 

festa? 

 

Pode-se começar inicialmente resolvendo o problema de combinar as calças e camisetas. 

Resolvido este, pode-se passar para o problema do acréscimo dos sapatos. Como visto no exemplo 

1.1, há 6 combinações possíveis para o conjunto calça com camiseta.  Agora é só montar o segundo 

esquema, com os casos possíveis para a segunda questão, isto é, o acréscimo do sapato. Como cada 

um dos 6 conjuntos poderá ser usado com 3 opções de sapatos, teremos ρψ σ φ combinações 

possíveis.   

A solução do problema foi obtida com o desdobramento de um problema mais complexo 

em dois problemas mais simples. Essa divisão é uma alternativa interessante para a resolução de 

problemas matemáticos.  

 

Exemplo 1.3: Uma criança levou para a escola um saco de biscoitos para dar aos amigos. Deu 

metade dos biscoitos que tinha no saco ao primeiro grupo de amigos que encontrou ao chegar. 

Depois encontrou mais amigos e deu metade dos que ainda tinha. E assim chegou à sala dele já 

só com 20 biscoitos, um para cada colega. Quantos biscoitos havia no saco, antes de ser aberto? 

 

Este problema deve ser resolvido trabalhando de ñforma reversaò. Vamos resolvê-lo em 

duas etapas: 

Antes de chegar à sala, com 20 biscoitos, tinha entregado metade dos que tinha, logo tinha 

o dobro de 20, isto é, 40 biscoitos, antes de encontrar esses amigos. (1ª etapa) 

Só que, ao chegar, tinha distribuído metade dos que tinha, então só poderia ter 80 biscoitos, 

para terem sobrado 40. Esta é a quantidade total de biscoitos no saco, antes de ser aberto: 80 

biscoitos.  (2ª etapa). 

A estratégia acima, resumidamente, consistiu em aplicar operações inversas às realizadas 

na ordem original de ação, ou seja, trabalhar do fim para o início, juntamente com raciocínio 

lógico. 

 

Exemplo 1.4: Uma pessoa guarda suas meias todas desarrumadas numa gaveta em seu quarto. 

Ela sabe que tem 1 par de meias marrons, 1 par de meias pretas e 1 par de meias brancas, todas 

do mesmo modelo.  Supondo que a pessoa precise escolher um par de meias da mesma cor, sem 

acender a luz do quarto, qual o menor número de meias que deve tirar da gaveta para que, quando 

sair do quarto para um local iluminado, tenha com certeza um par da mesma cor? 
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É possível retirarmos duas meias e obtermos um par da mesma cor? Sim! É possível. 

Porém, ao retirarmos duas meias não teremos a garantia de que as duas serão da mesma cor. Ao 

retirarmos duas meias, podemos tirar: 

ǒ Duas meias brancas ὦȟὦ 

ǒ Duas meias pretas ὴȟὴ 

ǒ Duas meias marrons άȟά  

ǒ Uma branca e outra preta ὦȟὴ 

ǒ Uma branca e outra marrom ὦȟά  

ǒ Ou, uma preta e outra marrom ὴȟά  

 

 Observem que nos três últimos casos, o objetivo não é atingido. Desta forma, se retirarmos 

duas meias não teremos garantia de que formaremos um par da mesma cor. Suponha que retiremos 

três meias. Teríamos a garantia que formaríamos um par de meias da mesma cor? Ainda não!  

 Considere as três últimas situações descritas anteriormente, ou seja, aquelas em que o 

objetivo não foi alcançado com duas retiradas. Para cada uma delas, teríamos três possibilidades 

após a terceira retirada: 

ǒ Uma branca e outra preta {b, p} Ÿ {b, p, b} ou {b, p, p} ou {b, p, m} 

ǒ Uma branca e outra marrom {b, m} Ÿ {b, m, b} ou {b, m, m} ou {b, m, p} 

ǒ Ou, uma preta e outra marrom {p, m} Ÿ {p, m, p} ou {p, m, m} ou {p, m, b} 

 Notem que há um caso nas três situações em que o objetivo não é alcançado, pois teríamos 

três meias com cores diferentes. 

Esse é um problema que, para ser resolvido, ou o estudante deve explorar todas as 

possibilidades, ou, simplesmente, imaginar o pior cenário possível. Neste caso, o pior cenário é 

retirar 3 meias de cores diferentes da gaveta. Como só existem três cores diferentes, com a retirada 

de mais uma meia, certamente haverá pelo menos duas da mesma cor. Logo, a solução é 4 meias.   

Podemos observar que, mesmo que inicialmente o professor explore todos os casos 

possíveis, é necessário que o docente prepare seus alunos para desenvolver uma estratégia mais 

eficiente, que seria simular uma situação simplificadora do problema.  

Para alertar para essa necessidade, o docente pode explorar um problema que envolva 100 

pares de meias de cores diferentes. Nesse caso, qual seria o número mínimo de retirada? 

O pior cenário possível seria retirar 100 meias de cores diferentes. Sendo assim, com a 101ª 

retirada teríamos a certeza de que formaríamos um par. 

 

Exemplo 1.5: Dobra-se uma folha de papel retangular ao meio, e repete-se o processo em 

seguida, várias vezes.  Em quantas partes a folha de papel original fica dividida, se a folha for 

dobrada 50 vezes? 

 

A solução deste problema utiliza uma combinação de estratégias, começando por uma 

sequência de passos, obtidos resolvendo problemas mais simples, considerando menos dobras. 

Em seguida constrói-se uma tabela para registrar estes resultados, para facilitar a visualização.  A 
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partir deles tenta-se generalizar para obter uma lei de formação. Finalmente, conhecendo a lei de 

formação, obtém-se a solução procurada, como mostra a tabela 1.2. 

 

Tabela 1. 2 - Simulação de dobras e partes 

Dobras 0 1 2 3 4 5 n 50 

Partes 1 2 4 8 16 32 ς ς  
 

Exemplo 1.6: Márcio, Marcelo, Marcos e Maurício são quadrigêmeos, e a única maneira de 

diferenciá-los é pela cor de suas camisas. Nem Marcos nem Maurício gostam de vermelho. 

Marcelo sempre usa verde. Maurício pensou em escolher o amarelo, mas mudou de ideia. A cor 

favorita de um irmão de Márcio é azul. Que cor de camisa cada menino usa? 

 

Aqui uma estratégia razoável é usar raciocínio lógico. Cada menino vai usar camisa de 

uma cor diferente, dentre vermelho, verde, amarelo e azul. Já se sabe que Marcelo usa camisas 

verdes. Sobram então as camisas de cor vermelha, amarelo e azul. Marcos e Maurício não gostam 

de vermelho, logo só poderão estar com camisas nas cores amarela e azul, por exclusão. Como 

Maurício não escolheu amarela, então Maurício usa camisas azuis. Logo Marcos ficou com a 

camisa amarela. Sobrou então para Márcio usar camisa vermelha.  

 

Exemplo 1.7:  Dispondo de 5 quadrados de 12 cm de lado, deseja-se construir uma única figura 

com 120 cm de perímetro, sem sobreposição, de modo que dois quadrados que sejam adjacentes 

se tocam ao longo de um lado completo. A solução é única? Por quê? 

 

Podem ser disponibilizados para os alunos quadrados recortados para que eles façam 

tentativas juntando os quadrados e calculando o perímetro das figuras formadas. Usando a 

estratégia de simulação de uma possível colocação dos quadrados enfileirados, como na Figura 

1. 16 a seguir, teremos o seguinte: 

 
Figura 1. 16 - Cinco quadrados enfileirados 

 

Será obtido o perímetro de 144 cm. Para chegar ao valor de 120 cm, o perímetro deverá 

reduzir em 24 cm, ou seja, correspondendo a dois lados de um quadrado ou a um lado de dois 

quadrados.  Colocando 3 quadrados enfileirados, com os outros 2 por cima de dois deles 

adjacentes, conseguiremos o perímetro desejado, como mostra a Figura 1. 17 a seguir. 
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Figura 1. 17 - Figura formada por cinco quadrados com perímetro desejado 

 

Pode-se observar, por raciocínio lógico, que a solução não é única, pois a figura refletida 

ou rotacionada conduz a outras soluções possíveis distintas.  

 

Exemplo 1.8: Paulo tinha 6 dias para preparar desenhos para uma exposição de artes da escola. 

Em cada dia, fez mais 4 desenhos que no dia anterior. Ele expôs 150 desenhos. Quantos desenhos 

ele fez em cada dia? 

 

Várias estratégias podem ser utilizadas para chegar à solução, como tentativa e erro, 

esquemas, diagramas e utilizando fórmulas de progressões aritméticas para descobrir padrões.  

A estratégia mais utilizada pelos alunos é chamar de ὼ o número de desenhos feitos no 

primeiro dia e formar uma equação que represente a situação do problema, que poderá ser da forma 

ὼ ὼ τ ὼ ψ ὼ ρς ὼ ρφ ὼ ςπ ρυπȢ  Então será obtida a equação 

equivalente φὼ φπ ρυπȟ  chegando à solução ὼ ρυ desenhos no primeiro dia. Logo, foram 

19, 23, 27, 31, 35 desenhos nos dias seguintes. 

 

Exemplo 1.9: Como se pode dividir um quadrado em quatro partes congruentes, de seis maneiras 

diferentes? 

Aqui algumas estratégias podem ser a de tentativa e erro ou a de considerar casos 

particulares mais simples, como dividir o quadrado em 2 partes congruentes, que não precisam 

ser quadrados, depois considerar dividir estas duas partes em outras duas congruentes, depois cada 

uma destas em duas. A Figura 1. 18 mostra seis soluções encontradas.  
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Figura 1. 18 - Divisão de um quadrado em quatro partes congruentes 

 

 Pode ser observado que outras soluções podem ser obtidas, sem que as partes congruentes 

sejam polígonos, podem ser regiões limitadas por curvas. 

 

Exemplo 1.10: Num campeonato de duplas de vôlei, em cada jogo a dupla perdedora é eliminada. 

Quantas partidas serão jogadas até se chegar à dupla campeã, num torneio com 15 duplas? 

 

Pode-se utilizar um esquema, considerando caso análogo mais simples, com menos 

duplas. Desta forma, rapidamente se chega à solução, serão 14 partidas, e se consegue generalizar, 

com ὲ  duplas haverá ὲ ρ partidas. Outra possibilidade é estudar o que acontece quando for 

um número par de duplas. Neste caso também se chega à mesma expressão para a solução geral. 

 

Exemplo 1.11: Dois grilos saltitam ao longo de uma reta graduada muito comprida. No instante 

inicial um grilo está na marca de 10 cm e o outro grilo está na marca de 17 cm, como mostra a 

Figura 1. 19. Se cada grilo salta 2 cm para a esquerda ou para a direita, em algum momento eles 

podem estar no mesmo local? (retirado de questões de simulados OBMEP-2018- N1) 

 

 
Figura 1. 19 - Posição inicial dos dois grilos 

Fonte: OBMEP 2018 

 

O grilo que está inicialmente na marca de 10 cm só pode ocupar pontos marcados com 

números da forma ρπ ςὲ, em que ὲ é um número inteiro positivo ou negativo. Isto significa que 

este grilo só ocupa posições marcadas com números pares. Já o grilo que está inicialmente na 
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marca de 17 cm, ocupa posições marcadas com números da forma ρχ ςά, em que ά é um 

número inteiro positivo ou negativo. Ou seja, este grilo só ocupa posições marcadas com números 

ímpares, pois a soma de um número ímpar com um par é sempre um ímpar. Como um número par 

sempre é diferente de um número ímpar, estas duas observações implicam que os grilos nunca 

podem ocupar o mesmo ponto da reta graduada.  

Neste problema o raciocínio lógico levou inicialmente ao descobrimento de um padrão 

para o deslocamento de cada grilo e, posteriormente, à conclusão final. 

 

Exemplo 1.12: Uma formiga está parada em um canto do chão de uma sala cúbica, no ponto ὃ 

da Figura 1. 20 a seguir. Ela quer se mover para o canto oposto, no ponto ὄ da mesma figura, 

usando o caminho mais curto. Ela só pode se mover ao longo das paredes, no piso e no teto da 

sala. Qual o comprimento do caminho mais curto que ela deve escolher? Como será este caminho 

mais curto? (adaptada de Dorichenko (2016)) 

 

 
Figura 1. 20 - Posição inicial e final da formiga na sala cúbica 

 

A sala tem um total de seis faces (4 paredes, piso e teto). Três são adjacentes ao canto ὃ e 

três ao canto ὄ. Para ir de ὃ até ὄ, a formiga tem que cruzar uma aresta (segmento de reta 

pertencente a duas faces distintas) de uma face adjacente a ὃ para uma adjacente a ὄ. Suponha que 

ela cruza a aresta ὢὣ no ponto ὓ, como na Figura 1. 21 a seguir. 

 

 
Figura 1. 21 - Ponto ὓ por onde a formiga vai passar 

 

De ὃ até ὓ, o caminho mais curto no trajeto permitido será ao longo do segmento de reta 

ὃὓ, depois disso o caminho mais curto, de ὓ até ὄ, será também um segmento de reta, ὓὄ. Resta 
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descobrir onde deverá ser escolhido o ponto ὓ, na aresta ὢὣ, para que o caminho total da formiga 

de ὃ até ὄ, formado pela soma dos comprimentos ὃὓ ὓὄ, seja o menor possível. 

Consideremos então a planificação das faces do cubo envolvidas no problema, ou seja, que 

contêm os segmentos ὃὓ e ὓὄ, como mostra a Figura 1. 22 a seguir. 

 

 
Figura 1. 22 - Planificação das faces do cubo onde a formiga vai andar 

 

A solução do problema será quando ὃὓὄ for um segmento de reta no retângulo formado 

pelas duas faces, ligando os pontos ὃ e ὄ, ou seja, a menor distância entre ὃ e ὄ é obtida pela 

diagonal do retângulo, como mostra a Figura 1. 23 a seguir.  

 

 
Figura 1. 23 - Diagonal do retângulo 

Supondo o cubo de lado ὒ, teremos que a diagonal será a hipotenusa do triângulo retângulo 

cujos catetos medem ὒ e ςὒ. Usando o teorema de Pitágoras teremos ὃὄ Ὠ ὒЍυ.  Só falta 

descobrir qual a posição de ὓ, relativa à aresta ὢὣ. 

Pode-se notar que os triângulos ὃὓὣ e ὃὄὅ são semelhantes, caso AAA. Neste caso, as 

medidas dos lados são proporcionais, isto é  .  Assim ὃὓ ὃὄ, ou seja, o 

ponto ὓ deve ser o ponto médio da diagonal ὃὄ. Como as duas diagonais de um retângulo são 

congruentes, se intersectando no ponto médio entre elas, o triângulo ὃὓὅ e seu oposto Ὀὓὄ 

também serão congruentes, logo as alturas ὢὓ e ὓὣ serão iguais.  Assim ὓ também é o ponto 

médio da aresta ὢὣ. A formiga deve sair do canto ὃ, seguir reto até o ponto médio da aresta 

adjacente ὢὣ, e, em seguida, seguir direto ao canto ὄ. 
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Neste problema o conhecimento de propriedades geométricas foi importante, mas as 

figuras e o raciocínio lógico foram essenciais. Pode-se observar que o problema inicial, de 

geometria espacial, foi reduzido a um outro problema, mais simples, de geometria plana, que se 

desdobrou em problemas mais simples, um resolvido utilizando o Teorema de Pitágoras e o 

outro utilizando semelhança de triângulos.  

 

Exemplo 1.13: A Figura 1. 24 a seguir mostra um sólido cuja seção transversal uniforme consiste 

em um retângulo ὃὄὅὈ e de um quadrante ὈὉὅ de um círculo, centrado no ponto Ὀ. O 

comprimento do lado ὃὄ é 5 cm, do lado ὃὈ é 2 cm e da aresta ὄὋ é 10 cm. 

 

 
Figura 1. 24 - Sólido com seção transversal uniforme 

 

a) Determine o volume deste sólido.  

b) Determine a área de superfície total deste sólido. 

c) Se juntarmos 5 unidades deste sólido e derretermos, para em seguida formar um outro sólido 

com a forma de um cone circular reto com 24 cm de altura, determine qual será o raio da base do 

cone. 

As respostas devem ser obtidas aproximando os resultados para números inteiros. Este 

sólido tem base dada pela superfície representada na Figura 1.25 a seguir e cuja altura é igual a 

ὄὋ. Seu volume é igual ao produto da área da base multiplicada pela altura. A altura é igual ao 

comprimento de ὄὋ ρπ cm.  
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Figura 1.25 - Seção transversal do sólido 

 

A base é formada pelo retângulo ὃὄὅὈ e pelo quadrante ὈὉὅ de um círculo. A área será 

então a soma das áreas das duas figuras. O retângulo tem comprimento ὃὈ ς cm e largura              

ὃὄ υ ὧά, logo tem área ρπ ὧά.  O quadrante do círculo de centro Ὀ, tem raio com 

comprimento ὅὈ ὈὩ υ ὧά, logo sua área será 
Ȣ

φȟςυ“.  

Então a área da base será   ρπφȟςυ“. Por conseguinte, o volume do sólido será igual a 

ὠ ρπ φȟςυ“Ȣρπḙςωφȟσυ. Aproximando para um número inteiro teremos ὠḙςωφ ὧά. 

A área total da superfície do sólido será a soma das áreas das suas faces. Há duas faces com 

a forma da base, cuja área já foi calculada, igual a ρπ φȟςυ“. Deve-se observar agora as faces 

laterais. Há uma face lateral com a forma do retângulo ὃὄὊὋ, com comprimento ὄὋ ρπcm e 

altura ὃὄ υ ὧά, logo sua área é igual a υπ ὧά. Há outra face lateral com a forma do retângulo 

ὃὊὐὉ, com comprimento ὃὉ χ ὧά  e largura ὃὊ ὄὋ ρπ ὧά, logo sua área é igual a 

χπ ὧά. Finalmente, a última face é formada pelo retângulo ὄὅὌὋ junto com a quarta parte de 

um cilindro circular reto. A área do retângulo ὄὅὌὋ é o produto do comprimento ὄὅ ς ὧά pela 

largura ὄὋ ρπ ὧά, logo igual a ςπ ὧάȢ  A quarta parte do cilindro tem raio ὅὈ υ ὧά e altura 

igual a  ὄὋ ρπ ὧά . Então sua área será igual a ςυ“.  Então a última face 

terá área igual a ςπ ςυ“Ȣ  Somando as áreas das 5 faces teremos ὃ ςρπφȟςυ“ υπ

χπ ςπ ςυ“ ḙςχχȟψρ ὧά. Aproximando para um número inteiro teremos ὃḙςχψ ὧάȢ 

Juntando 5 unidades do sólido dado e derretendo, o material dos sólidos obtido terá volume 

igual a  υὠḙρτψπ ὧά.  Se for utilizado para construir um cone de 24 cm de altura, teremos, por 

conseguinte,  υὠḙρτψπ ψ“ὶ, que é o volume de um cone com a altura dada e raio 

igual a ὶ.   

Assim ὶḙ ḙρψυȢ  Logo ὶḙρτ cm.  

Novamente tivemos uma combinação de estratégias, como o desdobramento de um 

problema complexo em vários problemas mais simples e uso de raciocínio lógico.  

Ao longo do livro serão abordados diversos tipos de problemas mais sofisticados, 

envolvendo funções. As estratégias exploradas nesta seção não esgotam as possibilidades. Na 

próxima apresentaremos um método diferenciado de resolução de problemas (MERP), que utiliza 
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uma ferramenta computacional, o software GeoGebra, como mais uma estratégia para abordar 

estes problemas. 

 

1.4 MERP ï Método de Ensino por meio da Resolução de 

Problemas 

 

Como já foi mencionado em outra seção deste capítulo, as nossas investigações 

identificaram que, dentre as diversas barreiras para a aprendizagem em disciplinas iniciais de 

cursos superiores na área de Ciências Exatas, estão as dificuldades dos alunos na compreensão do 

conceito de função, a dificuldade em reconhecer uma mesma função quando representada na forma 

algébrica ou na forma geométrica, por meio de seu gráfico e a dificuldade com a modelagem de 

problemas envolvendo funções.  

É comum, mesmo entre professores, associar a ideia de função apenas à sua representação 

algébrica, como se a lei fosse a função, em si, enquanto o gráfico no plano cartesiano fosse a 

representação dessa lei. Outro exemplo desta crença pode ser observado na dificuldade da 

população brasileira em reconhecer o crescimento exponencial (ou similar) a partir de um gráfico, 

com o número de casos de contaminados com a COVID-19. 

Como vimos na seção 1.1, Duval (2012) afirma que as representações semióticas de um 

objeto matemático são necessárias para a compreensão dos conceitos. Segundo o pesquisador, os 

objetos matemáticos não estão diretamente acessíveis à percepção ou à experiência intuitiva 

imediata, como s«o os objetos comumente ditos ñreaisò ou ñf²sicosò. £ preciso, portanto, dar 

representantes. Os conceitos matemáticos somente serão acessíveis por meio da mobilização de 

pelo menos dois registros de representação semiótica (Duval, 2009). Quando o estudante consegue 

estabelecer relações entre estes, a aprendizagem se estabelece.  

Por outro lado, a possibilidade de efetuar tratamentos sobre os objetos matemáticos 

depende diretamente do sistema de representação semiótico utilizado (Duval, 2012). A 

importância da utilização do registro adequado pode ser observada nas quatro operações 

aritméticas básicas, ou utilizando algarismos romanos ou números indo-arábicos. A utilização de 

um melhor registro possibilitou não somente a realização dessas operações, de forma mais clara e 

simples, ao longo da história, como o próprio desenvolvimento da Matemática. De modo similar, 

podemos associar a utilização da base dois à construção e evolução dos computadores.  

Tivemos a ideia de utilizar uma ferramenta tecnológica que ajudasse o aluno a explorar 

diferentes representações de função. A escolhida foi o software GeoGebra. 
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O GeoGebra como Ferramenta de Ensino  

As características do software educacional GeoGebra permitem explorar as representações 

algébrica e geométrica de uma função e transitar entre elas. Um recurso importante deste software 

permite simula­»es din©micas al®m das est§ticas, ou seja, situa­»es tipo ñv²deoò, al®m da op­«o 

tipo ñfotoò. Neste sentido, a utiliza­«o do GeoGebra não deve então se limitar à representação 

geométrica de algumas situações estáticas como a exibição do gráfico de uma função específica. 

A utilização de recursos computacionais no ensino pode incentivar à reflexão e ao 

desenvolvimento do lado cognitivo de cada aluno, principalmente por respeitar o ritmo de 

aprendizagem de cada um, deixando que os estudantes aprendam com seus erros. Segundo 

Abramovich (2013), a utilização destes recursos possibilita comunicar ideias matemáticas 

importantes, presentes em um tópico curricular banal e estudar tópicos mais difíceis de outra 

forma.  

A utilização de ferramentas tecnológicas para resolução de problemas aparece na 

Competência 5 da BNCC:  

compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informação e comunicação de forma 

crítica, significativa, reflexiva e ética nas diversas práticas sociais (incluindo as escolares) 

para se comunicar, acessar e disseminar informações, produzir conhecimentos, resolver 

problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva (Brasil, 2017, p.9.)  

Além de possibilitar a exploração de diferentes registros de representação, o GeoGebra é 

um software gratuito. Pode ser instalado em quantos dispositivos forem necessários ou até mesmo 

utilizado diretamente online, o que facilita o acesso dos estudantes. Possui muitos recursos 

interativos e dinâmicos que podem ser aplicados facilmente em sala de aula, dessa forma tornando-

se uma ferramenta facilitadora para o processo de ensino e de aprendizagem de funções e outros 

conceitos abstratos, como vetores. 

Gerônimo, Barros e Franco (2010) destacam o uso do GeoGebra: 

Podemos utilizar sua interface gráfica e suas ferramentas para traçar retas, ângulos, 

circunferências etc. uma das vantagens do uso do GeoGebra é que as construções são 

dinâmicas, isto é, sem a perda dos vínculos geométricos. Isso permite que o usuário faça 

grande quantidade de experimentações que lhe possibilite construir proposições 

geométricas (2010, p. 11).  

Em sua pesquisa sobre os efeitos da utilização do GeoGebra no processo de aprendizagem 

de alunos em uma escola na Malásia, Arbain e Shukor (2015) descrevem o aumento da 

autoconfiança e da motivação. Relatam que aumentou a livre comunicação entre os alunos e o 

professor e outros alunos. Os alunos são atraídos naturalmente por ferramentas tecnológicas. 

Houve uma melhora nítida entre os alunos do grupo que utilizou GeoGebra, comparados aos 

alunos do grupo de controle, que não utilizaram o GeoGebra. 

Para o professor, as vantagens do software são: dinamizar a aula e despertar o interesse do 

aluno. Devido ao software possuir uma conectividade mundial, pode-se trocar informações e/ou 

experiências, ensinando e aprendendo com essa interação.  
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Tendo apoio do software GeoGebra para explorar diferentes registros de representação de 

funções e seguindo a orientação de Duval (2012) o próximo passo foi fazer uma associação com a 

resolução de problemas. 

 

Ensino por meio da Resolução de Problemas  

Em consonância com as ideias de Krulik e Rudnik (1993), interpretamos como um 

problema toda atividade que traga ponto ainda inexplorado, que se configure ao estudante como 

um desafio, algo que possibilite-o sair da zona de conforto. Um problema é uma tarefa que 

essencialmente não se resolve com procedimentos memorizados. Se os procedimentos para a 

resolução de uma tarefa escolar estão previamente contidos em algum algoritmo já aprendido pelo 

estudante, esta tarefa não é mais um problema.  

Um problema deve proporcionar uma pequena dose de investigação e exploração, para 

ocorrer a descoberta. A resolução de problemas, geralmente, está relacionada a uma prática 

pedagógica em que o professor ensina determinadas técnicas e o estudante resolve cada questão 

com apenas uma forma de solução. Esta perspectiva está associada aos estudos de Polya (1978), 

pois seu foco est§ em ñdescobrir como resolver problemas e como ensinar estrat®gias que levem a 

enxergar caminhos para resolver problemasò (Onuchic; Allevato, 2011, p. 77-78).  

Onuchic e Allevato esclarecem que, apesar do foco ser colocado sobre os processos de 

pensamento matemático e de aprendizagem através da descoberta, não havia, neste momento 

hist·rico, ñconcord©ncia quanto ¨ forma pela qual esse objetivo seria alcan­adoò, pois os 

professores e educadores interpretavam de modo distinto o significado de utilizar a ñresolu­«o de 

problemasò na aprendizagem da matem§tica escolar (Onuchic; Allevato, 2011, p. 78-79). Há três 

modos 

de abordar Resolução de Problemas, que podem ajudar a entender e a refletir sobre essas 

diferenças de entendimento ou de abordagem que se faziam presentes, com maior ou 

menor intensidade, no contexto do ensino: (1) ensinar sobre resolução de problemas; (2) 

ensinar matemática para resolver problemas; e (3) ensinar matemática através da 

resolução de problemas (Onuchic; Allevato, 2011, p. 79). 

O m®todo de ensino proposto neste texto utiliza esta terceira perspectiva, pois ño problema 

® visto como ponto de partida para a constru­«o de novos conceitos e novos conte¼dosò (Onuchic; 

Allevato, 2011, p. 80). Esta forma de ensino, segundo Matos e Serrazina (1996), deve possibilitar 

aos estudantes investigarem o conteúdo matemático e adquirir confiança neste processo.  

Sendo assim, propomos neste texto a utilização do que denominamos de Método de Ensino 

por meio da Resolução de Problemas (MERP).  
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Ferramenta Pedagógica: MERP 

Este método, apresentado em Biazutti, Vaz e Andrade (2020), consiste na utilização de 

resolução de problemas como ponto de partida para o ensino de determinados conceitos, com apoio 

de diferentes representações semióticas e do software GeoGebra, conforme mostra a Figura 1.26. 

Também pode ser utilizado para preenchimento de lacunas e consolidação da aprendizagem. 

Por este método, um conceito é desenvolvido formalmente depois de surgir, de maneira 

natural e intuitiva, na compreensão ou resolução de um problema. Neste livro utilizaremos o 

MERP para facilitar a compreensão dos conceitos, relacionados a função, na perspectiva do ensino 

de Pré-Cálculo. Os problemas selecionados para implementar este método devem explorar, 

prioritariamente, a conversão de registros. Neste sentido, softwares dinâmicos de construção de 

gráficos, como o GeoGebra, pelas suas próprias características, podem ser utilizados, tanto pelo 

professor como pelos alunos, para viabilizar uma discussão mais rica sobre diferentes registros de 

representações de um mesmo objeto. 

 
Figura 1.26 - Abordagem pedagógica do MERP 

Fonte- Biazutti, Nasser, Torraca, Barros e Oliveira (2018) 

 

Tais softwares possibilitam também a representação geométrica de funções descritas 

verbalmente nos enunciados de diversos problemas, explorando-as de modo dinâmico e interativo. 

As estratégias de raciocínio apresentadas na seção anterior serão muito importantes para a 

compreensão e resolução dos problemas abordados.  

Descrevendo Atividades de Ensino Utilizando o MERP 

Este livro utiliza o MERP, como estratégia pedagógica facilitadora no processo ensino-

aprendizagem, numa disciplina de Pré-Cálculo. Além disso, todos os problemas apresentados não 

necessitam, para sua resolução, de nenhum conhecimento formal de conceitos a serem estudados 

na primeira disciplina de Cálculo Diferencial e Integral (CDI), portanto, também podem ser 

resolvidos por estudantes do Ensino Médio. 
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Entretanto, o MERP também pode ser utilizado em disciplina de CDI em cursos de 

graduação da área de exatas, para introduzir conceitos como limite, derivada e integral. 

O MERP também pode ser utilizado em disciplina de Geometria Analítica e de Álgebra 

Vetorial. Foi incluída uma atividade, envolvendo vetores, no Apêndice A2 do livro, em que o 

MERP também surge como estratégia pedagógica facilitadora, ao possibilitar a revisão de 

conteúdo que não é, em geral, abordado nas aulas de Matemática no Ensino Médio, somente nas 

de Física.  

Para encerrar este capítulo, será apresentado um conjunto de atividades, desenvolvido por 

Biazutti, Vaz e Andrade (2023), para a disciplina de CDI, direcionadas para introduzir o conceito 

de limite de uma função, que é considerado extremamente abstrato e de difícil compreensão por 

parte dos alunos.  

As fun­»es escolhidas tamb®m apontar«o alguns ñdefeitosò do GeoGebra, pois, como toda 

ferramenta tecnológica, tem recursos limitados, como, por exemplo, no caso de gráficos de funções 

descontínuas. O apêndice A1 deste livro apresenta exemplos de como utilizar os recursos do 

GeoGebra para esboçar este tipo de gráficos. 

As atividades descritas foram utilizadas nas aulas iniciais da primeira disciplina de CDI 

para alunos de Licenciatura em Matemática, a maioria cursando a disciplina pela segunda vez, 

com resultados bastante positivos. 

 

Atividade 1:  

a) Seja Ὢὼ Ȣ Determine domínio, gráfico e imagem da função Ὢ. 

b) Seja Ὣὼ
ȟίὩ ὼ σ

χȟίὩ ὼ υ
. Determine domínio, gráfico e imagem da função Ὣ. 

c) Seja Ὤὼ
ȟίὩ ὼ σ

φȟίὩ ὼ υ
. Determine domínio, gráfico e imagem da função Ὤ. 

d) Determine as semelhanças e diferenças entre as funções ὪȟὫ e Ὤ. 

e) No caso de cada função ὪȟὫȟὬ, como descrever, sem auxílio do gráfico, o que acontece com os 

valores da função numa vizinhança de ὼ σ (abscissas bem próximas de ὼ σ, com valores 

maiores do que 3 ou menores do que 3, mas não igual a 3)? 

f) Seria interessante um conceito matemático que apresentasse cada descrição do item e de forma 

bem sintética? 

A primeira atividade pode ser explorada inicialmente de forma tradicional e depois 

utilizando o software GeoGebra ou também invertendo a ordem. Neste último caso, o item e pode 

ficar especialmente atraente para os alunos se for utilizada a ferramenta do GeoGebra controle 

deslizante, para entrar com valores de ὼ cada vez mais próximos de 3.  

A seguir seria apresentado de modo informal o limite dos valores de Ὢ quando o elemento 

do domínio (abscissa) se torna cada vez mais próximo de um valor dado (que não precisa pertencer 

ao domínio). Também seria comentado que a função Ὤ é contínua, enquanto as funções Ὢ  e  Ὣ não 
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são contínuas, após comparação dos gráficos de Ὢ, Ὣ e Ὤȟ obtidos com auxílio de simplificação de 

polinômios ou utilizando GeoGebra.  

Ao explorar esta atividade o professor poderia tanto apontar como o GeoGebra é um 

facilitador, como tamb®m tem ñdefeitosò. Por exemplo, os gr§ficos das fun­»es descont²nuas  Ὢ e    

Ὣ na janela de visualização do GeoGebra não excluem o ponto σȟφ, ou seja, são incorretos. Para 

obter os gráficos verdadeiros é necessário fazer esta exclusão ñmanualmenteò utilizando outros 

recursos do GeoGebra (por exemplo, esboçar a reta vertical ὼ σ, obter o ponto de interseção 

desta reta com os gr§ficos incorretos, mudar a cor deste ponto para ñtransparenteò e depois 

esconder a reta vertical com o recurso de esconder objeto, como mostra exemplo no apêndice A1 

deste livro). 

Já tendo sido introduzido de forma intuitiva o conceito de limite, por meio da primeira 

atividade, a segunda atividade tem como objetivo determinar a solução dos itens a e b a seguir, 

utilizando este novo conceito abstrato. Aqui são exploradas as representações tabular e geométrica 

e a conversão entre elas. Também pode ser utilizada para trabalhar a representação algébrica, como 

função definida por mais de uma sentença.  

  

Atividade 2: Uma empresa de entregas postais cobra para enviar cartas/impressos segundo o 

peso, de acordo com os valores apresentados na Tabela 1. 3.  

Tabela 1. 3 - Preço de cartas/impressos, de acordo com o peso 

Peso (gramas) Preço (reais) 

Até 10 g 1,00 

Mais de 10 g até 20 g 1,20 

Mais de 20 g até 50 g 2,00 

Mais de 50 g até 100 g 3,00 

Mais de 100 g até 200 g 5,00 

Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2023) 

 

a) Qual o preço para enviar um impresso com peso próximo de 40g? E próximo de 50g? 

b) Represente geometricamente o gráfico da função que a cada peso associa um preço. 

 

Como o GeoGebra possui uma janela de entrada de comandos (também chamada janela 

de álgebra), que pode ser utilizada para representação algébrica e uma janela de visualização, 

usada para representação geométrica, sua utilização simplifica bastante a compreensão e resolução 

do problema. Para que o GeoGebra obtenha o gráfico correto no item b, nos pontos de 

descontinuidade da função o procedimento é similar ao descrito na atividade anterior. 
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A terceira atividade tem como objetivo introduzir o conceito de limites laterais e descrever 

assíntotas utilizando o conceito de limite.  

 

Atividade 3: Determine o domínio da função Ὢ, com representação gráfica apresentada na Figura 

1. 27, e o que se pede nos itens abaixo: 

a)ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ   

b) ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ 

c) Como você descreveria o que acontece com os valores de Ὢ, quando ὼ ρ cada vez mais 

próximo de ρ? E se ὼ ρ, cada vez mais próximo de ρ? 

d) Como você descreveria a relação entre a reta horizontal ώ ρ e a função Ὢ?  

 
Figura 1. 27- Gráfico da função Ὢ 

Fonte: Biazutti, Vaz e Andrade (2023) 

 

O objetivo final desta atividade é descrever uma assíntota horizontal utilizando o conceito 

de limite. Também pode ser utilizada para fazer o mesmo no caso de assíntota vertical, que também 

aparece no gráfico da Figura 1. 27. Aqui o principal é explorar com os alunos a conversão entre a 

representação geométrica da função e dos limites laterais e assíntotas, para a representação 

algébrica, de forma inversa ao que foi trabalhado na atividade 1. Isto pode ser feito de forma ainda 

mais explícita, por meio de um complemento da terceira atividade. 
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Atividade 3- complemento:  

a) Simule translações dos gráficos da função modular, da função  e da função ὰὲ ὼ, com 

auxílio do GeoGebra, para determinar uma representação algébrica possível para a função Ὢ, 

como função definida por várias sentenças. 

b) Seja Ὢὼ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ ȿὼ ςȿȟίὩ σ ὼ ρ

ȟίὩ ρ ὼ π

ὒὲ ὼȟίὩ  π ὼ ς έό ὼ ς
ρȟίὩ ὼ ς

 a representação algébrica de Ὢ.  Represente 

geometricamente o que ocorre com os valores de  Ὢȟ quando ὼ fica próximo de ρ, quando          

ὼ ρ e e quando ὼ ρȟ usando o controle deslizante do GeoGebra e a ferramenta rastro. 

 

 

No próximo capítulo nosso objetivo será utilizar o MERP para explorar conceitos e 

propriedades relacionados a diversas funções, e, no capítulo seguinte, será estudar máximos e 

mínimos de funções, quando definidas em um determinado intervalo, ou seja, problemas de 

otimização.  Com auxílio do MERP e de uma propriedade algébrica simples, a desigualdade que 

relaciona a média aritmética com a geométrica entre números não negativos, poderão ser 

resolvidos problemas muito interessantes, sem utilizar conceitos e propriedades ensinados em CDI, 

sendo, portanto, ideais para uma disciplina de Pré-Cálculo, ajudando assim os alunos na difícil 

transição entre o Ensino Médio e o Ensino Superior. 
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Capítulo 2 ï Funções: Conceitos e Propriedades  

Neste capítulo, vamos explorar a Resolução de Problemas como motivação para revisitar 

tópicos de Funções abordados na Educação Básica. Se o aluno não aprendeu significativamente 

algum conteúdo, isso pode causar dificuldades mais tarde, principalmente em disciplinas de CDI. 

Como vimos no Capítulo 1, o conhecimento de vários registros de representação e a habilidade de 

conversão entre eles é fundamental para a aprendizagem de um conceito. Por outro lado, Polya 

(1957) recomenda que o primeiro passo para a resolução de um problema deve ser a compreensão 

do enunciado, identificando seus dados e o que se deseja encontrar para resolvê-lo. Também vimos 

no Capítulo 1 que há uma diversidade de estratégias que podem ser usadas na resolução de um 

problema. Associando a compreensão do enunciado à escolha de uma estratégia adequada e ao uso 

do software GeoGebra, é possível realizar as conversões entre os diversos registros de 

representação de modo mais rápido e chegar à resolução do problema. 

 Os problemas deste capítulo serão usados como disparadores do estudo de vários tipos de 

funções e suas propriedades, mostrando aos alunos aplicações da Matemática em geral, e 

motivando-os para futuras abordagens em disciplina de CDI.  

 Também deve ser considerado o impacto da transição do Ensino Médio para o Superior. 

Em geral, durante a Educação Básica os alunos assumem uma atitude passiva, recebendo tarefas a 

resolver, e resultados prontos, sem a necessidade de investigar ou conjecturar. Já os calouros 

universitários devem ter uma postura ativa na busca da construção de novos conceitos, realizar 

pesquisas e investigações, por exemplo em relação à construção desses conceitos, introduzidos na 

primeira disciplina de CDI. 

Convém ressaltar que os alunos devem ser instigados, sempre que possível, a explorar os 

problemas em ambientes virtuais de aprendizagem, usando o GeoGebra no contexto do MERP, 

como foi visto no capítulo 1. 

Alguns problemas serão resolvidos, chamando atenção para a função usada na sua 

resolução e destacando suas propriedades. Outros problemas serão propostos para aprofundar as 

ideias e podem atuar como desafios para os alunos.  

A maioria dos problemas que envolvem uma função para sua resolução é apresentada por 

meio de uma descrição verbal da situação problema. O aluno precisa fazer a conversão do registro 

verbal para uma representação algébrica para chegar à solução, ou, a partir desta, efetuar uma 

conversão para a representação num registro gráfico e assim chegar finalmente à solução.  

 

2.1 Domínios de Funções e Funções Crescentes/Decrescentes  

 Nesta seção utilizaremos Resolução de Problemas e o software GeoGebra para destacar 

algumas propriedades importantes de funções. Aproveitaremos para explorar de forma mais 

profunda a importância do domínio de uma função em um problema contextualizado, o qual 

interfere muitas vezes na sua solução. 
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Nos problemas a seguir serão exploradas as diferentes representações de cada situação 

problema: verbal, tabular, algébrica e gráfica, conforme discutido no capítulo 1. 

Vamos abordar problemas que podem ser resolvidos por tipos especiais de funções. 

Começaremos por um problema simples, em que as grandezas envolvidas são diretamente 

proporcionais. Como se traduz essa proporcionalidade na prática? 

Alguns alunos acreditam que duas grandezas são diretamente proporcionais quando têm 

comportamentos semelhantes, do tipo quando uma cresce, a outra também cresce. Por exemplo, 

quanto mais tempo você deixar o carro no estacionamento rotativo, maior será o preço a pagar. No 

entanto, em geral, esse valor não é proporcional ao tempo de permanência.  

Considere um estacionamento que cobra R$ 20,00 pela primeira hora de utilização e cobra 

R$ 5,00 para cada hora excedente. Deste modo, um cliente que ficar com o carro por 3 horas irá 

pagar R$ 30,00 (20 reais pela primeira hora e 5 reais para cada uma das duas horas excedentes).  

Observe o quadro a seguir: 

Quadro 2. 1 - Valores a pagar em função do tempo de permanência 

Tempo de utilização em 

horas 

Preço do estacionamento em 

reais 

Razão entre o preço e o tempo 

de utilização 

1 20,00 20,00 

2 25,00 12,50 

3 30,00 10,00 

Notem que à medida que o tempo aumenta, o preço também aumenta. Apesar das grandezas 

tempo e preço crescerem, não são grandezas diretamente proporcionais, pois crescem de modo não 

proporcional. Mas, como verificar isso? Vejamos uma definição. 

Duas grandezas ὼ e ώ são ditas diretamente proporcionais quando a razão entre 

elementos correspondentes ὼ Ὡ ώ é constante, isto é  ὯȢ 

A terceira coluna do quadro 2.1 corresponde às razões entre as duas grandezas. Observem 

que as razões não são constantes, variando entre 20; 12,5 e 10, logo não existe a constante de 

proporcionalidade Ὧ. Observando a definição anterior, estas grandezas não são diretamente 

proporcionais. 

 O problema a seguir apresenta duas grandezas diretamente proporcionais. 

  

Problema 2.1: O pre­o de um livro da cole­«o ñMatem§tica Sempre Đtilò ® R$ 35,00. 

a) Quanto vai pagar um pai de aluno ao comprar três destes livros? 

b) Complete a tabela a seguir com os valores a serem pagos na compra de livros dessa coleção. 

Tabela 2. 1 - Valor pago em função da quantidade de livros 

Livros 0 1 2 3 5 10 15 20 50 

Preço (em reais)          

 

c) Encontre a expressão algébrica da função Ὢ que associa a cada número de livros comprados o 

preço a ser pago por eles. 

d) O gráfico da Figura 2. 1 a seguir representa a situação problema? Por quê? 
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Figura 2. 1 - Possível representação gráfica da situação-problema 

 

 

e) Utilize o GeoGebra para determinar o gráfico que melhor representa essa situação. 

 

Ao trabalhar este problema em sala de aula, é recomendável apresentar inicialmente 

somente os 3 primeiros itens, uma vez que o gráfico da Figura 2. 1 vai induzir respostas para os 

itens anteriores.  

Para encontrar o preço de 3 livros, todos com o mesmo preço, basta multiplicar o preço 

unitário pela quantidade de livros (3), obtendo o valor R$ 105,00. Desta forma é possível preencher 

a tabela com a mesma estratégia e, ainda generalizar com   ὪȡὼO συὼȢ É importante que os alunos 

percebam que o domínio da função f para o problema contextualizado (ὼ quantidade de livros) 

é, neste caso, ὼɴ  ᴓ. 

A solução correta do item c levará certamente a resolver o item d: o gráfico da Figura 2. 1 

não representa a situação problema, porque o domínio de Ὢ na figura não é um conjunto discreto, 

formado pelos números naturais. Finalmente, utilizando ferramentas do GeoGebra (para detalhes 

sobre os comandos necessários, consultar o Apêndice no final do livro), chega-se ao gráfico 

correto, representado na Figura 2.2 a seguir. 
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Figura 2.2 - Gráfico correto para a situação-problema 

 

Observe que o gráfico da Figura 2.2 representa uma função crescente, uma vez que quando 

cresce a quantidade de livros, o preço pago por eles também cresce. Além disso, a cada livro a 

mais comprado, é acrescida uma quantia fixa. Com isso, a cada acréscimo de uma unidade no 

domínio, há um acréscimo constante de 35 reais no valor da compra (imagem), conforme mostra 

a Figura 2.2. Por isso, as grandezas representadas são diretamente proporcionais, o valor da 

constante de proporcionalidade Ὧ συȟ  e seu gráfico é representado por pontos posicionados 

sobre uma reta que passa pela origem, já que o domínio é um conjunto discreto, formado pelos 

números naturais. 

A definição de função █ȡ╧ᴼ╨ȟ  onde ὢ e ὣ são dois conjuntos, deve ser abordada também 

com os alunos, que podem ter dúvidas a respeito. Trata-se de uma regra (ou lei) que diz como se 

deve associar cada elemento ὼɴ ὢ  a um único elemento ώ ὪὼᶰὣȢ O conjunto ὢ é o domínio 

da função Ὢ  e o conjunto ὣ é o contradomínio de ὪȢ O conjunto formado por todos os elementos 

ώ Ὢὼȟὴὥὶὥ ὸέὨέ ὼɴ ὢ, é chamado de imagem da função Ὢ.   

Muitas vezes os alunos têm dificuldades em entender um gráfico como representação 

geométrica de uma função em que ὢ e ὣ são conjuntos numéricos (em que o gráfico é formado 

por um conjunto de pares ordenados de números) porque confundem a função (a lei/regra) com o 

conjunto Imagem da função (ou seja, um conjunto numérico).  

Outra dúvida frequente é quando duas funções são iguais. A regra de associação tem que 

ser a mesma, assim como o domínio e o contradomínio. A função do problema 2.1 é Ὢȡᴓᴼᴓ  tal 

que Ὢὼ συὼ. A função cujo gráfico está representado na Figura 2. 1 tem a mesma lei, mas o 
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domínio (e o contradomínio) é o conjunto ᴙ .  A função com domínio discreto é uma restrição 

da função com domínio contínuo, ou a função de domínio contínuo é uma extensão da função 

com domínio discreto. Portanto são funções distintas. Mas, como têm a mesma lei, muitas vezes 

se usa a mesma notação. 

O problema a seguir também envolve grandezas proporcionais e uma função crescente, 

mas a diferença está justamente no domínio do problema contextualizado.  

É bom lembrar que uma função Ὢȡὢᴼᴙ  é crescente se, para cada  ὼȟὼᶰὢȟ  ὼ ὼ, 

tivermos Ὢὼ Ὢὼ   (e decrescente se tivermos Ὢὼ Ὢὼ ). Ela será não decrescente 

se, para cada  ὼȟὼᶰὢȟ  ὼ ὼ, então Ὢὼ Ὢὼ  (e não crescente se tivermos Ὢὼ

Ὢὼ ).  No problema 2.1 o domínio é o conjunto ὢ ᴓ, já o domínio para o problema 2.2 veremos 

a seguir. 

Este problema aborda o conceito de perímetro de uma figura geométrica plana, que, no 

caso de polígonos, é a soma das medidas dos seus lados. 

 

Problema 2.2: a) Um terreno plano quadrado, com ςυȟυ metros de lado, vai ser cercado em 

toda a sua volta. Qual o comprimento de cerca necessário para esta tarefa? 

b) Quanto mede o lado de um terreno quadrado que tem ρυχ metros de perímetro? 

c) Complete a tabela 2.2 a seguir, que relaciona o lado de um quadrado ao seu perímetro. 

 

Tabela 2. 2 - Relação lado versus perímetro 

Lado do Quadrado (cm) ρ ς ςȟυ  σȟυ  τȟχ ςЍσ  

Perímetro (cm)    ρςȟτ  ρ
υ 

  τЍυπ 

 

d) Determine a expressão da função Ὢ que associa o lado de cada quadrado ao perímetro 

correspondente. 

e) Encontre o domínio e a imagem da função Ὢ. 

f) Utilize o GeoGebra para determinar o gráfico da função Ὢ. 

g) As grandezas lado do quadrado e perímetro do quadrado são diretamente proporcionais? Qual 

a diferença entre o tipo dos gráficos dos problemas 2.1 e 2.2? 

 

 Utilizando a definição de perímetro, basta multiplicar a medida do lado por τ (número de 

lados de um quadrado) para obter o valor ρπς m para o comprimento da cerca. Com a mesma 

estratégia o aluno é levado a concluir que o perímetro de um quadrado de lado ὼ será igual ao valor  

ώ τὼ.  

Se for conhecido o valor do perímetro de um quadrado, para obter o lado, basta proceder 

de forma inversa, isto é,  ὼ  . Então, o lado de um quadrado com ρυχ m de perímetro será ὼ

 σωȟςυ άȢ   Repetindo a estratégia utilizada nos itens a e b é fácil preencher a tabela 2.2 e 

obter ὪȡὼO τὼ, com ὼ π, o que acarreta ώ π também, concluindo os itens d e e.  
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O gráfico de Ὢ, utilizando o GeoGebra, está representado na Figura 2.3 a seguir. As 

grandezas também são diretamente proporcionais (Ὧ τ), mas, neste caso, o domínio, ao invés de 

discreto, como no problema 2.1, é um conjunto contínuo (o conjunto dos números reais positivos). 

 

 
Figura 2.3 - Gráfico de Ὢ 

 

Uma função Ὢȡᴙᴼᴙ que modela um problema que representa grandezas diretamente 

proporcionais é aquela que satisfaz as seguintes condições: para todo ὼ ᶰᴙ e toda constante real 

Ὧ, ὪὯὼ ὯὪὼ  e, para todos ὼȟὼᶰᴙȟ  Ὢὼ ὼ Ὢὼ Ὢὼ Ȣ  

É simples verificar que as funções do problema 2.1 ( ὪȡὼO συὼ e do problema 2.2 

ὪȡὼO τὼ satisfazem a estas condições para cada x em seu respectivo domínio.  

Após explorar a noção de perímetro, é interessante trabalhar a noção de área. No ensino 

tradicional, os alunos estudavam exaustivamente o perímetro de diversos polígonos. Depois de um 

tempo, eram apresentados ao conceito de área e passavam a explorar e definir fórmulas para o 

cálculo da área de polígonos.  

 Pesquisadores indicam que a melhor estratégia é trabalhar os dois conceitos 

simultaneamente, além do de volume. Desse modo, segundo Nasser (2013), os alunos conseguem 

fazer melhor a distinção entre esses conceitos. O próximo problema vai trabalhar a noção de área, 

associada a uma outra função importante, a função quadrática. 
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Problema 2.3: Um terreno quadrado, com ςυȟυ m de lado, vai ser revestido de grama sintética, 

em toda a sua extensão. 

a) Quantos metros quadrados de grama serão necessários para esta tarefa? 

b) Quanto mede o lado de um terreno quadrado que tem σςτ m2 de área? 

c) Complete a tabela 2.3 a seguir, que relaciona o lado de um quadrado à sua área. 

Tabela 2. 3- Lado versus área de um quadrado 

Lado do quadrado 

(ὧά) 
1 2 ςȟυ  σȟυ  τȟχ ςЍσ  

Área (ὧά  1   ρπȟςτ  ρςυϳ    ςππ 

 

d) Qual a expressão da função  Ὢ que associa o lado de cada quadrado à área correspondente? 

e) Qual o domínio e a imagem da função Ὢ ? 

f) Utilize o GeoGebra para esboçar o gráfico da função Ὢ. 

g) As grandezas lado do quadrado e área do quadrado são diretamente proporcionais? Qual a 

diferença entre o gráfico de Ὢ e o gráfico da função do problema 2.2? 

 

A solução para o item a é o valor da área do terreno a ser revestido de grama, sendo um 

quadrado de ςυȟυ m de lado, a área será igual a ὃ ςυȟυ άό  φυπȟςυ άό. 

Este problema utiliza o conceito de área de um quadrado, e o aluno é levado a concluir que 

a área do quadrado é obtida pelo produto do lado por ele mesmo, ou seja, a área do quadrado é 

obtida elevando-se a medida do lado à segunda potência. Utilizando raciocínio inverso, se a área 

for σςτ m2, o lado medirá  ὰ Ѝσςτά ρψ άȢ 

Generalizando teremos que a função que representa a área de um quadrado, em função do 

seu lado ὼ π será ὪȡὼO ὼ.  Nesse caso, o domínio de  Ὢ  é o conjunto de números reais ὼ π 

e a imagem de Ὢ será o conjunto de números reais positivos ώ Ὢὼ ὼ π. Utilizando 

GeoGebra teremos o gráfico de Ὢ apresentado na Figura 2.4  a seguir. Podemos observar também, 

pela Figura 2.4, que a função Ὢ é sempre crescente em seu domínio. 

Neste problema as grandezas não são diretamente proporcionais, como nos problemas 2.1 

e 2.2, porque a cada acréscimo num elemento do domínio (por exemplo ρȟς) não há um acréscimo 

constante no valor da imagem correspondente (que será ρȟττ, e não ρȟτ).  

Poderíamos ter chegado à conclusão anterior de outra forma: verificar que a condição 

Ὢὼ ὼ ὼ ὼ ὼ ὼ Ὢὼ Ὢὼ   sempre que ὼ e ὼ forem diferentes de 

zero. 

A diferença entre os gráficos no problema 2.3 e no problema 2.2 é a seguinte: no problema 

2.2 temos uma (parte de) uma reta passando pela origem, o que não é o caso neste problema. 
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Figura 2.4 - Gráfico da função quadrática Ὢ do problema 2.3 

 

De modo geral, definimos uma função como função quadrática (ou função polinomial do 

segundo grau) se Ὢȡᴙᴼᴙ , com o valor █● ╪● ╫● ╬,  para cada número real ●, sendo 

╪ȟ╫ e ╬ números reais dados (parâmetros), com ὥ π, ou seja, a expressão Ὢὼ é um polinômio 

do segundo grau.  

Supondo que o polinômio do segundo grau tenha raízes reais  ὼ e  ὼ , a expressão da 

função quadrática poderá ser escrita de outra forma, █● ╪● ● ● ● , realizando um 

tratamento, conforme vimos na seção 1 do primeiro capítulo. 

A expressão resolutiva, que permite encontrar as raízes de uma função quadrática (isto 

é, os valores de ὼ tais que Ὢὼ π) em termos dos coeficientes ὥȟὦ e ὧȟ é dada por ὼ
Ѝ

. 

Licenciandos de Matemática que realizaram o ENADE  2005 tiveram que responder uma 

questão objetiva (questão 32), cujo objetivo era avaliar se eles conheciam o método de 

demonstração da fórmula desenvolvendo um completamento de quadrados, e se seria adequado 

utilizá-lo em sala de aula, numa proposta de ensino. Segundo o relatório-síntese oficial do ENADE, 

esta questão foi considerada difícil pelos estudantes e o índice de respostas corretas ficou entre 

ρφϷ e τπϷȢ 

A demonstração da fórmula resolutiva por este método foi incluída para chamar atenção 

para a importância das demonstrações junto aos alunos, mesmo na Educação Básica, e mais ainda 

em Pré-Cálculo.  
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 Para isso, vamos dividir a expressão ὥὼ ὦὼὧ π pela constante ὥ π, de modo a 

obter ὼ ὼ πȢ Segue que  ὼ ὼ Ȣ Para completar o quadrado perfeito do 

primeiro membro é necessário somar, nos dois membros, a constante . Obtemos então que 

ὼ ὼ  ȟ e segue que ὼ
ό

. Extraindo a raiz quadrada de 

ambos os membros, tem-se ὼ
ό

 ou ὼ
Ѝ

Ѝ
, de onde vem a expressão 

resolutiva ὼ
Ѝ

.  

Cabe ressaltar que só existirá solução real para a equação do 2º grau se ὦό  τὥὧ π. A 

expressão algébrica ὦό  τὥὧ é representada por Ў, conhecido como discriminante da equação 

do 2º grau. 

É importante lembrar os alunos de que o gráfico de uma função quadrática é uma curva 

plana conhecida desde o século IV a.C. pelos gregos: a parábola, que é formada por todos os 

pontos ὖ tais que a distância de cada ὖ a um ponto fixo dado, denominado foco  Ὂ, é igual à 

distância de ὖ a uma reta fixa dada ὶȟ que não contém o foco, chamada diretriz (isto é ὖὊ

ὨὭίὸὖȟὶ), como apresentado na Figura 2. 5. 

 
Figura 2. 5 - Gráfico de uma parábola 

 

No contexto mais recente de Geometria Analítica, a equação geral da parábola é dada 

por ὃὼ ςὄὼώὅώ Ὀὼ Ὁώ Ὃ πȟ com ὄ ὃὅ π, ὃ ὅ π e todos os 

coeficientes reais. O eixo de simetria da parábola é a reta que contém o foco Ὂ e é perpendicular 
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à reta diretriz ὶ.  O vértice ὠ é o ponto de interseção da parábola com seu eixo de simetria.  Quando 

o coeficiente ὄ π  temos  ὃ ou ὅ também nulo e encontramos dois tipos possíveis de equação.  

Quando a equação é do tipo ὼ ὥώ ὦώ ὧȟ  temos  uma parábola onde a reta diretriz 

é paralela ao eixo das ordenadas, ou seja, o eixo de simetria é paralelo ao eixo das abscissas, como 

no caso da Figura 2. 6 que mostra o gráfico da parábola ὼ ώ ρ, com foco em Ὂ ȟπȟ reta 

diretriz ὼ ,  eixo de simetria paralelo coincidente com o eixo das abscissas ώ π e vértice 

no ponto ὠ ρȟπȢ  

Note que a curva da Figura 2. 6   não é gráfico de nenhuma função, pois existem valores 

de ὼ que estão associados a mais de um valor de ώ. 

 

 
Figura 2. 6 - Gráfico da parábola ὼ ώ ρ 

 

A segunda equação é do tipo   ώ ὥὼ ὦὼὧ, que corresponde a uma parábola em que 

a reta diretriz é paralela ao eixo das abscissas, ou seja, o eixo de simetria é paralelo ao eixo das 

ordenadas. O gráfico de uma função quadrática, de acordo com a definição desta função, é uma 

parábola com este tipo de equaçãoȟ  cujo eixo de simetria é a reta vertical ●   
╫

╪
. 

Calculando a média aritmética das raízes da equação ὥὼ ὦὼὧ π, determina-se a 

coordenada ὼ  do vértice da parábola ὼ
Ѝ Ѝ

, ou seja, o eixo 

de simetria é sempre a reta vertical ὼ ὼȢ 

Substituindo esse valor na expressão de Ὢὼ encontra-se a coordenada ώ do vértice, isto 

é, como Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ ȟ  então Ὢ ὥ ὦ ὧ Ȣ Deste modo,  
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teremos ώ ὧ ὧȟ  chegando a  ώ
Ў

.  Concluímos então que 

o vértice da parábola que é o gráfico da função quadrática está situado no ponto ╥
╫

╪
ȟ

Ў

╪
.  

Conhecendo as coordenadas do vértice da parábola, pode-se obter uma outra forma de 

apresentar o polinômio do segundo grau (chamada forma canônica), da seguinte maneira:      

Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ ὥὼ ςȢ Ȣὼ ὥ ὼ . Finalmente 

encontramos a forma canônica:   █●  ╪● ●○ ◐○ . 

Considerando a função quadrática para quaisquer valores dos parâmetros ὥȟὦ e ὧ, pode-se 

concluir que ou o gráfico da função é uma parábola côncava para cima (se ὥ π ou côncava 

para baixo (se ὥ π.  

Assim a função é sempre crescente numa parte de seu domínio e decrescente em outra. Tal 

propriedade está diretamente relacionada à existência de máximo ou mínimo para a função 

quadrática, como será visto posteriormente.  

O gráfico da Figura 2.4 é (uma parte de) uma parábola côncava para cima, cujo eixo de 

simetria (se fosse considerada toda a curva) é o eixo das ordenadas e cujo vértice é o ponto ὠπȟπ. 

O gráfico de diversas funções quadráticas, obtido variando-se os parâmetros ὥȟὦ e ὧȟ é o 

objetivo do exemplo A1.14, no apêndice A1 deste livro. 

Com base nas soluções dos problemas 2.1 e 2.2, muitos alunos poderiam ser levados a 

acreditar que uma reta sempre representa grandezas diretamente proporcionais. O problema a 

seguir vai deixar claro se esta crença é ou não verdadeira. 

 

Problema 2.4: No serviço de táxi de uma certa cidade, o motorista cobra R$ 5,80 de 

bandeirada, ou seja, o valor fixo cobrado, independente da distância a ser percorrida, acrescido 

de R$ 2,60 por quilômetro rodado.  

a) Qual o valor que deverá ser pago ao motorista, por uma corrida relativa a um percurso de 20 

quilômetros? 

b) Quantos quilômetros foram percorridos numa corrida que custou R$ 26,60? 

c) Escreva a expressão algébrica que permite determinar o valor ▬ a ser cobrado por uma 

corrida de ὼ quilômetros. 

d) Utilizando o GeoGebra, represente por meio de um gráfico, a função que associa a cada 

distância percorrida (em quilômetros) qual será o valor cobrado (em reais) e determine o 

domínio e imagem desta função. 

Segundo o enunciado, a solução do item a será a soma da bandeirada com o valor de 2,60 

multiplicado pelo número de quilômetros rodados, isto é υȟψπ ςȟφπςπ υχȟψπ reais.  

O resultado do item b é ςφȟφπ υȟψπ ςȟφπ ψ km, ou seja, diminuindo do valor pago 

a bandeirada, obtém-se o produto do preço por quilômetro pela distância, então dividindo pelo 

preço por quilômetro encontra-se a distância.  
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Para resolver o item c observa-se o raciocínio para o item a substituindo 20 quilômetros 

por ὼ quilômetros, obtendo assim a expressão ὴ υȟψπ ςȟφπὼ.   

Para o item d denominemos Ὢ a função que a cada distância ὼ associa o valor cobrado  

ὴὼ Ὢὼ .  O gráfico da função Ὢ, na Figura 2.7  a seguir, é (parte de) uma reta que não passa 

pela origem e pode-se observar, a partir dele, que o domínio desta função é o conjunto dos reais 

não negativos e a imagem é formada pelos números reais ὴ υȟψπȢ A função Ὢ é uma função 

crescente, com domínio πȠЊ .  

Uma vez resolvidos os itens c e d, pode-se observar ainda que a solução do item b poderia 

ser também obtida (ou comprovada) de duas outras maneiras. A partir da expressão algébrica de 

ὴ, determina-se a expressão de ὼ
ȟ

ȟ
 , e, substituindo  ὴ ςφȟφπ, verifica-se o resultado de 

b, ou seja, ὼ ψ.  

Os pontos do gráfico da função ὪȡὼO ὴ υȟψπ ςȟφπὼȟ na Figura 2.7 são pares 

ordenados ὼȟὴ. Então o ponto com ordenada ὴ ςφȟφπ terá abscissa ὼ ψ, que seria obtida 

usando o comando do GeoGebra para esboçar a reta horizontal ώ ςφȟψπ  e depois o comando 

para achar o ponto de interseção entre esta reta e o gráfico de Ὢ. 

  

 
Figura 2.7 - Gráfico da função f do problema 2.4 

 

Como observado na Figura 2.7 , o gráfico de  Ὢ é uma (semi)reta. Serão as grandezas 

diretamente proporcionais?   



53 

 

Teremos ὪὯὼ υȟψπςȟφπὯὼȢ  Por outro lado, ὯὪὼ Ὧ υȟψπςȟφπὼȢ As duas 

expressões serão distintas para todo ὼ πȟ  sempre que Ὧ ρ.  

Nem precisamos testar a outra condição, uma vez que a primeira não é cumprida. Então as 

grandezas no problema 2.4 não são diretamente proporcionais. 

Recordemos que uma função Ὢȡᴙᴼᴙ é afim quando existem constantes ὥȟὦ ɴ ᴙ tais 

que Ὢὼ ὥὼ ὦ, para cada ὼɴ ᴙ.  Casos particulares da função afim são as funções lineares, 

quando a constante ὦ π, ou seja,   Ὢὼ ὥὼȟ e as funções constantes, quando Ὢὼ ὦ, ou 

seja, a constante ὥ π.   

O gráfico de toda função Ὢȡᴙᴼᴙ afim é formado pelo conjunto de pontos ὼȟώᶰᴙ  

onde ώ ὥὼ ὦ,   ou seja, uma reta com coeficiente angular igual à constante ὥ. O coeficiente 

angular da reta representa a taxa de variação da função ὪȢ Quando, além disso, a função for linear, 

a reta passa na origem e se a função for constante, a reta é horizontal. 

O gráfico de diversas funções afins, obtido variando-se os parâmetros ὥ e ὦ, é o objetivo 

do exemplo A1.13, no apêndice A1 deste livro. 

Podemos concluir que as funções dos problemas 2.1, 2.2 e 2.4 são restrições de função afim 

(com domínio no conjunto dos naturais ou reais positivos). Mas as que representam grandezas 

diretamente proporcionais são somente as que também são funções lineares (problemas 2.1 e 2.2).  

Interpretando geometricamente nossa conclusão (efetuando uma conversão, segundo as 

ideias de Duval, apresentadas na seção 1 do primeiro capítulo), temos que as grandezas diretamente 

proporcionais são sempre representadas graficamente por retas (ou pontos sobre retas) que passam 

pela origem.   

 O comportamento do gráfico da função quadrática (uma parábola) está ligado a situações 

de Física, como lançamento de projéteis. A seguir apresentaremos um problema que explora este 

tipo de situação- problema, além de mostrar a importância das coordenadas do vértice da parábola, 

do eixo de simetria e dos intervalos em que a função quadrática com este gráfico é crescente ou 

decrescente. 

 

Problema 2.5:  Em um jogo de futebol um jogador irá bater uma falta diretamente para o gol. 

A falta será batida do ponto ὖ, onde se encontra a bola, no chão plano do campo, sendo ὖ 

localizado a ρς m de distância da base da barreira. Suponha que a trajetória da bola seja uma 

parábola, com ponto de máximo em ὗ, diretamente acima da barreira, a σ m do chão. Sabendo-

se que o gol (delimitado por 3 traves, duas verticais e uma horizontal, situadas no mesmo plano 

vertical) está a ψ m da barreira, determine: 

a) qual a altura da bola ao atingir o gol; 

b) se a bola vai entrar no gol, sabendo-se que a altura do gol é de ςȟττ m (ou seja, a altura da 

trave horizontal). (Adaptado da Questão 11- ENADE ï Matemática, 2008) 

A forma mais simples de compreender o problema e decidir uma estratégia para resolvê-lo 

é fazer uma figura, como a Figura 2.8. 
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Figura 2.8 - Situação-problema para o problema 2.5 

 

A altura da bola ao atingir o gol será a ordenada ώ, do ponto da parábola correspondente à 

abscissa ὼ  ψ. Para determinar ώ, precisamos obter a função quadrática cujo gráfico coincide 

com a parábola da Figura 2.8.  

Note que as raízes são ρς e ρς, ὥ π, a curva do gráfico passa em πȟσ que é o vértice 

da parábola, a função é crescente quando  ὼɴ ρςȟπ (ou seja, quando ὼ cresce, ώ cresce) e 

decrescente quando ὼɴ  πȟρς  (ou seja quando ὼ cresce, ώ decresce).   

Observe que, para representar o problema, o chute começa quando ὼ ρς, logo a 

interpretação sobre crescimento e decrescimento da função é invertida em relação ao que foi 

relatado no parágrafo anterior. 

Teremos então uma ideia da expressão,  ώ ὥὼ ρςὼ ρς ὥὼ ρττȟ onde 

falta determinar o valor da constante ὥ. 

Como  πȟσ é um ponto sobre a curva, substituindo na expressão da curva o valor de      

ὼ π e o valor de ώ σ teremos ρττὥ σȟ logo ὥ .  Concluímos que a função que 

modela o problema é  ὪȡὼO ώ, com domínio sendo ὼɴ ρςȟρς  e imagem sendo o conjunto 

de valores ώᶰπȟσ, onde ώ
 
 ρττὼ Ȣ 

Outra maneira de chegar a este resultado é utilizar a forma canônica da função quadrática 

ὪȡὼO ώ, onde ώ ὥὼ ὼ ώ  e o vértice é  ὠὼȟώ Ȣ  Nesse problema temos o vértice 

 ὠπȟσ, logo ὼ π e ώ σȢ  Assim, ώ ὥὼ σ. O ponto ρςȟπ pertence ao gráfico da 

função logo π ὥρς σȢ  Assim ὥ  e a função quadrática satisfaz ώ ὼ σȢ 

Portanto, quando ὼ ψ teremos ώḙρȟφφά, que será a altura aproximada da bola ao 

atingir o gol. Como a altura da trave do gol é de ςȟττm, isto significa que a bola vai entrar no gol, 

completando assim a solução do problema 2.5. 

A grande maioria dos alunos acredita que a Matemática é um pacote pronto e inalterável, 

ou seja, tudo já foi descoberto num passado muito distante e já no formato como é ensinado hoje. 

Esta é mais uma razão para que encarem a Matemática como uma ciência sem graça.  

O conteúdo da seção 2 do capítulo 1 deste livro pode ser utilizado para mostrar aos alunos 

que até o conceito de função não foi bem compreendido a princípio. Mas, mesmo dentro deste 

tópico considerado básico, ainda há o que descobrir. Em uma aula do primeiro ano do Ensino 
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Médio num curso técnico em Química, a aluna Etiene descobriu um teorema envolvendo as raízes 

da função quadrática, cujo enunciado está a seguir. 

Teorema de Etiene: Considere a função Ὢȡᴙ ᴙ, tal que Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ, ὥ π. 

Então o ponto ὖὼȟὧ, simétrico com relação ao eixo de simetria da parábola ao ponto πȟὧ é tal 

que o número ὼ é igual à soma das raízes da função ώ Ὢὼ, ou seja, ὼ   (Muniz, 2019). 

 

 
Figura 2.9 - Ilustração do Teorema de Etiene 

Fonte: file:///C:/Users/torra/Downloads/ArtigoOTeoremadeEtiene.pdf  

 

Uma atividade que pode ser proposta aos alunos é, numa primeira etapa, usar o GeoGebra 

para investigar o valor de ὼ, como mostra a Figura 2. 10 a seguir. Em seguida os alunos devem 

mostrar que o resultado do teorema é sempre verdadeiro (como ilustrado na Figura 2.9).  Por último 

o professor conta a história por trás do teorema. 

 

file:///C:/Users/torra/Downloads/ArtigoOTeoremadeEtiene.pdf
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Figura 2. 10 - Investigação para o Teorema de Etiene 

 

O problema 2.6 a seguir explora inicialmente a representação de pontos no plano 

cartesiano, uma das dificuldades dos alunos de Ensino Médio e Superior que surgiu nas pesquisas 

do grupo Transição (Biazutti, Vaz e Andrade, 2020).  

São trabalhadas representações em três registros, para a função envolvida: tabela, algébrica 

e gráfica. A associação com progressões aritméticas pode e deve ser feita, ao considerar o registro 

algébrico. 

Problema 2.6: A Figura 2. 11 a seguir mostra uma sequência de símbolos que representam a 

letra ὣ, seguindo um padrão. 

 
Figura 2. 11 - Símbolos para a letra ὣ 

Fonte: adaptado de Biazutti, Vaz e Andrade (2020) 
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a) Faça uma tabela relacionando o número do símbolo com a quantidade de bolinhas para obter 

a letra ὣ, começando do símbolo 1 até o símbolo 6. 

b) Use o GeoGebra para marcar os seis pares ordenados no plano cartesiano, em que a abscissa 

(eixo ὼ) é o número do símbolo e a ordenada (eixo ώ) é a quantidade de bolinhas. 

c) Volte à tabela obtida no item a e obtenha uma expressão (do tipo ώ ...) que relacione o 

número do símbolo com a quantidade de bolinhas, supondo que haja um número disponível 

ilimitado de bolinhas para construir o símbolo ὣ. 

d) Utilize o comando ñSequ°nciaò do GeoGebra para exibir uma sequência de pares ordenados 

ὼȟώ com ὼ variando de 1 a 15. (Adaptado de OBMEP, prova da 1a fase, questão 15, nível 2, 

2019) 

Observando os primeiros 3 símbolos na Figura 2. 11, é possível construir as 3 primeiras 

linhas da tabela e, a partir da forma como cada símbolo é construído, chegar às próximas 3 linhas, 

de modo a obter a tabela a seguir. 

Tabela 2. 4 

Número do Símbolo Quantidade de Bolinhas 

1 5 

2 8 

3 11 

4 14 

5 17 

6 20 

 

A partir da tabela 2.4 temos o conjunto dos pares ordenados do plano cartesiano ὼȟώ

ρȟυȟςȟψȟσȟρρȟτȟρτȟυȟρχȟφȟςπȟ representados na Figura 2. 12 a seguir. 

 

 
Figura 2. 12 - Pares ordenados correspondentes à tabela 2.4 
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Observando a forma como cada símbolo é construído, a partir do primeiro, é possível 

chegar à expressão algébrica ώ υ σὼ ρ σὼ ς, onde ὼɴ ᴓ.  

Utilizando o comando Sequência do GeoGebra, podemos obter a representação gráfica da 

Figura 2. 13 a seguir. 

 

 
Figura 2. 13 - Sequência de pontos no plano cartesiano até o símbolo número 15. 

 

É interessante notar que, no gráfico da Figura 2. 13 a sequência de elementos do domínio 

pode ser vista como uma progressão aritmética (P.A.) onde o seu primeiro termo e sua razão são 

ambos iguais a 1, enquanto os valores obtidos na imagem também formam o mesmo tipo de 

progressão, tendo como primeiro termo o valor 5 e razão igual a 3. 

O domínio da função deste problema é um conjunto discreto de números naturais e a função 

é crescente em seu domínio. Este problema parte de uma representação geométrica para uma 

representação tabular, levando à algébrica e conclui com uma representação por um gráfico 

cartesiano. Já no próximo problema, temos inicialmente, uma representação tabular, seguindo para 

algébrica e, por fim, geométrica.  

 

Problema 2.7: Um experimento consiste em colocar certa quantidade de bolas de vidro 

idênticas em um copo com água até certo nível e medir o nível da água, conforme ilustrado na 

figura 2. 14 a seguir. Como resultado do experimento, concluiu-se que o nível da água é função 

do número de bolas de vidro que são colocadas dentro do copo. A tabela da Figura 2.14 mostra 

alguns resultados do experimento realizado.  
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Figura 2.14 - Experimento e tabela de resultados para o problema 2.7 

Fonte: www.penta.ufrgs.br 
 

a) Qual a altura do nível da água antes de se iniciar a colocação das bolas? 

b) Quantas bolas haverá no copo de vidro quando a água alcançar a altura de ψȟψ cm? 

c) Dê a expressão algébrica que dá o nível da água em função do número de bolas no copo de 

água. 

d) Utilize o GeoGebra para esboçar o gráfico da função, e explicite seu domínio e imagem 

(Adaptado do ENEM 2009 ï prova azul ï questão 159). 

 

Pela tabela da Figura 2.14 podemos notar que a cada 5 bolas colocadas o nível aumenta 

πȟσυ cm. Logo podemos concluir que o nível inicial (antes das 5 primeiras bolas) era de φ cm. 

Além disso, usando a proporcionalidade, a cada bola colocada o aumento no nível deve ser 

de 
ȟ

πȟπχ ὧάȢ  

Portanto, a expressão algébrica que dá o nível da água no copo (ώ) em função do número 

de bolas no copo ὼ deverá ser ώ φ πȟπχὼȢ  Temos então que a função associada ao problema 

é Ὢȡ ὼO ώ, onde ώ Ὢὼ φ πȟπχὼȟ sendo  ὼ ɴ ᴓȢ 

Para a solução do item b podemos determinar ὼ, sabendo que ώ φ πȟπχὼ, encontrando 

ὼ
ȟ

.  Assim, se ώ ψȟψὧάȟ  teremos ὼ τπ bolas. 

Não está claro no enunciado do problema se é acrescentada uma bola de cada vez, ou se 

são acrescentadas 5 bolas a cada vez. O domínio e imagem de  Ὢ  serão diferentes em cada um dos 

casos. 

Supondo que é acrescentada 1 bola de cada vez, e que se possa colocar bolas no copo 

indefinidamente, o domínio da função será o conjunto πȟρȟςȟσȟȣ , isto é, uma P.A. de razão 1 e 

a imagem será o conjunto dos números φȠφȟπχȠφȟρτȠφȟςρȠȣ , ou seja, uma P.A de razão πȟπχ.  

Caso sejam acrescentadas 5 bolas de cada vez, o domínio será o conjunto formado pelos 

números πȟυȟρπȟρυȟȣ  ou seja, uma P.A. de razão 5, e a imagem será o conjunto formado pelos 

números  φȠφȟσυȠφȟχπȠχȟπυȠȣ ȟ ou seja, uma P.A. de razão πȟσυ.  

Supondo a segunda opção, acrescentando 5 bolas de cada vez, utilizando o comando 

sequência do GeoGebra, podemos obter o gráfico da Figura 2. 15 a seguir. 

Como já recordamos anteriormente, trata-se da restrição de uma função afim, ou seja, seu 

gráfico é um conjunto de pontos sobre uma reta que, neste problema, não passa pela origem. 

http://www.penta.ufrgs.br/
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A partir do gráfico pode-se solucionar o item b de forma geométrica. Considera-se a reta 

horizontal ώ ψȟψ. Encontramos o ponto de interseção desta reta com o gráfico da função Ὢ. A 

abscissa deste ponto será o valor de ὼ τπ. Estas etapas podem ser realizadas facilmente 

utilizando comandos do GeoGebra. 

 

 
Figura 2.15 - Gráfico da função do problema 2.7 

 

Estamos na verdade, tanto algebricamente como geometricamente, explorando 

intuitivamente a função inversa de ὪȢ   A existência da inversa de uma função e suas propriedades, 

além da utilização prática de funções compostas será o assunto da próxima seção. 

 

2.2 Funções Compostas e Inversas 

Sabemos que o conceito de função é utilizado em diversas áreas do conhecimento. Portanto, 

é comum, e às vezes extremamente necessário, que possamos representar diferentes fenômenos 

físicos, químicos, biológicos etc. por meio de funções.  

Sendo assim, poderemos ter situações em que o domínio da função pode ser restrito a um 

intervalo, bem como o contradomínio e/ou imagem, como já visto na seção anterior deste capítulo.   

Em certos problemas contextualizados, a função que consegue representar melhor cada 

situação é, na verdade, combinação de funções mais simples, somando, subtraindo, multiplicando 

ou dividindo duas ou mais funções, sendo uma função composta de duas outras ou uma função 

inversa.  
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É importante conhecer o comportamento da função composta, quando ela pode ser definida 

e como é o seu domínio, imagem e contradomínio, relacionando-os com os das funções que foram 

combinadas. O mesmo cuidado é importante para a possível função inversa de uma função.  

O problema 2.8 a seguir é bastante simples e permite explorar a função composta e a 

inversa, de forma intuitiva.  

 

Problema 2.8: Um estudo das condições ambientais em um certo município indica que a taxa 

média de monóxido de carbono no ar (╬) está relacionada ao número de habitantes (▬), de forma 

que ὧ πȟςὴ ς, onde ╬ é medida em partes por milhão (ppm) e ▬ é medida em milhares de 

habitante. Estima-se que, em ◄ anos (considerando hoje como instante inicial), a população (▬) 

será dada por ὴ φπ πȟπψὸ. Determine: 

a) a expressão algébrica da função que associa a cada ◄ (em anos) a taxa média de monóxido de 

carbono no ar ╬ (em ppm). 

b) em quantos anos a taxa ╬ será igual a ρσȟφ ppm. (Adaptado do vestibular UERJ) 

 

Dos dados do problema podemos obter ὧ πȟςὴ ς πȟςφπ πȟπψὸ ς ρς

πȟπρφὸ ς, logo se obtém a solução do item a, definida por  ὧ ρπ πȟπρφὸ. 

Uma atividade extra que pode ser proposta aos alunos, antes de revisar o conceito de função 

composta, é solicitar que esbocem os gráficos das duas funções que aparecem no enunciado do 

problema. 

A função do item a é a composta das funções intermediárias, ὪȡφπȟЊᴼᴙȟ com 

ὍάὪ ρπȟЊȟ tal que Ὢὴ ὧ,  Ὣȡᴙ ᴼ φπȟЊȟ tal que Ὣὸ ὴȟ levando diretamente 

a  Ὤȡᴙ ᴼ  ᴙȟ tal que  Ὤὸ ὧ ρπ πȟπρφὸ.  Podemos observar que  Ὤ Ὢʐ Ὣ,  pois  

Ὤὸ ὪὫὸ Ὢὴ ὧȢ  O domínio da função Ὤ é formado pelos números reais ὸɴ  ᴙ .  O 

gráfico de Ὤ, obtido utilizando o software GeoGebra, está representado na Figura 2.16 a seguir.  

 

 
Figura 2.16 - Gráfico da função composta h do problema 2.8 
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A solução do item b pôde ser determinada geometricamente, conforme mostrado na Figura 

2.16 utilizando GeoGebra, interceptando-se o gráfico da função Ὤ, com a reta horizontal ώ ρσȟφ. 

A abscissa do ponto de interseção ὖ será ὸ ρυ, ou seja, após 15 anos. 

 Uma solução algébrica também pode ser obtida resolvendo a equação ρππȟπρφὸ

ρσȟφ, onde ὸɴ  ᴙ . Teremos então ὸ ςςυ, logo ὸ ρυ, ou seja, foi obtida a imagem inversa 

do valor ρσȟφ que é o elemento do domínio ὸ ρυ. 

O problema 2.8 apresentou as funções intermediárias Ὢ e Ὣ  e precisava da função composta 

Ὤ Ὢʐ Ὣ para determinar a solução. Em outros problemas, como veremos no capítulo 3, a função 

composta é determinada diretamente, mas é mais complicado encontrar a solução de um problema 

de máximo ou mínimo de Ὤ. Então as funções intermediárias Ὢ e Ὣ, geralmente mais simples, 

podem ser usadas como facilitadoras.  

De modo geral, dadas as funções Ὣȡὢᴼὣ e Ὢȡὣᴼὤȟ podemos definir a função composta 

Ὤȡὢᴼὤ, onde ▐ █ʐ ▌ e, da mesma forma, se Ὢȡὢᴼὣ e Ὣȡὣᴼὤ,  podemos definir a função 

composta Ὤȡὢᴼὤ, onde ▐ ▌ █ʐ.   

Pode ser observado, para os alunos, que a definição correta de composta e das funções 

intermediárias pode facilitar a solução de problemas envolvendo este tipo de funções, ao se 

trabalhar, em CDI, com aplicações de derivada envolvendo funções compostas (regra da cadeia). 

É interessante apresentar alguns exemplos de composta e de produto de duas funções, 

chamando atenção dos alunos para o fato de serem combinações diferentes (note que a função Ὣ é 

quadrática e a função Ὢ é afim, logo, o produto seria uma função polinomial de terceiro grau, 

enquanto a composta é uma função quadrática) e nem sempre gozam de propriedades similares, 

como a comutatividade (ὪϽὫ ὫϽὪ, no entanto Ὣʐ Ὢ Ὢʐ Ὣ em geral). 

Intuitivamente a inversa de uma função Ὢȡὢᴼὣ, que associa um número  ὥᶰὢ a um 

número  ὦɴ ὣȟ  seria uma função Ὣȡὣᴼὢȟ que associa o número ὦɴ ὣ  ao número ὥᶰὢ. No 

caso do problema 2.8, a função inversa de Ὤ seria obtida encontrando ὸ em função de ὧ, o que foi 

feito exatamente na solução algébrica do item b, para um único valor de ὧ. Assim a inversa de Ὤ 

seria a função Ὤ , tal que ὸ Ὤ ὧ  
ȟ

.  Vamos verificar, mais adiante se isto está correto. 

Uma pergunta que surge é se sempre é possível obter a inversa de uma função, ou seja, que 

condições algébricas/geométricas são necessárias para a existência da inversa de uma função. 

Outra questão interessante é a relação entre o gráfico de uma função e o de sua inversa. 

Inicialmente vamos recordar uma propriedade relacionada à existência de função inversa: 

uma função Ὢȡὢᴼὣ é dita injetora quando, para cada ὼȟὼ   pertencendo ao domínio ὢ da 

função, se ὼ  ὼ,  então Ὢὼ Ὢὼ .  Se compararmos com a definição de função crescente 

e função decrescente apresentadas na seção 1 deste capítulo, chegaremos à conclusão de que se Ὢ 

for sempre crescente (ou sempre decrescente) em seu domínio ὢ, então Ὢ será injetora.  

Temos então duas formas de verificar que uma função é injetora, algebricamente e 

geometricamente, que podemos utilizar para as duas funções da Figura 2.17 a seguir. 
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Figura 2.17 - Função quadrática tal que Ὢὼ ὼ e Função afim onde Ὣὼ ςὼ σȢ 

 

 A função afim Ὣȡ ᴙ O ᴙ é sempre crescente em todo o seu domínio, logo é injetora. Já a 

função quadrática Ὢ é decrescente se ὼ π  e crescente se ὼ π, não é injetora. No entanto, se 

for considerada uma restrição de Ὢ,  ὪȡπȟЊ  O ᴙ  ou Ὢȡ Њȟπᴼᴙȟ ambas com 

contradomínio ᴙ  e ambas também com conjunto imagem πȟЊ ȟ  tanto Ὢ como Ὢ serão funções 

injetoras. 

Uma forma geométrica simples de verificar que uma função é injetora é interceptando o 

seu gráfico com retas horizontais. Se existe pelo menos uma reta horizontal que intercepta o gráfico 

da função em mais de um ponto, então ela não é injetora. Este é o caso da função quadrática da 

Figura 2.17, logo ela não é injetora. A função afim Ὣ da mesma figura é um exemplo de função 

injetora, uma vez que toda reta horizontal que intercepta seu gráfico, só o faz em um único ponto. 

Outro exemplo de função injetora é a função Ὤ do problema 2.8, como mostra a Figura 2.16. 

Dada uma função Ὢȡὢᴼὣȟ  a função inversa ñnaturalò seria Ὢ ȡὣᴼὢ. Esta última 

expressão representará realmente uma função somente se obedecer às condições da definição, já 

apresentada na seção 1 deste capítulo, ou seja, cada elemento de ὣ deverá estar associado a um 

único (esta parte de unicidade estará garantida se Ὢ for injetora) elemento de ὢ.  Mas a primeira 

parte da definição só será satisfeita se o contradomínio de Ὢ  for exatamente o mesmo conjunto 

que a imagem de Ὢ, isto é, quando a função  Ὢ for sobrejetora. 

Consideremos, por exemplo, a função ὪȡπȟЊᴼᴙ tal que Ὢὼ ὼȢ O 

contradomínio considerado é o conjunto dos reais, enquanto o conjunto imagem de Ὢ é somente 

formado pelos números reais não negativos, ou seja, πȟЊ , então a função não é sobrejetora.  

Mas, se definirmos uma restrição de Ὢ tal que Ὢȡ πȟЊᴼ πȟЊ ,  o contradomínio desta 

restrição será o mesmo conjunto que a imagem. Isto também ocorrerá com a restrição de Ὢ, dada 
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por  Ὢȡ Њȟπᴼ πȟЊ .  Logo as restrições Ὢ  e Ὢ  serão ambas sobrejetoras.  As funções 

que são ao mesmo tempo injetoras e sobrejetoras são chamadas bijetoras, logo  Ὢ  e Ὢ são 

exemplos de funções bijetoras.  

Já vimos que a função ὬȡπȟЊᴼ πȟЊ  do problema 2.8 é injetora e podemos 

observar, pela Figura 2.16 que sua imagem é o intervalo ρπȟЊ .  Considerando então uma 

restrição da função Ὤ (ainda mantendo a mesma notação para facilitar), ὬȡπȟЊᴼ ρπȟЊ , 

teremos que o contradomínio coincide com a imagem, logo Ὤ também é sobrejetora. Assim temos 

mais um exemplo de função bijetora. 

Nem sempre é necessário restringir o domínio e/ou o contradomínio de uma função para 

obtermos uma restrição que seja bijetora. A função afim Ὣ: ᴙ O ᴙ  tal que Ὣὼ ςὼ σȟ  

apresentada na Figura 2. 17 é uma função bijetora. É fácil verificar isto também geometricamente, 

observando que cada reta horizontal, passando por todo ponto sobre o eixo das ordenadas, 

intercepta o gráfico de Ὣ (logo o contradomínio coincide com a imagem de Ὣ)  e  só o faz em um 

único ponto do gráfico de Ὣ (logo dois valores diferentes no domínio, sobre o eixo das abscissas, 

são sempre associados a dois valores diferentes na imagem). Isto também pode ser verificado para 

as funções bijetoras Ὢ  e Ὢȟ como mostra a Figura 2.18  a seguir. 

 

 
Figura 2.18 - Restrições bijetoras da função quadrática 

 

Podemos agora revisar a definição de função inversa: uma função ▐, tal que ▐ȡ║ᴼ═ȟ é 

dita inversa da função █ȡ═ᴼ║,  se ὬὪὥ ὥȟ  para cada ὥᶰὃ Ὡ ὪὬὦ ὦȟ para cada 

ὦɴ ὄȢ  Se ▐ȡ║ᴼ═ é a inversa de █ȡ═ᴼ║, denotamos Ὤ por Ὤ Ὢ .  Da mesma forma 

podemos dizer que Ὢ Ὤ .  Quando Ὤ é a inversa de Ὢ (ou Ὢ é a inversa de Ὤ) temos Ὤὦ ὥ 

se e somente se Ὢὥ ὦ. Uma função █ȡ ὃ O  ὄ possui inversa se e somente se █ é bijetora. 
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É importante apontar aos alunos a diferença de notações: a expressão   é o inverso 

multiplicativo do valor Ὢὼ e pode ser denotada por Ὢὼ . 

 A inversa da função afim da Figura 2.17 Ὣȡᴙᴼᴙ tal que Ὣὼ ςὼ σ, pode ser 

definida, porque Ὣ é bijetora, e teremos Ὣ ȡ ᴙᴼᴙ. Para determinar a expressão algébrica, 

chamando ώ ςὼ σ, devemos isolar o valor de ὼ. Teremos então ὼ ώ , logo, trocando as 

variáveis entre si, teremos  Ὣ ὼ ὼ .  

Da mesma forma as funções Ὢ e Ὢ possuem inversa por serem bijetoras. Teremos então 

Ὢ : πȟЊ [O0, Њ , com Ὢ ὼ Ѝὼ   e Ὢ : πȟЊ ]O-Њȟπ , com Ὢ ὼ Ѝὼ. 

 Observando a definição de inversa é possível concluir que está bem definida a função 

composta Ὤʐ Ὤ ȡὄᴼὄȟ    tal que Ὤʐ Ὤ ὦ ὦ , para cada  ὦɴ ὄ  e também  Ὤ Ὤʐȡὃᴼὃȟ  

tal que Ὤ Ὤʐὥ ὥ,  para cada ὥ ᶰὃ. Portanto a composta de uma função com sua inversa é 

a função identidade, relativa ao domínio considerado.  

Para a construção de gráficos é importante notar que, se Ὢ tem inversa e um par ordenado 

ὥȟὦ pertence ao gráfico de Ὢ, então o par ordenado ὦȟὥ pertence ao gráfico da inversa Ὢ . 

Assim, os gráficos de Ὢ e de Ὢ  são simétricos em relação à reta ώ ὼȟ  bissetriz do primeiro e 

terceiro quadrantes do plano cartesiano. 

Utilizando esta propriedade e a ferramenta de reflexão em relação a uma reta, disponível 

no GeoGebra, a partir do gráfico da função afim Ὣ mostrado na Figura 2.17 pode-se obter 

diretamente o gráfico da sua inversa, Ὣ , como mostra a Figura 2.19 a seguir. 

 

 
Figura 2.19 - Gráfico da função afim tal que g(x)=2x+3 e sua inversa 

 

  



66 

 

 A Figura 2.20 mostra o gráfico das funções Ὢ e Ὢ , este último obtido de forma similar. 

 

 
Figura 2.20 - Gráficos da restrição bijetora de Ὢ, tal que Ὢὼ ὼ e de sua inversa Ὢ , onde Ὢ ὼ Ѝὼ 

 

A Figura 2.21 a seguir apresenta os gráficos das funções Ὢ  e Ὢ , onde Ὢ ὼ Ѝὼ. 
 

 
Figura 2.21 -Gráficos da função Ὢ, tal que Ὢὼ ὼ e de sua inversa Ὢ , onde Ὢ ὼ Ѝὼ 
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Voltando ao problema 2.8, a restrição da função  ὬȡπȟЊᴼ ρπȟ Њ[ é bijetora, logo 

pode ser definida a inversa Ὤ ȡρπȟ Њ[  O πȟЊȢ  Uma vez que ὧ Ὤὸ ρππȟπρφὸ, 

isolando a expressão de ὸ teremos finalmente  ὸ Ὤ ὧ
ȟ

 . Usando a propriedade de 

simetria em relação à reta ώ ὼ, teremos o gráfico de Ὤ  representado na Figura 2. 22  a seguir. 

 

 
Figura 2. 22 - Gráficos da função h do problema 2.8 e sua inversa 

 

 O problema contextualizado a seguir vai explorar conceitos e propriedades relacionados à 

função exponencial, além de trabalhar também com a inversa desta função, utilizando abordagem 

algébrica e geométrica. 

Problema 2.9: A área de superfície de um litoral coberta por certas algas tem crescido 

aproximadamente ςυϷ a cada ano, em relação à área coberta no ano anterior, de acordo com as 

pesquisas dos biólogos. Atualmente eles estimam que a área coberta por algas é de, 

aproximadamente, τ πωφ m2. 

a) Determine a área coberta por algas daqui a 1 ano, e daqui a 2 anos. 

b) Determine qual a área coberta por algas daqui a ◄ anos. 
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c) Utilize o GeoGebra para obter o gráfico da função área, com variável ◄ anos. 

d) Estime quantos anos se passarão até a população de algas cobrir uma área aproximada de  

ρυ φςυ m2. (Adaptado de Iezzi, Dolce, Degenszajn e Perigo, 2011) 

Uma estratégia facilitadora para lidar com este problema é a utilização do método do eixo 

das setas, extremamente útil também para tratar problemas diversos de Matemática Financeira, de 

acordo com Nasser (2010).  

 Para este fim, vamos construir um diagrama, que consiste em um eixo horizontal, que 

funciona como uma escala de passagem de tempo ◄ (aqui medido em anos), e setas verticais 

relacionando a área coberta pelas algas (medida em m2). O objetivo é generalizar esta área para 

cada ◄, obtendo assim uma função que representa o problema.  

Das informações do enunciado sabemos que atualmente (ὸ π), a área da população de 

algas é ὃπ τπωφ m2.  

Daqui a 1 ano, a população vai aumentar ςυϷ, em relação a hoje, logo, teremos ὃρ

 τπωφ  Ȣτπωφ  τπωφϽρ πȟςυȢ   

Daqui a 2 anos, a população vai aumentar mais ςυϷ em relação ao ano ὸ ρ, logo será 

ὃς  ὃρ πȟςυȢὃρ  ὃρϽρ πȟςυ τπωφϽρ πȟςυό.   

Transportando estas conclusões para o diagrama apresentado na Figura 2. 23, conseguimos 

generalizar de forma a obter a área coberta após  ὸ anos, que será ὃὸ τπωφϽρȟςυ. 

 

 
Figura 2. 23 - Diagrama do eixo das setas corresponde ao crescimento das algas 

 

 Utilizando o GeoGebra podemos obter o gráfico da função ὃȡᴙ ᴼᴙ , que associa ὸ 
(medido em anos) a ὃὸ (medida em m2), que fornece a área da população de algas no ano ὸȟ   
representado na Figura 2.24 a seguir. 
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Figura 2.24 - Gráfico da função que fornece a área da população de algas em cada ano 

 

 Podemos obter a solução do último item por raciocínio algébrico ou geométrico. Utilizando 

a informação do enunciado, sabemos que em um tempo desconhecido ὸᶻ, a área da população de 

algas será ὃὸᶻ ρυφςυ m2.   

Então τπωφϽρȟςυ
ᶻ
ρυφςυ.   

Assim, ρȟςυ
ᶻ

 ρȟςυ.   

Comparando então as duas expressões, obtemos ὸᶻ φ anos. Neste problema, em 

particular, foi possível resolver por meio de manipulações com potências, mas nem sempre os 

dados são tão simples, logo, é recomendável aproveitar este problema para revisar propriedades 

da função exponencial e de sua inversa.  

Utilizando o software GeoGebra podem ser realizadas atividades com os alunos para obter 

o gráfico da função exponencial Ὢȡ ᴙᴼᴙ  , tal que Ὢὼ ὥ . Ela é uma função bijetora, 

crescente quando a base ὥ ρ, decrescente quando π ὥ ρ. Logo Ὢ possui uma inversa. Uma 

propriedade importante é  Ὢὼ ὼ Ὢὼ ȢὪὼ . 

A inversa da função exponencial (de base ὥ) é chamada função logaritmo (de base ╪), 

que associa a cada número real positivo ὼ, o número real ÌÏÇὼ. A seguir, na Figura 2. 25, o 

gráfico de um exemplo de função exponencial, quando a base π ὥ ρ, juntamente com sua 

inversa. 
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Figura 2. 25 - Gráfico de função exponencial e sua inversa quando π ὥ ρ 

 

Da propriedade importante da exponencial, citada acima, segue-se a seguinte propriedade 

da função logarítmica: ÌÏÇὼȢὼ ÌÏÇὼ ÌÏÇὼ. Esta propriedade de transformar 

produtos em somas foi muito importante antes da invenção dos computadores, quando os cálculos, 

principalmente na Astronomia, envolviam grandes números.  

Atualmente a função logarítmica possui outras aplicações, como em fenômenos sísmicos, 

por exemplo. Assim como sua inversa, é uma função crescente quando a base ὥ ρ e decrescente 

quando π ὥ ρȢ  

As funções logarítmicas mais importantes são a de base ὥ ρπ (logaritmos decimais) e 

a de base Ὡ (logaritmos naturais ou neperianos). O software GeoGebra também pode ser muito 

útil para esboçar gráficos da função logaritmo, utilizando a ferramenta que reflete o gráfico da 

função exponencial com respeito à reta ώ ὼ, para obter o gráfico da sua inversa, como já foi 

feito no problema 2.8. 

Tem-se então que, para números ὼɴ ᴙ, ὥ ώ se e somente se ὼ ÌÏÇώ, considerando 

ὥ πȟὥ ρȟ ώ πȢ Então, sendo ρȟςυ
ᶻ

, teremos ὸᶻ  ÌÏÇȟ φ anos.  

Para obter solução utilizando raciocínio geométrico basta proceder como na resolução do 

problema 2.8, considera-se a reta horizontal ώ ρυφςυ e obtém-se o ponto de interseção do 

gráfico da função ὃ com esta reta, que será (ὸᶻȟρυφςυ.  



71 

 

Portanto a abscissa deste ponto será a solução procurada. Cabe ressaltar que, se a solução 

do problema for um valor irracional para ὸᶻ, como todo software, o GeoGebra vai retornar um 

valor aproximado, ou seja, um número racional. 

O próximo problema, apesar de apresentar a função envolvida, é bastante relevante, porque 

trata de um assunto sempre atual, mas que não é bem compreendido por parte da maioria das 

pessoas.  

Além disso, mostra que propriedades do logaritmo consideradas abstratas e inúteis pelos 

alunos podem ter utilidades práticas. 

Problema 2.10: A intensidade Ὅ de um terremoto, medida na escala Richter, é dada por um 

número Ὅ πȟ  definido pela fórmula Ὅ ὰέὫ ,  onde Ὁ é a energia liberada no terremoto, 

em quilowatt-hora, Ὁ χȢρπ ὯὡὬ e o logaritmo tem base ρπ.  Acredita-se que o terremoto 

mais intenso conhecido teve Ὅ ωȟυ e foi no Chile, em 1960. 

a) Utilize o software GeoGebra para obter o gráfico da função Ὢȡᴙᴼᴙ , tal que Ὢὼ ρπ;  

b) Obtenha o gráfico da função inversa de Ὢ, tal que Ὢ ὼ ὰέὫὼ, utilizando o resultado do 

item a e a ferramenta de reflexão em relação a uma reta do GeoGebra; 

c) Determine qual a energia liberada num terremoto de intensidade 8 na escala Richter; 

d) Supondo que a intensidade do terremoto aumente uma unidade, determine por quanto fica 

multiplicada a energia liberada (Adaptado da questão 137, ENEM- prova LIBRAS, 2017). 

 

A solução dos itens a e b está representada na Figura 2.26 a seguir. A solução do item c 

pode ser obtida algebricamente com auxílio da inversa da função logaritmo decimal, isto é, a 

função exponencial de base 10. Sabendo-se que Ὅ ψ, teremos que ÌÏÇ) ρς, assim  ρπ. 

Substituindo o valor de Ὁ teremos Ὁ χ.ρπ kWh de energia liberada. 

 

 
Figura 2.26 - Gráficos de função exponencial e logaritmo na base 10 
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No caso do item d, a propriedade dos logaritmos ÌÏÇ   ÌÏÇὼ  ÌÏÇὼ será de grande 

ajuda para obter a solução. Do enunciado sabemos que as intensidades de dois terremotos 

satisfazem Ὅ=Ὅ ρȢ Queremos comparar a energia liberada em cada um. Da definição de Ὅ 

teremos ὰέὫ  ὰέὫ ρ. Então ὰέὫ  ὰέὫ .  Usando a propriedade dos 

logaritmos que recordamos acima, teremos ÌÏÇ .  Novamente, utilizando a inversa da 

função logaritmo na base 10, que é a exponencial de base 10, encontramos ρπȾ  , ou seja 

Ὁ ρπȾὉ.  

Sendo ρπȾ ḙσρȟφ  obteremos finalmente que Ὁ ḙσρȟφ Ὁ, ou seja, o acréscimo de 1 

unidade na intensidade do terremoto multiplica a energia liberada por mais de 30 vezes o número 

de kWh. 

A escala de medida de sons (decibéis) também é logarítmica, logo um aumento na escala 

de 1 unidade significa muito desconforto para as pessoas. Pode ser um bom assunto para que os 

alunos pesquisem. 

O próximo problema vai explorar uma função exponencial com base ὥᶰ πȟρ, além de 

resolver uma inequação exponencial, algo considerado inútil pelos alunos, e que tem utilidade 

prática aqui. Esta inequação será resolvida utilizando propriedade de função decrescente, que já 

foi explorada na seção anterior deste capítulo e a função logaritmo, inversa da exponencial. Uma 

outra forma de chegar à solução, utilizando GeoGebra, também será apresentada. 

 

Problema 2.11: Várias espécies de baleias já foram declaradas ameaçadas de extinção. 

Quando a população de uma particular espécie de baleias fica perigosamente pequena, biólogos 

encorajam governantes a banir a caça desses animais. Em 1994 havia apenas 5000 baleias de 

uma particular espécie, o número de baleias diminuiu para 4500 em 1995 e foi de 4050 em 1996. 

Considere que foi previsto que a população de baleia continuou diminuindo desta forma. 

a) Utilize o GeoGebra para determinar o gráfico de uma função que represente a evolução da 

quantidade de baleias ao longo do tempo, a partir de 1994. 

b) Determine o que aconteceu com a população de baleias em 2001. 

c) Suponha que o ponto onde essa espécie de baleias corre perigo de extinção acontece quando a 

população fica abaixo de 2000 baleias. Quando isso ocorrerá, se nada for feito para banir a sua 

caça? (Adaptado de Presmeg e Nenderadu, 2005) 

 

É preciso estabelecer um modelo matemático que represente razoavelmente a evolução da 

quantidade de baleias ao longo do tempo. Para isso, devemos determinar uma função Ὢ que fornece 

a população de baleias dependendo da quantidade de anos passados. 

A partir dos dados do enunciado temos três pontos que pertencem ao gráfico da função Ὢ: 

ὃ πȠυπππȟὄ ρȠτυππ e ὅ ςȠτπυπȢ 
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À primeira vista, uma possível Ὢ seria a função cujo gráfico é a reta que passa por ὃ Ὡ ὄ, 

porém, expandindo a janela gráfica observa-se que os pontos ὃȟὄ Ὡ ὅ não são colineares e dessa 

forma é gerado um pequeno erro como mostrado na Figura 2. 27 a seguir. 

 

 
Figura 2. 27 - Pontos do gráfico da provável função para o problema 2.11 

 

Tentaremos obter uma curva que se adapte aos pontos gerados pela nossa base de dados. 

Uma representação dos dados relevantes do problema por meio de uma tabela pode ser útil para 

determinar a expressão algébrica desta função. A partir daí pode-se procurar por um padrão, de 

modo que se possa estabelecer uma generalização. 

Pode-se notar que o número de baleias decresce 10% em relação ao número do ano anterior. 

Isto aconteceu de 1994 para 1995 e de 1995 para 1996. Então temos um padrão que se repete, que 

pode ser generalizado. Utilizando o método do eixo das setas temos o diagrama da Figura 2 28. 
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Figura 2 28 - Diagrama do eixo das setas para o problema 2.11 

 

Assim,  Ὢ é uma função tal que Ὢπ υπππȟ  Ὢρ τυππυπππρπϷȢυπππ

υπππρ πȟρ υπππȢπȟω e Ὢς τπυπτυππρπϷȢτυππτυππρ πȟρ

τυππȢπȟω ὪρȢπȟω υπππȢπȟω Ȣ Generalizando, temos Ὢὼ υπππȢπȟω onde ὼ é o 

número de anos passados a partir de 1994 (quando ὼ π). 

Já sabemos, antes de obter o gráfico, que a função Ὢ é decrescente, pois a base da função 

exponencial é  πȟωɴ πȟρȢ Utilizando o GeoGebra podemos obter o gráfico, apresentado na Figura 

2. 29 a seguir. 

 
Figura 2. 29 - Gráfico da função exponencial do problema 2.11 
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Considerando 1994 correspondendo ao ano ὼ π, em 2001 temos ὼ χ. Utilizando 

GeoGebra traçamos a reta vertical ὼ χ e  podemos obter a sua  intersecção com o gráfico da 

função Ὢ.   

Se for utilizada a expressão algébrica da função Ὢ,  basta calcular  o valor de Ὢχ

υπππȢπȟω ςσωρȟτψ.  Como nosso modelo é uma aproximação da realidade, devemos 

aproximar este número pelo inteiro mais próximo, obtendo que a população em 2001 será de, 

aproximadamente, 2391 baleias. 

 Para resolver o item c precisamos determinar o valor de ὼ (número de anos após 1994) em 

que Ὢὼ ςπππȢ  Uma forma simples de resolver esta inequação é a seguinte: observando a 

figura 2. 27 podemos notar que, sendo Ὢ uma função decrescente, se determinarmos ὼᶻ  tal que 

Ὢὼᶻ) ςπππ, teremos que, se ὼ ὼᶻ  então Ὢὼ Ὢὼᶻ) ςπππ.   

Para obter ὼᶻ temos que resolver agora a equação  υπππȢπȟω
ᶻ
ςπππ, obtendo 

inicialmente πȟω
ᶻ

.  Como já revisamos antes, precisaremos da inversa da exponencial, isto é, 

a função logarítmo. Neste caso teremos então que ὼᶻ ÌÏÇȟ .   

As calculadoras embutidas nos celulares costumam calcular somente logaritmos na base 

10 (decimais)  e na base ▄ (logaritmos naturais ou neperianos). É importante revisar com os alunos 

o número irracional ▄, que pode ser obtido por um processo que utiliza o conceito de limite, o qual 

será estudado na primeira disciplina de CDI.  

Este número tem valor aproximado ▄ḙςȟχς, e possui uma história importante.  Detalhes 

desta história podem ser consultados em Boyer (1996), Eves (2004), Struik (1954) e outros livros 

sobre história da Matemática. 

Podemos transformar o número procurado utilizando a propriedade dos logaritmos 

conhecida como fórmula de mudança de base: ÌÏÇώ ÌÏÇὦ ȢÌÏÇώ, válida para cada número 

real ώ π,  onde ὥȟὦ π Ὡ ὥȟὦ ρȢ  

No nosso caso, tomando ὥ ρπȟὦ πȟω Ὡ ώ ςȾυ, teremos ὼᶻ
ȟ
Ȣ Utilizando 

uma calculadora de celular encontraremos ὼᶻḙψȟφωφχρψ.  

Portanto, se ὼ  ψȟφωφχρψ (número de anos a partir de 1994, aproximadamente a partir de 

2003)   teremos que a população ficará abaixo de 2000 baleias, o que  significará risco de extinção. 

Outra forma de resolver é usando o software GeoGebra. A interseção da reta horizontal 

ώ ςπππ com o gráfico de Ὢ será o ponto (ὼᶻȟςπππ. A abscissa será fornecida (de forma 

aproximada) pelo GeoGebra, conforme mostra a Figura 2. 30 a seguir. 

Estudos mostram que os alunos apresentam dificuldades na articulação entre a leitura e a 

interpretação das representações gráficas cartesianas, conforme já foi comentado na seção 1 do 

primeiro capítulo deste livro. Os alunos também costumam ter muita dificuldade para trabalhar 

com problemas que misturam conteúdos que foram estudados na Escola Básica em momentos 

distintos.  
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Figura 2. 30 - Solução geométrica aproximada do item c do problema 2.11 

 

O próximo problema fornece informações por meio do gráfico da função logarítmo e 

necessita, para sua solução, de propriedades da função logaritmo e de áreas de figuras planas, como 

o trapézio e o triângulo.  

Ao invés de muitos problemas, que fornecem dados no registro algébrico e, a partir deste, 

se chega ao registro gráfico, o problema a seguir necessita da conversão do registro gráfico para o 

algébrico para sua solução, o que é considerado mais difícil pelos estudantes. 

 

Problema 2.12: Os pontos Ὀ Ὡ Ὁ pertencem ao gráfico da função ώ ὰέὫὼ, com ὲ ρ, 

conforme Figura 2. 31 a seguir. Suponha que  ὃ ὼ ρȟπ, ὄ ὼȟπ e ὅ ὼ ρȟπ. 

 

 
Figura 2. 31 - Gráfico do logaritmo. Fonte: FUVEST 
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a) Determine o valor de ὼ, para o qual a área do trapézio ὄὅὈὉ é o triplo da área do triângulo 

ὃὄὉ. 

b) Considere a função Ὢ, que a cada valor de ὼ, associa o valor obtido subtraindo a área do 

trapézio ὄὅὈὉ menos a área do triângulo ὃὄὉ. Determine o valor de ὲ, de modo que Ὢωωω

.  (Adaptado do vestibular FUVEST)   

A área do triângulo ὃὄὉ é dada por   
Ȣ Ȣ Ȣ

   e a  área do trapézio ὄὅὈὉ é 

dada por  
Ȣ
. 

Portanto, igualando a área de ὄὅὈὉ ao triplo da área de ὃὄὉ, obteremos a equação 

σ 
Ȣ

.   Assim,  ÌÏÇὼ ρ ÌÏÇὼ σÌÏÇὼ, de onde se encontra 

ÌÏÇὼ ρ ςÌÏÇὼ.   

Usando a propriedade dos logaritmos em que ÌÏÇὼ  ÙÌÏÇὼ,  a última igualdade 

equivale a  ÌÏÇὼ ρ ÌÏÇὼ Ȣ   

Temos então que ὼ ρ ὼ,  ou seja ὼ ὼ ρ π.  Resolvendo esta equação, 

lembrando que ὼ π  para a função logaritmo estar definida, teremos  Ø
Ѝ

. 

Para resolver o item b, utilizando as informações obtidas no item a, podemos escrever  

Ὢὼ
Ȣ Ȣ

.   Então Ὢὼ
Ȣ

.   Como Ὢωωω  tem-se  

Ȣ
, o que acarreta que ὰέὫρπππσȢ  

Utilizando a exponencial que é a inversa do logaritmo, isto significa que ὲ  ρπππȟ  

concluindo que ὲ ρπȢ 

O último problema desta seção, embora a função já mencionada no enunciado seja uma 

exponencial, utiliza, na sua resolução, propriedades da inversa desta função, isto é, a função 

logaritmo. Isto acontece em grande parte dos problemas que envolvem uma das duas funções, as 

propriedades da inversa muitas vezes aparecem como facilitadoras no processo de resolução, ou 

na modelagem. Cabe notar que, como a exponencial tem base Ὡ, ao utilizar a inversa, foi 

naturalmente escolhida a função logaritmo também na base Ὡ.   

 

Problema 2.13: Quando um corpo aquecido a uma certa temperatura permanece em um 

ambiente com temperatura constante ὃ, a lei do resfriamento de Newton afirma que a temperatura 

Ὀ do corpo se modifica com uma taxa de variação proporcional à diferença entre as temperaturas 

do corpo e do ambiente.  

Esta situação pode ser representada pela função Ὢ, que associa a cada instante ὸ, a temperatura 

do corpo naquele instante, definida por ╓ █◄ ═ ║ ╚◄, onde ὑ é uma constante 

determinada experimentalmente e que varia com o material do qual é feito o corpo, sua massa e 

sua condutividade térmica.  
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O corpo de uma vítima de assassinato foi descoberto às 23 horas. O médico da perícia chegou às 

23:30 h e imediatamente mediu a temperatura do cadáver, que era de στȟψ ὅ. Uma hora mais 

tarde ele tomou a temperatura outra vez e encontrou στȟρ ὅ. A temperatura do quarto estava 

sendo mantida constante a ςπ ὅ. Admita que a temperatura normal de uma pessoa viva é 

aproximadamente σφȟυ ὅ.  

a) Determine uma estimativa para a hora em que foi cometido o crime. 

b) Utilize o GeoGebra para obter um esboço do gráfico da função Ὢ. 

 (Adaptado de Figueiredo e Neves, 1997) 

 

A temperatura ambiente  ὃ ςπЈὅ, logo a função  Ὢὸ ςπ ὄὩ . Consideremos 

que ὸ π corresponde à hora da morte Ὕ. Nesse caso Ὢπ σφȟυȢ  Assim  Ὢπ ςπ ὄ

σφȟυȢ  Logo ὄ ρφȟυ e Ὢὸ ςπ ρφȟυὩ . 

Após ὸ horas após o crime temos Ὢὸ στȟψ ςπ ρφȟυὩ Ȣ  Depois de mais 1 

hora, isto é, decorridas ὸ ρ horas após o crime, teremos o valor de  Ὢὸ ρ  στȟρЈὅ

ςπ ρφȟυὩ .  

Temos então um sistema com 2 equações não lineares: ρτȟψ ρφȟυὩ  e ρτȟρ

ρφȟυὩ ȢὩ . Dividindo uma equação pela outra, tem-se ρτȟρ ρτȟψ Ὡ ȟ  o que acarreta 

que Ὡ
ȟ

ȟ
.  Substituindo na primeira equação obtemos ρτȟψ ρφȟυὩ ρφȟυ

ȟ

ȟ
. 

Assim chegamos a 
ȟ

ȟ

ȟ

ȟ
   e teremos ÌÎ

ȟ

ȟ
ÌÎ

ȟ

ȟ
.  Usando a propriedade do 

logaritmo de uma potência obtemos  ὸ
ȟ

ȟ
ȟ

ȟ

 ḙςȟςτφ Ὤ, ou ὸḙ 2h15min. 

Sendo Ὕ a hora da morte e, ὸ  horas depois da morte ter ocorrido, a polícia chega às 23:30h, 

então Ὕ  ὸ  ςσȡσπ ὬȢ  Concluímos então que ὝḙςσὬσπάὭὲςὬρυάὭὲςρὬρυάὭὲ. 

Note que não chegamos a obter o valor da constante ὑ, já que o nosso objetivo principal 

era achar ὸ.  Se desejarmos encontrá-la, aplicando de novo propriedades de logaritmo, chegamos 

a  ὑ ὰὲ
ȟ

ȟ
ḙπȟπτψ.  

Com o valor de ὑ obtido acima, que se aplica a seres humanos em geral, a função que 

determina a temperatura em cada instante vai satisfazer Ὢὸ ὃ ὄᴢ ὃ ὄ ᴢ ȟ . 

Como Ὢπ ὃ ὄ σφȟυ é a temperatura aproximada de uma pessoa no instante da morte, 

temos que ὄ σφȟυ ὃ, onde ὃ é a temperatura do ambiente onde está a vítima. Concluímos 

então que  Ὢὸ ὃ σφȟυ ὃȢὩ ȟ Ȣ .  

Conhecendo esta fórmula, os peritos de seriados de TV chegam na hora Ὄ, medem neste 

momento a temperatura do ambiente ὃ e a temperatura do corpo, que será o valor Ὢὸ . Eles então 

substituem este último valor na fórmula, a partir dela encontram o tempo que passou entre a hora 

da morte Ὕ e a hora em que eles chegaram Ὄ, que é o valor de  ὸȢ  Então a hora da morte será, 

aproximadamente, Ὕ Ὄ ὸȢ 
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No caso do problema 2.13, como a temperatura ambiente era ὃ ςπ Celsius, a função Ὢ  

satisfaz  Ὢὸ ςπρφȟυὩ ȟ Ȣ . Utilizando o GeoGebra obtemos o gráfico de Ὢȟ apresentado 

na Figura 2. 32 a seguir. Note que a temperatura do corpo com o passar do tempo se aproxima da 

temperatura do ambiente (que é de ςπ #ÅÌÓÉÕÓ), que está de acordo com a Física. 

 

 
Figura 2. 32 - Gráfico da função temperatura de um corpo segundo a lei de resfriamento de Newton 

 

Como já visto nas seções anteriores, a utilização de funções na resolução de problemas 

pode ser facilitada com o conhecimento de algumas propriedades da função:  em que intervalos 

ela é crescente ou decrescente, se ela é bijetora, se ela pode ser expressa como composta de duas 

outras funções mais simples ou se existe a sua inversa.  

Um outro elemento facilitador é conhecendo a representação algébrica da função, 

conseguir determinar se o seu gráfico possui certas características de simetria ou de repetição. Para 

a próxima seção foram selecionados problemas envolvendo algumas funções importantes que 

possuem este tipo de propriedades. 

Alguns destes problemas exploram também a composta destas funções importantes com 

função afim e como esta operação afeta o gráfico destas funções.  Este tipo de funções compostas 

é importante para modelar problemas envolvendo diversos fenômenos físicos e biológicos. 

 

2.3 Funções Pares/Ímpares e Funções Periódicas   

O primeiro problema desta seção explora gráficos, simetrias e repetições. As atividades em 

sala de aula com os alunos são muito enriquecidas pela utilização do GeoGebra. 

 

Problema 2.14: Seja Ὢȡ υȟυᴼᴙ uma função tal que uma parte do seu gráfico está 

representada na Figura 2. 33 (a).  

a) Utilize as ferramentas do GeoGebra para completar o gráfico de Ὢ, sabendo que o gráfico é 

simétrico em relação à origem. 
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b) Considerando que a função Ὣȡᴙᴼᴙ é par e periódica de período Ὕ τ, utilize as ferramentas 

do GeoGebra para completar o seu gráfico, respeitando as informações sobre ele apresentadas 

na Figura 2. 33 (b). 

 

 
Figura 2. 33 - Parte dos gráficos das funções Ὢ e Ὣ do problema 2.14 

 

Para obter a solução do problema, recordemos a definição de função par: Ὣȡὢᴼᴙ tal que 

Ὣὼ Ὣ ὼȟ  para cada ὼɴ ὢȟ  domínio da função Ὣ. Geometricamente o gráfico de Ὣ é 

simétrico em relação ao eixo cartesiano vertical.   

Uma função ímpar, Ὢȡὢᴼᴙȟ é aquela que satisfaz a condição em que Ὢὼ Ὢ ὼȟ  

para cada ὼɴ ὢȟ  domínio da função Ὢȟ tal que ὼɴ ὢȢ Geometricamente isto significa que o 

gráfico de Ὢ é simétrico em relação à origem (ou seja, é obtido após reflexão em relação ao eixo 

cartesiano vertical, seguida de reflexão em relação ao eixo cartesiano horizontal ou viceversa).  

Uma função Ὤȡᴙᴼᴙ  chama-se periódica quando existe um número Ὕ π tal que 

Ὤὼ Ὕ Ὤὼȟ para cada ὼɴ ᴙ. Quando isto acontece, então  Ὤὼ ὯὝ Ὤὼȟ  para cada 

ὼɴ ᴙ e para cada Ὧᶰᴚ.  O menor número Ὕ π tal que Ὤὼ Ὕ Ὤὼȟ para cada ὼɴ ᴙ é 

chamado período da função Ὢ. 

Pode-se notar, observando diretamente a definição, que funções pares e funções periódicas 

não podem ser injetoras. 

Comparando com a definição acima, verificamos que a função  Ὢ do item a é uma função 

ímpar. Utilizando-se a ferramenta do GeoGebra de reflexão em relação a um ponto (no caso a 

origem), associado ao gráfico da Figura 2. 33 (a), obtemos o gráfico de Ὢȟ representado na Figura 

2.34 a seguir. 
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Figura 2.34 - Gráfico da função ímpar Ὢ do problema 2.14 

 

Utilizando as definições de função par e de função periódica fornecidas anteriormente e a 

ferramenta do GeoGebra de reflexão em relação a uma reta, a partir do gráfico da Figura 2. 33 (b), 

obtemos o gráfico de Ὣ, apresentado na Figura 2.35. 

 

 
Figura 2.35 - Gráfico da função Ὣ par e periódica de período 4 do problema 2.14 

 

Nasser, Sousa e Torraca (2016) investigaram o conhecimento de alunos de CDI em relação 

a funções pares, ímpares, ou nem pares nem ímpares, utilizando problemas como o problema 2.14. 
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Foi possível perceber que a identificação de funções pares (pela simetria em relação ao eixo 

vertical) ocorre com mais facilidade do que a de funções ímpares.  

Assim é importante trabalhar em sala de aula mais problemas envolvendo gráficos de 

funções ímpares, de preferência utilizando o GeoGebra.  

Para evitar que os alunos comecem a tirar conclusões falsas do resultado do item (b) do 

problema 2.14, é interessante lançar entre eles uma pesquisa sobre exemplos de função par/ímpar 

que não seja periódica e de função periódica que não seja par/ímpar. 

Duas funções periódicas muito importantes, utilizadas para modelar problemas envolvendo 

conceitos de Física, Química ou Biologia, são as funções trigonométricas seno e cosseno. Elas 

podem ser utilizadas para descrever fenômenos como fases da lua, altura das marés, pressão 

arterial, ondas eletromagnéticas, volume de ar nos pulmões, entre muitos outros.  

Muitos alunos têm dificuldades associadas a elas na primeira disciplina de CDI, porque ou 

elas foram abordadas de forma muito superficial no Ensino Médio ou nem foram abordadas.  

Problemas envolvendo estas funções, que formam o alicerce das funções trigonométricas, 

são importantes em uma disciplina de Pré-Cálculo, principalmente se explorarem os seus gráficos 

e algumas propriedades fundamentais, como seno e cosseno da soma e da diferença.  

Lacunas de aprendizagem das demais funções trigonométricas e as funções trigonométricas 

inversas poderão ser resolvidas mais tarde na disciplina de CDI, se os alunos já tiverem esta base 

inicial. 

 

Problema 2.15: A maior roda gigante do mundo foi inaugurada em 2021, é a Dubai Eye, 

instalada em Dubai, nos Emirados Árabes Unidos. Comporta até 1700 passageiros em 48 

cápsulas, com duração do passeio de, aproximadamente, 40 minutos. Nesta roda gigante, a altura 

Ὤ (em metros) em que um passageiro se encontrará no instante ὸ (em minutos), foi determinada 

pela seguinte lei:  Ὤ ρςφρςτ ÃÏÓ ὸȟ  onde ὸɴ πȟτπ.  

a) No início do passeio, a que altura se encontrará o passageiro? E após 25 minutos? 

b) Utilize o GeoGebra para determinar o gráfico da função Ὢȡὸ Ὤ ὪὸȢ 

c) Determine a altura máxima que o passageiro atingirá durante o passeio e em que instante isto 

ocorrerá (utilize, se necessário, as seguintes aproximações: Ѝςḙ1,4 e  Ѝσḙ 1,7).  

 

Inicialmente revisaremos a definição das funções seno, cosseno e tangente, seus gráficos e 

algumas propriedades importantes.  

No Ensino Fundamental, ao estudar triângulos retângulos com hipotenusa medindo ὥ e 

ângulos agudos ὄ e ὅ, opostos respectivamente aos catetos com medidas ὦ e ὧȟ   conforme mostra 

a Figura 2.36  foram definidos  ἻἭἶ ║
╫

╪
, ou seja, o quociente entre a medida do cateto oposto 

ao ângulo ὄ e a medida da hipotenusa,  ἫἷἻ ║)
╬

╪
, ou seja, o quociente entre a medida do cateto 

adjacente ao ângulo ὄ e a medida da hipotenusa. De forma análoga foram definidos ἻἭἶ ╒
╬

╪
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e  ἫἷἻ ╒)
╫

╪
. A tangente do ângulo agudo ὄ foi definida como o quociente entre o ÓÅÎὄ) e o 

ÃÏÓ ὄ , ou seja, ἼἯ║
╫

╬
. De forma similar foi definida a ἼἯ╒

╬

╫
. 

 

 
Figura 2.36 - Seno e cosseno num triângulo retângulo 

 

Foi possível definir também a cotangente de ângulos agudos, como   , a secante, 

como   e a cosecante, como .  As funções trigonométricas generalizam estes conceitos, 

para cada arco real ὼȢ 

A função seno é definida como a que associa a cada número real ὼ o valor do seno do arco 

que mede ὼ radianos.  A função cosseno é definida, de modo análogo, como a que associa a cada 

número real ὼ o valor do cosseno do arco que mede ὼ radianos. A função tangente é definida 

como a que associa a cada número real ὼ, tal que ÃÏÓὼ π,  o valor da tangente do arco que mede 

ὼ radianos. Da mesma forma se podem definir a função cotangente, a função secante e a função 

cossecante. 

A função seno e a função cosseno podem ser construídas com auxílio da circunferência 

trigonométrica (circunferência com centro na origem e raio igual a 1), da seguinte maneira: 

Quando o arco ὼɴ πȟ , denominado primeiro quadrante da circunferência, temos que 

o ponto ὖ, interseção da circunferência trigonométrica com o segmento de reta a partir da origem 

(centro da circunferência trigonométrica), que forma arco ὼ com o eixo ὼ positivo, tem 

coordenadas ÃÏÓὼȟÓÅÎ ὼ, conforme a figura 2. 37 (a)  e, se o arco pertencer ao segundo 

quadrante, onde ὼɴ ȟ“,  as funções seno e cosseno são definidas como ÓÅÎ ὼ ÓÅÎ ‍

ÓÅÎ“ ὼ e ÃÏÓὼ ÃÏÓ‍  ÃÏÓ“ ὼȟ  conforme a Figura 2.37  (b).  

Pelo mesmo raciocínio, se o arco pertencer ao  terceiro quadrante, onde ὼ ᶰ“ȟ , as 

funções seno e cosseno poderão ser definidas como ÓÅÎ ὼ ÓÅÎ ‍  ÓÅÎὼ “ e 

ÃÏÓὼ ÃÏÓ‍ ÃÏÓὼ “ e, quando o arco pertencer ao quarto quadrante, quando o arco 

ὼɴ ȟς“, as funções seno e cosseno serão definidas como ÓÅÎ ὼ ÓÅÎ ‍ ÓÅÎς“ ὼ  

e ÃÏÓὼ ÃÏÓ‍ ÃÏÓς“ ὼȢ 
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Figura 2.37 - Seno e cosseno nos dois primeiros quadrantes da circunferência trigonométrica 

 

Consideram-se arcos com medida positiva, quando medidos a partir do eixo das abscissas 

no sentido anti-horário, e com medida negativa, caso contrário. Quando um arco ὼ é maior do que 

ς“ radianos os valores de ÓÅÎ ὼ  e de ÃÏÓὼ são obtidos considerando-se o círculo trigonométrico 

sendo percorrido mais de uma vez, ou seja, as funções seno e cosseno são periódicas de período 

ς“Ȣ   

A Figura 2.38  mostra a associação entre cada arco ὼ no círculo trigonométrico e seu 

respectivo ÓÅÎ ὼȢ  

 

 
Figura 2.38 - Gráfico da função seno para valores de x  ɴ[0,2ˊ] 

 

 

O gráfico da função Ὢȡᴙᴼᴙ, tal que Ὢὼ ÓÅÎὼȟ obtido utilizando-se o software 

GeoGebra, está representado na Figura 2. 39 . 
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Figura 2. 39 - Gráfico da função real ÓÅÎ ὼ 

 

A função seno é ímpar, periódica de período Ὕ ς“.  Sua imagem é o intervalo ρȟρ. 

Seus valores principais são ÓÅÎπ ÓÅÎ“ ÓÅÎς“ πȟ ÓÅÎ ρ e ÓÅÎ ρȢ Outros 

valores importantes são ÓÅÎ“Ⱦσ) 
Ѝ

 , ÓÅÎ“Ⱦφ)   e ÓÅÎ“Ⱦτ
Ѝ

. 

O gráfico da função Ὣȡᴙᴼᴙ, tal que Ὣὼ ÃÏÓὼ, obtido utilizando-se o software 

GeoGebra, está representado na Figura 2. 40 . 

 

 
Figura 2. 40 - Gráfico da função cosseno 

 

A função cosseno é par, periódica de período Ὕ ς“. Sua imagem é o intervalo ρȟρ.  

Os  seus valores principais são:  ÃÏÓπ ÃÏÓς“ ρ, ÃÏÓ“  -1, ÃÏÓ ÃÏÓ πȢ  

Outros valores importantes são ÃÏÓ
Ѝ

, ÃÏÓ  e ÃÏÓ
Ѝ

.  

Pode-se observar também que o gráfico da função cosseno é a translação do gráfico da 

função seno de  unidades para a esquerda, ou seja, ÃÏÓὼ ÓÅÎὼ . No apêndice A1 deste 

livro, o exemplo A1.10 mostra como utilizar recursos do GeoGebra para obter o gráfico da função 

cosseno por translação do gráfico da função seno. 

As demais funções trigonométricas, também podem ser construídas com auxílio da 

circunferência trigonométrica. 

A representação gráfica da função tangente é caracterizada pelos seus pontos de 

descontinuidade, como mostra a Figura 2. 41. 
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Figura 2. 41 - Gráfico da função tangente 

 

Existem muitas propriedades importantes envolvendo as funções seno, cosseno e tangente, 

que são grandes facilitadoras na resolução de problemas. Entre elas, cabe  destacar a relação  

ÃÏÓὼ ÓÅÎὼ ρ; o seno da soma, ÓÅÎὼ ώ ÓÅÎὼȢÃÏÓώ ÓÅÎώȢÃÏÓὼ e o da 

diferença, ÓÅÎὼ ώ ÓÅÎὼȢÃÏÓώ ÓÅÎώȢÃÏÓὼȠ a fórmula para o cosseno da soma 

ÃÏÓὼ ώ ÃÏÓὼȢÃÏÓώ ÓÅÎὼȢÓÅÎώ) e, de modo similar,  para o da diferença, dada por 

ÃÏÓὼ ώ ÃÏÓὼȢÃÏÓώ ÓÅÎὼȢÓÅÎώ). Finalmente, a fórmula para a tangente da soma, 

ÔÇὼ ώ
Ȣ

 e da diferença ÔÇὼ ώ
Ȣ

. 

Cabe observar que as funções trigonométricas, sendo periódicas, não são injetoras. 

Considerando restrição delas a domínios em que elas sejam injetoras, e com contradomínios 

coincidindo com imagem, teremos restrição de seno, cosseno e tangente bijetoras, logo possuindo 

inversas, que são muito úteis.    

No caso da função tangente, considerando a restrição Ὤȡ ȟ ᴼᴙ,  encontraremos a 

inversa que a cada real ὼ associa um número real ÁÒÃ ÔÇὼ, no intervalo aberto ȟ , conforme 

mostra a  Figura 2. 42 a seguir. 

 

 
Figura 2. 42 - Gráfico da função tangente Ὤ e sua inversa arcotangente Ὤ  
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Estamos agora prontos para resolver o problema 2.15. No caso do item a calculamos 

primeiro a altura inicial, Ὤ Ὢπ ρςφρςτÃÏÓπ = 126 ï 124 = 2m.  

Após 25 minutos,  Ὤ Ὢςυ ρςφρςτ ÃÏÓ .  Utilizando a fórmula do cosseno da 

soma e alguns dos valores importantes de seno e cosseno, obtemos que ÃÏÓ

ÃÏÓ“ ÃÏÓ
Ѝ

.  Assim, Ὤ ρςφφςЍςḙςρσȟχ m. 

Utilizando o GeoGebra obtemos o gráfico da função ὪȡπȟτπO ᴙ, conforme               

Figura 2.43. 

 

 
Figura 2.43 - Gráfico da função Ὢ do problema 2.15 

 

Uma forma de obter a solução do item c é estudando a função altura e observando o gráfico 

da função cosseno na Figura 2. 40. 

Temos  Ὤ ρςφρςτ ÃÏÓ ὸ e  π ὸ τπ.  Assim, π   ὸ  Ȣτπ ς“Ȣ  No 

intervalo πȟς“, a função cosseno tem valor máximo igual a 1 e mínimo igual a (-1).   

Observando a fórmula para a altura Ὤ notamos que, como se trata de uma subtração, o valor 

de Ὤ aumenta à medida que a parcela a subtrair diminui, então Ὤ será máxima quando o cosseno 

tiver valor mínimo. Assim, a altura máxima será Ὤ ρςφρςτρ ςυπ metros. 

Pelo gráfico da Figura 2. 40, o valor mínimo de ÃÏÓὼ é ρ quando ὼ “.  Neste problema 

ὼ  ὸ, portanto “ =  ὸ. Chegamos finalmente ao valor procurado de ὸ ςπ minutos.  

Outra forma de chegar à solução deste item é utilizar um raciocínio geométrico, explorando 

o gráfico obtido no item b com auxílio do GeoGebra, associado a uma outra ferramenta deste 

software, a reta tangente a uma curva. Esta forma de obter o valor máximo ou mínimo de uma 

função será apresentada em detalhe mais adiante, no capítulo 3. 



88 

 

Supondo que a função Ὤ do problema anterior fosse estendida para cada ὸɴ ᴙ, qual será o 

seu período?  Para que a função ÃÏÓὼ complete um período ou ciclo completo, ὼ deve variar entre 

0 e ς“. Definindo ὼ  ὸ,  então teremos π   ὸ ς“, o que acarreta que π ὸ τπ   deverá 

ser o ciclo completo. Assim, o período de Ὤ será Ὕ τπ min.   

Ao trabalhar com funções periódicas é importante observar como o período se modifica ao 

considerar uma função trigonométrica (como seno ou cosseno) composta com outra função 

(geralmente uma função afim, em particular uma função linear).   

De modo geral é simples verificar, da mesma forma como foi feito no caso anterior, que o 

período das funções definidas por ώ ὥ  ὦÓÅÎὧὸὨ) ou ώ ὥ ὦÃÏÓὧὸὨ), onde 

ὥȟὦȟὧȟὨ são constantes reais e c π será Ὕ
ȿȿ

 , ou seja, o período não depende das constantes 

ὥȟὦ e ὨȢ  Esta propriedade será utilizada na resolução do próximo problema. Note que o valor das 

constantes ὥ e ὦ tem o poder de alterar os valores máximo e mínimo das funções. Já o valor das 

constantes ὧ e Ὠ influem nos valores de ὸ onde as funções alcançam valor máximo e mínimo. 

 

Problema 2.16:  O pistão de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro de um 

cilindro, como ilustra a Figura 2. 44 a seguir.  

Suponha que, em um instante ὸ, medido em segundos, a altura Ὤὸ do pistão, em 

centímetros, possa ser descrita pela expressão Ὤὸ τ τ ÓÅÎ
ȟ
 ὸ Ȣ 

a) Determine a altura mínima e a altura máxima que este pistão pode atingir. 

b) Encontre o número de ciclos completos que este pistão realiza, funcionando durante 1 minuto. 

c) Utilize o GeoGebra para obter o gráfico da função Ὤ. (Adaptado do vestibular UFPR) 

 

 
Figura 2. 44 - Pistão de um motor dentro de um cilindro 

Fonte: UFPR (2013) 

 

Sabendo que o valor máximo e o valor mínimo de ίὩὲὼ são, respectivamente, 1 e ρ,  

obtemos Ὤ τ τ ρ π   e Ὤ τ τρ ψ, ou seja, a altura mínima do pistão será 

0 cm e a altura máxima será de 8 cm.   
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 Para obter a solução do item b, determinamos primeiro o período da função Ὤ, com base 

na propriedade já mencionada anteriormente.  Teremos  Ὕ
ȟ

ς“Ȣ
ȟ

πȟπυ.  Então, 

quando o pistão se movimenta por 0,05 segundos, ele realiza um ciclo completo. Se o pistão 

funcionar durante 1 minuto, isto é, por 60 segundos, efetuando uma regra de três simples, teremos 

que o número de ciclos completos é ὲ  
ȟ

ρςππ ciclos completos. 

O gráfico da função Ὤ, obtido utilizando-se o GeoGebra, está representado na Figura 2. 45. 

 

 
Figura 2. 45 - Gráfico das oscilações de um pistão 

 

 No próximo problema, tem-se uma ideia da função que descreve o fenômeno periódico e 

o objetivo é determiná-la completamente com auxílio de informações sobre o fenômeno. Apesar 

de parecer complicado, o fato de se tratar de um fenômeno periódico com vários dados observados 

conhecidos faz com que sua solução, neste caso, seja bastante simples. 

 

Problema 2.17: O subir e descer das marés é regulado por vários fatores, sendo o principal 

deles a atração gravitacional entre Terra e Lua. Se desprezássemos os demais fatores, teríamos 

sempre o intervalo de 12,4 horas entre duas marés altas consecutivas, e sempre a mesma altura 

máxima de maré, por exemplo, 1,5 metro. Nessa situação, o gráfico da função que relacionaria 

tempo ὸ e altura de maré ὃ seria semelhante ao da Figura 2. 46 a seguir. 
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Figura 2. 46 - Função ὪȡὸO ὃ que descreve altura das marés 

Fonte: PUC Campinas, SP 

 

O fenômeno das marés pode ser descrito então por uma função Ὢ tal que  ὃ Ὢὸ ‌ ÓÅÎװ‍ὸ, 

onde ὃ é medida em metros e ὸ, em horas. O intervalo entre duas marés altas sucessivas é de 12,4 

horas, tendo sempre a mesma altura máxima de 1,5 metro. Determine o valor das constantes ‌ e 

‍.(Adaptado vestibular PUC-Campinas, SP) 

 

Dos dados observados sabemos que o período da função Ὢ é Ὕ ρςȟτ.  Por outro lado, 

como já foi apontado antes, o período de uma função qualquer Ὢ tal que Ὢὸ ὦ ÓÅÎὧὸὨ é 

dado por Ὕ
ȿȿ

.  Então  
ȿȿ

ρςȟτȟ logo os dois valores possíveis são  ὧ ᶸ
ȟ

 .  Supondo que 

ὧ
ȟ

, os valores da função f   terão que satisfazer a equação Ὢὸ ‌ ÓÅÎ
ȟ

, onde ‍
ȟ
Ȣ  

Como a altura máxima vai ocorrer quando o valor da função seno for máximo, isto é, quando 

ÓÅÎ
ȟ

ρ  e Ὢὸ ρȟυȟ  logo obrigatoriamente ‌ ρȟυ.  Uma possível função Ὢ será tal que 

Ὢὸ ρȟυ ÓÅÎ
ȟ

.  Outra solução para as constantes será  ‍
ȟ
ȟ  acarretando que o valor 

de ‌ ρȟυ,  portanto a função terá a mesma expressão algébrica. 

 O próximo problema também consiste em determinar uma função que descreva o 

fenômeno, mas é menos imediato que o que acabamos de apresentar. 

 

Problema 2.18: Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo (até a inauguração 

da Dubai Eye), a High Roller, situada em Las Vegas. A Figura 2. 47 representa um esboço dessa 

roda-gigante, no qual o ponto ὃ representa uma de suas cadeiras. 
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Figura 2. 47 - Esquema da roda-gigante High Roller 

Fonte: adaptado de http://en.wikipedia.org. 

 

A partir da posição indicada, em que o segmento ὃὕ se encontra paralelo ao plano do solo, 

rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horário, em torno do ponto ὕ. Sejam ὸ o ângulo 

determinado pelo segmento ὃὕ em relação à sua posição inicial, e Ὢ a função que descreve a 

altura do ponto ὃ, em relação ao solo, em função de ὸ. Após duas voltas completas, Ὢ  tem o 

gráfico da Figura 2. 48. A altura pode ser calculada pela expressão  Ὢὸ ὥ ὦȢÃÏÓὸ

ὧȢÓÅÎὸ. Determine então o valor de cada constante ὥȟὦ  e ὧ. (Adaptado da questão 170, ENEM 

2018) 

 
Figura 2. 48 - Possível gráfico da função do problema 2.19 

Fonte: ENEM 2018) 

 

Observando o gráfico da Figura 2. 48, retiramos os dados Ὢπ ψψ e Ὢ ρφψȢ  

Devido à simetria observada, tem-se também que  Ὢ“ ψψȢ  Substituindo os dados na expressão 

de Ὢὸ  obtemos então as seguintes equações: ὥ ὦ ψψ ȟ  ὥ ὧ ρφψ e ὥ ὦ ψψȢ  

Utilizando a primeira e a terceira equações temos que ὦ π  e ὥ ψψȢ  Substituindo na segunda 

equação teremos ὧ ψπȢ Concluímos que Ὢὸ ψψ ψπ ÓÅÎÔȢ 

http://en.wikipedia.org/
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Na primeira seção deste capítulo foram incluídos problemas onde, além de funções, eram 

abordados conceitos de perímetro e de área.  Para encerrar esta seção foi escolhido um problema 

que explora o conceito de volume, além de incluir funções ímpares não periódicas. 

 

Problema 2.19: Um fabricante deseja projetar uma caixa de base quadrada, com lado medindo 

ὼ cm e altura medindo Ὤ cm, tendo área superficial fixada em 108 cm2.  

a) Supondo que a caixa não tenha tampa, determine a função Ὢ que associa a cada possível valor 

de ὼ, o volume correspondente ὠ e o domínio de Ὢ. 

b) Supondo que a caixa tenha tampa, determine a função Ὣ que associa ὼ ao volume ὠ, e o domínio 

de Ὣ. 

c) Utilize o GeoGebra para obter o gráfico das funções  Ὢ e  Ὣ. 

d) A partir dos gráficos obtidos estime qual seria o volume máximo da caixa sem tampa e da caixa 

com tampa. 

Uma caixa como descrita no enunciado, será como na Figura 2. 49 a seguir, cujo volume 

será dado por ὠ ὼὬ,  supondo ὼ e Ὤ positivos. 

 

 
Figura 2. 49 - Caixa de base quadrada do problema 2.19 

 

Do enunciado, temos que a área superficial  ὃ ρπψ cm2.  Assim, supondo que a caixa 

não tenha tampa, existem quatro faces laterais, cada uma com área igual a ὼȢὬȟ e o fundo da caixa, 

com área igual a  ὼ, logo ὃ ρπψτὼὬ ὼ. Desta equação obtemos Ὤ  .  

Como ὼ πȟ para que Ὤ πȟ é necessário também que ρπψὼ π, o que vai acarretar 

que  π ὼ ЍρπψȢ   

Substituindo a expressão de Ὤ na fórmula do volume da caixa, encontramos a expressão  

ὠ ςχὼ ὼ.   

Podemos definir então a função ὪȡπȟЍρπψ  ᴙ, que associa, a cada ὼ ɴ πȟЍρπψ  ȟ  

o valor ὠ ὪὼȢ 
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Para resolver o item b o processo é similar, apenas teremos que incluir na área superficial 

da caixa a tampa, com área igual a ὼ, obtendo ρπψὃ τὼὬ ςὼ. Desta equação obtemos o 

valor correspondente para  Ὤ  como sendo Ὤ .   

Agora o domínio da função Ὣ é o intervalo aberto πȟЍυτ   e temos a expressão da função 

g satisfazendo  ὠ Ὣὼ ςχὼ ὼ . 

Utilizando o software GeoGebra é possível encontrar a solução do item c, representada 

pelos gráficos de Ὢ e Ὣ, nas Figura 2. 50 (a) e (b) respectivamente.  

A parte do gráfico da Figura 2. 50 (a) que corresponde a Ὢ é somente quando ὼ ɴ πȟЍρπψ[ 

e a parte do gráfico da Figura 2. 50 (b) que corresponde a Ὣ é somente quando ὼɴ πȟЍυτ  Ȣ 

 

 
Figura 2. 50 - (a) e (b)- Gráficos das funções f e g do problema 2.19 

 

Observando os dois gráficos, podemos estimar que o volume máximo da caixa sem tampa 

(gráfico da Figura 2. 50 (a)) ocorrerá quando ὼ for um valor próximo de 6 cm e, nesse caso, o 

volume máximo será ὠ ρπψ cm3.  No caso da caixa com tampa (gráfico da Figura 2. 50 (b)), o 

volume máximo ocorrerá quando ὼ for próximo de 4 cm e o volume máximo será  ὠ χφ ὧά.   

O software GeoGebra possui um recurso (ñOtimiza­«oò) para determinar 

(aproximadamente, em geral, se for um número que necessite arredondamento/truncamento) onde 

est«o os ñpicosò e ñvalesò de fun­»es, como mostram a Figura 2. 50 (a) e a Figura 2. 50 (b). O que 

isto significa, matematicamente, será visto no capítulo 3.  

Utilizando este recurso para as funções Ὢ e Ὣ descobrimos que o volume máximo ocorre 

aproximadamente para  ὼ φ ὧά, e será aproximadamente igual a  ὠ ρπψ ὧάȟ no caso da 

caixa sem tampa. No caso da caixa com tampa, o valor aproximado para ὼḙτȟςτ ὧά,  e o volume 

correspondente aproximado será ὠḙχφȟσχ ὧά. Para obter as soluções exatas, é necessário usar 

uma conversão e trabalhar com uma representação algébrica. Esse aspecto será abordado no 

capítulo 3. 

O próximo capítulo será inteiramente dedicado a problemas de máximo/mínimo de 

funções, com auxílio de novos conceitos e de outros recursos do GeoGebra. Nesse mesmo capítulo 
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um outro problema envolvendo funções polinomiais de terceiro grau (ou de grau 3) será resolvido 

de forma mais precisa utilizando estas técnicas adicionais.  

Além disso, na primeira disciplina de CDI será estudado um novo conceito, de derivada de 

funções, um recurso poderoso para resolver este tipo de problemas de forma mais rápida e simples, 

em geral. 

Com respeito às extensões das funções Ὢ e Ὣ (supondo com domínio ᴙ  do problema 2.19, 

podemos observar que são funções ímpares (nem toda função polinomial do terceiro grau é ímpar, 

observe por exemplo a função  Ὧ  tal que  Ὧὼ ὼ ὼ, ela não é nem par nem ímpar, pois não 

satisfaz às duas definições já apresentadas no início desta seção. 

Uma propriedade das funções ímpares é a seguinte: se 0 pertencer ao domínio de uma 

função ímpar Ὣ, então necessariamente Ὣπ π (consequência direta da definição). É o que 

ocorre com as duas funções da Figura 2. 50. 

A função polinomial de grau três mais simples é a função Ὤȡᴙ ᴙ, tal que Ὤὼ ὼ. É 

uma função ímpar e seu gráfico está representado na Figura 2. 51. 

É fácil ver pelo gráfico que a função Ὤ é bijetora, logo, pela definição já revisada na seção 

2.2, ela tem inversa, a função Ὤ ȡᴙ ᴙ, onde Ὤ ὼ Ѝὼ.   O gráfico da inversa, obtido 

utilizando a ferramenta do GeoGebra que produz reflexão em relação a uma reta, também está 

representado na mesma Figura 2. 51. 

 
Figura 2. 51 - Gráfico da função Ὤ onde Ὤὼ ὼ e sua inversa 

A próxima seção será dedicada às funções definidas por várias sentenças e às funções 

descontínuas, que aparecem em muitas situações reais, funções que descrevem comportamentos 

de grandezas que constam do nosso cotidiano, muitas vezes veiculadas em notícias de jornais, e 

são pouco exploradas na Educação Básica.  

 



95 

 

2.4 Funções Definidas por Várias Sentenças e Descontínuas 

Muitas situações reais são representadas por funções definidas por mais de uma sentença, 

como o desconto do imposto de renda e as situações em que temos um preço fixado para cada 

intervalo de variação do número de itens. Apesar disso, esse tipo de função é pouco abordada, em 

geral, na Educação Básica.   

Em uma turma do primeiro ano do Ensino Médio de um dos professores da equipe foi 

aplicado um teste diagnóstico, no qual havia uma questão, onde se pedia o gráfico da função 

Ὢȡᴙ ᴙ, tal que Ὢὼ
ρȟὼ π
ρȟὼ π

 .  

Nenhum aluno respondeu essa questão. Eles perguntavam qual era a expressão algébrica 

da função. No entanto, trata-se de um gráfico muito simples, representado na Figura 2. 52. 

 

 
Figura 2. 52 - Gráfico de função definida por 2 sentenças simples 

 

Outro exemplo clássico de função definida por mais de uma sentença é o da função modular 

Ὣὼ ȿὼȿ  , que se desdobra em  Ὣὼ ȿὼȿ
ὼȟὼ π
ὼȟὼ π

 , cujo gráfico é formado por duas 

semirretas partindo da origem, representado na Figura 2. 53. 
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Figura 2. 53 - Gráfico da função modular Ὣ tal que Ὣὼ ȿὼȿ 

  

Essa função tem várias propriedades importantes. Por exemplo, se Ὢ é uma função 

poligonal definida em um intervalo fechado ὥȟὦ (ou seja, seu gráfico é uma linha poligonal)  

então, para cada ὼɴ ὥȟὦ tem-se  Ὢὼ ὃ ὧȿὼ ὥȿ ὧȿὼ ὥȿ Ễ ὧȿὼ ὥȿ, onde 

as constantes ὥȟὥȟȣȟὥ são as abscissas dos vértices da poligonal. 

Consideremos, por exemplo, a função poligonal Ὤ, definida no intervalo Ὅ  ρȟσȟ  cujo 

gráfico está mostrado na Figura 2. 54. 

 

 
Figura 2. 54 - Função poligonal 
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Os vértices são os pontos ὠ ρȟπȟὠ πȟρ ὠ ρȟπ e ὠ σȟσȢ Utilizando a expressão 

geral apresentada anteriormente teremos Ὤὼ ὃ ὧȿὼ ρȿ ὧȿὼȿ ὧȿὼ ρȿ ὧȿὼ σȿ. 

Resolvendo o sistema linear, obtido a partir das informações sobre o gráfico de Ὤ nos 

vértices, é possível determinar as soluções, para cada valor real de ὃȢ As funções com o mesmo 

gráfico em Ὅ vão satisfazer  Ὤὼ ὃ ȿὼ ρȿ ȿὼȿ ȿὼ ρȿ ȿὼ σȿ. 

O Apêndice A1 deste livro apresenta este exemplo, com a construção de uma simulação 

dinâmica obtida usando um controle deslizante para a constante ὃ (no GeoGebra, na Figura 2. 54,  

corresponde à letra a do controle deslizante), mostrando que o gráfico não se altera, no intervalo 

ρȟσ à medida que ὃ varia. 

Em uma outra pesquisa em turmas do Ensino Médio (já comentada na seção 1.3), há um 

problema em que se pede para determinar o gráfico de uma função definida por várias sentenças 

num passo a passo em que se determina o valor da função em cada intervalo.  

Os alunos acabaram esboçando vários gráficos num único esboço, superpostos. Não 

entenderam o objetivo do problema (este problema vai ser apresentado ainda nesta seção, problema 

2.21).  

Por essas razões, consideramos esta seção muito importante para ajudar o professor a 

perceber estas lacunas na aprendizagem e ajudar os seus alunos a superar esses obstáculos.  

Para começar a seção foi escolhido um problema contextualizado, relacionado à função 

modular, e ainda foi incluído um item relacionado a funções periódicas (não trigonométricas). 

 

Problema 2.20: Após análise das compras em meses anteriores, o site de compras online 

Compra Fácil verificou que o número de pessoas ὖ que compram algum produto em cada dia  ὼ 

de um mês qualquer (considerando um modelo matemático de mês padrão com 30 dias) é dado 

pela função Ὢȡρȟςȟȣȟσπ ᴓ, satisfazendo ὖ Ὢὼ ςππȿὼ ςυȿ σπππȢ 

a) Determine quantas pessoas compram algum produto neste site no dia 05. 

b) Determine em qual dia do mês 4000 pessoas compram algum produto neste site. 

c) Em qual dia do mês o número de compradores é mínimo? Qual foi este número? 

d) Utilize o GeoGebra para esboçar o gráfico da função Ὢ e, a partir dele, calcular o dia em que 

o número de compradores é máximo. 

e) Obtenha a solução do item anterior utilizando somente argumentos algébricos, a partir da 

definição da função modular. 

f) Suponha que a função Ὢ possui uma extensão, periódica de período 30, definida no conjunto 

ρȟςȟσȣȟσφπ. Supondo um modelo aproximado em que cada mês tem 30 dias, determine em qual 

dia do ano (supondo ano de 360 dias), situado no 10o mês, o número de compradores será mínimo. 

(Adaptado de Iezzi, Dolce, Degenszajn e Périgo, 2011). 

 

A solução do item a depende, essencialmente, do aluno ter o conhecimento de que o módulo 

de um número é o seu valor absoluto. Assim, ὖ Ὢυ ςππȿυ ςυȿ σπππςππȿςπȿ

σπππςππȢςπ σπππχπππ pessoas. 
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O item b consiste em achar o(s) dia(s) ὼ em que o número de compradores seja ὖ τπππ. 

Substituindo o valor de ὖ na expressão de Ὢὼ chegamos à equação modular ȿὼ ςυȿ υȢ  

Então, se ὼ ςυȟ  teremos ȿὼ ςυȿ ὼ ςυ υȢ Assim, ὼ σπ.    

Mas, se ὼ ςυȟ teremos ȿὼ ςυȿ ςυ ὼ υ. Nesse caso, ὼ ςπȢ  Logo, nos dias 20 

e 30 do mês, o número de compradores será 4000. 

Ao discutir este problema em sala, o professor pode aproveitar para discutir se esta função 

tem alguma característica especial (não é injetora, logo não tem inversa). 

No caso do item c, como se sabe, o valor mínimo da função valor absoluto de um número 

é zero. Isto poderá ocorrer, desde que ὼ ςυ (que é um dia do mês possível). Assim, o valor 

mínimo da função Ὢ ocorrerá neste dia, e será ὖ Ὢςυ σπππ pessoas. 

Como o domínio da função é um conjunto discreto, conforme já vimos na primeira seção 

deste capítulo, o gráfico será formado por pontos isolados, e pode ser obtido utilizando o comando 

sequência do GeoGebra (consulte para detalhes o Apêndice A1 deste livro). O gráfico obtido está 

representado na Figura 2. 55. 

 
Figura 2. 55 - Gráfico da função Ὢ do Problema 2.20 

 

 Observando o gráfico, tem-se que o dia em que o número de compradores é máximo é o 

dia ὼ ρ  e o número de compradores neste dia é calculado substituindo-se este valor na função. 

ὖ Ὢρ ςππȿρ ςυȿ σπππςππȿ ςτȿ σπππςππȢςτσπππχψππȢ Logo são 

7800 pessoas. 

A resolução algébrica do item e pode ser obtida analisando o termo ȿὼ ςυȿ na expressão 

da função e descobrindo quando ele é máximo (porque os outros termos da expressão são 
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constantes, não interferem). Lembremos que os valores possíveis de ὼɴ ρȟςȟσȣσπ, ou, de modo 

equivalente, ρ ὼ σπ, com ὼɴ  ᴓ.   

Da definição de módulo, temos ȿὼ ςυȿ ὼ ςυȟ se ὼ  25, e aí teríamos o maior valor 

da expressão quando ὼ σπȢ  Nesse caso ὖ ςππσπ ςυ σπππςππυ σπππ

τπππ. Por outro lado, se ρ ὼ ςυ, teremos ȿὼ ςυȿ ςυ ὼ, que será máximo quando a 

parcela a subtrair for mínima (a função Ὣ tal que Ὣὼ ςυ ὼ  é decrescente), logo quando ὼ

ρ. Portanto,  ὖ ςππϽςυ ρ σπππςππϽςτ σπππχψππ. Assim o número máximo 

de compradores será 7800, no dia 1 do mês, conforme mostra a Figura 2. 55. 

A solução do item f segue ao constatar que  ὼ ςυ ὲ ρὝ, onde ὼ é o dia do ano, ou 

seja ὼɴ ρȟςȟσȣȟσφπ, ὲ é o número de ciclos (meses), Ὕ é o período, isto é, Ὕ σπ e 25 é o dia 

do primeiro mês em que o número de compradores foi mínimo, segundo o item c. No mês 10 

teremos ὼ ςυ ρπρȢσπ ςυ ςχπςωυȢ  Outra forma de resolver, geometricamente, 

é obter o esboço da extensão periódica de Ὢ, de período 30, e observar qual será a abscissa do 

ponto onde a função terá mínimo no décimo mês. 

O capítulo 3 inclui um outro problema interessante cuja solução exige interpretação dos 

dados para chegar à expressão da função, que será também uma função modular.  

O próximo problema desta seção envolve uma função poligonal e sua solução também 

necessita que, a partir das informações contidas no enunciado, se chegue à função procurada.  Na 

seção 1 do primeiro capítulo deste livro estão comentados os resultados insatisfatórios da aplicação 

deste problema em um teste diagnóstico com alunos de CDI. Vários alunos conseguiram esboçar 

o gráfico, mas sem conseguir achar a expressão algébrica, logo, de acordo com Duval (ver capítulo 

1, seção 1), a aprendizagem significativa do conceito de função não ocorreu. 

 

Problema 2.21: Uma formiga anda sobre o contorno de um retângulo ὃὄὅὈ, com vértices ὃ, 

ὄ, ὅ, D, no sentido anti-horário, sendo ὃ o vértice inferior esquerdo. Ela parte do ponto ὃ, ao 

andar 20 cm chega ao vértice ὄ, depois se andar mais 10 cm chega ao vértice ὅ e finaliza seu 

trajeto andando mais 20 cm e chegando em Ὀ. A partir de ὃ, se ela andar ὼ cm, a formiga estará 

em algum ponto Ὂ do contorno. 

a) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado ὃὄ, como mostra a Figura 2. 56, 

determine a função que associa ao comprimento ὼ ao valor da área do triângulo ὃὈὊ. 

 
Figura 2. 56 - Posição da formiga no ponto Ὂ do contorno ὃὄ 
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b) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado ὄὅ, determine a função que associa o 

comprimento ὼ ao valor da área do triângulo ὃὈὊ. 

c) Supondo que a formiga esteja em algum ponto do lado ὅὈ, determine a função que associa o 

comprimento ὼ ao valor da área do triângulo ὃὈὊ. 

d) Determine a expressão algébrica da área do triângulo ὃὈὊ, em função de ὼ, se a formiga 

estiver em qualquer ponto do contorno ὃὄὅὈ. 

e) Utilize o software GeoGebra para esboçar o gráfico da função obtida no item d. (Adaptado da 

questão 2, 2a fase, nível 3, OBMEP, 2014) 

 

Observando a Figura 2. 56, o triângulo ὃὈὊ é retângulo, com base de comprimento x e 

altura igual à medida do segmento ὃὈ, que é 10. Logo a área do triângulo ὃὈὊ, se π ὼ ςπ 

terá valor Ὢὼ
 
ὼȢρπ υὼ, resolvendo o item a. 

Suponhamos agora que a formiga percorreu o contorno indo de ὃ até Ὂ, F sobre o lado ὄὅ, 

teremos um triângulo ὃὈὊ como na Figura 2. 57. 

 
Figura 2. 57 - Posição da formiga no ponto Ὂ do contorno ὄὅ 

 

Nesse caso, o triângulo ὃὈὊ terá o comprimento da base ὃὈ ρπ e altura medindo 20, se 

Ὂ estiver em qualquer ponto do lado ὄὅ, portanto a área do triângulo ὃὈὊ, se ὼ ὃὄ ὄὊȟ ou 

seja, ςπ ὼ σπ, terá medida Ὢὼ ρπςπ ρππ. Temos assim a solução do item b. 

Agora, se a formiga percorreu o contorno indo de ὃ até Ὂ, Ὂ sobre o lado ὅὈ, teremos um 

triângulo como na Figura 2. 58. 

 

 
Figura 2. 58 - Posição da formiga no ponto Ὂ do contorno ὅὈ 
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O triângulo ὃὈὊ terá o comprimento da base igual a ὃὈ ρπ e altura medindo o 

comprimento de ὈὊ. Como o comprimento total ὃὄ ὄὅ ὅὈ ςπ ρπ ςπ υπ e o 

comprimento ὃὄ ὄὅ ὅὊ ὼ, obtemos que a altura do triângulo ὃὈὊ, terá medida             

ὈὊ υπ ὼ. Assim, a área do triângulo, se σπ ὼ υπȟ  terá medida Ὢὼ ȢρπȢυπ ὼ

ςυπυὼȟ finalizando assim a solução do item c. 

Observando as soluções dos três itens anteriores,  a função Ὃȡὼ Ὓ Ὃὼ, onde x é a 

distância percorrida pela formiga de ὃ até Ὂ, ao longo de algum ponto do contorno ὃὄὅὈ e Ὓ é a 

área do triângulo ὃὈὊ, será definida da seguinte forma: Ὓ Ὃὼ  

 
   υὼȟ           ίὩ   π  ὼ ςπ
   ρππȟ       ίὩ   ςπ ὼ σπ
ςυπυὼȟ   ίὩ σπ ὼ υπ

.  

Para finalizar o item e, observamos a expressão algébrica obtida no item d, e utilizamos o 

comando do GeoGebra para esboçar gráficos de função definida por mais de uma sentença (ver 

detalhes no Apêndice A1 deste livro) para determinar o gráfico de Ὃ, representado na Figura 2. 59. 

 

 
Figura 2. 59 - Gráfico da função área Ὃ para o problema 2.21 

 

A maioria dos problemas sobre função é apresentada por meio de uma descrição verbal de 

situações envolvendo uma função que o aluno precisa identificar a partir de uma representação 

algébrica para chegar à solução, ou, a partir desta, ainda efetuar uma conversão para a 

representação num registro gráfico e assim chegar finalmente à solução.  

No problema 2.22 a seguir, é invertida a ordem habitual, ou seja, a partir da representação 

gráfica de uma função chega-se à solução de um problema e, só é solicitada uma conversão para 

representação num registro algébrico, quando realmente for necessário. 

A sequência de itens proposta no enunciado do problema teve como objetivo provocar uma 

reflexão no aluno de forma que ele consiga compreender o papel essencial das restrições no 

domínio. 
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Problema 2.22: Numa loja existem dois tipos de máquinas copiadoras, ὃ e ὄ. A Figura 2.60 a 

seguir, mostra esboços, feitos por um funcionário da loja, dos gráficos das funções Ὢ e Ὢ, ambas 

do tipo afim por partes, que fornecem os preços Ὢὼ e Ὢ ὼ que cada copiadora cobra para 

fazer ὼ cópias. 

 

 
Figura 2.60 - Gráficos das funções Ὢ (à esquerda) e Ὢ (à direita) 

Fonte: Adaptada de Biazutti, Vaz e Andrade (2021) 

 

a) Utilize o GeoGebra para representar os gráficos das funções Ὢ e Ὢ , localizando os pontos 

ὖφυπȟφυ, ὗρτππȟψπ e Ὓςππȟςτ e utilizando a mesma escala. 

b) Utilize o GeoGebra para representar as duas funções Ὢ  e Ὢ  no mesmo plano cartesiano, e 

determine cada quantidade possível de cópias em que o preço total, usando qualquer uma das 

copiadoras, seja o mesmo.  

c) Utilize o GeoGebra para esboçar o gráfico de uma nova função Ὣ, que associa a cada número 

de cópias o menor preço entre as duas copiadoras. 

d) Determine uma representação algébrica da função Ὣ e o valor de Ὣρςππ e Ὣρυππ. 

(Adaptado do vestibular FATEC)   

 

Para facilitar a comparação entre os preços das duas copiadoras, ao utilizar o GeoGebra 

para esboçar os gráficos, vamos considerar em ambos a variação no eixo horizontal entre ὼ π e 

ὼ um pouco maior do que 1400, uma vez que este é o maior valor entre as abscissas dos pontos ὖ, 

ὗ e Ὓ. Um raciocínio similar nos leva a considerar a variação no eixo vertical entre ώ π e ώ um 

pouco maior do que 80.   

O domínio das funções é o conjunto dos naturais, mas o conjunto de valores de ὼ torna 

complicado visualizar o gráfico como conjunto de pontos isolados, então resolveremos um 

problema auxiliar similar, mas com domínio sendo os reais positivos, lembrando que a solução de 

cada item precisa ser uma quantidade de cópias possível (portanto um número natural).   

 Utilizando então os recursos do GeoGebra para traçar pontos e segmentos de reta, obtemos 

os gráficos da Figura 2.61 resolvendo assim o item a do problema. 
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Figura 2.61 - Gráficos das funções Ὢ e  Ὢ localizando os pontos ὖȟὗȟὛ 

 

Justapondo os dois esboços no mesmo plano cartesiano, como mostra a Figura 2.62, é 

possível verificar que os gráficos se interceptam nos pontos ὕπȟπ e ὗρτππȟψπ, já conhecidos 

a partir do enunciado, ou seja, o preço de 0 cópias é 0 reais e de 1400 cópias é 80 reais, utilizando 

qualquer uma das duas copiadoras. Além deles, o ponto ὉςχυȠςχȟυ também é ponto de 

interseção, e suas coordenadas podem ser obtidas utilizando o recurso de interseção de pontos do 

GeoGebra. Portanto, o preço de 275 cópias, usando qualquer uma das copiadoras, é de R$ 27,50. 

Assim está resolvido o item b do problema. 

 

 
Figura 2.62 - Comparação dos preços das duas copiadoras 
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Para obter a solução do item c é necessário comparar os preços das copiadoras ὃ e ὄ, 

porque a função   Ὣ ÍÉÎ ὪȟὪ , isto é:  Ὣὼ Ὢὼ, quando Ὢὼ Ὢ ὼ  e  Ὣὼ Ὢ ὼ, 

quando Ὢ ὼ ὪὼȢ  

Entre os pontos ὕ e Ὁ, ou seja, quando π ὼ ςχυ, o gráfico de Ὢ  (na cor rosa) está 

abaixo do de Ὢ (na cor verde), logo o preço da copiadora ὃ é menor do que o da copiadora ὄ.  

Já entre os pontos Ὁ e ὗ, ou seja, quando ςχυὼ ρτππ, o gráfico que está abaixo (ou 

seja, com valor menor das ordenadas, ou imagens da função) é de Ὢ (em verde).  Ou seja, o preço 

da copiadora ὄ é menor do que a copiadora ὃ.   

Para valores de ὼ ρτππ, vai mudar de novo, o menor preço é o da copiadora ὃ. Então, 

utilizando setas, informações e os recursos do GeoGebra, podemos obter o gráfico da função Ὣ, 

representado na Figura 2.63  (na cor laranja). 

Para concluir a solução, utilizando a fórmula para equação de reta conhecidos dois dos seus 

pontos, é fácil obter a expressão algébrica de Ὢe Ὢ . Encontraremos então o seguinte: 

Ὢὼ
ȟίὩ π ὼ φυπ

υςȟίὩ ὼ φυπ
      Ὢ ὼ

ȟίὩ π ὼ ςππ

ȟίὩ ὼ ςππ
 

 

 
Figura 2.63 -Gráfico da função Ὣ ÍÉÎ ὪȟὪ  
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Utilizando o mesmo raciocínio já empregado na solução do item c, teremos que a função 

Ὣ vai satisfazer o seguinte:  Ὣὼ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ ȟίὩ π ὼ ςχυ

ȟίὩ ςχυὼ ρτππ

υςȟίὩ ὼ ρτππ

.    Então Ὣρςππḙχπȟφχ 

e ὫρυππψςȢ 

 

Também poderíamos obter a expressão de Ὣ diretamente, observando o gráfico de Ὣ na 

Figura 2.63 e utilizando a fórmula da equação de reta que passa por ὕπȟπ  e ὉςχυȠςχȟυ e a 

que passa por Ὁ e ὗρτππȟψπ. Para determinar a última sentença na expressão de Ὣὼ, teríamos 

que observar que, para ὼ ρτππȟὫὼ Ὢὼ. Então bastaria obter a expressão de Ὢ  para 

valores de ὼ φυπ, isto é, para o trecho do gráfico entre ὖ e ὗ.    

Desta forma, em vez de obter 4 sentenças (duas para Ὢ e duas para Ὢ , para aproveitar 

somente as três sentenças da expressão de Ὣ, encontraríamos as três sentenças de Ὣ diretamente. 

Afinal, o problema não solicita encontrar a expressão dos preços de cada copiadora.  

É sempre importante discutir com os alunos qual deve ser o planejamento para obter a 

solução de um problema, que tem várias etapas, para trabalhar de forma mais simples e objetiva. 

Poupa tempo e evita cálculos evitáveis, passíveis de render erros de conta etc. 

 Até este momento, cada problema apresentado em que o domínio era contínuo envolveu 

uma função contínua em todos os elementos do seu domínio. Intuitivamente, dizemos que uma 

função ὪȡὍṒ ᴙ ᴙ é contínua em algum elemento ὥᶰᴙ,  quando, à medida que escolhemos 

elementos ὼɴ Ὅ cada vez mais próximos de ὥ, tivermos os valores correspondentes Ὢὼ cada vez 

mais próximos do valor Ὢὥ. Caso isto não aconteça, dizemos que Ἦ é descontínua em ὥ. A 

definição formal, utilizando conceito de limite , é estudada na primeira disciplina de CDI. 

Como muitos problemas contextualizados envolvem funções descontínuas, é importante 

selecionar alguns para esta seção. O próximo problema envolve uma função com várias 

descontinuidades, chamada função escada, ou seja, ela é constante em cada subintervalo do 

domínio. A função do problema também é definida por várias sentenças. 

 

Problema 2.23: Um estacionamento rotativo usa a tabela apresentada na Figura 2. 64 para 

cobrança, de acordo com o tempo de permanência: 

 
Figura 2. 64 -Tabela na entrada de um estacionamento rotativo 
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a) Encontre o valor que vai ser cobrado se o carro ficar no estacionamento por 3 horas. 

b) De acordo com a tabela da Figura 2. 64 pode ocorrer uma cobrança de R$ 10,00? Por quê? 

c) Pedro pagou R$ 15,00. Quanto tempo seu carro pode ter ficado no estacionamento? 

d) Determine o domínio e o conjunto imagem da função Ὢ que fornece o valor pago (em reais) 

dependendo do tempo ὼ de permanência (em horas e frações de hora).  

e) Utilize o GeoGebra para representar geometricamente a função Ὢ. (Adaptado da questão 166, 

2a reaplicação PPL, ENEM 2021) 

Tabela 2.5 - Tempo X Preço 

Tempo Preço 

π ὼ ρ 6 

ρ ὼ ς 9 

ς ὼ σ 11 

σ ὼ τ 13 

ὲ ὼ ὲ ρȟὲᶰᴓ ω ςὲ ρ 

 

Para facilitar a resolução, utilizamos a estratégia de, a partir dos dados da tabela de preços 

para o estacionamento apresentada na Figura 2. 64 construir a tabela 2.5, associando o tempo ὼ, 

em horas e frações de hora, em que o carro permanece no estacionamento, ao valor cobrado (Ὢὼ), 

em reais.  

Observando a tabela 2.5, encontramos o preço de R$ 11 reais, se o carro ficar 3h no 

estacionamento. N«o ® poss²vel pagar 10 reais, o valor a ser pago ñpulaò direto de 9 para 11 reais, 

devido à cobrança de frações de hora como hora completa.   

Supondo que o preço cobrado foi de R$15,00, para obter o tempo no estacionamento basta 

resolver a equação ω ςὲ ρ ρυȢ Encontramos então ὲ τ.  Assim, utilizando a expressão 

correspondente na primeira coluna da tabela 2.5, obtemos τ ὼ υ,  ou seja, o tempo de 

estacionamento foi superior a 4h e não ultrapassou 5h. 

Observando a primeira coluna da tabela, podemos concluir que o domínio da função Ὢ  é 

composto pelos números reais do intervalo  πȟЊ   e  a sua imagem é o conjunto discreto de 

números naturais φȟωȟρρȟȣȟω ςὲ ρȟȣ .  

De posse das informações obtidas, utilizando o comando do GeoGebra para função definida 

por várias sentenças, é possível obter um esboço do gráfico de ὪȢ   

Entretanto, o gráfico não é preciso para o que acontece nos pontos de descontinuidade, 

devido a um ñdefeitoò do software que já foi comentado na seção 1 do capítulo 1. Para que estes 

pontos de descontinuidade  ὼȟὪὼ  apareçam corretamente, eles têm que ser marcados 

diretamente no gráfico, utilizando as informações da tabela e digitando as coordenadas de cada 

ponto na janela de comando do GeoGebra. Os pontos correspondentes aos limites inferiores de 

cada intervalo tamb®m s«o marcados diretamente, mas s«o colocados na cor ñbrancaò. O exemplo 

A1.4 do apêndice A1 deste livro mostra as etapas para obter o gráfico correto, como mostra a 

Figura 2.65. 
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Figura 2.65 - Valor do estacionamento em função do tempo de permanência 

 

As funções associadas a problemas físicos são geralmente contínuas, mas existem 

exceções, como problemas envolvendo resistências elétricas. O problema a seguir, associado a 

uma lei física, envolve uma função contínua em seu domínio. Além disso o problema aborda 

grandezas inversamente proporcionais, complementando problemas na seção 1 em que discutimos 

grandezas diretamente proporcionais. 

 

Problema 2.24: De acordo com a lei física de Boyle-Mariotte, o volume de uma massa gasosa 

é inversamente proporcional à pressão a que ele está submetido, isto é, o produto da pressão ὖ 

pelo volume ὠ é constante, sempre que sua temperatura permanece constante. Foi determinado 

experimentalmente que, num ambiente mantido a uma certa temperaturaȟ um certo gás submetido 

a uma pressão de 3 atmosferas (atm), tem volume igual a 12 ὧάȢ 

a) Qual será o volume deste mesmo gás, à mesma temperatura, se a pressão subir para 4 atm? E 

se a pressão subir para 5 atm? 

b) Utilizando o GeoGebra determine o gráfico da função que associa a pressão ὼ π ao volume 

de gás correspondente ὠ Ὢὼ, supondo que a temperatura no ambiente permanece constante.  

c) Supondo que o volume do gás chegou a  ὠ τ ὧά, qual foi a pressão sofrida?  

d) Determine a função inversa Ὢ . Qual o domínio e a imagem desta função? 

e) Considere agora a função abstrata Ὣ, extensão de Ὢ. Qual o maior domínio possível para esta 

função?   

f) Determine o gráfico de Ὣ utilizando o GeoGebra. Qual a imagem de Ὣ? Qual propriedade 

especial é satisfeita pela função Ὣ? 
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g) A função Ὣ é contínua em ὼ πɴ ᴙȩ Por quê? 

 

Das informações do enunciado, sabemos que a temperatura é constante, logo ὖȢὠ Ὧ, 

onde Ὧ é uma constante, o que torna ὖ e ὠ grandezas inversamente proporcionais, ou seja, uma é 

proporcional ao inverso da outra.  

Nesta temperatura, sendo ὖ σ atm tem-se ὠ ρς cm3, logo obtemos o valor da 

constante, Ὧ σφ, ou seja ὠ  .   Se ὖ τ atm, teremos ὠ ω cm3   e, quando ὖ υ atm, 

encontramos ὠ χȟς ὧά, resolvendo o item a.   

Utilizando o GeoGebra, obtemos um esboço da função ὠ, que associa cada valor da pressão 

ὖ ὼ π (em atm), ao valor correspondente para o volume ὠ Ὢὼ  (em cm3), 

apresentado na Figura 2.66 solucionando o item b. 

A solução geométrica do item c pode ser encontrada utilizando o GeoGebra; basta esboçar 

a reta ώ τ (volume dado) e determinar a sua interseção com o gráfico de Ὢ, para obter a abscissa 

correspondente ὼ.  

 

 
Figura 2.66 - Gráfico da função volume de um gás, dependendo da pressão 

  

A solução algébrica é obtida substituindo-se diretamente ὠ τ na expressão da função Ὢ. 

De ambas as maneiras teremos ὼ ω atm. 
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Observando o gráfico da função Ὢ  temos que o domínio de Ὢ é o conjunto dos números 

reais positivos e o mesmo ocorre com o seu conjunto imagem.  

Da expressão algébrica de Ὢ obtemos que sua inversa Ὢ  coincide com ela (logo seu 

gráfico também coincide, como na figura 2. 66), logo ὈέάὪ ὍάὪ  será também o 

conjunto dos números reais positivos, resolvendo o item d. 

A função Ὣ, tal que Ὣὼ   está definida par cada valor real de ὼ diferente de zero, 

sendo a extensão de Ὢ com maior domínio possível, resolvendo o item e.   

O gráfico da função Ὣ está apresentado na Figura 2.67, logo o seu conjunto imagem 

também é o conjunto dos números reais não nulos.  

Da expressão algébrica de Ὣ temos Ὣ ὼ Ὣὼ, ou seja, Ὣ é uma 

função ímpar.  

Finalmente, Ὣ não é contínua em πɴ ᴙ, porque πɵ ὈέάὫ.  

 

 
Figura 2.67 - Gráfico da função Ὣ 

 

É possível notar que a função f é contínua em cada elemento ὼ de seu domínio (o conjunto 

dos números reais positivos), de acordo com a definição apresentada anteriormente nesta seção, 

como mostra o gráfico da Figura 2.66. 

É possível verificar que o gráfico da Figura 2.67 é uma hipérbole rotacionada, com focos 

sobre a reta ώ σφὼ, simétricos em relação à origem, ao invés de estarem sobre o eixo das 

abscissas.  

Cabe lembrar aos alunos que uma hipérbole é uma curva plana, conhecida deste o século 

IV a.C., formada por todos os pontos ὖ tais que o valor absoluto da diferença entre as distâncias 
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de cada ὖ a dois pontos fixos (denominados focos) Ὂ e Ὂ é igual a uma constante real positiva Ὧ 

(isto é, ȿὨὭίὸὖȟὊ ὨὭίὸὖȟὊ ȿ Ὧ).  

No contexto mais recente de Geometria Analítica, a equação geral da hipérbole é dada por 

ὃὼ ςὄὼώὅώ Ὀὼ Ὁώ Ὃ πȟ com ὄ ὃὅ π  e todos os coeficientes reais. Mais 

detalhes sobre cônicas estão disponíveis em Medeiros, Andrade e Wanderley (1980). 

 Para encerrar esta seção foi escolhido um problema envolvendo o Imposto de Renda de 

Pessoa Física (IRPF). A maioria das pessoas conhece a tabela de desconto do IRPF (isto é, o que 

é descontado dos salários de referência para cálculo do IRPF mensal antes deles serem recebidos 

pelos trabalhadores). Baseando-se somente por esta tabela, muitas pessoas concluem que, 

ganhando mais dinheiro de forma a mudar de faixa, serão prejudicadas com respeito ao seu salário 

efetivamente recebido. Abordar o problema a seguir com os alunos é extremamente importante 

para a Educação Financeira deles, validando ainda mais o estudo de funções definidas por várias 

sentenças. 

 

Problema 2.25: No Brasil, o Imposto de Renda de Pessoa Física (IRPF) está sendo cobrado 

desde fevereiro de 2024 de acordo com a tabela 2.6 a seguir. 

a) Seja f a função que associa, a cada valor de salário de referência para cálculo de IRPF mensal, 

qual deve ser o IRPF mensal cobrado. Determine a expressão algébrica de Ὢ e, utilizando o 

software GeoGebra, construa seu gráfico. 

b) Suponha duas pessoas, Ana e Beatriz, cujos salários de referência para cálculo de IRPF mensal 

são, respectivamente, de R$ 2.200,00 e R$ 2280,00.  Qual será o valor do IRPF mensal cobrado 

de cada uma?  

c)Como ficaria o IRPF mensal de Ana e Beatriz se não houvesse esta parcela a deduzir? Explique 

o que significa a ñparcela a deduzirò da tabela 2.6.   

 

Tabela 2. 6 - IRPF 

Faixa Salário de Referência Alíquota Parcela a Deduzir 

1 Até R$ 2.259,20 Isento 0 

2 De R$ 2.259,21 até R$ 2.826,65 7,5% R$ 169,44 

3 De R$ 2826,66 até R$ 3.751,05 15,0% R$ 381,44 

4 De R$ 3.751,06 até R$ 4.664,68 22,5% R$ 662,77 

5 Acima de R$ 4.664,68 27,5% R$ 896,00 

Fonte: Receita Federal, acessada em 20/11/2024 

 

Consideremos ὼ o salário de referência para cálculo de IRPF mensal e Ὢὼ o IRPF mensal 

correspondente, de acordo com a faixa de renda. Observando a tabela 2.6 sabemos que a função Ὢ  

será definida por várias sentenças.  Então, se π ὼ ςςυωȟςπ,  não haverá IRPF mensal a pagar, 

ou seja, Ὢὼ πȢ  

Supondo agora que ςςυωȟςρ ὼ ςψςφȟφυ, considerando apenas a terceira coluna da 

tabela 2.6, teríamos que o imposto seria igual a 
ȟ

πȟπχυὼ.  Mas a quarta coluna solicita que 

seja deduzida a quantia de 169,44. Sendo assim, o IRPF será  Ὢὼ πȟπχυὼ ρφωȟττ.  
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Observando agora a terceira linha da tabela, se  ςψςφȟφφ ὼ σχυρȟπυ, raciocinando da 

mesma forma, o imposto será Ὢὼ πȟρυὼ σψρȟττ.   

De modo similar, teremos, utilizando a quarta linha da tabela, se σχυρȟπφ ὼ τφφτȟφψ, 

encontraremos Ὢὼ πȟςςυὼ φφςȟχχȢ 

Finalmente, seguindo as informações da última linha da tabela, teremos, se ὼ τφφτȟφω 

que Ὢὼ πȟςχυὼ ψωφȟππȢ   

Assim, o gráfico da função Ὢ será representado na Figura 2.68 e a sua expressão algébrica 

terá a seguinte forma: 

 

Ὢὼ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ

πȟ ίὩ  π ὼ ςςυωȟςπ 
πȟπχυὼ ρφωȟττȟ ίὩ  ςςυωȟςρ ὼ ςψςφȟφυ 
πȟρυὼ σψρȟττȟ ίὩ  ςψςφȟφφ ὼ σχυρȟπυ
πȟςςυὼ φφςȟχχȟ ίὩ  σχυρȟπφ ὼ τφφτȟφψ

πȟςχυὼ ψωφȟππȟ ίὩ  ὼ τφφτȟφω 

 

 

 

 
Figura 2.68 - Gráfico da função Ὢ do IRPF mensal 

 

Deve-se observar que, na verdade, os salários de referência para cálculo de IRPF mensal e 

IRPF correspondentes são números racionais (inclusive arredondados para duas casas decimais), 

assim a função matematicamente correta seria descontínua. Mas apresentamos, no gráfico da 

Figura 2.68, o caso ideal em que os salários e IRPF são números reais. 

Os gráficos apresentados em jornais, revistas, televisão e outras mídias, para terem sua 

compreens«o facilitada por parte de leitores ñn«o especializados em Matem§ticaò evitam 

apresentar descontinuidades e cometem, muitas vezes, pequenos erros, do ponto de vista 

matemático. É importante chamar atenção dos alunos para estas situações, inclusive incentivando-
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os a fazerem pesquisas em diferentes mídias sobre evolução de preços de produtos, taxas de 

inflação etc. 

Passemos agora ao item b do nosso problema. Consideremos a situação das duas pessoas. 

Ana está na primeira faixa, então está isenta do desconto de IRPF mensal, pois ὪςςπππȢ  Já 

Beatriz está na segunda faixa, então Ὢςςψππȟπχυςςψπρφωȟττ  ρχρρφωȟττ

ρȟυφ, que será o valor do seu IRPF mensal.   

Examinemos agora o item c. Se n«o houvesse a ñparcela a deduzirò o IRPF mensal de Ana 

continuaria igual a zero, mas o IRPF mensal de Beatriz seria igual a ὪӶ ςςψπρχρȢ  A diferença 

entre o salário de referência para cálculo de IRPF mensal de Beatriz (2280) e o de Ana (2200) é 

de apenas 80 reais, enquanto a diferença entre o IRPF das duas seria de 171 reais. 

Ao comparar os dois salários de referência para cálculo de IRPF mensal, Ana e Beatriz 

certamente concluiriam que não valia a pena Beatriz se esforçar para ter um pequeno aumento de 

80,00 porque o IRPF iria ñcomerò o seu aumento e ela ainda seria penalizada, passando a receber 

menos que Ana.  

O que significa ent«o a ñparcela a deduzirò?  Ela atende ao princ²pio da tributa­«o 

progressiva. A alíquota mais alta vai incidir somente na parte do salário de referência para cálculo 

do IRPF mensal que excedeu o valor máximo permitido para a alíquota anterior. Suponha uma 

pessoa com salário de referência para cálculo do IRPF mensal na segunda faixa, ou seja, 

ςςυωȟςρ ὼ ςψςφȟφυ.  Então este salário será  ὼ ςςυωȟςπ ᾀ.  A parcela de 2259,20 está 

na primeira faixa, ou seja, é isenta de IRPF.  Somente na parcela ᾀ é que incidirá o IRPF, que será 

de 7,5%. Então o IRPF será Ὢὼ π ςςυωȟςπ  πȟπχυώ πȟπχυὼ ςςυωȟςπ

πȟπχυὼ πȟπχυςςυωȟςπ.  Esta última parcela da subtração ® exatamente o valor da ñparcela a 

deduzirò de 169,44.    

De modo similar, se uma pessoa tiver salário de referência para cálculo do IRPF mensal na 

terceira faixa, este valor ὼ ςψςφȟφφ ᾀ ςςυωȟςπυφχȟτφᾀȢ  Então a parcela de 567,46 

está na segunda faixa e vai pagar 7,5%. Somente no que passou da segunda faixa, ᾀ, é que vai 

incidir a alíquota de 15%.  Então o valor total de IRPF será igual a Ὢὼ π  πȟπχυυφχȟτφ+ 

πȟρυὼ ςψςφȟφφ = πȟρυὼ τςȟυφ τσςȟωω πȟρυὼ σψρȟττ. Da mesma forma 

chegaremos ¨ ñparcela a deduzirò de cada uma das últimas duas faixas.  

As consequências, se não houvesse a ñparcela a deduzirò, podem ser observadas na solução 

do problema 2.35, na próxima seção, onde se aborda o IRPF num país fictício. Será interessante 

explorar os dois problemas em sala de aula, de forma que os alunos consigam concluir que a 

ñparcela a deduzirò transforma a função IRPF do problema 2.25 numa função contínua, o que não 

ocorre no caso do problema 2.35.  

Conforme observado em Nasser (2010), há uma clara escassez de material didático 

adequado para o ensino de Educação Financeira. Portanto, é importante trabalhar este tipo de 

problema, com os alunos e com os (futuros) professores da Educação Básica, já que existem muitas 

dúvidas sobre o assunto, como comprova a pesquisa de Torraca, Coutinho, Ivo e Menezes (2024). 
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2.5 Problemas Propostos 

Esta seção contém uma lista de problemas envolvendo diversas funções já abordadas neste 

capítulo. Na seção seguinte estão incluídas respostas, comentários ou informações de onde estão 

localizadas, em outras partes deste livro, soluções para alguns deles. Tentamos colocar os 

problemas em ordem crescente de complexidade. 

 

Problema 2.26: Vinícius vai assinar um plano mensal de internet para a sua casa e está 

analisando cinco operadoras diferentes: █, ▌, ▐, ░ e ▒. Ele verificou que o preço dos planos em 

todas as operadoras varia de acordo com a quantidade de internet consumida e por isso criou um 

gráfico que mostra o valor, em reais, em relação ao número de gigabytes utilizados, conforme 

mostra a Figura 2.69 a seguir. 

 
Figura 2.69 - Gráficos das funções dos planos de internet 

 

a) Se Vinícius pretende consumir 40 gigabytes por mês, qual o plano mais vantajoso que ele 

deve escolher? E quanto ele vai pagar? 

b) Em Gigabytes contratados, quando a operadora ▒ será mais vantajosa? Discuta as diversas 

comparações entre as operadoras. 

c) A operadora ░ é mais vantajosa até que quantidade de Gigabytes? E depois desse valor, qual 

operadora passa a ser mais vantajosa? (Adaptado da questão 157, ENEM ï 2014) 
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Problema 2.27: O volume de água em um tanque varia com o tempo de acordo com a seguinte 

expressão ὠὸ ρπ ȿτ ςὸȿ ȿςὸ φȿ. Nela, ὠ é o volume medido em ά  após ὸ horas, 

contadas a partir de 8h de uma manhã. Determine: 

a)  o domínio da função Ὢ que associa ὸ ao valor ὠὸ; 

b) a expressão algébrica da função Ὢ e o seu gráfico;  

c) o período desse dia em que haverá água no tanque. (Adaptado do vestibular da UERJ, 2018) 

 

Problema 2.28: Verificou-se experimentalmente que o volume do ar, ὠ, em litros, nos pulmões 

de certo individuo em repouso, variava em função do tempo ὸ, em segundos, de forma a satisfazer 

a expressão ὠὸ ςȟψ πȟςωÃÏÓρȟφװὸ “. 

a) Utilize o GeoGebra para determinar o gráfico da função que associa a cada tempo ὸ, o valor 

ὠ Ὢὸ. 

b) Determine o volume de ar que o indivíduo inspira em cada ciclo respiratório. (Adaptado do 

vestibular da UNIME  2014-1) 

Problema 2.29: Uma chapa retangular metálica, de área igual a 8,132 m², passa por uma 

máquina que a transforma, sem nenhuma perda de material, em uma telha ondulada. A Figura 

2.70 mostra a telha em perspectiva. 

 

 
Figura 2.70 - Telha ondulada 

Fonte: UNIFESP (2018) 

 

A curva que liga os pontos ὃ e ὄ, na borda da telha, é uma senoide. Considerando um sistema de 

coordenadas ortogonais com origem em ὃ, e de forma que as coordenadas de ὄ, em centímetros, 

sejam ρωυȟπ, a senoide será uma função Ὢ, que terá uma representação geométrica como 

mostra a Figura 2.71. 

 

 
Figura 2.71 - Senoide 

Fonte: UNIFESP (2018) 

 

a) Determine o comprimento da senoide representada na figura 2. 71 do ponto ὃ até o ponto ὄ. 

b) Determine o domínio, a imagem e o período da função Ὢ. 
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c) Determine a expressão algébrica da função Ὢ e o seu gráfico utilizando GeoGebra. (Adaptado 

do vestibular da UNIFESP, 2018) 

 

Problema 2.30: Um posto de gasolina encontra-se localizado no km 100 de uma estrada 

retilínea. Um carro com o tanque de gasolina cheio, parte do km 0 desta estrada em direção a 

uma cidade situada a 250km do ponto de partida, conforme a Figura 2.72. 

 

 
Figura 2.72 - Posição do carro, posto e cidade 

Fonte: UFRN, 2000 
a) Num dado instante sabe-se que o carro está a 10 km do posto, em frente a uma placa indicando 

a quilometragem da estrada.  Indique as possíveis posições do carro (quilometragem da estrada 

indicada na placa). 

b) Determine a expressão algébrica da função que associa a posição ὼ do carro na estrada em 

cada instante do seu deslocamento desde a partida até chegar à cidade, à distância ώ deste carro 

ao posto; determine também o domínio desta função. É possível representar a função 

algebricamente de forma mais simples? 

c) Utilize o GeoGebra para determinar o gráfico da função do item b. (Adaptado do vestibular 

UFRN, 2000) 

 

Problema 2.31: Suponha que o preço inicial Ὀ reais de um automóvel novo (no momento da 

venda) tenha desvalorização de 19% após o primeiro ano de uso e de 5% ao ano, em relação ao 

preço do ano anterior, nos anos seguintes.  

a) Determine a expressão algébrica da função ὴ Ὢὸ, que representa o preço do carro após ὸ 
anos de uso. 

b) Utilize o GeoGebra para representar graficamente a função ὴ. (Adaptado do vestibular 

UNICAMP, apud BACKES (2008)). 

 

Problema 2.32: Um maratonista está se preparando diariamente para a próxima competição. 

No primeiro dia de preparação, ele concluiu o percurso em 4 horas. A cada dia posterior ele 

diminui em 5 minutos o tempo anterior. O seu objetivo é atingir a marca de 2h 30min. Diante 

dessas informações, responda o que se pede: 

a) Em quanto tempo ele realizou o percurso no 7º dia. 

b) Quantos dias ele levará para atingir o tempo de 3h10min?  
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c) Expresse algebricamente o tempo que ele leva para completar a maratona em função do número 

de dias de treinamento. 

d) Determine o conjunto domínio e o conjunto imagem da função Ὢ, cuja expressão algébrica foi 

obtida no item anterior. 

e) Utilizando recursos do GeoGebra, determine o gráfico da função Ὢ (Adaptado da prova 1, 

questão 50, ESAF, 2009). 

  

Problema 2.33: Um determinado campeonato de vôlei é disputado no sistema de turno e 

returno. Nesse sistema cada time participante joga contra todos os demais times participantes em 

dois turnos, isto é, cada time joga duas partidas com cada um dos outros times.  

a) Determine a função que associa a cada número de times participantes o número total de jogos 

do campeonato. 

b) Supondo que o total de jogos foi de 90, determine qual foi o número de times participantes 

(Adaptado da questão 141, ENEM 2017). 

 

Problema 2.34: A cobrança da tarifa da empresa Águas do Rio, responsável pelo serviço de 

água e esgoto do Grande Rio, está representada na Figura 2.73 abaixo. 

 

 
Figura 2.73 - Tabela de tarifas de água e esgoto em junho de 2022 

Fonte: https://aguasdorio.com.br/legislacao-e-tarifas 

 

 Considere que, em uma residência, o consumo de água em certo mês tenha sido de 40 m3. 

O gráfico, da Figura 2.74 a seguir, representa como muitas pessoas equivocadamente interpretam 

as informações dadas na tabela da Figura 2.73 para obter o valor da conta de água desta 

residência. 
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Figura 2.74 - Interpretação de muitas pessoas da tabela de consumo de água 

a) Determine o valor correto da conta de água desta residência, referente ao consumo de água de 

40 ά . 

b) Determine a expressão algébrica da função Ὢ, tal que o valor Ὢτπ  seja a resposta do item 

anterior (suponha consumo menor que 46 ά ). 

c) A resposta do item anterior está de acordo com o gráfico da Figura 2.74?  Por quê?  

d) Utilizando recursos do GeoGebra determine o gráfico da função Ὢ, que fornece o valor correto 

da conta de água (suponha consumo menor que 46 ά ). 

e) Sabendo-se que a empresa cobra o mesmo valor da tarifa de água para o esgoto, qual será o 

valor total da conta da residência? 

 

Problema 2.35:  Num certo país, o IRPF mensal é cobrado da seguinte forma: os que recebem 

salário de referência para cálculo do IRPF mensal até 1 500 u.m. (unidades monetárias) são 

isentos; dos que recebem salário de referência para cálculo do IRPF mensal acima de 1 500 u.m. 

até 6 000 u.m., cobra-se um IRPF mensal de 10% sobre o total do salário de referência para 

cálculo do IRPF mensal; acima de 6 000 u.m. de salário de referência para cálculo do IRPF 

mensal, o IRPF mensal é de 20% sobre o total do salário de referência para cálculo do IRPF 

mensal.  

a) Determine o valor do IRPF mensal de duas pessoas, uma com salário de referência para cálculo 

do IRPF mensal de 5 500 u.m. e a outra com 6 100 u.m. e compare o IRPF das duas.  

b) Determine a expressão algébrica e utilize o GeoGebra para esboçar o gráfico da função f, que 

relaciona o salário de referência para cálculo do IRPF mensal ὼ com o IRPF mensal Ὢὼ .  

c) Determine a expressão algébrica e utilize o GeoGebra para esboçar o gráfico da função Ὣ, que 

relaciona o salário de referência para cálculo do IRPF mensal ὼ com o valor Ὣὼ, obtido 

subtraindo o IRPF mensal ὼ do salário de referência para cálculo do IRPF mensal Ὢὼ  . 

d)Represente no gráfico os salários de referência para cálculo do IRPF mensal ὼ e os 




















































































































































































































































































