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Prefacio (com varios links importantes)

Este pequeno texto foi concebido como uma espécie de abertura. Nele procurei
concentrar ideias basicas para um curso de Geometria Analitica no plano. A primeira
versdo, escrita em janeiro de 1998, destinou-se a um minicurso em cinco aulas,
ministrado na UFR], para professores de Matemaética do ensino médio. Com a abertura
do curso de Matemaética Aplicada da UFR], em 2003, assumi a disciplina de Célculo
Vetorial e Geometria Analitica (CVGA) e escrevi novas notas de aula. Parte delas foi
fundida com o texto de 1998, resultando neste Livro 1, parte deu origem aos livros 2,
3 e 4 que ddo sequéncia a este e, com varia¢des de ano para ano, passaram a servir de
base para a disciplina.! Uma boa amostra do curso completo é a versdao CVGA 2021,
cujas aulas, ministradas remotamente, foram gravadas no NEaD-UFR]. Ver aulas de
2021.

Mas a maior mudanga foi o trabalho de criacdo de videos desenvolvido a partir de
2015, com o apoio da FAPER]. As aulas do curso de CVGA passaram a ser gravadas e,
principalmente, uma consideravel colecdo de videos curtos, dedicados a contetidos
especificos, foi produzida. Algumas dezenas desses videos sdo explicitamente
linkadas ao longo do texto. Dois indices com videos das aulas estdo incluidos, mas ha
mais em meu canal no youtube: https://www.youtube.com/c/FelipeAcker. A partir
de 2017, cada edic¢do do curso (que cobre este livro e os trés outros) ganhou uma pagina
na internet congregando nao s6 as videoaulas, mas também textos, listas de exercicios,
testes, provas, software e videos curtos.

Uma boa amostra dos applets, desenvolvidos por Waldecir Bianchini, além do
software TFA, pode ser vista neste link. O ponto de partida para buscas mais
amplas é https://sites.google.com/matematica.ufrj.br/acker. L4 podem também ser
encontradas as versdes atuais (sempre na pagina mais recente do curso) dos livros 2, 3
e4.

Vérios colegas ajudaram, cada um a sua maneira: Bernardo Costa, Dinamérico
Pombo Jr (que leram e sugeriram mudangas, nem todas acatadas), Monique Carmona,
Orestes Piermatei Filho, Ricardo Rosa, Rolci Cipolatti, Umberto Hryniewicz e Waldecir
Bianchini (que criou os applets no Geogebra); agradeco a todos. Finalmente, os
pareceristas da Editora do Instituto de Matematica da UFR] apontaram diversas falhas
e me levaram a fazer corre¢des que, creio, ajudaram a restaurar a leveza original

1As figuras da primeira versao foram feitas por mim, na época, com lapiseiras Caran d’Ache,
esquadros e compasso; para esta edi¢do, aqueles e novos desenhos foram convertidos em arquivos
digitais por Jodo Paulo Pinto Siqueira


https://sites.google.com/matematica.ufrj.br/cvgaufrj-2021
https://www.youtube.com/playlist?list=PLsVKfJEcnnr3aSwPlkwoySvWFy3bPrsAw
https://www.youtube.com/playlist?list=PLsVKfJEcnnr3aSwPlkwoySvWFy3bPrsAw
https://www.youtube.com/c/FelipeAcker
https://sites.google.com/d/0ByKn6M4b9tcQcjQxMFo3cExGN1U/p/0ByKn6M4b9tcQSzBmb1hVMVc0TWM/edit?resourcekey=0-yIZaa-_40ZK_U-8qsMwsCw
https://sites.google.com/matematica.ufrj.br/acker

deste livro 1. A qualidade grafica (responsabilidade minha) deixa um tanto a desejar,
mudancas por esse lado terdo que aguardar alguma edigdo futura.

Felipe Acker
Santa Teresa, setembro de 2024



indice dos videos de 2015

Os videos abaixo listados foram filmados durante as aulas da disciplina MAE115
Célculo Vetorial e Geometria Analitica - parte 1, do Departamento de Matemaética
Aplicada - Instituto de Matemadtica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, no
primeiro semestre de 2015, Professor FELIPE ACKER.

Ver também
https://www.youtube.com/playlist?list=PLCn-wCoLo2pHeGOkD49zV470p8K_EH4x1

para maior comodidade, as aulas foram divididas em 4 partes menores (cerca de 20
minutos, cada, em 4K), conforme o indice abaixo

aulal:

parte 1 https://www.youtube.com/watch?v=PCpjeREAzMw
coordenadas

a reta real

um namero irracional

distancia

parte 2 https://www.youtube.com/watch?v=hA5bTZqioyY
equag0es cartesianas

algebrizar a Geometria & geometrizar a Algebra
algebrizando a Geometria

o Teorema de Aproximacdo de Weierstrass
geometrizando a Algebra

parte 3 https://www.youtube.com/watch?v=7QnPPY-fTE8
vetores

multiplicacdo de vetor por ntiimero

soma de vetores

coordenadas

o mistério da Santissima Trindade

equacdo paramétrica de uma reta

somando vetor a ponto

parte 4 https://www.youtube.com/watch?v=RqJ8DopXHlo

animacoes
transformando uma imagem em outra imagem (morphing)

1ii


https://www.youtube.com/playlist?list=PLCn-wCoLo2pHeGOkD49zV47Op8K_EH4xl
https://www.youtube.com/watch?v=PCpjeREAzMw
https://www.youtube.com/watch?v=hA5bTZqioyY
https://www.youtube.com/watch?v=7QnPPY-fTE8
https://www.youtube.com/watch?v=RqJ8DopXHlo

dimensdes mais altas
animando objetos

parte 5 https://www.youtube.com/watch?v=7zjiMZcOuT7s
curvas e animacgoes
um ponto se movendo

aula2:

parte 1 https://www.youtube.com/watch?v=qkQ_9juiepY
pontos, vetores & pares ordenados
vetores

relagdes de equivaléncia

0 que é um vetor?

operagdes com vetores

sistemas de coordenadas

base

origem

0 que é um sistema de coordenadas
o mistério da Santissima Trindade

parte 2 https://www.youtube.com/watch?v=qaDwMauCRsY

a bijegdo entre vetores e pares ordenados preserva as operagoes
curvas e equagoes

curvas e trajetorias

parte 3 https://www.youtube.com/watch?v=SXGquzdJSgU
cicloide

o professor mente e massacra os alunos

geometria analitica e desenho técnico

referencial mével

parte 4 https://www.youtube.com/watch?v=FzYLKmFsh9Y
transformacgoes

rotagao

matriz de rotacdo

parte 5 https://www.youtube.com/watch?v=VIZ1IDOUOvO
transformacgdes lineares

o descanso da vovo

matriz de transformacéo linear

transformacgodes lineares & sistemas lineares

reflexdo

aula3:
parte 1 https://www.youtube.com/watch?v=wORu4FPptrg

area
4rea com sinal


https://www.youtube.com/watch?v=7zjiMZc9w7s
https://www.youtube.com/watch?v=qkQ_9juiepY
https://www.youtube.com/watch?v=qaDwMauCRsY
https://www.youtube.com/watch?v=SXGquzdJSgU
https://www.youtube.com/watch?v=FzYLKmFsh9Y
https://www.youtube.com/watch?v=VIZ1ID0U0v0
https://www.youtube.com/watch?v=w9Ru4FPptrg

propriedades da drea com sinal
a féormula

parte 2 https://www.youtube.com/watch?v=XrMSRsCEGcs
o determinante
determinante de transformacgéao linear

aula4:

parte 1 https://www.youtube.com/watch?v=1CTQbSd16aE
produto escalar

defini¢do geométrica

propriedades

expressdo do produto escalar em func¢do das coordenadas

parte 2 https://www.youtube.com/watch?v=CwB30VpyPLI
arco capaz de angulo reto

parte 3 https://www.youtube.com/watch?v=p81CblN24hoQ
nameros complexos

equagdes do segundo grau

equag0es do terceiro grau

necessidade dos nimeros imagindarios

Bombelli

uma histoéria italiana

parte 4 https://www.youtube.com/watch?v=Fim_Z1N6y9M

os nimeros complexos

o plano complexo

interpretacdo geométrica da multiplicacdo

rotagdes e as férmulas para cosseno e seno da soma de dois angulos
a conta conjunta dos professores de Matematica

parte 5 https://www.youtube.com/watch?v=mbmr0J9oXkY
potenciagdo e radiciagdo

aula5:

parte 1 https://www.youtube.com/watch?v=ZYW_VOCZ{Ps

numeros complexos, defini¢des

multiplicacdo de nimeros complexos e interpretagdo geométrica

multiplicagdo por ntiimero complexo como composta de rotacdo com homotetia;
forma matricial

coordenadas polares

parte 2 https://www.youtube.com/watch?v=RxKichfTtOg

poténcias inteiras

raizes enésimas da unidade

raizes enésimas de ntiimero complexo sdo vértices de poligono regular


https://www.youtube.com/watch?v=XrMSRsCEGcs
https://www.youtube.com/watch?v=1CTQbSd16aE
https://www.youtube.com/watch?v=CwB30VpyPLI
https://www.youtube.com/watch?v=p8lCbN24hoQ
https://www.youtube.com/watch?v=Fim_Z1N6y9M
https://www.youtube.com/watch?v=mbmrOJ9oXkY
https://www.youtube.com/watch?v=ZYW_V0CZfPs
https://www.youtube.com/watch?v=RxKichfTt0g

conjugado de nimero complexo
o Teorema Fundamental da Algebra

parte 3 https://www.youtube.com/watch?v=ntSHjjxeS1I
polindmios

polindmios reais de grau impar tém raiz real

polindmios a coeficientes complexos

polindmios como fungdes de C em C

estratégia de demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra

parte 4 https://wuw.youtube.com/watch?v=cMNns jZEfWQ
demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra
comentdrios de cardter histérico

parte 5 https://www.youtube.com/watch?v=i0LkWa5EqB8

f(z)=1/z e inversdes

inversoes

propriedades geométricas das inversdes

comentdrio sobre preservagdo de angulos e derivabilidade complexa

aulaé6:

parte 1 https://www.youtube.com/watch?v=8x-xWbr2GF4
nimeros complexos como pares ordenados

modulo e conjugado de nimero complexo

os 3 mosqueteiros: ponto, vetor, par ordenado e nimero complexo
inversdes e nimeros complexos

inversdes e a transformacao f(z) =1/z

a transformacéo f(z) =1/z

parte 2 https://www.youtube.com/watch?v=18EU4IpMkU8

f(z) = 1/z leva retas que ndo passam por 0 em circulos passando por 0

ndo leiam demonstracoes!

f(z) = 1/z leva circulos que ndo passam por 0 em circulos que ndo passam por 0
inversdes preservam angulos


https://www.youtube.com/watch?v=ntSHjjxeSlI
https://www.youtube.com/watch?v=cMNnsjZEfWQ
https://www.youtube.com/watch?v=iOLkWa5EqB8
https://www.youtube.com/watch?v=8x-xW5r2GF4
https://www.youtube.com/watch?v=l8EU4IpMkU8

indice dos videos de 2018

Os videos abaixo listados foram filmados durante as aulas da disciplina MAE115
Célculo Vetorial e Geometria Analitica - parte 1, do Departamento de Matemaética
Aplicada - Instituto de Matemadtica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, no
primeiro semestre de 2018, Professor FELIPE ACKER.

Link para a playlist:

https:
//www .youtube.com/playlist?1list=PLsVKfJEcnnr2d3BALAt0zLaRHAGQREUgz

CVGA 2018 1 - Vetores e Sistemas de Coordenadas

00:08 Introducao

01:17 Apresentagao do curso

05:37 Apresentagdo do Primeiro Minicurso: O plano

07:05 Novo Testamento: Criacdo do Sistema de Coordenadas
Defini¢do Analitica de Distancia 10:37

Definicdo Analitica de circulo 13:12

"Algebrizando"a Geometria 14:13

Geometrizando a Algebra 15:53

Generalizagdo para Problemas com muitas varidveis 17:49
Perguntem! 19:57

Vetores e Escalares 21:48

Soma de Vetores 24:19

Sistemas de Coordenadas (revisitado) 29:09

Base 32:10

Bijecdo entre Vetores e Pares Ordenados 34:17

Soma de Vetores coordenada a coordenada 36:09

Bijecdo entre pontos e vetores 42:41

Santissima Trindade: ponto, vetor, par ordenado 45:50
Vetores "alinhados"ndo formam base 49:23

Soma de Pontos e Vetores: a operacdo bastarda 57:48
Equacdo Vetorial de segmento e de reta 01:00:34
Geometria e Algebra se encontram nos Convexos 01:07:02
Um pouco de Curvas Parametrizadas 01:08:14
Desenhando Curvas com o computador 01:13:36
Movimento dos ponteiros do relégio 01:15:34

Espiral 01:23:30

vii


https://www.youtube.com/playlist?list=PLsVKfJEcnnr2d3BALAt0zLaRHA5QREUgz
https://www.youtube.com/playlist?list=PLsVKfJEcnnr2d3BALAt0zLaRHA5QREUgz

Sistema de coordenadas moével (Vidro) 01:26:15
Cicloide 01:32:58

CVGA 2018 2 - Lugares Geométricos e Curvas Parametrizadas

Curvas: Lugares Geométricos e Movimentos 00:00:19
Circulo como Lugar Geométrico 00:02:33

Circulo como Movimento de Particula 00:03:55

Diferenga das Abordagens: Plotando o Gréfico 00:07:01
Site com exemplos de curvas e suas equagdes 00:10:18

A reta 00:11:22

Por que equagdes, tipicamente, definem curvas? 00:15:26
a Cicloide 00:18:54

A Geometria Analitica, um pouco de histéria 00:27:44
Sistema de coordenadas mével 00:32:00

a Hipocicloide 00:37:04

Definigdo de Angulo 00:39:51

Parametrizagdo da Hipocicloide por angulos 00:46:30

A Hipocicloide como composi¢ao de movimentos 00:53:46
Curvas de Bézier 01:01:13

Curva de Bézier dada por n+1 pontos 01:07:55

Bindmio de Newton 01:11:48

Parametrizagdo das Curvas de Bézier 01:16:28

Prova da férmula das Curvas de Bézier por Indugdo 01:22:07
Curvas de Bézier e animacoes 01:33:37

CVGA 2918 3 - Transformacgdes Lineares e Matrizes; Produto Escalar

Transformagdes que ndo cabem em graficos 00:00:22

Sobre Transformacdes Lineares 00:01:39

R? visto como um “plano virtual’ 00:05:18

Onde entram as Matrizes 00:06:45

Transf. Lineares preservam distancia? R: Nao 00:07:41

Sobre Transformacdes e Sistemas Lineares 00:08:39

Sobre Produto Escalar e Lei dos Cossenos 00:15:57
Propriedades Lineares: Soma 00:18:33

De Matrizes para Transformacdes e de volta para Matrizes 00:20:55
Visualizando a Mudanga do Sistema de Coordenadas 00:23:39
Toda Transformacdo dada por Matriz é Linear 00:29:45

Toda Transformacao Linear é dada por Matriz 00:38:32

Uma Transformacédo Linear Simples: Rotac¢do 00:42:02

Cosseno e Seno da soma 00:47:37

Composi¢do de Transformacgdes e Produto de Matrizes 00:51:45
Prévia: O determinante 01:02:13

O Produto Escalar 01:07:30

Definigdo e Propriedade do Produto Escalar 01:11:23
Propriedades especificas no caso candnico 01:14:47

O Primeiro Produto Escalar da Histéria 01:23:22



Usando os Vetores Linha e Coluna de uma Matriz 01:25:13

Equacdo da Reta 01:28:33

Outra Forma de Mostrar a Equacdo da Reta 01:31:30

Propriedades do Produto Escalar em qualquer Sistema Ortonormal 01:33:12
Prévia: Decomposi¢do em Valores Singulares 01:37:08

CVGA 2018 4 Decomposicdo em Valores Singulares; Determinante; Programacado
Linear

Definicao algébrica do Produto Escalar 00:00:58

Produto escalar em R? 00:03:32

O Teorema de Pitagoras 00:09:41

A Lei dos Cossenos 00:14:41

Defini¢ao de angulo a partir do produto escalar 00:16:31

Outros produtos escalares 00:19:52

A "Desigualdade do Cosseno"(Cauchy-Scwarz-Buniacévsqui) 00:22:30
Otimizacdo - Programacao Linear 00:31:46

A Decomposi¢do em Valores Singulares (SVD) 00:42:44
Demonstracdo da existéncia da SVD 00:48:13

Sistemas de Coordenadas e o Produto Escalar 00:59:31

O Determinante 01:07:24

Determinante como uma "Area com Sinal"01:14:50

Propriedades da area com sinal 01:16:58

Férmula do determinante 01:25:00

Determinante de matriz 01:27:00

Determinante de Transformacgdo Linear 01:27:40

o Determinante do produto é o produto dos determinantes 01:34:20
Nova explicagdo do determinante 01:40:27

CVGA 2018 5 Numeros Complexos, Equagdes Polinomiais, Inversdes

Origem dos Ntmeros Complexos 00:00:59

A Equacéo do Terceiro Grau 00:10:00

Condigao para Existéncia de Raizes Reais 0:14:38

Uma Substitui¢do Nao-Trivial para Resolver a Ctbica (Vieta) 00:16:43

Um Pouco Mais da Histéria dos Complexos 00:23:13

A Representagdo Grafica dos Complexos e a Sistematizacdo Hamiltoniana 00:25:52

Multiplicacdo de Complexos 00:29:44

Potenciacdo e Radiciagdo - interpretagdo geométrica 00:39:18

Todo polindmio de grau impar a coeficientes reais tem raiz real 00:49:25

O Teorema Fundamental da Algebra 00:50:40

Comentdrio sobre a possibilidade de demonstrar a existéncia de raizes sem fornecer
férmulas para calculé-las 00:54:19

Comportamento de um polinémio p(z) quando |z| é grande 00:55:20

Inversdes em Relagdo a Um Circulo e o Andlogo Complexo 01:00:43

Propriedades Geométricas da Inversao 01:07:47

Prova (esbo¢o): Inversdao de uma Reta 01:13:03

Prova (esbo¢o): Inversdao de Um Circulo 01:23:32



Prova (geométrica): Conservagao de Angulos 01:27:51
Problema dos Circulos Inscritos na Coroa Circular 01:30:53
Prévia da Proxima Aula: TFA e Teorema de Brouwer 01:35:21

CVGA 2018 6 Teorema Fundamental da Algebra, Teorema de Brouwer, Ntimero de
Voltas

O Teorema Fundamental da Algebra: enunciado 00:00:50

O Teorema de Brouwer: enunciado 00:03:10

TFA: Esquema de Demonstragdo 00:07:55

O Nuamero de Voltas de uma Curva 00:17:17

Distancia entre duas curvas 00:24:08

Principio Fundamental do Ntmero de Voltas 00:31:16

O "Lema de Brouwer"00:36:23

O Lema de Rouché 00:42:20

Demonstracéo do Teorema Fundamental da Algebra 00:50:15
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Capitulo 1

Sistemas de coordenadas

B Sistemas de Coordenadas 1
D Sistemas de Coordenadas 2

Do ponto de vista prédtico, a Geometria Analitica comeca pela introducdo de um
sistema de coordenadas: traca-se no plano um par de retas concorrentes, toma-se como
origem do sistema o ponto O de intersecdo das duas retas (que passaremos a chamar
eixos de coordenadas e a notar por Ox e Oy) e marcam-se dois pontos, um sobre cada
eixo, que indicardo a unidade de medida e o sentido positivo em cada eixo. Note que
ndo é obrigatdria, embora seja usual, a ortogonalidade entre os eixos; tampouco somos
forcados ao uso da mesma unidade de medida em Ox e em Oy.

Oy

Figura 1.1:

Consideremos agora nosso plano com um sistema de coordenadas e seja P um ponto
do plano. Vamos definir as coordenadas de P. Tracando por P uma reta r paralela a
Oy, tomamos a intersecdo de r com Ox; ao ponto assim obtido corresponde um ntimero
real x (em funcdo de termos definido em Ox um sentido positivo e uma unidade). Da
mesma forma, tracando por P uma reta s paralela a Ox e tomando sua interse¢do com
Oy, temos um ponto sobre Oy ao qual, pelas mesmas razdes, corresponde um niimero
y. Os ntimeros x e y, tomados nesta ordem, sdo ditos as coordenadas de P (no sistema
dado). Dizemos que P é representado pelo par ordenado (x,y). Na presente figura, x é
um pouquinho maior do que 2, enquanto y estd entre 0,5 e 1.


https://www.youtube.com/watch?v=Q7t8TuAxYYM&index=2&list=PLsVKfJEcnnr3-YDqneq6A6cHQw0Gxb031&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=Cue75Sv6QkA&index=3&list=PLsVKfJEcnnr3-YDqneq6A6cHQw0Gxb031&t=0s
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Figura 1.2:

Exercicio 1.1 Certifique-se de que vocé é capaz de inverter o processo: fixado o sistema de coordenadas
e dado um par ordenado (x,y), é sempre possivel determinar o ponto P do plano correspondente a (x,y).
Descreva o modus operandi a ser adotado.

Salvo mengao em contrario, usaremos o sistema de eixos candnico: eixos ortogonais,
Ox horizontal com sentido positivo da esquerda para a direita, Oy vertical com sentido
positivo de baixo para cima, e a mesma unidade de medida em ambos os eixos (as
expressdes em itdlico tém aqui o significado que lhes atribui o senso comum e ndo
serdo definidas).

Ox

Figura 1.3:



Os procedimentos acima descritos estabelecem uma bijecado entre o plano e o conjunto
R? dos pares ordenados. Desta forma, paralelamente ao plano geométrico, passamos
a ter um plano virtual, formado pelos pares ordenados. O plano virtual, pois, nada
mais é que

R>={(x,y) |x€ R, y€ R}.

Nossa primeira preocupagdo, como é natural, serd obter, para esse plano virtual,
traducoes algébricas dos objetos e procedimentos geométricos a que estamos habituados.

Exercicio 1.2 Examine o seguinte exemplo de tradugdo algébrica: se o ponto P, é dado, em um sistema
candnico, por (x,,Y,) e r é a reta vertical passando por P, entdo, no plano virtual, r é dada pelo conjunto

{(x,y) e R* |x=1x,}.

Como vamos centrar nossa aten¢do no plano virtual, escreveremos, usualmente,
— R2 —
r=3(xy) R |x=x,¢,

e diremos que x = x, é a equagdo da reta r (mais corretamente, devemos dizer que
X = X, é, apenas, uma equagdo que descreve, ou caracteriza, 7).

Exercicio 1.3 Mostre que as equagdes x = x, e (x — x,)* = 0 descrevem a mesma reta.
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Capitulo 2

Medindo distancias

No capitulo anterior mencionamos a possibilidade de se associar a cada ponto de uma
reta um ntmero real (fixados uma origem, correspondente ao nimero 0, e um segundo
ponto, correspondente ao niimero 1). Esta ndo é, na verdade, uma questdo simples: o
processo de medicdo de um segmento €, de fato, um dos mais famosos processos de
construcdo dos niimeros reais.

Analisemos o método que empregamos para medir segmentos, mesmo que sem a
preocupacido de um extremo rigor geométrico. Consideremos dois pontos A e B sobre
uma reta r e um segmento, [, que nos sirva de unidade (pensemos ! como uma espécie
de régua, que pode ser transportada, rigidamente, para qualquer lugar do plano).

l n0:7

A AB

Figura 2.1: medindo o segmento AB, parte inteira

A partir do ponto A, e caminhando na dire¢do de B, podemos alinhar um certo ntimero
maximo 71y de segmentos congruentes a I/ de forma a ndo ultrapassar B, obtendo o
ponto A;. Em seguida partimos / em 10 (obtendo um segmento /1) e repetimos o
processo, trocando A por A; e [ por ;. O nimero de segmentos congruentes a [y
utilizados serd 11, e obteremos o ponto A,.

Exercicio 2.1 Note que 0 < ny; <9.

Agora dividimos /; em 10 (obtendo I = [1/10) e trocamos A; por A e I; por
I, repetindo novamente o processo, obtendo o ntiimero 1, e o ponto Az, e assim
sucessivamente.

Exercicio 2.2 Se | é a unidade de medida, convenga-se de que o niimero real que expressa a distdncia
entre AeBéng,ninsy. ...
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Tl1:6 A2
/

A A B
Figura 2.2: medindo o segmento AB, primeira casa decimal

r

Ampliacao

Figura 2.3:

O que acabamos de descrever é o processo de determinagdo da distancia entre dois
pontos no plano geométrico. Suponhamos agora que estamos lidando com o plano
virtual. Isto é, nossos “pontos” A e B sdo agora dois pares ordenados, A = (x1,y1)
e B = (x2,2). Podemos desenhar os pontos do plano geométrico correspondentes a
(x1,y1) e (x2,¥2) e, usando nossa régua I, repetir o procedimento anterior sobre a reta r
determinada por A e B.

Alternativamente, podemos, aplicando o Teorema de Pitdgoras, concluir, sem fazer
qualquer medicédo, que a distancia entre A e B é dada por

\/(xz —x1)*+ (v2 = n1)?

Se a figura acima serve de justificativa para a férmula que a precede, podemos por
outro lado observar que o plano virtual pode perfeitamente dispensé-la, assim como
qualquer outro recurso grafico, quando se trata de calcular a distancia entre (x1,¥1)
e (x2,12). Os procedimentos envolvidos sdo os da Algebra - adi¢des (subtracdes) e
multiplicagdes- e os da Anélise - radiciagdes. Aos pares ordenados (x1,y1) e (x2,¥2)
que descrevem os pontos virtuais corresponde um ntimero, v/ (x2 — x1)2 + (y2 — y1)2,
sua distancia, que se obtém diretamente, “sem desenhos”.

Podemos dizer que a férmula

\/(xz —x1)*+ (v2 = 11)?

é a tradugdo para a Geometria Analitica da nogdo de distancia da Geometria Sintética.



Y2

U1

1 o)

Figura 2.4: distancia entre pontos do plano virtual

Enfatizemos, mais uma vez, a diferenca. Dados dois pontos, A e B, do plano
geométrico, sobre o qual suporemos fixado um sistema de coordenadas canodnico,
podemos, usando milénios de cultura matemdtica, efetuar os seguintes passos:
obtemos, por meio de retas paralelas aos eixos (como visto no capitulo 1) e do processo
de medicado acima descrito, as coordenadas (x1,y1) de A e (x2,y2) de B; em seguida,
usando o Teorema de Pitdgoras (fruto de elaborada construgdo teérica), concluimos
que a distancia entre A e B é dada por

\/(xz —x1)2+ (y2 —1)*

Ja no plano virtual, o ponto A é o par ordenado (x1,y1) e o ponto B é o par ordenado
(x2,y2). Aqui, respaldados por milénios de cultura matemdtica, simplesmente
definimos a distancia entre os pontos (x1,y1) e (x2,y2) por

\/(xz —x1)* + (v2 —v1)*

Exercicio 2.3 Reflita sobre as ideias acima.
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Capitulo 3

Os objetos geométricos: retas e circulos

Continuemos trabalhando sobre a dualidade entre o plano geométrico, feito de pontos, e
o plano virtual (isto é, o R?), feito de pares ordenados de ndmeros.

Duas classes particulares de subconjuntos do plano podem, por sua importancia,
servirnos de ponto de partida: retas e circulos. Comecemos com os circulos e
partamos da defini¢do tradicional: dados um ponto C do plano e um nimero positivo
r, o circulo de centro C e raio r é o conjunto dos pontos do plano que distam r de C.

Facamos a tradugdo para o plano virtual: o ponto C serd dado por suas coordenadas
(x0,y0), os pontos do circulo serdo designados por suas coordenadas (x,y), e a
distancia serd calculada pela férmula vista no capitulo anterior. Teremos entdo que,
dados um par ordenado (xo, yg) € um namero positivo r, o circulo de centro (xp, o) e
raio r é o conjunto dos pares ordenados (x, y) tais que

V-2 + -y =r.

Observando que a férmula acima é equivalente a (x — x0)? + (y — yo)? = %, podemos
dizer que, no plano virtual, o circulo de centro (xp, yo) e raio r é o conjunto ¢ dado por

c={(xy) € R*|(x—x0)*+ (y—yo)* =r*}.
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1),

Figura 3.1: circulo “de verdade”

Podemos, é claro, construir um circulo geométrico a partir do circulo virtual definido
acima. Mais concretamente, suponhamos que o centro é dado pelas coordenadas
xo = 3, yo = 2 e que r=1; suponhamos também dado, no plano geométrico, um
sistema de coordenadas. Ao conjunto ¢ do plano virtual dado por ¢ = { (x,y) €
R?*| (x —3)?+ (y —2)?> = 1 } corresponde o conjunto dos pontos do plano geométrico
cujas coordenadas (x,y) satisfazem a equagéo (x — 3)? + (y —2)? = 1.

Observacao: Note que a equagio nos fornece um critério, um teste, para decidirmos se um

ponto do plano geométrico estd ou ndo no circulo: para cada ponto P do plano geométrico
devemos medir suas coordenadas x e y e substitui-las na equagdo; P estd no circulo se e s6 se a
igualdade é satisfeita. Imagine o que aconteceria se ndo tivéssemos qualquer experiéncia anterior
com circulos geométricos, ou simplesmente ndo soubéssemos que aquela equagdo corresponde
um circulo de raio 1 - provavelmente ficariamos testando as cegas os pontos mais disparatados
e levariamos muito tempo antes de consegquirmos uma figura parecida com um circulo “de
verdade”.

Passemos agora as retas. Reta é usualmente considerado um conceito primitivo em
Geometria Sintética, ndo podemos, ao contrdrio do que fizemos com os circulos,
partir da definicdo. Tentemos outra estratégia: vamos desenhar uma reta em um
plano dotado de um sistema de coordenadas e ver que relacdo conseguimos entre as
coordenadas de seus pontos.

Fixemos como caso padrao o da reta r passando por dois pontos dados P; e P, digamos
P =(1,2), P, = (4,1). Se P = (x,y) é um ponto de r a esquerda de P, temos, por
semelhanca de tridangulos,

y-2 2-1 1
1-x 4-1 %

ou, multiplicando em cruz,
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Figura 3.2:

Exercicio 3.1 Verifique que se P estd a direita de P, ou entre Py e P> a mesma relagdo é vdlida.

Os pontos (virtuais) de nossa reta (virtual) devem, portanto, satisfazer a equacdo
x + 3y — 7 = 0. Isto quer dizer que r é o subconjunto do plano virtual dado por

r={(xy)|x+3y—7=0}

Observe que podemos repetir o raciocinio para o caso geral em que P; = (x1,y1), P, =
(x2,12), x1 # xp. Obteremos entdo, se P = (x,y) é um ponto da reta (virtual):

Y=y _ Y2—u
X — X1 Xy —x1

o que nos fornece uma equagao do tipo ax 4+ by + ¢ = 0.
Exercicio 3.2 Verifique isso (note que a = (y2 —y1), b = (x1 — x2), ¢ = (X241 — y2x1)).

Nao custa nada observar que a semelhanga de tridngulos em que baseamos nossas
deducdes fica comprometida se a reta r é vertical ou horizontal.

Note que se o ponto (/,0) é a intersecdo de uma reta vertical * com o eixo dos x,
entdo um ponto (x,y) do plano estd em r se, e sO se, x = h, 0 que corresponde a
uma equacgao do tipo ax +by+c =0,coma =1, b =0, c = —h. Da mesma forma,
uma reta horizontal passando por (0,k) terd equagdo da forma ax + by +c = 0, com
a=0,b=1,c=—k.

Assim, toda reta do plano virtual é um conjunto r da forma
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U1

Y2

Figura 3.3:

r={(xy) € R*|ax+by+c=0},

com a, b e c fixos.

Exercicio 3.3 E a reciproca? E verdade que a todo subconjunto r do plano virtual definido por uma
equagio (em x e y) do tipo ax + by + ¢ = 0 corresponde uma reta no plano geométrico?

Pelo que acabamos de ver, aos objetos geométricos reta e circulo correspondem objetos
virtuais reta e circulo. As retas virtuais sdo subconjuntos de R? (que é o nome técnico
do plano virtual) dados por equagdes do tipo ax + by + ¢ = 0. Os circulos virtuais sdo
subconjuntos de R? dados por equagdes do tipo (x — x9)? + (y — yo)? = r?. Também
vimos que ndo existe propriamente a equagio do circulo: as equagdes

(x = x0)* + (y — yo)* = 1*

V-2 + (-2 =1

definem o mesmo circulo. Néo é dificil ver que a mesma observagédo vale para retas: as
equagdes x +3y —7 =0, —2x — 6y + 14 = 0 e mx + 3ty — 77 = 0 definem a mesma
reta.

Poder-se-ia objetar que essas trés tltimas equagdes sdo todas do tipo ax + by +c¢ =0,
o que é diferente do caso do circulo. Vejamos entdo o seguinte.
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A equacdo x + 3y — 7 = 0 corresponde a reta r passando por P, = (1,2) e P, = (4,1),
que vem também a ser a mediatriz do segmento de reta de extremidades A = (2,0) e
B = (3,3). Usando a defini¢do de mediatriz temos que P = (x,y) estd em r se e s6 se a
distancia de P a A é igual a de P a B, o que nos fornece a seguinte equagdo para r:

(x=22 432 = \/(x=3)2+ (y - 32
Exercicio 3.4 Mostre que a equagio acima é equivalente a x + 3y — 7 = 0.

Exercicio 3.5 Determine uma equacdo para a reta que passa pelo ponto (1,2) e é normal a de equagio
x+3y—7=0.
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Capitulo 4

Curvas e equacgOes. Lugares geométricos

@ Algebra e Geometria

A licdo a extrair do capitulo anterior ndo se restringe a retas e circulos: outras curvas
do plano geométrico devem poder ser “traduzidas ” para o plano virtual por meio de
uma equagdo. Tomemos um novo exemplo. Considere no plano geométrico um ponto
F e uma reta d. Seja p o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de F e
de d (isto é, o ponto P estd em p se e sO se a distancia de P a F éigual a de P a reta d) 1

2cm

P1 P2

2cm

Figura 4.1:
Procuremos traduzir algebricamente a propriedade que define p. Suponhamos que a

reta d coincide com o eixo horizontal e que o ponto F esta sobre o eixo vertical, digamos
F = (0,y0), comyy # 0. Se P = (x,y) é um ponto do plano, entdo sua distancia a F é

\/x2 + (Y —v0)*

Sua distancia a reta d serd dada pelo valor absoluto de y. Assim, P pertence a p se e s6
se P satisfaz a equacdo

[y |= /22 + (v~ yo)2

1p é uma curva bastante famosa, conhecida pelo nome de parébola

15


https://youtu.be/jG5KpVjjWuU?si=NEXVwcpAeH2fNsW6
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Exercicio 4.1 Mostre que a equagdo acima é equivalente a y = %yo (x% +y3).

H4 uma constatacdo impressionante a ser feita. A equagdo para p foi obtida
diretamente de sua defini¢do; ndo foi preciso desenhar p ou ter qualquer conhecimento
geométrico anterior sobre pardbolas para obté-la. Poderiamos repetir esse processo
para uma outra curva qualquer, definida arbitrariamente. S6 precisamos de uma boa
“traducgdo algébrica” para a definigdo.

A idéia é animadora, vamos experimentar um exemplo um pouco mais esquisito. Seja
c a curva definida da seguinte forma: o ponto P estd em c se e s6 se sua distancia ao
ponto Py de coordenadas (4,5) é igual a duas vezes o quadrado de sua distancia ao
eixo dos x mais trés vezes a quarta poténcia de sua distancia ao eixo dos y.

Fo

||
lyl

Figura 4.2:

Isto nos d4, se P = (x,v),

JE—42 @ —52 = 2]y 2+3] x|
Exercicio 4.2 Mostre que a equagio acima é equivalente a

9x8 + 12x*y? +4y* — x% — y? + 8x + 10y — 41 = 0.

Deu certo! Mesmo sem termos a menor idéia de como seja a curva c (isto é, sem
termos jamais visto seu desenho) somos capazes de obter uma equagdo para sua
correspondente no plano virtual. Assim, a introdugao de sistemas de coordenadas nos
dé acesso a territérios geométricos jamais visitados pelos companheiros de Euclides.
Podemos ir mais além, invertendo o processo. Se até agora nos limitamos a traduzir
algebricamente objetos previamente definidos no plano geométrico, por que ndo fazer
o contrdrio? Por que ndo partir da equagao?

Mais concretamente, considere a equacdo

v =1
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Sejac = { (x,y) € R* | y*+ x> = 1 }. Ora, c é um subconjunto do plano virtual,
ao qual corresponde, uma vez fixado um sistema de coordenadas, um subconjunto do
plano geométrico. Este conjunto é precisamente o lugar geométrico dos pontos do
plano tais que a soma da quarta poténcia de suas coordenadas y com o quadrado de
suas coordenadas x é igual a 1.

O exemplo acima nos mostra como proceder para criar curvas no plano geométrico
a partir de equagdes. Como ja vimos que uma mesma curva tem diversas equagdes
(infinitas, na verdade), como saber se duas equagdes definem a mesma curva? O que
temos ndo é um critério pratico, mas uma simples observacdo: duas equagdes definem
a mesma curva se e sO se o conjunto dos pares ordenados que satisfazem a primeira é
igual ao conjunto dos que satisfazem a segunda; ora, esta é precisamente a defini¢do de
equivaléncia algébrica entre equagdes. Assim, duas equacdes definem a mesma curva
se e somente se sdo algebricamente equivalentes.

Exercicio 4.3 Como é a curva definida pela equagio log(x + 3y — 6) = 0?

Passemos agora a uma questdo mais delicada. Andamos insinuando, de forma
algo leviana, que toda equa¢do em x e y define uma curva no plano (por meio da
correspondéncia entre o plano virtual e o plano geométrico introduzida no capitulo 1).
Uma anélise rigorosa da questdo pode ser (e é) feita no ambito do Calculo Diferencial.
Podemos porém dar uma indicacdo das razdes por que, em geral (mas nem sempre -
pense em x2 + y2 = 0), isto acontece.

Figura 4.3:

Tomemos como exemplo nossa curva ¢ dada pela equagéo y* + x> = 1. Para estudar a
questdo pensemos que nossos pontos vivem em um plano horizontal situado em um
espago tridimensional. Fixado um sistema de coordenadas no plano, consideremos
um terceiro eixo, vertical (das coordenadas z), passando pela origem. No lugar de nos
restringirmos a equagio y* + x> = 1, consideremos a funcio
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z=yt+ 2%
Isto significa que estamos “levantando” os pontos de coordenadas (x, y) e marcando,
no espaco, os pontos (x, y,z), para os quais a "altura"z é dada por z = y* + x2. Obtemos
assim uma superficie. Os pontos da curva y* + x> = 1 sdo aqueles para os quais a altura
z é 1 e correspondem, na superficie, a interse¢do com o plano horizontal de altura 1 (c
é dita uma curva de nivel).

Exercicio 4.4 Note que, mesmo partindo de equagdes polinomiais simples, a "curva” nem sempre
é, de fato, uma curva (veja y* + x> = 0), ou corresponde a um objeto geométrico palpdvel (veja
y* + x2 = —1). Podemos, também, obter "curvas bicudas” (y*> — x> = 0), ou com autointersegdes
(> — (x2 = 1)2=0).



Capitulo 5

IntersecOes. Sistemas de equacoes

Revejo: @ Algebra e Geometria

Um procedimento fundamental em Geometria é a tomada de interse¢des entre curvas.
Nas construgdes geométricas cldssicas, as tnicas curvas obtidas diretamente sdo as
retas e os circulos; as demais sdo desenhadas ligando pontos obtidos um a um. No
caso de curvas dadas por equagdes a coisa é um pouco pior: as equagdes nos fornecem
critérios para decidir se os pontos estdo ou ndo na curva, mas, para efeitos de desenho,
estes devem ser marcados um a um, mesmo quando se trata de uma reta ou de um
circulo.

Exercicio 5.1 Dé uma pensada sobre o pardgrafo acima.

No caso das intersecOes entre duas curvas, c1 e ¢, por outro lado, a situacdo é um tanto
diferente. Os métodos graficos cldssicos exigem que cheguemos a interse¢do por meio
de retas e circulos. Mas se a curva c; é dada por uma equagdo e a curva cp é dada por
outra equagdo, entdo os pontos de c; sdo os que satisfazem a primeira equacdo e os de
cp sdo os que satisfazem a segunda. Assim, a interse¢do entre ¢ e c; é o conjunto dos
pontos que satisfazem simultaneamente ambas as equagdes.

Vejamos o caso particular de duas retas, digamos 1, dada pela equagdo x +3y —7 = 0,
e 1y, dada por 2x —y — 1 = 0. A intersecdo de 1 e 1, é o ponto de coordenadas (x,y)
que satisfaz o sistema

x+3y—7=0
2x—y—1=0

Exercicio 5.2 Resolva o sistema acima.

Da mesma forma, se quisermos a interse¢do da reta de equacdo x +3y —7 = 0 com o
circulo de equacédo (x —2)% + (y — 2)? = 1, devemos resolver o sistema

x+3y—7=0
{ (x =22+ (y-2)?=1
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Exercicio 5.3 Resolva o sistema acima.

Consideremos, agora, a interse¢do de dois circulos, digamos ¢1, de equagao (x — 2)2 +
(y —2)? = 1, e cp, de equacdo (x — 3)? + y*> = 5. Agora ja temos um sisteminha um

pouco mais emocionante:
(x=3)2+y*=5
(x=2)*+(y—-2)7=1

Exercicio 5.4 Resolva o sistema acima. Sugestio: desenvolva as duas equagdes e em seguida subtraia
uma da outra, obtendo uma terceira equagio sem termos do segundo grau (a que corresponde essa nova
equacgio?); obtenha nessa iiltima o valor de y em fungdo de x e substitua na primeira.

Bom, ja deve estar claro que ao procedimento (grafico) de achar a intersecdo de duas
curvas no plano geométrico corresponde, no plano virtual, o procedimento (algébrico)
de calcular as solu¢des de um sistema de duas equagdes a duas incégnitas. O minimo
que se pode dizer é que ndo é evidente que o segundo seja mais facil do que o primeiro,
ou de que possa ajudar a simplificar a vida.



Capitulo 6

Geometria Analitica, Desenho
Geométrico e Computacao Grafica

O nascimento da Geometria Analitica costuma ser datado de 1637, ano da publicacdo
do livro A Geometria, de René Descartes. Descartes ndo se preocupa em explicitar
sistemas de coordenadas, nem descreve seus pontos por pares ordenados, como
fazemos hoje. Principalmente ndo se partia, nos primérdios da Geometria Analitica,
de um sistema de eixos preexistente - as coordenadas eram apenas grandezas x e
y a serem relacionadas e eram introduzidas a partir da figura que se considerava
(os eixos, em geral, sequer eram desenhados). O que caracteriza o trabalho de
Descartes e praticamente tudo que se fez a partir dai, é a intensiva utilizacdo de
equacdes para a descri¢do das curvas e tratamento das questdes geométricas. Com a
“algebrizacdo” proposta por Descartes e o desenvolvimento do Cdlculo Infinitesimal
por Isaac Newton e seus contemporaneos, poucas décadas depois, a Geometria pode
enfim tomar novos rumos, abordar novas questdes (ou dar novas formulagdes a velhas
questdes) e ir além dos conhecimentos herdados da Antiguidade Cléssica.

Nao é nosso proposito tratar aqui os avangos da Geometria nos tltimos trés séculos e
meio. O que queremos ressaltar é que, a partir da introdugdo da Geometria Analitica,
o desenvolvimento da Matematica deixa para trds a Geometria Sintética - régua e
compasso sdo trocados por coordenadas e equagdes (sem falar em outros instrumentos
poderosos, como derivada e integral). Para darmos uma idéia, ainda que pobre, da
situacdo, é como se o “plano geométrico” ao qual nos temos referido nos capitulos
anteriores fosse substituido pelo “plano virtual”(isto ¢, 0 espaco R?). A idéia de plano é,
hoje em dia, praticamente inseparavel de R?, uma curva é quase que automaticamente
associada a uma equagao.

Ao longo desses anos, enquanto os matemaéticos desbravavam novos espagos, novas
Geometrias, a Geometria Euclidiana ndo foi, como se poderia imaginar, recolhida aos
museus. Além de constitutir base indispensdvel para a constru¢do e compreensao
das porcdes mais avancadas da Matemdtica, manteve-se entrincheirada em um ramo
particular da atividade humana: a representacdo grafica. Desenho de Arquitetura e
de Engenharia, Desenho Industrial, Desenho Técnico em geral, permaneceram inex-
pugnaveis a Geometria Analitica. Suas ferramentas continuaram sendo o velho e bom
Desenho Geométrico e sua versdo mais moderna, a Geometria Descritiva, que trabalha
com coordenadas mas ndo com equagdes. A razdo é simples: os métodos analiticos sdo
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poderosos para a compreensao de propriedades geométricas, as equagdes sdo eficazes
na descricdo das curvas e das superficies, mas ndo trouxeram consigo instrumentos
mais efetivos de desenho: os célculos sdo demorados e a conversdo das equacdes em
curvas se faz ponto a ponto. Régua e compasso permaneceram insubstituiveis sempre
que se tratou de dar visibilidade as idéias geométricas, e as figuras possiveis, em
condi¢des normais de tempo e esforgo, estiveram sempre limitadas ao alcance destas
ferramentas.

Os avangos da Matematica e da Fisica a partir do mesmo século XVII em que veio a luz
a Geometria Analitica vdo abrir caminho para o surgimento, no século XX, do elemento
que faltava. Veloz nos célculos e na conversdo de coordenadas em pontos luminosos,
o computador é, entre outras coisas, mdquina de desenhar. Engenhoca essencialmente
algébrica, desprovida de visdo e de tato, é no entanto capaz de armazenar em sua
memoria uma “realidade virtual”, feita de coordenadas, na qual as formas de nosso
mundo sdo subconjuntos do espago R3, curvas e superficies sio equagdes. Sua
Geometria é a Geometria Analitica.

A utilizagdo do computador como “mdquina geométrica” exige o uso de Geometria
Analitica tanto quando lhe comunicamos os dados e as instrugdes sobre os
procedimentos que desejamos ver cumpridos, como quando queremos receber os
resultados obtidos. A tela do monitor é constituida de pequenos pontos luminosos
(chamados pixels), que podem ser localizados por meio de coordenadas.

Figura 6.1:

Embora o nimero de pixels seja finito (milhdes, nos monitores de alta defini¢do atuais,
com alguns milhares em cada linha horizontal ou vertical), é, ainda assim, suficiente
para dar a sensagdo de continuidade. Para simplificar as coisas, vamos deixar de
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considerar este aspecto da situagdo, trabalhando como se o niimero de pixels fosse
infinito, em bije¢do com os pontos da por¢do do plano representada na tela. O essencial
é a compreensdo de que, para que o computador marque um determinado ponto
na tela, precisamos dizer-lhe onde este se localiza, o que é feito informando suas
coordenadas. Mais, o computador ndo visualiza, como nés podemos fazer de olhos
fechados, as imagens dos objetos com que trabalha: os pontos, em sua meméoria, sio 0s
pares ordenados.!

le 0s objetos geométricos sdo arquivos em que estio armazenados os pontos que os constituem,
estruturas de dados abstratas ou algoritmos que permitam gerar esses pontos
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Capitulo 7

Vetores

& Vetores
& Coordenadas e Vetores

No capitulo anterior andamos usando e abusando de flechinhas. Estdvamos tentando
preparar o espirito do leitor para uma nova entidade: os vetores, que vao surgir dois
séculos depois de Descartes e Fermat 1.

<y
<y
ey

g}
<y

Figura 7.1:

7.1 Flechinhas

!Como geralmente ocorre no processo histérico, diversos matemadticos contribuiram para a
construgdo do conceito de vetor, que vai, no século XX, tomar amplitude bem maior do que a que lhe
daremos aqui. Nossas flechinhas podem ser vistas como um subproduto dos quatérnions, criados em
1843 pelo irlandés William Rowan Hamilton

25
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De maneira informal, um vetor é uma flechinha que pode ser fixada em qualquer
ponto do plano, por simples translacdo. O vetor correspondente a flecha que liga o
H

ponto A ao ponto B, apontando de A para B, é usualmente designado por AB. Na
figura anterior, todas as flechinhas designadas por @ representam o mesmo vetor. Ja
a flechinha designada por i/, embora do mesmo tamanho (e, poderfamos quase dizer,
igualzinha), representa outro vetor, distinto de 7. 2

7.2 Norma

O comprimento de um vetor 7 é chamado de norma de 7 e é notado por |7|. Um vetor
de norma 1 é dito unitario.

7.3 Produto por escalar

Figura 7.2:
Vetores podem ser multiplicados por nimeros *: se t é um ntimero real e ¥ é um
vetor, entdo tU é o vetor que se obtém esticando (ou comprimindo) 7 de forma que
seu comprimento fique multiplicado por ¢ (se t é negativo, entdo, além disso, trocamos
a orientagao de 7, isto é, t7 aponta no sentido contrario ao de 7).

—
Exercicio 7.1 Seja @ o vetor OP, sendo O a origem do sistema de coordenadas e P o ponto de coordenadas

—
(a,b). Pense até chegar a conclusio de que t7 é o vetor OQ, sendo Q o ponto de coordenadas (ta, tb).
Nido prossiga enquanto ndo conseguir.

—

Exercicio 7.2 Conclua que se U =OP, entio a reta passando pela origem e por P é o conjunto dos pontos
e

Q tais que o vetor ii=0Q é da forma tv para algum niimero real t.

Exercicio 7.3 Seja U um vetor. Mostre que |t0| = |t||F] Vt € R.

2Para nao dizerem que nio definimos corretamente o conceito de vetor, aqui vai: considere o conjunto
de pares ordenados (A, B) de pontos do plano (ou mesmo do espago), o que equivale a considerar
segmentos orientados AB; diremos que (A, B) é equivalente a (C,D) se os segmentos AB e CD tém
0 mesmo comprimento, sdo paralelos e se também sdo paralelos e tém o mesmo comprimento os

— —
segmentos AC e BD (note que assim as flechas AB e CD representam de fato o mesmo vetor); um vetor
é uma classe de equivaléncia definida por essa relagdo (isto é, um vetor é um conjunto de segmentos
orientados equivalentes).

3Neste contexto, também chamados escalares
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7.4 Soma de vetores

Vetores também podem ser somados. A soma i/ + ¥ é ilustrada no paralelogramo
abaixo (note que a congruéncia entre os tridngulos garante a comutatividade da

operacao).

u

Figura 7.3:

Exercicio 7.4 Desenhe e pense até concluir que se O é a origem, P é o ponto de coordenadas (a,b), Q o
— — —
de coordenadas (c,d), ii=OP e 1=0Q), entio ii+7=0R, onde R é o ponto de coordenadas (a +c, b+ d).

Nado prossiga enquanto ndo conseguir.

Do e e it
p () G
bl
U+
u
Al S Q
0 a C a-+c
Figura 7.4:

Usando coordenadas, ou simplesmente olhando para a figura a seguir, conclua que a
adigao de vetores é uma operagdo associativa, isto é: para quaisquer vetores ii, ¥ e @,
é verdade que (il +7) + W = il + (T + ).
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Figura 7.5:

Convenga-se, também, de que valem as seguintes propriedades, quaisquer que sejam
os escalares s e t e quaisquer que sejam os vetores if e T.:

s(ti) = (st)ii;

t(il +T) = til + 17

~—

Figura 7.6:

Exercicio 7.5 Considere a reta r que passa pelo ponto Py e é paralela ao vetor 4. Se A é um ponto
qualquer do plano, seja 1y = APy. Entenda que o ponto P do plano estd em r se e somente se o vetor
1ii=AP é da forma 1y + tU para algum escalar t.
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Figura 7.7:

Exercicio 7.6 Sejam il e U dois vetores. Mostre que |ii + U| < |ii| + ||

Figura 7.8:

7.5 Somando vetores a pontos

Podemos, ainda, definir uma operac¢do "bastarda", somando o vetor ¥ ao ponto P.

% N
Neste caso, P + 7 é um novo ponto, Q, definido por: P+ 7 = Q se PQ= . As vezes
dizemos que o ponto Q é obtido aplicando o vetor 7 ao ponto P.

Q=P+7

)
P

Figura 7.9:
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Observe que essa operagdo também é associativa: para qualquer ponto P e quaisquer
vetores il e U, vale (P + if) + 7 = P + (il + ).

Figura 7.10:

7.6 Vetores e parametrizacoes

Consideremos o seguinte desafio: dados dois pontos P; e P, parametrizar o sagmento
PP, de forma que partamos de P; no tempo t = 0 e cheguemos a P, no tempo t = 1.

P+t 3]
/
7= PP
Figura 7.11:

Vamos trabalhar de forma intrinseca, isto é, sem fazer uso de coordenadas. Seja 7 o
vetor P, P,, de forma que podemos escrever P;+7=P,. Se considerarmos os vetores {7,
com 0 < t <1, teremos os pontos do segmento P; P, dados por P;+t7.

E claro entdo que o ponto Pj+t7 percorre o segmento P;P, quando t varia de 0 a 1,
comecando em P; e terminando em P;.

Exercicio 7.7 E se quisermos partir de P; no tempo t = t1 e chegar a P, no tempo t = t5?
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O mistério da Santissima Trindade

& O Mistério da Santissima Trindade
& Pontos, Vetores e Pares Ordenados

8.1 Vetores e coordenadas

Vejamos agora uma versao vetorial do que fizemos no capitulo 1, com a introdugédo de
sistemas de coordenadas. Comecemos com as coordenadas canonicas.

y Teq P
opP .
ye2
i \
€1
Ol & x
Figura 8.1:

Sejam €] o vetor unitdrio horizontal e é> o unitério vertical . Se P = (x,y) é um ponto
—

do plano, o correspondente vetor posicdo OP pode ser expresso por

E—
OP= xey + yé;.

—

(dizemos que OP esta expresso como combinacao linear de ¢ e ¢3). Assim, expressar

o ponto P por meio de suas coordenadas é essencialmente a mesma coisa que escrever
—

seu vetor posi¢cdo OP como combinagao linear de €] e é;.

IPor razdes histéricas, também conhecidos como i e j- Nos quatérnions de Hamilton, i é o mesmo
dos complexos; j e k foram concebidos como novos ntimeros, com o propdsito de ir além do conjunto
dos complexos
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Vamos, mais a frente, examinar com um pouco mais de cuidado esse processo em que
um mesmo par ordenado pode fornecer coordenadas de um ponto ou de um vetor,
conforme o caso. Mas vejamos, ainda, o caso de um sistema de coordenadas qualquer.

P

Yyva

Figura 8.2:

Tomemos os vetores ¥ e U, definidos da seguinte forma: 7 é o vetor posi¢do do ponto
que marca a unidade no primeiro eixo, 7 o correspondente no segundo eixo. Entao,

—
se o ponto P tem, nesse sistema, (x, y) por coordenadas, o vetor OP se expressa como
combinacdo linear de 7; e ¥, da seguinte forma:

— — —
OP= xv;1 + y0y.
—
Por extensdo, os nimeros x e y sdo chamados coordenadas do vetor OP na base

{31,502} %

Exercicio 8.1 Considere fixado um sistema canonico de coordenadas, por meio do qual vamos expressar
os dados do problema. Sejam vy = (2,—1), v = (1,3) e ¥ = (1,1). Escreva ¥ como combinagdo linear
de U1 e Uy. A resposta depende mesmo de ser candnico o sistema de coordenadas?

Exercicio 8.2 Sejam U1 e Uy como acima. Calcule as coordenadas (a11,az1) de €1 e (a1, ax) de é
na base {U1,7»}. Mostre que se o vetor T tem coordenadas (x1,x2) na base {€1,63} e (y1,Y2) na base
{¥1, 7>}, entdo:

Y1 = a11x1 + appx2
Y2 = ar1x1 + axpxy

ou, na forma matricial,

2Uma base (no plano) é qualquer par de vetores {iiy, il } tal que todo vetor i (do plano) se expressa
de forma tinica como combinacdo linear de ii] e ;. A base composta por €] e é; é dita a base candnica
do plano
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<]/1> _ (an 1112) <x1>
Y2 a1 ax x2 )

8.2 Pontos e vetores

Para melhor compreensao desta se¢do e da proxima, é conveniente que o leitor apague
de sua memoria tudo que sabe de sistemas de coordenadas e volte a pensar no plano
"puro", isto é, sem eixos ou coordenadas. Voltemos, pois, a Geometria Sintética, mas
sem eliminar o conceito de vetor.

OP

Figura 8.3:

Sabemos que a cada par ordenado de pontos, (A, B), podemos associar um tinico vetor,
—

usualmente denotado por AB. No entanto, a cada vetor i corresponde uma infinidade
H

de pares ordenados (A, B) de pontos, tais que il =AB. A coisa muda de figura, porém,
se fixarmos um ponto de origem, O, do qual partirdo as flechas que representam nossos
H

vetores: a cada vetor il corresponde um tnico ponto P tal que OP= ii; reciprocamente,
—

a cada ponto P corresponde um tinico vetor i tal que if =OP. Assim, estabelece-se uma
bijegdo entre os pontos e os vetores do plano. A chave que permite tal identificacdo é a
tixacdo de uma origem O.

8.3 Vetores e pares ordenados
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Fixemos no plano dois vetores, €] e &, linearmente independentes (isto significa: ndo
é possivel escrever € = tgp, nem €, = s€1, quaiquer que sejam os nimeros s e t).

Exercicio 8.3 Mostre que, se €] e €, sio linearmente independentes, entdo ag; + b, =0=a =b =
0. Mostre que vale a reciproca: se a linica maneira de obter agy 4 b€, = 0 € fazendoa = b = 0, entdo &
e € sdo linearmente independentes.

Figura 8.4:

Figura 8.5:

Seja agora ii um vetor qualquer do plano. Podemos colocar as flechinhas que
representam i, €; e €, partindo de um mesmo ponto. Tragando, pela ponta de i, retas
paralelas a €; e &, respectivamente, obtemos vetores 7, multiplo de &, e 7;, maltiplo
de €1, tais que

i =71+ 0o.

Note que esse procedimento determina perfeitamente ¥; e ¥, (isto é: ndo existe outro
par de vetores, W e Wy, respectivamente multiplos de €; e €, tais que i = W1 + Wy).
Mais interessante ainda, como podemos, para certos reais x; e xp, escrever v; = X1€1 €
Uy = x8€», fica determinado um dnico par ordenado (x1, x») de nimeros reais tal que

il = x1€1 + x28>.

Como, reciprocamente, dado um par ordenado (x1,x2) de nimeros reais, podemos
construir um tnico vetor i tal que i = x1€1 + x2€», 0 que acabamos de estabelecer é
uma bijecio entre o conjunto dos vetores do plano e o conjunto R? de pares ordenados
de ntimeros reais. Mais ainda, usando as propriedades algébricas da adigdo e da
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Figura 8.6:

Figura 8.7:

multiplicagdo por escalar de vetores, temos: se ii = x1€1 + x2€; e t é um ntimero real,
entao

ti = t(x1§1 + x2§2) = t(xlé'l) + t(xzé’z) = (txl)é'l + (tJCz)gz,'

—

se il = X181 + X2€x € U = Y1€1 + Y2€r, entdo
i+ 7= (x1€1 + x2€2) + (T = y1€1 + y282) = (x1 +y1)€1 + (X2 + y2)&n.

Isto significa que a bijegdo que acabamos de construir preserva as operagdes: o par
ordenado que corresponde ao vetor obtido pela multiplicagdo do vetor il pelo escalar
t é obtido multiplicando por t o par ordenado que corresponde a ii; o par ordenado

que corresponde ao vetor obtido pela soma de dois vetores é obtido somando os
correspondentes pares ordenados. Esquematicamente:

0 <+ (xl,xp_)
—

til (txl, tXZ)

(7 — (x1,x2)

7 (y1,y2)
U+7 «— (x1+y1,x+y2)
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Podemos, assim, dizer que o par de vetores €, e € é uma espécie de chave que
nos permite codificar cada vetor do plano como um par ordenado de niimeros reais,
preservando as operagdes. O termo erudito é base.

Defini¢do: Um par ordenado de vetores, (€1,¢;), é dito uma base para o conjunto de
vetores do plano se, para todo vetor i do plano, existe um tinico par ordenado (x1, x,)
em R? tal que

il = x1€1 + x2865.

Observacao: Nao vamos, aqui e agora, discutir duas questdes gravissimas: ndo seria
possivel, procedendo de forma anédloga, escolher adequadamente trés ou mais vetores
do plano e estabelecer uma bijecdo entre o espaco dos vetores do plano e R® ou
mesmo um outro R"? ser linearmente independentes €, de fato, condigdo necessaria e
suficiente para que €; e € constituam uma base para o conjunto de vetores do plano?

8.4 A Santissima Trindade

Se a fixacdo de uma origem O estabelece uma bijecdo entre o plano e o conjunto dos
vetores e a fixagdo de uma base (€,€,) estabelece uma bijecdo entre conjunto dos
vetores do plano e R?, entdo a fixagdo simultinea de uma origem O e de uma base
(21,€>) estabelece uma bijegdo entre o plano e R?.

Defini¢do: Um terno ordenado (O, €1, €>), sendo O um ponto do plano (denominado
origem) e (€1, €,) uma base para o conjunto dos vetores do plano, é dito um sistema de
coordenadas para o plano.

Neste momento, solene, é crucial observar que, se cada sistema de coordenadas
estabelece uma bijecdo entre o plano e R?, tal bijecdo é, de fato, mediada por duas
outras: a que a origem cria entre pontos e vetores e a que a base gera entre vetores e
pares ordenados. A introduc¢do de um sistema de coordenadas, portanto, leva a uma
identificacdo entre pontos, vetores e pares ordenados, que passam a constituir uma
espécie de realizacdo matemaética do mistério da Santissima Trindade.

vetores

/! h

pontos — pares ordenados

A aceitagdo do mistério da Santissima Trindade, aqui, ndo é uma questdo religiosa.
Como, em Geometria Analitica, trabalhamos sempre com coordenadas, é crucial ser
capaz de, ao lidar com pares ordenados, saber distinguir, apenas pelo contexto, se
estes representam pontos ou vetores, para que as ideias geométricas possam ser
adequadamente traduzidas algebricamente e para que as manipula¢des algébricas
possam ter sentido geométrico.
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Equacdes paramétricas

& Movimentos
@ Curvas parametrizadas 1

& Curvas parametrizadas 2

Consideremos o problema geral de desenhar curvas definidas por equacdes. Mais
especificamente, consideremos o circulo de equagio x*> +y> = 1. A primeira
dificuldade que vamos enfrentar é que a equagdo nos fornece apenas um teste para
decidirmos, para cada ponto (x, 1), se este pertence ou ndo a nossa curva. Ao contrario
do compasso, que nos indica, preciso e decidido, apenas os pontos que interessam, a
equagdo acima nos obriga a sairmos testando todos e cada um dos pontos do plano,
escolhendo os que servem e deixando de lado os que néo satisfazem a equacdo .

Na realidade podemos manipular a equacdo x> + y?> = 1, obtendo

yzzl_le

ou seja,

y=+v1-—x2

Assim, fazendo variar x de -1 a +1, obtemos, para cada x, um par de coordenadas y
correspondentes. Na pratica, teremos que estabelecer um ntimero finito de pontos a
serem calculados e marcados 2.

E natural que fagamos variar x a intervalos regularmente espacados. Uma primeira
aproximacao pode ser feita, por exemplo, com os valores

3 1 1 0 113
4 2 4424
Note que, embora os valores de x estejam regularmente espacados, o mesmo nédo
acontece com os pontos do circulo obtidos a partir deles.

x=-1, — , 1.

!Note que essa ideia ndo é de todo absurda, no caso de estarmos desenhando na tela de um
computador, ja que o niimero de pontos na tela é finito e a mdquina, veloz

2Se estamos desenhando um circulo na tela do computador, ¢ inttil que este ntimero seja superior ao
numero de pixels na horizontal entre os pontos (—1,0) e (1,0)
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https://www.youtube.com/watch?v=LIv2Hh5yCu8&list=PLsVKfJEcnnr0glXB0f4Nw2sjHA36_hrOs&index=4&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=-o3DO_4Nf_Y&list=PLsVKfJEcnnr0glXB0f4Nw2sjHA36_hrOs&index=5&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=uILUZ5HSe2I&list=PLsVKfJEcnnr0glXB0f4Nw2sjHA36_hrOs&index=6&t=0s
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il B
|~

Figura 9.1:

Exercicio 9.1 Reflita a respeito antes de prosseguir a leitura. Qual o comprimento do arco que vai do
ponto (1,0) ao ponto (3, @)? Qual o do arco que vai de (3, @) até (0,1)? Encontre nove novos valores
de x de forma a obter sobre o circulo pontos reqularmente espagados.

Um pouco de reflexdo nos leva a concluir que pontos regularmente espagados sobre o
circulo podem ser obtidos mais facilmente se trocarmos de pardmetro, usando o dngulo
6 naturalmente associado a cada ponto no lugar de sua coordenada x. Chamando de 6
o angulo ? correspondente ao arco que vai de (1,0) ao ponto considerado (no sentido
trigonométrico), as coordenadas correspondentes serdo

(x(0),y(0)) = (cosb, senb).

Como estdvamos trabalhando com um total de dezesseis pontos do circulo, devemos
variar 6 de 0 a 277, a intervalos de tamanho %:

5 3t 771 9t 5m 117 37 137w 7m 157

0—0 momw 3nm 7 -
874787287 47877 87 47 872 87 47 8"

E claro que podemos alterar o ntimero de pontos: se queremos n pontos, basta criar

o= 27” e fazer variar 6 de « em &, comecando em 6 = 0 e terminandoem 6 = (n — 1) 27”

Exercicio 9.2 Reflita a respeito.

O fato é que temos aqui uma grande novidade: estamos ndo mais fornecendo um
critério para se testar quais pontos (x,y) estdo sobre o circulo e quais estdo fora dele,
mas, com a introdugdo de um parametro novo (o angulo ), indicando uma férmula
(precisa e decidida como um compasso) para a obtenc¢ao direta de pontos do circulo. O

3Procuraremos sempre trabalhar com angulos em radianos, que simplificam o calculo de derivadas -
estas vdo nos interessar, pelo menos, por nos facilitarem a determinagdo das tangentes as curvas
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Figura 9.2:

que criamos é uma fung¢do que a cada valor do pardmetro 6 associa um par ordenado
(x(0),y(0)), dado pelas equagbes paramétricas

{ x(6) = cosb
y(0) = senf

As equagdes parameétricas nos fornecem ndo sé a curva, mas um modo de percorré-la.
Quando 6 varia de 0 a 271, 0 ponto correspondente (x(0),y(6)) percorre o circulo, no
sentido trigonométrico, a partir do ponto (1,0).

Se quisermos o circulo de raio r, de equagao

basta que facamos

Exercicio 9.3 Note que se trocarmos as equagoes para

x(0) = senf
{ y(0) = cosb

nosso circulo serd percorrido no sentido hordrio a partir do ponto (0,1).

Exercicio 9.4 Suponha que o ponto de coordenadas (x(t),y(t)) representa a extremidade mdvel do
ponteiro dos segundos de um relégio (suponha que o comprimento do ponteiro é 5). Se a origem do sistema
de coordenadas estd no centro do relégio, encontre as equagdes paramétricas x(t) e y(t). Faca o mesmo
para o ponteiro dos minutos (também de comprimento 5) e para o das horas (suposto de comprimento 3).
Nos trés casos o pardmetro t é o tempo (medido em sequndos e a partir de 00 : 00).
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Examinemos as idéias que acabamos de desenvolver de um ponto de vista mais geral.
O que estamos fazendo é, de certa forma, olhar para uma curva ndo mais como um
conjunto mas como a trajetéria de uma particula. Algo assim como acompanhar o
movimento da ponta de um ldpis que esteja tracando nossa curva. O tracado se faz
durante um certo intervalo de tempo, comecando, digamos, em t = t; e terminando
em f = t;. Em cada instante t do intervalo [to, f1] a ponta do l4pis estd sobre um ponto
P(t) da curva, sendo as coordenadas de P(t) dadas por (x(t),y(f)). As expressdes de
x(t) e y(t) sdo chamadas de equagdes paramétricas da curva (t é o parimetro). No
caso do ponteiro das horas do exercicio acima, as expressdes de x(t) e y(t) sdo dadas

por

x(t) = 3senb(t)
{ y(t) = 3cosO(t) '

onde 0(t) é o angulo varrido pelo ponteiro das horas no tempo f (expresso em
segundos). Portanto, visto que o ponteiro varre um angulo de 30° (0o mesmo que /6,
usando a convencdo ° = 71/180) em uma hora (3600 segundos), temos

T
0(t) = z=—=t,
(®) 21600
e, logo, as equagdes paramétricas sdo

{ x(t) = 3sen (gt
y(t) = 3cos(57a50t)

12
11 1
10 2
9 3
8 4
7 5
Figura 9.3:

Exercicio 9.5 Pense bem, refaca o exercicio. Tenha certeza de que nio vai se confundir com a situagio
em que a curva representa o grdfico de uma fungio (nesse caso x é considerado a varidvel e temos apenas
uma equagio, que expressa y como fungdo de x). Aqui a varidvel t é invisivel como o tempo, o que vemos
é o ponto que se move “a medida em que o tempo passa”.

Vejamos mais um exemplo. A espiral abaixo ndo pode, certamente, representar o
grafico de uma funcdo y = f(x). Mas podemos conceber que seja tracada a partir
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(m (t)a y(t))

.

N

Figura 9.4:

do instante ty = 0, comecando da origem. Em cada instante t > 0 teremos um ponto
da espiral, de coordenadas (x(f),y(t)).

Exercicio 9.6 Desenhe a curva (x(t),y(t)), t > 0, dada por

x(6) = tcost
{ y(0) = tsent

(note que é como se tentdssemos tragar um circulo cujo raio fosse aumentando).

Exercicio 9.7 Observe que o caso em que a curva representa o grdfico de uma fungio y = f(x) pode ser
visto sob o prisma das equagdes paramétricas, seja fazendo

{ x(t) =t
y(t) = f(t)

seja simplesmente considerando que, neste caso, o pardmetro é a propria varidvel x.

Exercicio 9.8 Note que uma curva ndo precisa ser percorrida a velocidade constante. Nada nos impede,
por exemplo, de mudar a parametrizagdo do circulo unitdrio dada anteriormente para

{ x(t) = cost?

y(t) = sent?

Neste caso, se comegarmos de t = 0, a primeira volta serd percorrida no intervalo [0, /27|, que é maior
do que o intervalo [\/271,2+/ 7|, correspondente i sequnda volta.

Exercicio 9.9 No exercicio anterior, para que valor tende o tempo decorrido entre a n-ésima e a n-ésima
primeira passagem de (x(t),y(t)) por (1,0), quando n tende a infinito?

Passemos agora ao caso da reta. Consideremos a reta passando pela origem e pelo
ponto (3,2).
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Figura 9.5:

Os pontos (x,y) da reta sdo tais que x e y sdo catetos de um tridngulo retangulo
semelhante ao de catetos 3 e 2. Vale, portanto,

Isto nos conduz a usar a razdo de semelhanca k como pardmetro e escrever:

x(k) = 3k
{ y(k) =2k

Exercicio 9.10 Observe que podemos ter x e y negativos, o que daria aos catetos correspondentes 0s
valores —x e —y, mas isso pode ser facilmente arranjado fazendo k negativo e mantendo as mesmas
equagdes obtidas acima.

Vejamos o que acontece se mudarmos o nome do parametro de k para ¢, t de tempo.
Fazendo variar t de —c0 a 400, nossa reta é totalmente percorrida, num certo sentido
e com uma certa velocidade: o sentido é da origem para o ponto (3,2) e a velocidade
é tal que a cada unidade de tempo percorremos distancia igual ao comprimento do
segmento que vai da origem ao ponto (3,2).

Exercicio 9.11 Note que podemos mudar a velocidade e o sentido do percurso: se (a,b) é um ponto da
reta (outro que a origem), podemos tomar como equagdes paramétricas:

x(t) = at
{ y(t) = bt

Verifique que , neste caso, o sentido é o mesmo se a e b forem positivos e muda se forem negativos. A
velocidade é dada pela distancia de (a,b) a origem (v/a? + b2 por unidade de tempo).
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t=2
4
t=1
2
-3
3 6
—2
t=-1
Figura 9.6:
a
b
Figura 9.7:

Exercicio 9.12 Note que qualquer reta passando pela origem pode ser parametrizada da mesma forma:
escolhemos um ponto (a,b) outro que a origem e fazemos

x(t) = at

y(t) = bt
Note que o sentido de percurso é sempre da origem para (a,b) e que a velocidade é dada pelo comprimento
vV a? + b2. Pense nisto cuidadosamente, examine diversos casos.

Vejamos agora o que acontece quando a reta considerada ndo passa pela origem.
Tentemos aproveitar o que ja foi feito, considerando uma reta paralela a que passa
pela origem e por (3,2). Suponhamos que nossa reta passa por um ponto conhecido,
digamos (1,2).

Podemos entdo operar um deslocamento paralelo de todos os pontos da reta que passa
pela origem de forma a obtermos a reta desejada (isto é fazemos uma transla¢dao). Em
termos de coordenadas isso se faz somando sempre os mesmos valores as coordenadas
(3t,2t) do ponto original:
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x(t) =3t+1
{ y(t) =2t+2

(3t +1,2t +2)

2 (3t,2t)

Figura 9.8:
Ora, este é um procedimento geral: se queremos uma reta que passa pelo ponto (c,d)

e é paralela a que passa pela origem e por (a,b), basta operarmos um deslocamento
andlogo

(at + ¢, bt + d)

T

(at, bt)

Figura 9.9:
e obteremos

x(t) =at+c
{ y(t) =bt+d

Exercicio 9.13 Entenda isto direitinho.

Vejamos o que acontece quando a reta é dada por dois pontos, digamos (1,2) e (3,4).
Note que se tomarmos uma paralela passando pela origem, esta incluird o ponto de
coordenadas (3 — 1,4 —2) = (2,2). A reta passando por (2,2) e pela origem sera
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Figura 9.10:

x(t) =2t
{ y(t) =2t

e a reta desejada pode ser obtida deslocando-se a origem até o ponto (1,2) (e todos os
demais pontos de forma paralela):

{ x(t) =2t+1
y(t) =2t+2

Note que mais uma vez temos um procedimento geral: se a reta passa por (a1, b;) e
(a2, by), podemos escrevé-la na forma paramétrica por

{ x(t) = (ap —ay)t + @
y(t) = (ba — b))t + by

ba

b1

aj as

Figura 9.11:
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Exercicio 9.14 Escolha dois pontos e ache equagdes paramétricas para a reta passando por eles.

Exercicio 9.15 Determine equages paramétricas para a reta que passa por (1, —3) e é normal a reta
que passa pela origem e por (2,1).
Solugéo:

-3

Figura 9.12:

A reta passando pela origem e normal a que passa por (2,1) passara pelo ponto (—1,2)
(veja a semelhanga de tridngulos na figura). Pode, portanto, ser parametrizada por

x(t) = -1t = —t
y(t) =2t '

A reta que queremos é a paralela a esta ultima passando por (1,-3), que

parametrizamos por

x(f) =—t+1
{ﬂﬂ=%—3

SITES: Existem sites interessantes mostrando variadas curvas. Um (francés) muito
bom é
http://www.mathcurve.com/

Outro (italiano), com méaquinas que geram curvas:
http://archivioweb.unimore.it/theatrum/inizio.htm


http://www.mathcurve.com/
http://archivioweb.unimore.it/theatrum/inizio.htm

Capitulo 10

Curvas de Bézier

) Curvas de Bézier

Dados, no plano, os pontos A,,..., A, (n é um inteiro, com n > 0), vamos definir,
recursivamente, a curva de Bézier associada a Ay, ..., A,. Nossa curva, que notaremos
por ¢, é parametrizada: ¢ : [0,1] — R2. Sen = 0, ¢ é constante, dada por ¢(t) = Ao,
para todo t em [0,1]. Se n = 1, ¢ percorre o segmento de reta que vai de A, a Ay, isto é:

c(t)=(1—-t)A,+1tA, t€]0,1].

De maneira geral, usaremos a notac¢do B(A,, ..., A,) para designar a curva de Bézier
associada a A, ..., A, (chamaremos os pontos A,, ..., A, de pontos de controle). A
definicdo por recorréncia é: se B(A,, ..., Ay_1) = ¢ : [0,1] = R*>e B(Ay,..., A,) =
cg : [0,1] — R? sio, respectivamente, as curvas de Bézier associadas aos n
primeiros e aos n ultimos pontos, entdo a curva de Bézier associada a A,,..., A, é
B(A,, A1,...,Ay) = c:[0,1] — R?, dada por

c(t) = (1 —t)co(t) + tep (t).

Exercicio 10.1 Use a defini¢do para provar que, dados os pontos A,, A1, Az, A3, temos:

B(Ay, Ay, Ay) = (1 —1)2A, +2t(1 —t) Ay + 12 Ay; B(A,, A1, Az, Az) = (1—1)2 Ao+ 3t(1 — )2 Ay +3t2(1— 1)

Exercicio 10.2 Recorde a formula do Binémio de Newton:
- (n kyk
n __ n—
(a+b)" =) < ' )a b~.

k=0

Dos dois exercicios acima, temos razdes para especular que,

Proposicdo 10.3 : Dados os pontos A,,...,An, a correspondente curva de Bézier,
B(A,, ..., An) é dada por
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https://www.youtube.com/watch?v=P0pnMBjIq-s&list=PLsVKfJEcnnr0glXB0f4Nw2sjHA36_hrOs&index=8&t=0s
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B(Ao, ..., An)(t) = Z ( Z ) (1 — 1)k AL

k=0

Demonstragdao: Provemos por indugdo sobre n. O caso nn = 1 segue da defini¢do. Suponhamos,
agora, o resultado valido para um certo n e examinemos o caso 1 + 1. Da definigdo e da hipétese
de inducéo, temos

B(Aor-.., Avir) = (1— 1) Y ( " >tk(1—t)"—kAk+th": ( ! )tk(l_t)n_kAkH _
=0

k=0

_ Z < 7]’(1 > tk(l . t>n+1kak + Z < Z ) tk+1<1 _ t)n+1*(k+1)Ak+1 —
k=0

k=0
_ - n k(1 n+l-k ey n k(] ntl—k 4, _
=3 (f)ra-omace o (1) ) Ras
=0 k=1
_ (1 o t)nJrlA + i n + n tk(l . t)nJrlka + thrlA
- 0 k k—1 k il
k=1

Mas (faga a conta, ou prove por um argumento combinatério)
n n _( n+1
(1) ()= (")

n+1
n+1 _
B(Ao, ..., Aps1) = Y, ( ) )t’f(l—t)”“ kAy.

o que nos dé

Observacao: Trabalhamos, até agora, supondo que os pontos de controle sido fixos.

Evidentemente, podemos fazer com que variem, em fun¢do de um certo parametro
s, de forma a dar movimento a nossa curva (isto é, para cada s, desenhamos a
correspondente curva de Bézier, que se moverd com a variacdo de s em um certo
conjunto S. Mas podemos, também, permitir que os pontos de controle variem com
t, o proprio parametro da curva; evidentemente, t estara em [0,1]. Assim, podemos

supor que cada ponto de controle, A;(s, t), é dado por uma fungédo
A;:Sx[0,1] — RZ

Note que as defini¢des e a Proposi¢do acima permanecem inalteradas, se trocamos os
pontos de controle fixos, A;, por A;(s,t). Agora, porém, podemos enunciar com mais
simplicidade coisas do seguinte tipo: a curva de Bézier tendo por pontos de controle
Ao, ..., Ay é igual a que tem por pontos de controle B(A,, A1),...,B(A,-1,Axn), ou
seja:
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Lema 10.4 : Para quaisquer A,, ..., Ay (que podem ser pontos fixos ou fungdes de S x [0, 1]
em E), vale

B(A,,...,Ay) = B(B(Ay, A1), B(A1, A2),...,B(A,_1,Ay)).

Demonstra¢dao: Provemos por indugdo. Os casos n = 0 e n = 1 sdo apenas légica; paran = 2,
ainda estamos cobertos pela definicdo. Suponhamos, entdo, que o resultado vale para um certo
1n; provemos que vale para n + 1. Da defini¢do, vem

B(Ao, ..., Aps1) = (1= t)B(Ag,..., An) + tB(A1,..., Auss).

A hipétese de inducdo nos da, entéo,

B(Ao, ..., Aps1) = (1 — )B(B(A,, A1), ..., B(Ay_1,An)) + tB(B(A1, A2), ..., B(An, Ans1)).

Aplicando a férmula "do Bindmio de Newton", temos

n—1

B(Ao,..., Aps1) = (1—1) Y ( " ; 1 ) (1 — )" 1*B(Ax, Aggr) +
k=0

o n-1)\ n—1—k
+t Z k t (1 - t) B(Ak+1, Ak+2) —
k=0

= (1—1t)"B(A,, A1) + ni:l ( " ; 1 ) tk(l — t)n_kB(Ak, Ari1)+
k=1

n—1
_1 ne ;
+) ( Z_l )fk(l—t) *B(Ar, A)is1) + t"B(An, Api1) =
k=1

= I

~a-ny(

) (1 — )" *B(Ay, Axy1) = B(B(A,, A1), B(A1, A),...,B(An, Auyt)).
k=0

Proposicdo 10.5 : Para quaisquer A,,..., Ay, (que podem ser pontos fixos ou funcdes de
S x [0,1] em E) e qualquer k inteiro, n > k > 1, vale

B(Ao,...,An) = B(B(Ao, ..., Ar),B(A1, ..., Axi1),-- -, B(Au_k, An))-

Demonstragao: Vamos provar por indugdo sobre k. O Lema cuidou do caso k = 1.
Suponhamos agora o resultado provado para um certo k e tomemos n > k + 1. Temos, entdo,
pelo Lema,

B(A,,...,Ay) = B(B(A,, A1), B(A1,A2),...,B(A,_1,An)).

Usando a hipétese de indugao, segue

B(A,,..., Ay) = B(B(B(Ao, A1), ..., B(At, Aes1))s ) BB(Ap—k—1, Ant), ., B(An_1, An)).
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Voltando a aplicar o Lema, temos
B(Ao, ..., An) = B(B(Ay, ..., Ary1), B(A1, ..., Axs1), -+ B(Ay— (k1) An)),

0 que completa a prova. u



Capitulo 11

Transformacoes e animacoes

& Translacoes e Deformacoes
Consideremos agora uma outra possibilidade que o uso de coordenadas nos oferece:
transformar figuras no plano em novas figuras. Para melhor visualiza¢do do processo,
vamos usar dois planos, colocados lado a lado. A esquerda ficarao as figuras originais,
cujas coordenadas notaremos por (x,y); a direita as transformadas, de coordenadas

(u,v).

Figura 11.1:

Podemos inventar transformagdes a nosso bel prazer, a idéia é simples: basta criarmos
duas férmulas que nos déem as coordenadas (u,v) em fungdo de (x,y). Se f1 e f, sdo
fungdes das varidveis x e y , fazemos:

{ u=fi(x,y)
v=falx,y)

E mais erudito juntar o par de fun¢des f1, f, em uma s6, escrevendo

(u,0) = f(x,y),

entendido que f(x,y) tem duas coordenadas, dadas por

f(x,y) = (filxy), fax,y))

51


https://www.youtube.com/watch?v=JfiFyLdC9_k&index=9&list=PLsVKfJEcnnr3-YDqneq6A6cHQw0Gxb031&t=0s
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Mais chique ainda é escrever

f: R — R
(xy) — (Alxy) falxy)’
que se lé:

é a funcio de R? em R? que associa ao par (x,y) o par (f1(x,v), f2(x,v)).
q p y)op y Y

Podemos chutar a vontade, por exemplo:

{uzsen(xy) {u:xz—yz {u=x+y {uzexcosy

v = cos(xy) v =2xy v=x—-Y v =eseny

Uma idéia, para comecar, é programarmos o computador para que desenhe, a partir de
cada férmula por nés fornecida, as imagens de diversas figuras (que podem ser dadas
por equagdes, escaneadas, ou mesmo criadas a méo livre). O desafio é termos algum
controle prévio sobre os resultados que nossas férmulas vdo produzir, a ponto de
podermos criar transformagdes que resultem em efeitos previamente definidos. Uma
aplicacdo interessante, a qual daremos algum destaque nos préximos capitulos, é o uso
de transformacgdes para gerar os quadros que compdem uma animagao.

Para darmos brevemente uma idéia de como utilizar transformacdes para gerar
animagdes, comecemos observando que uma animagdo é composta por uma sequéncia
de quadros (ou seja, de um conjunto de imagens que se sucedem na tela) e que criar a
animagao equivale a criar os quadros que a compdem. Uma sequéncia (da animagéo)
representa a evolucdo no tempo de um certo namero de objetos a partir de uma posi¢ao
inicial.

f/t> fi(z,y)

(z,9)

Figura 11.2:

Ora, podemos conceber que uma sequéncia possa ser construida obtendo-se cada um
de seus quadros a partir do primeiro através de uma transformacgdo. Assim, se nossa
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sequéncia descreve a trajetéria de uma bola, podemos criar antes de tudo o quadro
inicial, que nos descreve a situacdo no tempo t=0. Digamos que nossa bola seja descrita
por um circulo de raio 1 e centro na origem. Se ndo houver deformacdes durante a
trajetdria, basta-nos dizer para gerar cada quadro da sequéncia, onde estara o centro do
circulo em cada instante; se houver deformacdes, teremos que, a cada instante, fornecer
a transformagdo que leva o circulo original em uma nova curva que represente, naquele
instante, o contorno de nossa “bola”(agora ndo tao redonda).

De qualquer forma, o processo consiste em fornecer, a cada instante f, a transformagéo
fi(x,y) que leve cada ponto (x,y) do quadro inicial (¢ = 0) no correspondente ponto
fi(x,y) do quadro que retrata a situagdo no instante ¢.

Exercicio 11.1 Pegue um computador e brinque com as férmulas acima e/fou com suas proprias
férmulas.
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Capitulo 11: Transformagdes e animagées



Capitulo 12

TranslacOes

As transformacdes mais simples (a0 menos para quem conhece vetores) sdo as
translacoes: fixa-se um vetor W, que define a translagdo, e leva-se cada ponto P no

ponto P’ tal que PP'=.

, T

Figura 12.1:

Em termos de coordenadas, se w=(a,b), nossa transformagédo levara o ponto (x,y) no
ponto (x +a,y +b).

12.1 Movimento retilineo uniforme

Vejamos agora algo mais emocionante: animagdo. Como fazer o ponto P se mover até o
ponto P’ de forma que possamos ver seu deslocamento? Como no cinema, precisamos
de uma sucessdo de imagens de um ponto (ponto, aqui, quer dizer marquinha de tinta,
algo visivel) ocupando as posi¢des intermedidrias entre P e P’. O cinema costuma
utilizar 24 imagens por segundo; se o tempo do percurso de P a P’ é de n segundos,
precisaremos de 24n imagens (24n + 1, contando com P). Suporemos que o movimento
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se d4 em linha reta, com velocidade constante, isto é: que o movimento é retilineo e
uniforme.

Para mais simplicidade no raciocinio, comecemos observando que cada uma de nossas
imagens retratard um ponto do segmento PP’. Se N é o numero total de intervalos entre
os pontos que queremos, podemos chamar nossos pontos de

P:POI Pl/ PZ/---/ PN—lI PN:P/

Figura 12.2:

—
O vetor PP; (i ¢ um dos numeros 1,2,3,...N) é como PP’, s6 que menorzinho (a menos
—

que i = N). Mais precisamente, seu comprimento é §; vezes o de PP’. Assim,

- i

PP = —
‘TN

Em termos de coordenadas, sendo PP’ = @ = (a,b), temos

PP,

- i ia ib
PP; = N(a,b) = (N’N)’
ou seja, escrevendo P; = P + PP 1, as coordenadas de P; serdo dadas por
(x+ ia + &)
N/]/ N ’
onde (x,y) representa o ponto P.

Conseguimos, assim, gerar todos os quadros necessdrios a nossa animacédo (cada um
deles pode agora ser transformado em um fotograma, como nos desenhos animados
do cinema, ou podemos lancé-los sucessivamente na tela do computador, criando
diretamente o efeito de animacdo). Cada quadro serd obtido marcando na tela o ponto

!Note que, ao somarmos o ponto P com o vetor PP,, ja estamos identificando livremente pontos e
vetores
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P; com as coordenadas obtidas acima. Podemos dizer que cada P; é obtido aplicando-se

a P a translacdo f;, com f; dada pela formula
i) = (x4 v+ )

1 7 y - N/ ]/ N .

Note que a férmula acima pode ser aplicada a outros pontos que ndo P. Assim,
se tivermos uma figura F (que é um conjunto de pontos do plano e, para efeitos
computacionais, é um arquivo com os pares ordenados correspondentes 2), podemos
aplicar a transformacdo f; aos pontos de F, gerando um quadro da animagdo que
translada F até F' = F + @. 3

Figura 12.3:

Podemos ainda fazer uma observacado interessante: no caso que estamos examinando,
basta uma transformacdo. De fato, a translagdo de P a P’ pode ser decomposta em
uma sucessdo de pequenas translagdes: de P a P;, de P; a P>, de P, a P53 e assim
sucessivamente, até chegarmos a P’. Como estamos supondo que o movimento
é uniforme, todas essas translagdes sdo iguais, j4 que em cada caso, o vetor de
deslocamento é

Basta-nos, entdo, a transformacéo f dada por

Floy) = (b oy + ).

Aplicando f aos pontos da figura F, obtemos a figura F;; aplicando f aos pontos de F;
obtemos F, e assim sucessivamente, até chegarmos a Fy = F’.*

2Nos HDs, pendrives ou quaisquer outros meios de armazenamento de dados, mesmo F sendo,
idealmente, um conjunto infinito, s6 podemos guardar uma quantidade finita de pontos. Essa
quantidade estd limitada superiormente pela capacidade de armazenamento do meio e pela velocidade
de processamento da maquina (jd que um ntimero muito grande pode levar a um tempo desmesurado
de execucdo). Por outro lado, temos que zelar para que o ntimero de pontos em nosso arquivo nao seja
pequeno a ponto de tornar a figura F irreconhecivel

3F + @ é o conjunto formado pelos pontos da forma P + @, com P em F

“Na realidade nao precisamos parar em Fy: enquanto estivermos iterando f, nossa figura estara
andando
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As duas seg¢des a seguir sdo meio chatas. Uma forma de tomar coragem para 1é-las é
dar primeiro uma olhada na se¢do Resumindo e Simplificando, no final do capitulo.
De qualquer forma, é possivel viver sem elas.

12.2 Movimento retilineo nio uniforme

Voltemos ao movimento (retilineo) do ponto P até o ponto P’. Nao é razodvel, no
mundo fisico ou em realidades virtuais, nos limitarmos a movimentos uniformes. Se,
por exemplo, uma particula cai de uma certa altura sob a agdo da gravidade, sua
velocidade vai aumentando. Se filmarmos seu movimento, obteremos N quadros,
fotografados a intervalos regulares; em cada um deles nossa particula estard em um
ponto P;. No entanto, o espacamento entre os pontos ndo serd regular: o segmento
P,P3 é maior que Py P,, P3P é maior que P> P3, e assim sucessivamente.

Py

Py

Py

Figura 12.4:

Podemos recorrer a rudimentos de Mecanica para termos uma férmula descrevendo o
movimento de nossa particula °. Se temos queda livre com velocidade inicial nula,

a distancia percorrida a partir do instante inicial é ‘%2, onde ¢ é a aceleragdo da
gravidade. Para simplificar mais ainda, escolhemos um sistema de unidades em que
¢ = 2. Assim, o espaco percorrido, na vertical e de cima para baixo, é dado por #?, para
t > 0.

O vetor unitério vertical é ¢3, dado em coordenadas por ¢; = (0,1). Se tomarmos o
vetor t2¢) teremos o comprimento certo, mas andaremos para cima. Temos, pois, que
somar —tze_ﬁ a nossa posic¢do inicial P. Em coordenadas, se P = (x,y), nossa posicao
no instante ¢ sera dada por

P+t2 = (x,y) — t2(0,1) = (x,y — 1?).

Assim, do tempo = 0 ao tempo t = 1, nossa particula cai do ponto P = (x,y) para o
ponto P’ = (x,y — 1). Para uma boa animagdo, com N quadros, o que temos a fazer é

>Nosso interesse aqui ndo é propriamente a Fisica envolvida; a férmula que usaremos é apenas uma
aproximacao, supondo que ndo hd resisténcia do ar, que a aceleracdo da gravidade é constante, etc.
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F(z,y)
F(z,y—1)

@y —4)

@y —9)

Figura 12.5:

dividir em N intervalos iguais o tempo do percurso, ndo o espago percorrido!

0,0 (z,y) (5, — 0,01)
H(z,y —0,16)
F0,2
F0,4 H(z,y —0,36)
0 Ha,y —0,64)
F0,8
1,0 (z,y —1,0)
Figura 12.6:

Como temos a posicdo em fungdo do tempo, dada por (x,y — t?), basta que calculemos
as posigoes correspondentes a cada um dos instantes

1 2 _N-1
N’ ) N IN—1 = N
que dividem o intervalo [0,1] em N subintervalos iguais. Obtemos, para cada f;, o
ponto (x,y — t3).

/tN:]-/

Exercicio 12.1 Observe que o espago percorrido a partir do tempo t = 0 ndo depende da posigdo inicial,
mas s6 do tempo decorrido. Conclua que se, em vez de uma particula, deixarmos cair um sélido (que aqui

serd representado por uma figura plana), cada ponto, no instante t terd sofrido a mesma translagdo de
(0, —t2).

A observacdo crucial sobre o exemplo precedente é a seguinte: existem infinitas
maneiras de realizar um mesmo trajeto, mesmo retilineo; a descri¢do do movimento
implica em obter a correspondente parametrizagdo, isto é, conhecer o intervalo [f;, tF]
do percurso e as equagdes paramétricas que fornecem as coordenadas do ponto (ou
dos pontos) que realiza(m) o movimento.

Exercicio 12.2 Como é o movimento dado por (x(t),y(t)) = (sint,sint)? Sugestio: (sen t,sen t) =
sen t(1,1).



60 Capitulo 12: Translag¢ées

12.3 Trajetorias ndo retilineas

Pelo que acabamos de ver, ndo ha diferencas fundamentais entre fazer animagodes
com trajetdrias retilineas ou curvilineas, desde que tenhamos as correspondentes
parametrizagdes. Vejamos um exemplo:

Figura 12.7:

temos um ponto, ocupando a origem em t = 0, que se desloca sobre a curva descrita
por (x(t),y(t)) = (t,t?*). Uma animagao para este caso, de t = 0 até t = T, comeca pela
escolha do nimero de quadros que vamos utilizar. Digamos que nosso intervalo [0, T
vai ser subdividido em 20. Geramos entdo os pontos correspondentes aos tempos

T2 o
20" 272000 20
Temos entdo, para i de 0 a 20, os pontos P; = (x(t;),y(t;)) = (t;,17).

t = yooo, o =T.

e o T=1,0

0,05 0010 015 020 0,25 030 035 040 045 0550 0,55 0,60 065 0,70 0,75 080 085 090 095 1,00

Figura 12.8:

Note que se um outro ponto descreve trajetéria igual, mas tendo em t = 0 as
coordenadas (xo, o), sua posigdo no tempo t serd dada por

(x0,0) + (t, £%).
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Yo

Figura 12.9:

Assim, se toda uma figura do plano descreve a mesma trajetéria acima, sua posi¢do no
tempo t serd obtida aplicando-se a cada um de seus pontos uma translagio de (t,?). A
partir dai podemos proceder como acima para criar uma animagao para o movimento
da figura.

Tudo que fizemos no exemplo acima pode ser imitado em outras situagdes, para outras

trajetdrias: o importante é conseguirmos as equagdes paramétricas adequadas.

Exercicio 12.3 Estude o movimento do tridngulo T de vértices A = (1,1), B = (2,0), C = (2,1),
descrito na figura a seguir. Suporemos tratar-se de movimento uniforme.

A1) = A’ ' =c(1)

A(t) C(t)

B(1) =B

B(t)
C =0c(0)

-1 1 B(0)=B

Figura 12.10:

Solucao: Observemos, inicialmente, que nao se trata de uma rotagéo - no presente caso,
embora cada ponto de T descreva um circulo, ndo giram todos em torno de um mesmo
centro; em particular note que a horizontal AC permanece horizontal, e que a vertical
BC permanece vertical. Todos os pontos de T descrevem circulos de mesmo raio.

J& que a figura nos informa claramente a trajetéria de A, comecemos por ela.
Chamaremos de A(f) a posi¢do de A no tempo f e vamos tratar de encontrar as
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equagOes paramétricas correspondentes. Trata-se, sem davida, de um circulo de centro
(—1,1) eraio 2. Se o centro fosse a origem e ndo tivéssemos qualquer informagédo sobre
o tempo do trajeto, escolheriamos a solu¢do mais simples:

(x(t),y(t)) = 2(cos t,sen t).

A segunda tentativa é transladar o circulo para a posicdo certa, somando as
coordenadas acima o vetor (—1,1):

(x(t),y(t)) = (—1,1) +2(cos t,sen t).

Estd quase bom, mas assim daremos um quarto de volta em um tempo de 7 e néao
1 como mostra a figura. Devemos entdo fazer uma correcdo na velocidade angular,
obtendo:

(x(1),y(t)) = (=1,1) + 2(cos gt,sen gt),

que é a forma correta (atengdo: certifique-se de que vocé de fato entendeu esta tltima
passagem).

Cuidemos agora dos demais pontos. Como todos se deslocam da mesma forma, basta
determinarmos a translagdo sofrida por A no tempo t e aplicarmos a mesma aos demais

para termos suas respectivas posi¢des. Ora, a translagdo sofrida por A no tempo t é
—

dada pelo vetor AA(t)= A(t) — A, ou seja,

—

AA(t)= (—1,1) + (2cos %t, 2sen %t) —(1,1) = (=2 + 2cos %t’ 2sen %t)
— —

(note que, para t = 0, temos AA(t)=AA(0)=0,jd que A(0) = A).

Figura 12.11:
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Podemos entdo obter as coordenadas de qualquer ponto de T no tempo ¢t somando o
vetor acima a suas coordenadas no instante inicial. Assim, por exemplo, a posi¢do de
B é dada por

B(t) = (2,0) + (=2 + 2cos %t, 2sen gt) = (2cos gt, 2sen %t).

Uma alternativa é observarmos o seguinte: se P é um ponto qualquer do tridngulo, em
—

H
qualquer instante ¢ o vetor A(t)P(t) éiguala AP, ou seja,

P(f) = A(t)+ AP= A(t) + P — A.

Em particular, podemos obter de novo B(t):

B(t) = A(t)+B— A = (—1,1) +2(cos gt, sen gt) +(2,0)—(1,1) = (2co0s gt,Zsen gt).
Exercicio 12.4 Determine as equagdes paramétricas de C(t).

124 Resumindo e Simplificando

Uma translagdo é definida por um tinico vetor @ e leva cada ponto P no ponto P + .
Em coordenadas, se @ = (a,b) e P = (x,y), teremos

T(x,y) = (x+a,y+D).

Para gerarmos uma animacdo através de translagdes, basta fornecermos uma figura
de referéncia e, para cada instante ¢ do intervalo em que o movimento vai ocorrer, um
vetor @(t) = (a(t), b(t)) que “transporte” os pontos da posi¢do de referéncia (que pode
ou ndo ser a posigdo inicial) para a posigdo no tempo t.

Figura 12.12:

Exercicio 12.5 Refaca os exemplos e exercicios deste capitulo a luz dos esclarecimentos acima.
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Capitulo 13

Rotacoes

& Rotacoes

Uma segunda classe de transformagdes elementares é a das rotagoes.

P/

Figura 13.1:

13.1 Rotacdes em torno da origem

Para chegarmos a uma férmula que expresse as coordenadas do ponto rodado em
relagdo as originais, vamos comecar supondo que nossa rotagdo tem centro na origem
do sistema de coordenadas (canonicas) e que o angulo a é medido no sentido
trigonométrico (o sentido hordrio sera representado pelo sinal negativo).

Seja pois P um ponto de coordenadas (x,y) e procuremos obter as correspondentes
coordenadas (x’,y") do ponto P’ obtido quando o submetemos a uma rotagdo de «.
Para auxiliar os calculos, vamos associar a P duas novas grandezas: sua distancia a
origem, 7, e 0 angulo de seu vetor posi¢do com o semieixo horizontal positivo, 0. !

Exercicio 13.1 Verifique que x = rcosf e y = rsin6, onde 0 é medido do semieixo horizontal para

Ir e 6 sdo chamados de coordenadas polares de P; note que o angulo 6 ndo é Gnico: se 0 serve e k é
um namero inteiro, entdo 6 + 2k7t também serve
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Figura 13.2:

—
OP, considerado positivo o sentido trigonométrico.

A distancia de P’ a origem ser4, é claro, ¥’ = r, e seu dngulo com a horizontal, §’, dado
por 6’ = 6 + a. Os valores de x’ e i’ serdo dados por:

x" = 7'cos®’ = rcos(0 + ) = r(cosOcosa — senfsenw),

y' =7'send’ = rsen(0 + a) = r(cosfsena + sendcosa),

lancando mdo de famosas férmulas trigonométricas das quais daremos mais tarde
demonstra¢des independentes. Como rcost) = x e rsenf) = y, temos

x' = xcosa — ysena,

y' = xsena + ycosa.

As expressdes acima podem, ainda, ser colocadas na forma matricial:
x'\ [ cosa —sena X
y )]\ sena cosa y )
A matriz
cosx  —senw
sena  Cosw

é chamada matriz de rotagdo (correspondente ao angulo «).

2Lembramos que o produto da matriz ( i Z ) pelo vetor ( ; ) é definido por

(ca)(0)=(&5)
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Assim, a cada rotagdo associamos a matriz correspondente, com a cara acima. A
obtencdo de animagdes se faz como aplicagdo direta.

Exercicio 13.2 Dado o ponto P = (2,1), gere os quadros para uma animagdo em que P roda em torno
da origem, percorrendo um dngulo reto em dez segundos.

Solugao: vamos trabalhar com o padrdo de 24 imagens por segundo. Teremos, entdo,
que gerar 240 imagens, o que implica em dividir o angulo reto (7) em 240. No entanto,
se 0 movimento é uniforme (o que vamos supor), ndo é preciso trabalhar com 240
angulos de rotacdo diferentes: basta que rodemos nosso ponto, passo a passo, de um
angulo de g5 a cada passo. Isto &, vamos, a partir do ponto Py = P, gerar os 240 pontos
P1, Py, P3, Py, ..., Py, de forma que cada um seja obtido do anterior por uma rotagdo
de ;5. Assim, se P; = (x;,y;), teremos:

7T 7T
X; COS5oarn —SeN - or Xi—1 .
( %):(Sen4§9 COS;%SO)( { ),1:1,2,3,...,240.
Yi 180 80 Yi—1

Num caso mais geral de rotacdo em torno da origem, podemos proceder como no caso
das translagoes: trabalhamos com uma figura de referéncia F, um intervalo de tempo
[To, T1] e uma fungdo a que a cada t em [Ty, T;] associa o dngulo «(t) de que serdo
rodados os pontos de F no tempo t. Assim, se P = (x, y) é um ponto de F, sua posicdo
no tempo t, (x(t),y(t)), serd dada por

(30 )= (o s ) (5):

Para gerarmos a animagdo correspondente, basta agora dividir o intervalo de tempo
[To, T1] no nimero de subintervalos desejado, N, por meio dos pontos

to = To, t1, t2, t3,..., tn = 11,

substitutir os valores t; na expressdo matricial acima e computar os correspondentes

pontos (x(t;),y(t;))-

13.2 Rotacdao em torno de um ponto qualquer

A maneira mais simples de obtermos uma férmula para a rotagdo de um angulo a em
torno de um ponto C = (a,b) é “trazermos tudo para a origem”. Isto é, se P = (x,y) é
o ponto a ser rodado em torno de C, olhamos para C como se fosse a origem e para
P como se suas coordenadas fossem (x —a,y —b). Apo6s efetuarmos a rotagdo de
P = (x —a,y — b) em torno da origem, “levamos de volta”.

Em termos mais eruditos, comecamos aplicando a P a translagdo de (—a, —b), obtendo
o ponto P. A P aplicamos a rotacdo de a em torno da origem, obtendo o ponto P'.
Finalmente, aplicamos a P’ a transla¢do de (a,b), o que nos da o ponto P’, que é P
rodado de o« em torno de C.
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]3
Figura 13.3:

Assim, temos P = (x,y), P=(x-a,y-b); as coordenadas de P’ serdo obtidas aplicando as
de P a férmula de rotagdo em torno da origem:

cosx  —senw x—a '\ .
sena  cosw y—>b )’
P’ terd, entdo, coordenadas (x’,y’), dadas por

;: gemx _cosoc y _ b b )’
( > (osoc senoc)(x a) (a>
13.3 Rotacao de vetores

Vamos retomar as rotagcdes em torno da origem, mas de um novo ponto de vista.

Consideraremos a rotagdo de a« como uma transformagao aplicada a vetores >.

—
Usaremos a notagdo R, para designar a rotacdo de « em torno da origem. Se ii =OP,
—

definimos R, por R,#i =OP’, sendo P’ o ponto obtido pela rotagédo de P em torno da
origem. Podemos observar* que R, goza de duas propriedades notaveis:

(ii) Ry (til) = tR, (i) Vii € R% t €R.
Se agora utilizarmos o fato de que um vetor if de coordenadas (x, y) pode ser escrito

U = xé1 +yey,

teremos

3Lembramos que estamos identificando pontos, vetores e pares ordenados, de maneira que nio
estamos operando qualquer alteracdo formal: ao fim e ao cabo, uma rotac¢do é uma transformacao de R?
2
em R
40 termo "observar", aqui, varre para debaixo do tapete o fato de que as duas propriedades
(particularmente a primeira) merecem demonstracdo geométrica
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R, (4 + V) = Ry (€) + Ro (V)

R (t_{)) = \
= tHa(7) Ra(il) 15
Ru(E) ) /
o U
+ 7
- >
Figura 13.4:

Ra(ﬁ) = Rtx(xe_i —|—y€_§) = Rtx(xe_i) + Ra(ye_é) = XRa(e_i) +]/R0¢(e_é)-

Assim, para obtermos a expressdo para R,(x, y), basta conhecermos R, (1) e Ry(é3), 0
que é relativamente facil:

Ra(e_é)

Figura 13.5:

Ry(é1) = (cosa, senw), Ry(é3) = (—sena,cosa).

Concluimos entdo que

Ry (i) = x(cosa, sena) 4+ y(—senw, cosa) = (xcosa — ysenw, xsena + ycosw),
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ou, em notacdo matricial,
!/
= X cosx —senw X
R“(”):<’):( )( )
y senx  Ccosx y

Note o leitor que acabamos de obter novamente a férmula para a rotacdo em torno
da origem, mas agora sem fazer uso das famosas férmulas trigonométricas que
prometemos demonstrar. Vamos entdo a elas.

R (0)

U = (cosp, senf3)

B

Figura 13.6:

Consideremos o vetor il = (cosp, senf). A férmula que acabamos de obter nos da

Ry (i) = (cosw cosp — sena senp, sena cosp + cosa senp).

Por outro lado, é imediato que

Ry (i) = (cos(a + B),sen(a + B)).

Igualando as duas expressdes, obtemos as famosas férmulas:

cos(a + B) = cosx cosp — sena senp;

sen(a + B) = sena cosP + cosa senf.

Exercicio 13.3 Verifique que a rotagdo de x no sentido hordrio é dada pela matriz

cosx senuc
—Ssennx Ccosx
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Exercicio 13.4 Prove (ou, pelo menos, convenga-se de) a veracidade das duas propriedades de R, em
que baseamos todas nossas deducoes:

(i) Ra(if + 0) = Ry (i) + Re(¥) Vi, T € R
(ii) Ru(tif) = tR, (i) Viie R?, te€ R
—
Sugestio: comece provando (ii), que é mais simples; em seguida, considere P e Q tais que ii =OP e
H

¥ =0Q, prove a congruéncia entre os triangulos OPQ e OP'Q’ e conclua que o ponto médio de P'Q’ é
o rodado do ponto médio de PQ; use a propriedade (ii) para, daf, concluir que vale a propriedade (i).
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Capitulo 14

Homotetias

A homotetia de centro C e razdo k (k > 0) leva o ponto P no ponto P’ situado na
semi-reta CP e tal que o comprimento de CP’ é k vezes o de OP (faremos ainda, por
defini¢do, C"' = C).

QI
P/
Q
P
k>0 k<0
‘ P
Figura 14.1:

Sek < 0, P! serd o ponto da reta CP tal que C esta entre P e P!/, de forma que o
comprimento de CP’ seja | k | vezes o de CP (mantemos C' = C).

Em termos vetoriais, é claro que, para k positivo, negativo ou mesmo nulo, temos
H H
CP'=kCP.

Se o centro C for a origem do sistema de coordenadas, teremos também, se P = (x,y)
e P/ — (x/’y/)’

(<" y') = k(x,y)-
Se o centro C é um ponto qualquer, de coordenadas (4, b), entdo podemos escrever

— —
CP'=(x'—a,y —b), CP=(x—ay—0),
H

H
e, como CP'= k CP,
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Figura 14.2:

(«",y) = (kx + (1 —k)a, ky + (1 — k)b) = k(x,y) + (1 —k)(a,b).

Animagodes similares as que ja estudamos para translagdes e rotagdes podem ser feitas,
por exemplo, mantendo fixo o centro C e fazendo variar a razdo k com o tempo, isto
é, fornecendo uma fungéo k(t) e considerando, para cada ¢, a figura homotética (pela
homotetia de centro C e razdo k(t)) a uma figura de referéncia. A fungdo k deve, é
claro, ter o valor 1 no instante inicial e o valor desejado para a razdo de homotetia, no
instante final.

/
Exercicio 14.1 Mostre que a homotetia de centro na origem e razido k é dada por < ;, > =

(02)(3)



Capitulo 15

Reflexoes

Translagdes e rotagdes sdo transformagdes que preservam distancias - em
consequéncia, levam cada figura F em uma figura F’ congruente a F. Existe ainda
uma terceira classe de transformagdes com essa propriedade, a das reflexdes.

15.1 Reflexao de ponto através de reta passando pela
origem

Vejamos como expressar em coordenadas a reflexdo através de uma reta r dada.
Comecemos pelo caso simples em que r é o eixo dos x.

Figura 15.1:

Neste caso, nossa reflexdo transforma o ponto P = (x,y) no ponto P’ = (x, —y).

No caso em que r apenas passa pela origem, fazendo um angulo « com a horizontal,
podemos comegar rodando o plano todo de —a, até que r se torne horizontal; P ird
parar no ponto P. Em seguida fazemos a reflexdo de P através da horizontal e rodamos
de volta o ponto P’ assim obtido, obtendo finalmente o ponto P’ procurado.

Em termos de coordenadas, se P = (x,y) teremos P = (%,¥), onde

¥\ [ cosa senw x \ _ [ xcosa+ ysenw
7 ) \ —sena cosa y )\ —xsena+ ycosa )

P’ = (x, —7) sera entdo dado por
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Figura 15.2:

P — X [ xcosx + ysenw
~\ -y )\ xsenx —ycosa )’
Podemos agora obter as coordenadas (x’,y’) de P’ por
x"\ [ cosa —sena o\
y ]\ sena cosa -7 )
_( cosa —sena xcosa + ysenw '\
~ \ sena  cosa xsenw — ycosa )

B ( x(cos?a — sen®a) + y2cosasenn )

x2cosasena — y(cos’a — sen’a)

2 2

a = cos(2u) e 2cosasena = sen(2a), podemos concluir que

x"\  ( cos2a sen2u x
y' )]\ sen2a —cos2u y )

15.2 Reflexao de vetores

Como cos“a — sen

Assim como fizemos no caso das rotagdes, vamos dar as reflexdes um tratamento
alternativo, baseado na idéia de transformacdo linear !, que torna mais simples a
deducgéo da férmula.

Consideremos uma reta r passando pela origem e seja S, 2 a transformagio que a cada
vetor 7 associa sua imagem refletida através de r.

ITransformacdes lineares serdo objeto de um capitulo a parte, mais a frente
28 de simetria, para ndo usarmos o mesmo R de rotagio
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<y

Figura 15.3:

A exemplo das rotagdes e homotetias, S, tem as seguintes propriedades notdveis
(sobre as quais o leitor deve pensar um pouco até acreditar, ou demonstrar
geometricamente):>

(i)S, (il + B) = S, (i) + S,(3) Vii,7 € R%;
i)S, Vii € R%,t € R.

~—~
~
=
~—
I
~
<
—~
=
~—

Da mesma forma que no caso das rotagdes, estas propriedades nos permitem obter,
para il = (x,y),

Sr(ﬁ) = Sr(xe_i +y€E) = xsr(e_i) +]/Sr(€_é)-

Ou seja, basta-nos obter as expressdes de S.(é1) e S,(é3). Sendo, como anteriormente,
« o angulo de r com a horizontal, temos:

S;(é1) = (cos 2a,sen 2a),  S,(é3) = (sen 2a, —cos 2a),

o que conduz imediatamente a

Sr(x,y) = x(cos 2w, sen 2a) + y(sen 2a, —cos 2u).

Juntando tudo e colocando na forma matricial, obtemos de novo, fazendo S.(x,y) =

(<" y"),
x'\ [ cos2a sen2u x
y )\ sen2a —cos2u y )

Exercicio 15.1 Verifique que se r é reta vertical passando pela origem, entdo a reflexdo através de r é
dada por S, (x,y) = (—x,y).

3pode, também, ndo acreditar e apontar um erro
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Sr<e_i>

Figura 15.4:

Exercicio 15.2 Mostre que se r é reta ndo vertical, entdo pode ser dada por equagdo da forma y =
mx + p, onde m é a tangente do dngulo x que faz com a horizontal.

Exercicio 15.3 Mostre que o0 seno e o cosseno de 2a podem ser obtidos a partir da tangente de . Isto é,
deduza as seguintes férmulas:

1—tg?
cos2n = 8%
1+ tg%u
2t
sen 2a = g
1+ g%
Sugestdo: Use as famosas formulas cos 2a = cos?a — sen’a e sen 2u = 2senacosw, multiplique por

20‘ _ 1 _ 1
T osec?a T 1+tg2a”

o A .
oz Simplifique e depois lembre-se de que cos

Exercicio 15.4 Sirva-se dos resultados dos exercicios anteriores para obter a sequinte férmula para a
reflexdo através da reta r de equagdo y = mx:

/ 1—m? 2m
X — 1+m? 145m2 X
y, 2m m-—1 y :
1+m2  1+m?

Exercicio 15.5 Observe que a translagdo de (0, —p) transforma a reta de equagio y = mx + p na reta
de equagdo y = mx.

Exercicio 15.6 Note que a reflexdo através de uma reta qualquer pode ser obtida “trazendo tudo para
a origem e depois levando de volta”, a exemplo do que foi feito para rotagdes. Isto é, podemos comegar
fazendo uma translagdo que transforme nossa reta em reta passando pela origem, fazer a reflexdo do ponto
assim transladado através da nova reta, e depois desfazer a translagdo.
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Figura 15.5:

Exercicio 15.7 Sirva-se dos resultados acima para mostrar que se (x',y") é o refletido de (x,y) através
da reta de equagio y = mx + p, entdo

XN _ %1% 142;12 * 0
y ) o\ 2m, om-l v—p )\ p)
1+m?2 14+m?

15.3 Animando reflexoes

Quando procuramos produzir animagdes transformando uma figura em outra, obtida
por translacdo, rotacdo ou homotetia (de razdo positiva), pudemos sempre criar, a cada
caso, transformacgdes intermedidrias (de mesmo tipo) que fossem modificando pouco
a pouco a figura inicial até chegar a final. Assim, uma translagdo pode ser concebida
como resultado de uma sequéncia de “pequenas” transla¢des, o mesmo ocorrendo com
rotagdes e homotetias.

Exercicio 15.8 Pare e pense nisso.
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Figura 15.6:

O mesmo ndo ocorre quando se trata de reflexdes. O leitor observara que quando
tentamos deslocar uma figura, sem sair do plano, de jeito a transformé-la em sua
refletida, ndo conseguimos fazé-lo guardando sua rigidez. A experiéncia pode ser feita,
sobre a mesa, com qualquer figura plana sem simetrias: ndo conseguimos “refleti-la”
sem tird-la da mesa. Note que, se a figura for um pedaco de papeldo de cores distintas
de cada um de seus lados, podemos fazer uma “reflexdo” virando-a, o que implica
em violar a regra de ndo sair da mesa; a figura “refletida” terd entdo cor diferente da
original.

Assim, para criarmos as posi¢oes intermedidrias da figura que desejamos ver refletida,
a melhor maneira parece ser movermos cada um de seus pontos sobre o segmento que
o une a seu refletido. Vamos tratar disso em um capitulo a parte.

Exercicio 15.9 Note que se F é uma figura do plano e F' seu reflexo através da reta r, se movermos cada
ponto P de F, a velocidade constante (para cada ponto uma velocidade constante, possivelmente diferente
de ponto para ponto) sobre o segmento PP" que o une a seu reflexo, entdo no meio do caminho todos os
pontos estardo exatamente sobre r.

Exercicio 15.10 Se A = (a,b) e B = (¢, d) sdo pontos do plano, mostre que os pontos do segmento AB
sdo da forma

A+tAB = (a,b)+t(c—ad—b)=(1—1t)(a,b)+t(c,d), tel01]
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Deformacoes

&3 Deformacoes
As animagdes de que temos tratado tém quase sempre guardado a rigidez de nossas
tiguras: estas apenas se deslocam sobre o plano, a exce¢do do caso das homotetias,
em que ha também variacdo de tamanho. E desejavel, porém, que possamos criar
animagdes em que a figura original e a final tenham formas distintas.

Figura 16.1:

16.1 Casos elementares

Chamaremos de deformagdo uma aplicagdo F que a cada t de um intervalo [to, t1]
associa uma figura F(t). Diremos que a aplicagdo F deforma Fy = F(tg) em F; = F(t1).
1

A idéia basica é extremamente simples: cada ponto Py de Fy deve se transformar em
um ponto P; de F;. A maneira mais natural de conseguir tal efeito é fazer com que
nosso ponto caminhe sobre o segmento PyP;, comecando em P e terminando em P;.

Ora, ja aprendemos a fazer isso quando tratamos de translagdes: se Py = (xo,10) €
Py = (x1,y1), fazemos

!Na realidade, deve-se exigir de F algum tipo de continuidade, isto ¢, F ndo deve “saltar
bruscamente” de uma figura para outra. Para evitar detalhes excessivamente técnicos omitiremos
mengdes explicitas a tal propriedade, que o bom senso deve nos encarregar de observar em cada caso
concreto
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Fy P

P

Qo

Figura 16.2:

—

¥ =PyP1= (x1 — X0, Y1 — o)

e tomamos, para t € [0,1],

P(t) =DPy+ 17 = (X(),y()) + t(x1 — X0, Y1 — ]/O) = ((1 — f)X() + txq, (1 — t)y() + tyl).
Exercicio 16.1 Note que se queremos trabalhar com o intervalo [to, t1] no lugar de [0,1], basta fazermos

by —t t—t
P(t) = Py + T = (x0,40) + —— (x1,11).
0 t1 —fo

Simples e facil! A diferenca para o caso das translac¢des aparece quando resolvemos
aplicar o processo, simultaneamente, a dois ou mais pontos, o que é inevitavel em
qualquer aplicacdo séria: se o ponto P se transforma em P; a0 mesmo tempo em que
Qo vira Qg as translagdes correspondentes sdo, em geral, distintas, ja que ndo vamos
ter sempre PyP; = QoQ;. Cada ponto de nossa figura terd sua propria trajetoria,
independente das trajetérias dos demais.

Vejamos um exemplo simples: deformar um tridngulo de vértices A, B, C em outro,
de vértices A’, B’,C’. Embora a escolha seja arbitrdria (ndo somos sequer for¢ados a
transformar cada vértice de ABC em um vértice de A’B’C’), é natural levar Aem A’, B
em B’ eCem C'.

Assim, pelo processo descrito acima, criamos, para cada f no intervalo desejado,
vértices A(t), B(t), C(t) que nos dardo tridngulos intermediarios A(t)B(t)C().

Exercicio 16.2 Arbitre coordenadas para A,B,C, A’, B',C' e faca as contas. Se preferir, faca direto no
computador.

Outro exemplo simples e ilustrativo consiste em deformar um tridngulo ABC em um
quadrildtero PQRS. Mais uma vez existem infinitas solu¢des; vejamos uma.
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B B(t) B

4 A(t) A

Figura 16.3:

Figura 16.4:

Podemos arbitrar que A vai em P, C vai em S e B vai “se abrir” em Q e R. Funciona
como se o tridngulo ABC fosse, na verdade, um quadrilatero AB;B>C degenerado,
com By = By = B. Consideramos pois os “quatro” pontos A, By, By, C e procedemos
normalmente, levando A em P, By em Q, Bpem Re C em S.

Exercicio 16.3 Dé coordenadas numeéricas aos pontos e crie a animagdo correspondente.

E claro que, em geral, nossos pontos ndo precisam andar em linha reta, nem a
velocidade constante. O leitor pode se divertir criando variadas animag¢des com as
ferramentas de que ja dispde.

16.2 Deformacoes em outras dimensoes

Vejamos uma situacdo bastante natural: desejamos deformar a imagem dada por uma
fotografia, F em outra, F’. No computador, F e F’ serdo dois arquivos, cada um com
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os dados referentes a todos os pontos da tela. Para simplificar, comecemos em preto
e branco e digamos que para cada ponto da tela damos dois dados, o primeiro para
o tom de cinza (0 para preto até 1 para branco) e o segundo para o brilho (também
expresso por um nimero).

Se N é o total de pontos na tela, cada ponto P; de F serd caracterizado por duas
“coordenadas”, que se organizam no par ordenado (x;, y;), a primeira indicando o tom
de cinza e a segunda o brilho. O mesmo ponto em F’ serd dado por (x/,y;). Assim,
para deformar F em F’ basta que se proceda como nos casos mais simples, criando as
figuras F(t), t € [0,1], com os pontos P;(t) caracterizados por

(xi(t),yi(t) = (1 =) (xi,yi) + t(xi, ¥i)-

Na prética, F e F’ sdo dadas por “vetores” enormes, isto €, com um numero de
coordenadas igual a N (o nimero de pontos da tela) vezes o ntimero de dados
necessarios para caracterizar cada ponto (que, no caso de imagens a cores, serd maior
do que dois). Se M é esse nimero de coordenadas, podemos dizer que

F= (xl/ X2,X3, X4y, xM)/
!/ !/ / !/ / !/
P - (xl,xZ,X3,X4,...,xM).
Naturalmente escreveremos

F(t) = F + tFF/,

onde
T ! ! ! / !
FF' = (x] — X1,X5 — X2, X5 — X3, X4 — X4,...,Xp1 — XM),
ou seja,

F(t) = ((i—t)xy +tx], (1 —t)xp+ x5, (1 —t)xg + x5, (1—£)xg+ x4, ..., (1— ) xp + ).

Exercicio 16.4 Reflita sobre a idéia de que F, F' e cada F(t) sdo pontos de um espaco de M dimensaes.
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Transformacoes lineares

@ Transformacoes Lineares
17.1 Definicao

Das transformagdes que estudamos nos capitulos precedentes (translagdes, rotacdes,
homotetias e reflexdes), apenas as transla¢des ndo sdo dadas por matrizes. Pudemos
também observar que, de novo a excecdo das translagdes, todas gozam de duas
propriedades notaveis: se T designa uma dessas transformagdes, entdo

(\T(ii +7) = Ti + TF Vi, 7 € R%;
(ii)T(til) = tTi Vii € R?,t € R.

Observacao:Para uma transformacdo com as propriedades (i) e (ii) acima, a notagdo
Tii é consagrada e usada de preferéncia a T(#).

Independente de qualquer outra circunstidncia, se uma transformacdo T goza das
propriedades acima, entdo podemos obter, para ii = (x,y), o valor de Tii, a partir
de Teéj e Té;, observando que (x,y) = x(1,0) +y(0,1) = xé1 + yey:

Ti =T(x,y) = T(xe1 +yeéz) = T(xeé1) + T(yeér) = xTey + yTé,.

Assim, se Té; = (a,b) e Té; = (¢, d), teremos

T(x,y) = x(a,b) + y(c,d) = (ax + cy, bx + dy),

ou, em notag¢do matricial, fazendo T(x,v) = (x',y),
X\ a c\ (ax+cy\ (a c X
(v )= () (o) =(ntan ) = (0 6) (3):

Uma transformacdo T : R> — R? com as propriedades (i) e (ii) acima é dita uma
transformacao linear

Uma boa forma de visualizar transformagdes lineares é desenhar a esquerda o sistema
de coordenadas candnico (tendo como base os vetores €] e ¢3) e a direita um outro
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Tu

£

Figura 17.1:

sistema, tendo como base os vetores 7} = Tej e ¥y = Té; (supondo que Tej e Teép sejam
linearmente independentes).

Desenhamos a esquerda o vetor if = xéj + ye; e a direita sua imagem por T, Tii =
XU1 + yUp. Assim, ii e Tii tém as mesmas coordenadas, apenas em sistemas diferentes.

Exercicio 17.1 Seja T : R? — R? definida pela matriz ( Z ; ), isto é, se T(x,y)=(x"y’), entdo

x! a c X .
(y’>_<b d)(y).MostrequeTelmear.

Exercicio 17.2 Note que se a transformagdo linear T é dada pela matriz

(+4)

entdo a, b, c,d sdo dados por (a,b) = Téi, (c,d) = Té,. Seja T a transformacgdo linear dada pela matriz

a
(& @)

Mostre que a composta T'T é uma transformagio linear e que sua matriz é

ada+cb dc+cdd\ _[(a a ¢\ 4
Va+db be+dd ) "\V d b d )’

ISe o leitor ja se deparou com a defini¢do de produto de matrizes e essa lhe pareceu misteriosa, a
ideia acima pode servir de motivagao
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17.2 Transformacdes preservando distancias

Os chamados “casos de congruéncia” nos fornecem a idéia de dar uma olhadinha
nas transformacgdes do plano que preservam distancias (se f é uma transformagdo do
plano, diz-se que f preserva distancias se para quaisquer dois pontos P e Q a distancia
entre F(P) e F(Q) é igual a de P a Q). Uma transformacao que preserva distancias é
também chamada uma isometria.

Teorema: Se f é uma isometria do plano, entdo f pode ser obtida pela aplicagdo sucessiva de
uma transformagdo linear, dada por uma reflexdo ou uma rotagdo, e uma translagio.

Demonstracdo: Fixemos no plano um sistema de coordenadas canonico. Se O é a origem de
nosso sistema, seja C = f(O).

Figura 17.2:

Seja w :(?C. Seja Ty a translagdo de @. Se existir um ponto A do plano tal que f(A) = A,
podemos fixar a origem em A. Neste caso, temos @=0 e podemos, claro, dispensar a translagao
(estamos, como de habito, identificando pontos e vetores). De qualquer forma, seja T a
transformagao do plano dada por

T? = f(¥) — .
E claro que T também preserva distancias. Afirmamos que, além disso, T é uma transformagao
linear.
Exercicio de Geometria Plana: Olhe as figuras e prove que T é linear (ou, pelo menos, convenga-
se de que isso é verdade). Para uma demonstragdo "vetorial", veja a Proposi¢do ao final do
proximo capitulo.

Ora, se T é linear, vamos determinar T a partir de Tej e Té;. Como T deve preservar as normas
dos vetores (suas distancias a origem), Téj serd dado por Téj = (cos6, senf) para algum angulo
6.

Como Té também é unitario e sua distdncia a Téj é v/2, s6 temos duas opgoes: T(é3) =
(—senf, cosh) ou Te; = (senf, —cos). No primeiro caso T é uma rota¢do de 6; no segundo
T é uma reflexdo através da reta fazendo angulo /2 com a horizontal.

Sejam pois R a rotagdo de 0 em torno da origem e S a reflexdo através da reta fazendo angulo
/2 com a horizontal. Acabamos de ver que T = Rou T = S. Como f(P) é obtida aplicando
Ty a T(P), temos que f = TyR ou f = TyS. u
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Figura 17.3:

(cosB, senf) = Te;

(sen, —cosh)

Ea
/ &

(—send, cosh)

Figura 17 .4:

Exercicio 17.3 Sejam R uma rotagdo de 6 e @ um vetor ndo nulo. Suponha que 0 # 0. Mostre que
existe um ponto P do plano tal que R(P) = P — @. Conclua que o caso f = TR (rotagdo sequida
de translagdo) se desdobra em dois: se o dngulo de rotagdo é nulo, temos uma translagdo pura; se, ao
contrdrio, o Angulo de rotagdo é ndo nulo, entdo f tem um ponto fixo e a translagdo pode ser dispensada.
Conclua que toda isometria do plano é de um dos seguintes tipos: translagio, rotagdo, reflexdo ou reflexdo
seguida de translagdo.
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Produto interno

@ Produto Escalar
@ Produto Escalar
& Teorema de Pitdgoras

@ Equacio da Reta
As duas nogdes métricas que temos manejado sdo as distancias e os angulos. Se para as
distancias pudemos facilmente dar uma versdo em termos de coordenadas, 0 mesmo
ndo foi feito para os angulos. De fato, se os pontos P e Q tém por coordenadas,
respectivamente, (a,b) e (c,d), entdo sua distancia é dada por \/(c —a)2 + (d — b)2

Figura 18.1:

— —
Mas e quanto ao angulo entre os vetores OP e OQ? Na realidade, medir angulos é

bem mais dificil do que medir distancias. ! Por outro lado, um angulo é caracterizado

!Dado um arco a de um circulo de raio r, o angulo correspondente a a é definido como a razao
entre o comprimento de a e r. Note que essa defini¢do deixa claro que angulo é, como dizem os fisicos,
adimensional: um angulo é dado por um ntmero, sem qualquer unidade de medida (podemos dizer
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por seus seno e cosseno, cujas defini¢cdes dependem apenas de distancias. E por ai que
podemos atacar a questao.

Sejam ii e ¥ dois vetores do plano e seja 6 o angulo (0 menor dos dois, digamos) entre

—

il e 7. A norma de il e a norma de 7 sdo dadas por:

| |= /3 +y3, |T|=\/3+y3

onde ii=(x1,11) € ¥ = (x2,y2) (na base candnica).

Yifoofo N ,

X9 T

Figura 18.2:

Nosso problema é determinar . Vamos definir a projecao escalar de i/ na direcdo de
U, que, por preguica, chamaremos apenas de projecao de i/ na diregdo de @, por
p(if) =| i | cost

(costl tem um sinal, que podemos manter para indicar se a projecdo cai no sentido de
7, caso cos® > 0, ou no sentido contrario). Da mesma forma, a projecdo de @ na diregdo
de ii é dada por

pi(7) =| T | cosé.

Note que o fato de estarmos trabalhando com proje¢des positivas e negativas cai bem ,
pois assim temos:

(i) ps(ity + il2) = pg(ith) + p5(ila) Vily, il € R?,
i i Vii € R%,t € R,

as mesmas propriedades valendo para py;.

que radianos sdo uma espécie de “faz de conta”)
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U3
Ul U2
U
B
Figura 18.3:

Exercicio 18.1 Assegure-se de que entende e concorda com o acima exposto.

Vamos agora introduzir uma pequena novidade para facilitar a vida mais a frente.
Definimos o produto interno (também chamado produto escalar) de ii e ¥ como o
numero #.7 (também notado (i7, 7)), dado por

—

i-9=|il| 7| cose.

Da defini¢do temos

=
S
N~—
—
=l
<[y
~
I
—
Gl
=y

\ Vi, 7 € R

Exercicio 18.2 Observe que (i, i) =| il |? para todo il em R2. Em particular, (&1,é1) = (,&) = 1.
Note ainda que (e1,é) = 0.
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Das propriedades acima podemos obter a expressdo de /-7 em termos das coordenadas
deiie:

U-7=2x1x + Y1y2.

De fato, escrevendo # = (x1,y1) = X161 + y1€2, U = (X2, Y2) = X261 + Y263, temos:

(if,7) = (x161 + Y162, X201 + Y263) =

i

= x1%2 (€1, €1) + X1y2 (€1, &2) + y1X2 (€2.€1) + y1y2 (€2, 62) . 2
Como (€1,63) = (é3,€1) =0e (63,€1) = (é3,€2) = 1, temos o que afirmamos.

A obtencdo da férmula acima nos fornece meios para tratar algebricamente as questdes
referentes a angulos. Se desejamos conhecer o angulo 6 entre os vetores ndo nulos
ii=(x1,y1) e =(x2,y2), temos a expressdo
v X1X2 + )
cosf = (i, 5) - = 2121]/21]/2].
(@, 4)2 (7,5)> (21 +y1)2 (3 +y3)2

=

Nl—=

Nao custa nada usarmos o produto interno para uma outra demostra¢do da férmula

cos(a + B) = cosacosf — senasenp.

u
LYo ] .
«
\
cosp3
coso j
)’
L] E— S 1/_’
v
Figura 18.4:

Considerando os vetores ii=(cosa,sena) e ¥ = (cosp, —senf), temos que o angulo entre
il e U é (a+p) e portanto, da defini¢ao de produto interno,

cos(a + B) = il.v

ZNote que nesta passagem usamos as propriedades (i), (ii) e (iii)
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(note que | i |=| ¥ |= 1). Por outro lado, a expressdo do produto interno em termos
de coordenadas nos da

.U = cosacosP — senasenp,

o que prova a férmula.

Exercicio 18.3 Mostre, sem recorrer a argumentos geométricos, mas usando as propriedades do produto
interno, que toda transformagio f : R*> — R? que fixa a origem (isto é: £(0,0) = (0,0)) e preserva

distancias (isto é: |f (i) — f(T)| = |il — | Vii,T € R?) é linear. Se ndo conseguir, veja a proposicio
abaixo.
Proposicdo: Se f é uma isometria do plano e, além disso, f(0) = 0, entdo f é uma

transformacdo linear.

Demonstra¢dao: Comecemos observando que, como f(0) = 0, f preserva norma (ja que

|f(i1)| = |f (&) — f(0)]). Daf vem
fGD)P+ |f (@ ~ U@fﬁnzmm—ﬂan
= i — 9> = |a@|* + [5]> — 2 (@, 7).

Logo, temos (f (if), f(¥)) = (ii, ¥) (entenda isso como tridngulos de lados congruentes tém dngulos
correspondentes também congruentes, o que implica em dizer que a preservagao de distancias nos
dé a preservacdo de angulos). Dai vem:

|f (it + 17) — (f (i) + £ (7)) * =

= (f(i + 1) = (f(i) + £ (9), f(# + 15) = (f() + ££(D))) =

|f (i + t7) — f(ﬁ)l +2|f(9)]” — 2t<f(ﬁ+f77 -

(i + t7) — ] + £2[5]* — 2t (i + ) — #,7) = 0,
|

o que prova que f (il + t0) = f(if) + tf (7).
Exercicio 18.4 Sejam ii e U dois vetores distintos. Considere o circulo c de didmetro |U — ii|, passando

por ii e por . Note que o centro de ¢ é 5 (u + ¥). Mostre que W estd em c se, e somente se,

(@ — if, @ — 7) = 0.
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Capitulo 19

Areas e determinantes

@3 Determinante de Transformacéo Linear

@ Determinante do Produto
) Determinante 1
& Determinante 2

Até agora somos capazes de medir distancias e de determinar angulos através de
coordenadas. Vejamos agora como lidar com o cdlculo de areas. Em principio, se
sabemos calcular os comprimentos de dois vetores e o seno (que podemos obter do
cosseno) do angulo entre eles, temos certeza de poder chegar a drea de qualquer
paralelogramo.

P

T N i

D) T

Figura 19.1:

Vamos, porém, partir para uma abordagem direta: tentaremos associar a cada par de
vetores, il = (x1,y1), U = (xp,Y2), a drea do paralelogramo por eles formado, expressa
diretamente em funcdo de x1, y1, X2, y2. Veremos, depois de algumas peripécias, que tal
area é dada pelo valor absoluto do determinante
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https://www.youtube.com/watch?v=QkJ-sbd3bh4&list=PLsVKfJEcnnr25Fk_x8jMmYIA_QIr0ZN99&index=8&pp=iAQB
https://www.youtube.com/watch?v=40h9TcttZL8&list=PLsVKfJEcnnr25Fk_x8jMmYIA_QIr0ZN99&index=9&pp=iAQB
https://www.youtube.com/watch?v=c3aWrTzTum8&list=PLsVKfJEcnnr25Fk_x8jMmYIA_QIr0ZN99&index=11&pp=iAQB
https://www.youtube.com/watch?v=Osqt0dB0VgA&list=PLsVKfJEcnnr25Fk_x8jMmYIA_QIr0ZN99&index=12&pp=iAQB
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X1 X2

i = X1Y2 — X2Y1.

19.1 Orientacao

Comecemos definindo a orientacdo de um par de vetores. Sejam if3, ii; dois vetores ndo
paralelos e ndo nulos. Diremos que o par iy, il tem orienta¢do positiva se o seno do
angulo 6 entre i1 e if, medido de i/ para il no sentido trigonométrico, é positivo (ou,
o que é equivalente, se, “para girarmos o ponteiro ii; para o ponteiro ii; pelo menor
angulo, andamos no sentido trigonométrico”).

Figura 19.2:

Note que a orientacdo depende da ordem em que tomamos os vetores, e que se a
orientacgdo de i1, iy é positiva, entdo a de iiy, il é negativa. Assim, quando falarmos “a
orientagdo de i, 7", estard sempre implicito que se trata de um par ordenado. Diremos
que dois pares de vetores iiq, il e 71,7, tém a mesma orientacdo se as respectivas
orientac¢Oes sdo simultaneamente positivas ou simultaneamente negativas. Assim, por
exemplo, O par 1,0 tem orientacao positiva se e sO se tem a mesma orientacao que o par
formado pela base canonica, é7,6;.

Exercicio 19.1 Verifique que se ii,7 tem orientagio positiva e t é um niimero real nio nulo, entdo tii U e
il,t7 tém orientagio positiva se t > 0 e negativaset < 0.

Exercicio 19.2 Considere o vetor ii = (x,y) identificado com o ponto P = (x,y). Considere a reta OP,
coloque-se sobre a origem e olhe para P. Verifique que o par i, 0 tem orientagdo positiva se e s6 se o ponto
correspondente a U estd a sua esquerda.
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—

Exercicio 19.3 Mostre que ii,T e il,U+tii tém a mesma orientagdo, qualquer que t seja nio nulo.

Exercicio 19.4 Suponha que ii,0 tem orientagdo positiva. Gire ii de um Angulo reto no sentido
trigonométrico, obtendo o vetor ii-. Mostre que o produto escalar

(#9)

é positivo.

Exercicio 19.5 Sejam ii = (a11,a21) e T = (a1, ax). Use a observagio do exercicio anterior para
mostrar que ii,7 tem orientagdo positiva se, e somente se,

a1y — axayp > 0.

19.2 Areas com sinal

Vamos agora definir uma fungao, d, que a cada par (ordenado) de vetores i,7 associa a
area do paralelogramo por eles formado.

Fica entendido que se ii e ¥ sdo paralelos (o que inclui a possibilidade de um dos dois
ser nulo, ou ambos), entdo d(if,7) = 0. Incluiremos na defini¢do de d, porém, uma
novidade, que a distingue do que comumente chamamos area: d(if, ¥) serd positiva se
o par il,7 tiver orientagdo positiva e negativa se a orientagao de i, 7 for negativa. E claro
que o leitor ndo é obrigado a aceitar dreas negativas assim a toa, e daremos boas razdes
algébricas para a ousadia.

A primeira razdo algébrica é a seguinte: se t é positivo, a drea do paralelogramo
formado por tii e 7 é t vezes a do paralelogramo formado por i e ¥, o que nos leva
a conjecturar que

d(til, ) = td(il, 7).

Mas na verdade isso ndo pode valer para t negativo, a menos que admitamos valores
negativos para d ou que modifiquemos um pouco a férmula acima (usando |¢| no lugar
de t). Podemos ainda notar que o problema que surge diz respeito apenas ao sinal. Ora,
se d troca de sinal quando trocamos a orientagado, entdo a definicdo que demos estd boa,
pois t negativo troca o sinal dos dois lados da igualdade.

O leitor argumentard, talvez, que bastaria escrever d(til,7) = |t|d(i, 7). Poderiamos
contra-argumentar dizendo que trabalhar com |¢| é chatissimo, mas preferimos langar
mao de nossa segunda razao algébrica, que é um verdadeiro canhéo.

A figura abaixo nos sugere a seguinte propriedade, pensando em termos de 4reas:

d(il, 3 + By) = d(il, 51) + d(il, B»).

No entanto, a figura seguinte ja sugere outra coisa:
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<y

tu,t >0

]

Figura 19.3:

U1 + U2

\ &3

Figura 19.4:

d(ﬁ,51 + 272) = d(ﬁ,l_fl) — d(ﬁ,ffz).

Pois é..Na primeira figura, podemos observar, os pares i,07 e i,U; tém a mesma
orientagdo; ja na segunda, as orienta¢des sdo opostas.

Exercicio 19.6 Pegue papel e ldpis e desenhe todos os casos que achar necessdrios até se convencer de
que trabalhando com dreas negativas (isto é, com a definigio de d dada acima) vale a propriedade

d(il, 7, + 02) = d (i, 9,) +d (i, 3,) Vii, 7,5, € R*.

Vamos tratar nossa fungdo d, agora, lancando mao de certas propriedades notéveis.
Vamos ver que tais propriedades caracterizam d e nos permitem deduzir uma
expressao simples para seu calculo.

d é uma fungao que a cada par (ordenado) i,7 de vetores do plano associa um niimero
real, d(if, ¥), com as seguintes propriedades:
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U1
U2
U1 + U2
U
Figura 19.5:

(i) d(ii,7) = —d(7, i) Vii, 7 € R?;
(i) d(til, T) = td(ii, ) Vii,7 € R*Vt € R;
(iii) d(il, 0, + T 1) +d(it, @) Vil, 71,7, € R?;
(i

As propriedades (i), (ii) e (iii) foram discutidas na se¢do precedente; a propriedade
(iv) parece Obvia, mas ndo teriamos como deduzi-la das demais. Trés outras
propriedades com as quais contamos podem ser deduzidas de (i), (ii) e (iii):

(i) d(it,if) = 0 Vil;
(ii) d(ii, t7) = td(il, 7) Vii,7 € R*Vt € R;
(iit)' d(ity + ilp, T) = d(il1,T) + d(ilp, T) Vily, iy, 7 € R

As demonstragdes sdo simples e puramente algébricas:

(i)" segue de d(if, i) = —d(ii, i) (por (i));

(ii)" se deduz notando que, por (i) e (ii), d(i, t0) = —d(tv,1) = —td(0,u) =
=-t(-d(if,9))=td (ii,7).

Exercicio 19.7 Prove (iii)" usando apenas (i) e (iii).

Vamos agora, sem mais delongas, proceder ao cdlculo de d(if,7), usando as
propriedades acima. Sendo ii=(x1,y1) = x161 + Y162, T = (X2, Y2) = X261 + Y263, temos:

d(if, U) = d(x1€1 + Y162, X201 + Y283) =
= x1x2d (€1, €1) + x1y2d(ei, e2) + y1x2d(€3.€1) + y1y2d (€2, €2).
Agora basta substituir
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para obter

d(ii,7) = x1y2 — X211,

ou, usando a notagdo consagrada,

X1 X2

a@g) =

Assim, a drea (com sinal) do paralelogramo formado por il = (x1,11) e T = (x2,y2) é
dada por x1y2 — x2y7. Se fizermos questdo da drea “mesmo”, basta tomarmos o valor
absoluto.

19.3 O determinante de uma transformacao linear

. - . (a1 a
Consideremos a transformacéo linear T, dada pela matriz < all alz ) .
21 422

Notemos que

A22 [--------
Tes !
X
: Q21 fof-mmmmbm e
5 : Té
5 [0) a2 an
>
0 e

Figura 19.6:
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T transforma o quadrado formado por & = (1,0) e & = (0,1) no paralelogramo
formado por Téel = (ay1,421) e T(€3) = (a1p,a22). Como a drea do quadrado é 1, a
relacdo entre as duas 4reas é dada por

a1 a2

= d11d22 — a412421.
az1 a2

O ntmero

a1 a1
az1 a2

a1 412
a1 ax )’

mas podemos também chamad-lo determinante da transformacao linear T. Vejamos
seu significado geométrico.

é chamado determinante da matriz

Se F é uma figura qualquer no plano, consideremos sua imagem por T, F/, e
procuremos a relagdo entre as éreas de F' e de F.

Figura 19.7:

Podemos aproximar a drea de F (por falta ou por excesso) por meio de quadradinhos
bem pequeninos, que terdo como imagens por T paralelogramos também pequeninos,
que aproximardo F’. Note que se ¢ é o lado dos quadradinhos, estes serdo formados
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pelos vetores ¢é] e ¢é; e terdo drea €2. Os correspondentes paralelogramos pequeninos
serdo formados pelos vetores T(e¢7) = eTéq e T(eé3) = €T (é3).

Exercicio 19.8 Mostre que a drea (com sinal) do paralelogramo formado por T(ee1) = eTéj e T(e3) =

eT (&) é &2 i f

i | E ficil, visto que Te; = (ay1,a21) e T(é2) = (a12,422).

Agora vejamos. Se a aproximagao por falta de F é feita com m, quadradinhos e a por
excesso com 1, quadradinhos de drea €2, as correspondentes aproximagoes de F’ sdo
feitas, por falta e por excesso, respectivamente, com m, e n, paralelogramozinhos de
air a2

area (com sinal) €2
a1 a2

Se designarmos por |F| a drea de F e por |F'| a drea (com sinal) de F/, teremos que

mee? < |F| < nee?

a1 a1
az1 A4y

a1 a1
az1 Ay

Mee? < |F| < nee? A

Temos também que, quando ¢ tende a zero, tanto m.e> como n.e? tendem a |F|.

Da mesma forma, as correspondentes aproximacdes para |F’| tendem a |F’|. Mas,
independente do valor de ¢, temos sempre

ap; a a1 a
mee2 | M1 412 nee2 | M1 42
ary 4ax | az1r a2 ai1 aye
Mmee? nee? a1 axp
A conclusdo que se impde é que
/
[F'] _ | 411 412
|F| a1 ax»

Ou seja, se a transformacdo linear T é dada pela matriz
ainp a2
ayn ay )’

< 0, esta linha deve, é claro, ter seus sinais de desigualdade invertidos

o0 numero

a1 a2
a1 ax

ICaso
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a1 a1
az1 a2

expressa a relagdo entre a drea (com sinal) da imagem por T de qualquer figura F e a
4rea de F. E claro que a relacdo entre as “4reas mesmo” é dada pelo valor absoluto
do determinante, mas ndo custa nada guardar um eventual sinal negativo para indicar
que, neste caso, se o plano de F é pintado de azul em cima e vermelho embaixo (e
portanto vemos F azul), o de F’ estard pintado de vermelho em cima e azul embaixo (e
vemos F’ vermelha).

Exercicio 19.9 Entenda essa iiltima e misteriosa afirmagao.

Vejamos agora uma interessante consequéncia das idéias acima. Sejam R e S duas
transformacoes lineares de R? em R?, dadas, respectivamente, pelas matrizes

(6111 1112) . (bn 512)
ay1 Ay byy by )°

Examinemos a composta de R e S, isto é, a transformagdo T dada por T7 = S(R7).

Figura 19.8:
Como vimos no capitulo sobre transformacgdes lineares, a matriz de T é dada por
cn ¢\ _ [ bn b ain A
€1 2 ba1 bao ap1 a2

_ ( bi1an + biaazr buiaip + bipax ) .
ba1a11 + bxnaz  byiarp + bpa

2Se vocé pulou o exercicio referente a esta propriedade, é hora de ataca-lo
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E claro que podemos calcular diretamente o determinante de T usando a (enorme!)
expressdo acima. Mas podemos agir de outra forma. Se F é uma figura do plano, o
determinante de T (e de sua matriz) é a relagdo entre a drea (com sinal) de T(F) e a
area de F. Ora, T(F) = S(R(F)); se designarmos por a(F), a(R(F)) e a(S(R(F))) as
areas (com sinal) de cada uma destas figuras, teremos:

a(S(R(E)) _ 4
© T a(R(F))

a(R(F))
a(F)

Mas o determinante de T expressa a relagdo entre as dreas de T(F) = S(R(F)) e de F.
Portanto,

bi1 b2
by by

a1 a1
az1 a2

cin crp | _ a(S(R(F))) _ a(S(R(F))) a(R(F))
€21 €22 a(F) a(R(F)) a(F) ~
Isto significa que
i1 C12 | _ ‘ bii bip || ann a4
€21 €2 byi by || 4z ax

Acabamos pois de deduzir:

Teorema: O determinante da matriz (c) produto das matrizes (a) e (b) é dado pelo produto dos

determinantes de (a) e de (b).*

Exercicio 19.10 Deixamos, na deducio acima, de considerar o caso em que a(R(F)) é nula. Cuide dele.

Observacao: Embora nossa apresentagio parta de um ponto de vista geométrico, o conceito de
determinante surge naturalmente na busca de férmulas de resolucio de sistemas lineares. O
exercicio a seguir, que so exige contas, é uma primeira pista.

Exercicio 19.11 Considere o sistema linear

a11x1 + appxy = by
a1X1 + axnxy = by

Mostre que, caso

a1 a2
# 0,
a1 a4
a solugdo é dada por
by an ann by
; by ax ; ay by
1= 57—, 2=

a1 a4 a1 a4
az1 A4 az1 A4z

3Note que R(F) é também uma figura do plano!
4Este resultado vale para matrizes n x 1, n qualquer



Capitulo 20
Otimizacao

Os amigos Xavier, Yakecan e Zumbi, também conhecidos com X, Y e Z, serdo

personagens da histdria a seguir. A versdo em video pode ser vista em .

20.1 Amendoim torradinho

X, Y e Z vendem amendoim torrado em sociedade. Certo dia, X vai vender amendoim
em Madureira e Y, no baixo Gavea (Madureira e Gavea sido bairros do Rio de Janeiro).
Z, que gerencia a sociedade, ficou, na véspera, pensando quanto amendoim cada um
dos dois deveria levar para seu ponto de venda. Chamando de x a quantidade que
caberd a X, e y a que caberd a Y, as limita¢Oes sdo as seguintes:

(i) x +y < Q, sendo Q a quantidade total de amendoim em estoque (em unidade
de massa, convencionemos);

(ii)) x < Qqp, sendo Q; o maximo de amendoim que X consegue carregar (em
unidade de massa);

(iii) y < Q2, sendo Q> o méximo de amendoim que Y consegue carregar (em
unidade de massa);

(iv) p1x + poy < P, sendo p; a quantidade de papel por unidade de massa
necessdria para embalar amendoim para venda em Madureira e p, a necessdria para
venda na Géavea (por razdes de mercado, as embalagens usadas nos dois bairros sdo
diferentes; P é a quantidade de papel para embalagem em estoque);

(v) tix + toy < T, sendo t; o tempo que Zumbi leva para embalar cada unidade de
massa para venda em Madureira e t; o tempo que leva para embalar cada unidade de
massa para venda na Gdvea (Zumbi embala tudo sozinho e s6 dispde de um tempo T
para concluir esse servico).

Pela experiéncia do grupo, ambos os vendedores venderdo, em qualquer circunstancia,
toda a mercadoria que levarem. O objetivo é determinar x e y ndo negativos,
satisfazendo as desigualdades (i), (ii), (iii), (iv) e (v), de tal maneira que o lucro seja
méximo. Como o lucro por unidade vendida em Madureira é L1, e o lucro por unidade
vendida na Gavea é Ly, Zumbi tem que determinar x e y tais que

L(x,y) = Lix + Ly
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https://youtu.be/gQUA_0dH9cY?si=Zf9GMIBF2InY-qGS
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seja maximo.!

Exercicio 20.1 Desenhe a regido R do plano definida pelas condigdes (i), (ii), (iii), (iv) e (v), além de
x > 0ey > 0. Faga hipéteses razodveis, tipo Q1 < Qe Qy < Q. Para dar mais graca, suponha
p1Q < PeprQy < P < p2Q. Mostre que a regido R, com essas hipdteses, é um poligono convexo.
Mostre que mesmo sem essas hipéteses adicionais R é um poligono convexo.

Exercicio 20.2 Observe que a fungio L(x,y) é constante em cada reta perpendicular ao vetor (Ly, Ly).
Observe que L aumenta se caminhamos na dire¢io e no sentido indicados pelo vetor (L1, Lp).

Exercicio 20.3 Dd para notar que o valor mdximo de L(x,y), para (x,y) em R, é atingido em um vértice
de R?

Exercicio 20.4 Dependendo de Q, Q1 Q2, L1, Lo, p1 e p2, ndo seria mais lucrativo mandar Xavier
para a Gdvea e Yakecan para Madureira? Yakecan talez nio concorde, pois, com seu jeito de indio, faz
enorme sucesso entre as meninas do Baixo Gdvea,

Zumbi pensou um bocado, desenhou a regido R e viu que era convexa e limitada.
Entendeu o seguinte: cada desigualdade do tipo

ax +by <c,

com 4, b e c reais fixos, pode ser reescrita, usando o produto escalar, como

((x,y), (a,)) <,

de forma que o conjunto solugdo,

E={(xy) e R*| ((x),(ab)) <c},

corresponde a um semiplano. Como semiplanos sdo convexos e a intersecdo de
convexos é um convexo, qualquer regido do plano definida por desigualdades do tipo
ax + by < c, como as que apareceram em seu problema, é convexa. Dependendo das
circunstancias a tal regido pode até ser vazia; com sorte, porém, além de nao vazia,
sera limitada. Contou suas descobertas a Xavier e Yakecan. Xavier disse: ora, é um
poligono convexo!

Zumbi generalizou: depois de amanhd, quando eu também sair para vender,
podemos interpretar as quantidades x, ¥ e z como um ponto do espago, dado,
em coordenadas, por (x,y,z). As desigualdades, entdo, definem semiespagos; o
conjunto de desigualdades define um conjunto K, que é a interse¢cdo dos semispagos
correspondentes as desigualdades. Os elementos de K sdo os ternos ordenados (x, y, z)
que correspondem as quantidades admissiveis, x, y e z (isto é, cada terno (x,y,z)
corresponde a uma possivel escolha de quantidades de amendoim a serem atribuidas,
respectivamente, a X, a Y e a Z). Como cada semiespaco é um convexo, K é, também,
convexo. E, se for limitado, é um poliedro, concluiu Xavier.

1A diferenga de lucratividade é determinada nao s6 pelas diferengas de custo das embalagens, mas
também por diferencas nos precos praticados nos dois bairros, assim como outros fatores, como taxas
de extorsdo a serem pagas as mafias de cada local, suborno a policiais, etc.)
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Nesse caso, o lucro pode ser uma fun¢do L(x,y,z). Se Xavier vende x em Madureira,
com lucro L; por unidade, Yakecan, na Gavea lucra L, por unidade e vende y, e eu, no
Centro, vendo z e consigo L3z, nosso lucro total serd

L(x,y,z) = Lix + Loy + L3z = ((x,y,z), (L1, Ly, L3)) .

E se chutarmos, para comecar, quantidades x, y e z? sugeriu Xavier. Isso, disse
Zumbi! Vamos chamaé-las de x,, y, € z,. Se, partindo do ponto (x,, Y,, z,), procuramos
aumentar o lucro, tem duas coisas claras: andando sobre o plano que passa por
(X0,Y0,20) € é normal a (L1, Ly, L3), o valor de L ndo muda; mas se formos para onde
aponta o vetor (L1, Ly, L3), entdo L aumenta!

Exercicio 20.5 Volte ao caso do plano. Suponha que a regido R é um poligono convexo e chute um ponto
de partida, (x,,,), no interior de R. Trace, passando por (x,,Y,), uma reta, r, perpendicular a (L1, Ly).
Agora faga r ir andando, sempre perpendicular a (L1, Ly) (e, portanto, paralelamente a posigio inicial),
no sentido para o qual (L1, Ly) aponta, até o momento em que r deixa de tocar a regido R. Conclua que
o valor mdximo de L(x,y) é obtido em um vértice de R (note que, mesmo se na posigdo limite, a reta r
contém um lado de R e, portanto, todos os pontos desse lado sdo de mdximo, pode-se dizer que o mdximo
é atingido em um de seus vértices).

Faga a mesma coisa em R3: suponha que K é um poliedro convexo e que queremos maximizar
L(x,y,z) = Lix + Loy + L3z em K. Chute um ponto de partida, (x,,Y,,2,), trace por ele um plano, «,
perpendicular a (Ly, Ly, L3); mova «, paralelamente a posicio inicial, no sentido em que L aumenta, até
a posigdo limite em que w deixa de tocar K. Conclua que o valor mdximo de L é atingido em um vértice
de K.

No dia seguinte, antes de sairem para o trabalho, Yakecan falou: esta noite tive
um sonho. Sonhei que nossa sociedade tinha 623 vendedores. As quantidades
de amendoim que cada um devia levar eram 623 nimeros. No comeco, estavam,
todos os ntimeros, em fila, separados por virgulas, pareciam formar uma enorme
cobra. Depois, a cobra comegou a se enroscar, se encaracolar...fiquei com medo e sai
flutuando, enquanto os ntimeros iam se enroscando cada vez mais. Eu fui flutuando,
me afastando, e, aos poucos, aquela magaroca de ntiimeros, de longe, foi virando
apenas um pontinho de um espago enorme...

Zumbi ficou matutando. Xavier anotou o namero, 623, e, sem que 0s outros vissem,
furtivamente, pegou todo o dinheiro que tinham guardado. Chegando a Madureira,
jogou tudo no bicho.
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Capitulo 21

A Decomposicao em Valores Singulares

21.1 O Teorema

Esta se¢do comega com um video (clique e assista!):

D Decomposiciao em Valores Singulares

O video nos apresenta o seguinte resultado, que é a versdo mais simples da
Decomposigdo em Valores Singulares:!

Teorema 21.1 Se T é uma transformagdo linear bijetiva de um plano em outo plano plano,
entdo existem: dois vetores unitdrios e ortogonais, U1 e U, outros dois vetores unitdrios e
ortogonais, ily e ily; e dois niimeros estritamente positivos, oy e 0y, tais que

Demonstracao:
& Decomposicio em Valores Singulares

Se quiser uma outra versdo em video, veja

& Decomposiciao em Valores Singulares - demonstragio

21.2 A geometria do Teorema

Observe que, no enunciado do Teorema, fizemos, deliberadamente uma escolha
inabitual: poderfamos ter escrito T é uma transformagio linear bijetiva de R* em R?, mas o
que escrevemos foi T é uma transformagio linear bijetiva de um plano em outro plano plano.
A razdo é a seguinte: R? ja vem, de fébrica, com um sistema de coordenadas; o plano,

Este é um resultado central em Algebra Linear. Voltaremos a ele em um contexto mais geral
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https://youtu.be/p985C5j_W4Q?si=44u2nHBaHJ-RnYyh
https://www.youtube.com/watch?v=bhWajYASkhw&index=14&list=PLsVKfJEcnnr3-YDqneq6A6cHQw0Gxb031
https://www.youtube.com/watch?v=ulnplYfwqFY&index=29&list=PLsVKfJEcnnr0glXB0f4Nw2sjHA36_hrOs
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ndo. O plano vem purinho (mas vamos supor que ja veio com uma origem). Se temos
T : R? — R?,ja conhecemos a histéria e a figura: T é dada pela matriz

a1l 412
a1 ax |’

de modo que o vetor @ = x1€] + xe; é transformado por T, por meio de

X1 ail 412 X1 a1 a2
T = =x + x2 ,
X2 ar1 ax X2 an1 az

em T = x1€; + x2€p, com €1 = Tej, € = Tey. Note que ndo podemos esperar, em
geral, que os vetores € e €, sejam ortogonais (seria muita sorte!).

O que o Teorema nos diz é que existe no plano de partida um outro sistema de
coordenadas, com uma certa base especial, 7;, ¥, (mantida a origem), tal que T7; e
T7,, 14 no outro plano, sdo ortogonais (e, para ficar mais certinho, usamos, para as
imagens, a base i, i, formada pelos unitarios de T, e T7y).

Assim, se escrevermos W = Y171 + Y20y, teremos
Tw = Ty1T1 + Y202 = y1TT + y2TT = y1 A1y + yaAoiis.

Isso significa que, qualquer que seja a transformacdo linear bijetiva T, de um plano
em outro plano, se escolhermos adequadamente os sistemas de coordenadas em que
vamos representar (ou, deveriamos dizer, de que maneira vamos inclinar a cabeca
para olhar) as figuras, de um lado, e suas imagens por T, do outro lado, seu efeito
corresponde a duas simples mudancas de escala.



Capitulo 22

Numeros complexos e coordenadas
polares

@ Niumeros Complexos 1
& Numeros Complexos 2

22.1 Os complexos

Os ntmeros complexos surgem, no século XVI, como um artificio de calculo, no
processo de solucio de equacdes do 3° grau. Expressdes do tipo "a + /b", com a
e b reais, b negativo, eram aceitas no meio das contas, inicialmente, apenas porque
conduziam, eventualmente, a solu¢des dadas por "ntimeros de verdade". Neste
sentido, a expressdo ntiimero imagindrio, designando raizes quadradas de ntimeros
negativos, é bastante coerente. E apenas com Euler, j4 em 1777, que os ndmeros
complexos passam a ser vistos como entidades da forma a + bi, com a e b reais e i um
"ntimero imagindrio", tal que i> = —1. Se z é o niimero complexo dado por z = a + bi
(com a e b reais) a é chamado de parte real de z (e notado 2 = Re(z)) e o nimero b de
parte imagindria de z (e notado Im(z)). Um namero complexo é dito real se sua parte
imagindria é nula; imagindrio, se é nula sua parte real. A adicdo e a multiplicacdo de
nimeros complexos sao definidas por:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a+ bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Pouco depois de Euler, na virada do século XVIII para o XIX, se chega a uma
interpretagdo geométrica dos niimeros complexos e de suas operagdes. O irlandés
William Hamilton, embora nédo tenha sido o primeiro na geometrizagdo dos complexos,
d4, em 1833, uma defini¢do radical. Embora outros ja tivessem proposto a interpretacdo

do ntiimero complexo x + yi como um ponto do plano, Hamilton adota o ponto de vista
de definir diretamente, em R?, as operagdes de adicdo e multiplicagdo por:

(a,b) 4+ (c,d) = (a+c,b+d)

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc).
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https://www.youtube.com/watch?v=p4EWXyXumQY&list=PLsVKfJEcnnr3A95028Tzw3yHfzTuPPkrT&index=3&t=75s&pp=iAQB
https://www.youtube.com/watch?v=h3jxxXgI_mM&list=PLsVKfJEcnnr3A95028Tzw3yHfzTuPPkrT&index=4&pp=iAQB
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Exercicio 22.1 Veja se entendeu. Mostre que, com a notagdo tradicional, 0 + 0i é neutro para a adigdo;
na notagdo de Hamilton, o neutro é (0,0). Na notagdo tradicional, convenciona-se que a + 0i é notado
por a e que O + bi, se b # 0, é notado por bi. Compreenda que se pode passar da defini¢io de Hamilton a
tradicional, facilmente, observando que (a,b) = (a,0) + (0, b) e convencionando que (a,0) serd notado
por a e (0,b) por bi, se b # 0. Temos, naturalmente, que (1,0)=1 e (0,1) = i. Os niimeros da forma
(a,0) correspondem aos reais; os da forma (0, b) sio os imagindrios.

Definicdo: Dado o ntimero complexo z = a + bi, seu conjugado é o complexo
Z=a—bi. Omédulo de a + bi é

ja+bi| = v/a + b2 = \/(a + bi) (a — bi).

Exercicio 22.2 Sejam u = a + bi e v = c + di dois niimeros complexos. Interpretando-os como vetores,
mostre que seu produto escalar é Re(ud) = Re(iiv). Note que uii é sempre real.

Exercicio 22.3 Mostre que 0 médulo de u é 1 se, e somente se, uii = 1.

Exercicio 22.4 Mostre que u é real se, e somente se, i = u. Mostre que u é imagindrio se, e somente se,

u=—u.

A interpretagdo dos complexos como elementos de R? nos permite tomé-los, conforme
nossa conveniéncia, ora como pontos, ora como vetores do plano (note que a adigao de
complexos corresponde a de vetores e que podemos multiplicéd-los, como os vetores,
por numeros reais: t(x +yi) = (t,0)(x,y) = (tx,ty) = tx + tyi). Mas a grande
novidade, o que distingue os complexos de meros vetores, claro, é a possibilidade de
multiplica-los. O exercicio a seguir é incontornavel.

Exercicio 22.5 Sejam (a,b) e (x,y) niimeros complexos. Observe que o produto (a,b)(x,y) =
(ax — by, ay + bx) corresponde a multiplicacio do vetor (x,y) pela matriz

(s 7).
(v ) ()= (i)

Feito o exercicio, resta observar que

a —b
( a —b ) < X ) _ \/m \/a2b+b2 NZ ) ( X ) ‘
boas\Y vew vamw ) Y

ou seja,

Ora, a matriz

a —b
( \/a2b+b2 \/ﬂ2+b2 )
a
Va2+b2 Va2 +Db?
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(a,b)

b
Va2 +b?

Va2

Figura 22.1:

corresponde a rotagdo do dngulo 6 formado pelo vetor (4, b) com o eixo horizontal (no
sentido trigonométrico, do eixo para o vetor); o nimero r = Va2 + b? é exatamente
a norma do vetor (a,b) (neste caso, dizemos também que r é o médulo do namero
complexo a + bi). Assim, multiplicar x + yi por a + bi corresponde a rodar (x,y) de 6 e
multiplicar o resultado por r.

Defini¢do: Dado o par ordenado (a,b) de nameros reais, com (a,b) # (0,0), o par
(r,0), com

a=rcost
b =rsin®,

é dito uma representacédo de (a,b) em coordenadas polares. Costuma-se dizer, embora
6 esteja definido apenas a menos de um mualtiplo inteiro de 271, que r e 6 sdo "as
coordenadas polares" de (a,b).

Exercicio 22.6 Suponha que os niimeros complexos zy e zp sejam dados por z; = (r1 cos 6y, r1sinb;)
e zp = (r2cos 0y, 1y sin 6,). Mostre, efetuando diretamente a multiplicagio e usando as relagdes

cos(01 + 02) = cos 61 cos 6, — sin 0y sin 65,
sin(6; + 02) = sin 6, cos 0, + cos 01 + sin 6,

que z1zy = (r1r2cos(01 + 62),r1r2sin(61 + 62)). Ou seja: o produto de dois niimeros complexos é o
niimero complexo obtido multiplicando os médulos e somando os Angulos.

Uma outra maneira de entender as coordenadas polares é dizer que todo ntiimero
complexo z, com z # 0, pode ser escrito como

z

z=|z|lu, u=—.
2|
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Exercicio 22.7 Sejam z um niimero complexo nio nulo e n um niimero natural (também nio nulo).
Mostre, escrevendo z em coordenadas polares, que existem exatamente n niimeros complexos, wy, . .., Wy
tais que w]” = z. Mostre que esses niimeros, ditos raizes enésimas de z, estio sobre os vértices de um
poligono regqular de centro em 0.

Exercicio 22.8 Seja u um niimero complexo tal que |u| = 1. Escrevendo u = (cos 6, sin 0), determine
os 6 para os quais {u", n € Z} é finito. Mostre que, para os demais valores de 6, o conjunto
{u", n € Z} é denso no circulo unitdrio (isto é, para todo z com |z| = 1 e para todo ¢ > 0 existe
n € Z tal que |[u" — z| < ¢).

Exercicio 22.9 Observe que, se n é um inteiro positivo e ¢ é o circulo definido por |z| = r, entdo a
imagem de c pela aplicagdo z — z" é o circulo de raio " percorrido n vezes.

Exercicio 22.10 Considere o polinomio p(z) = z" + ay_1z2" "1 + ...+ ag, com n > 0. Mostre que,
para todo € > 0, existe rq tal que, se r > ro, entdo

1
Iz| =r= w]p(z) —z" <e.

Note que isto significa que, se quisermos representar na tela de um computador, simultaneamente, as
imagens do circulo |z| = r por z — z" e por z — p(z), teremos, para r suficientemente grande, imagens
coincidentes.

22.2 Inversoes

Sejam O um ponto do plano e R um ntmero real positivo. Consideremos a
—

transformagdo P — P’, definida, para P’ # O, por: P’ é o ponto da semirreta OP
tal que o produto das distancias OP' e OP é R?. P +— P’ ¢ dita a inversdo em relacdo
ao circulo c de centro O e raio R.

Exercicio 22.11 Mostre que a inversio em relagio a ¢ é uma bijegio (do plano menos O em si mestmo)
que deixa invariantes os pontos de c e traz para dentro de ¢ os pontos que estdo fora, ao mesmo tempo em
que leva para fora os que estio dentro (podemos, também, dizer que leva O para o infinito e traz o infinito
para O).

Exercicio 22.12 Seja r uma reta passando por O. Mostre que a inversio transformar \ {O} emr\ {O}.

Exercicio 22.13 Suponha que nosso plano tem um sistema de coordenadas candnico, com origem em O.
—

Identificando cada ponto P com seu vetor posicdo OP, mostre que a inversio de P em relagdo ao circulo
de centro O e raio R é P’ tal que
— R2 —
OP/: I — P .
| OP 2
Conclua que a inversdo em relagdo ao circulo de centro O e raio R é obtida pela inversdo de P em relagio
ao circulo de centro O e raio 1 sequida por uma homotetia de razdo R>.

As inversodes tém trés propriedades notdveis ndo tdo evidentes como as enunciadas nos
exercicios acima.
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1. Inversdes transformam retas que ndo passam por O em circulos que passam por
O (e, consequentemente, circulos que passam por O em retas que ndo passam por
O); em ambos os casos, os circulos sdo tomados com o ponto O excluido.

2. Inversdes transformam circulos que ndo passam por O em circulos (que nao
passam por O).

3. Inversdes preservam angulos.

O leitor estd convidado a dar demonstra¢des puramente geométricas das trés
propriedades. Seguiremos em outra dire¢do. Seja €* = C \ {0}. Nosso propésito,
aqui, é destacar a relagdo entre as inversdes e a transformacao

- — C*.

z — 1
ya

Exercicio 22.14 Considere, em R2, a inversio em relagdo ao circulo de raio 1 e centro na origem. Mostre

que a imagem de z = (x,y) é

(xy) =

Ny | =

x2 +y>?
1 2 . - ~ . - . - ~ .
Conclua que z — = € a inversdo em relagdo ao circulo |z| = 1, seguida da reflexiio em relagdo ao eixo
real.

Dado que as propriedades que pretendemos demonstrar, claramente, sdo invariantes
por homotetias e que a inversao em relagdo ao circulo de centro O e raio R é obtida pela
inversdo de P em rela¢do ao circulo de centro O e raio 1 seguida por uma homotetia
de razdo R?, podemos demonstré-las para o circulo |z| = 1. Como também nao sdo
alteradas por reflexdes (em relagdo a retas passando por O), concluimos que basta
prové-las para a aplicagdo z 1 Desta forma, podemos, nas demonstrag¢des, usar

Z
livremente propriedades algébricas dos ntiimeros complexos.

Propriedade 1: Inversdes transformam retas que ndo passam por O em circulos que
passam por O (e, consequentemente, circulos que passam por O em retas que nio
passam por O); em ambos os casos, exclui-se dos circulos o ponto O.

Demonstragao: Vamos fazer a demonstracao para a transformacéo z — 1. Seja r uma reta do
plano complexo que néo passa por 0. Podemos representar os pontos de r na forma u + tv, t
real, sendo u e v nimeros complexos fixos, com Re(u7) = 0 (isto corresponde a tomar o vetor
v com a dire¢do de r e u normal a 7; note que a parte real de u@ é o produto escalar dos vetores
u e v). Afirmamos que a imagem de r é o circulo de centro (2u) ! e raio (2|u|)~!. De fato, para
todo t em R:

1 1y | u—to | 1 |u—to| 1
u+to 2u| |2u(u+to)|  2u| |ut+to|  2ul
(u + tv e u — tv tém o mesmo moédulo, ja que u e v sdo perpendiculares). L

Propriedade 2: Inversdes transformam circulos que ndo passam por O em circulos (que
ndo passam por O).
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Demonstracdao: De novo, vamos fazer a demonstragdo para a transformacdo z % Dado

um circulo ¢ que ndo passa pela origem, podemos tomar um vetor unitario u (que trataremos,
também, como niimero complexo) tal que a reta tu,t € R, passe pelo centro de c. A reta em
questdo corta ¢ em dois pontos, au e bu (com a e b reais). Como o segmento ligando os dois
deve ser um didmetro, temos que z pertence a c se, e somentese, z —au ez — bu sdo ortogonais,
ou seja (lembre-se de que o produto escalar de dois vetores v e w, tomados como ntiimeros
complexos, é Re(vw)):

Re((z —au)(z —bir)) = 0.

Se o queremos provar é, de fato, verdade, a imagem de c deve ter um didmetro ligando ﬁ a %

Basta, entdo, provar que z estd em c se, e s0 se, z~1 estd no circulo com esse didmetro, ou seja:

z au z bu
Calculando o produto escalar entre os dois, temos a parte real de

(au —z)(bii — z)
auzbiiz '
Como o numerador é (z — au)(Z — bii), cuja parte real é nula, e o denominador é real, temos o
que queriamos. u

Propriedade 3: Inversdes preservam angulos.

Demonstracdo: Esta é uma propriedade que decorre de um resultado bem geral da teoria de
fun¢des de varidvel complexa. Para tranquilizar o leitor, ndo vamos roubar. Facamos uma
demonstracdo geométrica. A observagdo crucial é a seguinte: se r é uma reta que ndo passa por
O, o circulo que resulta de sua inversdo (geométrica, sem usar niimeros complexos) é tangente,
em O, a uma reta paralela a r (é, basicamente, uma questdo de simetria). Assim, se duas retas,
r es, se cortam em P (e nenhuma das duas passa por O), os circulos correspondentes se cortam
em P’ e em O (e, é claro, se cortam em P’ e em O segundo angulos iguais). Mas as tangentes
em O sdo paralelas a 7 e a s, 0 que mostra que o angulo em O entre os dois circulos é igual ao
angulo entre r e s (em P). Se uma das retas, r, digamos, passa por O, entdo podemos supor que
a outra, s, ndo passa por O. Assim, r se transforma em r e s se transforma em um circulo, c,
passando por O, de forma que r e ¢ se cortam em P’ e em O, segundo angulos iguais. Como a
tangente a c em O é paralela a s, o resultado segue. u

Exercicio 22.15 Sejam a, b, c e d niimeros complexos tais que ad — bc # 0. Suponha, também, para ter
graga, que ¢ # 0. Mostre que a transformacgdo de Mobius T dada por

az+b
T:iZ—y ———
cz+d

~ d . a 3 ~ d
leva retas que ndo passam por — ¢ em circulos que passam por 2, leva circulos que ndo passam por —

c
em circulos que nio passam por °, retas que passam por —% em retas que passam por 2 e circulos que
passam por —2

~ a z A =~ .,
£ em retas que ndo passam por . Mostre, também que T preserva dngulos. Sugestdo: faca

az—l—b_g bc—ad 1

- =4 -
cz+d ¢ c cz+d
e conclua que nossa transformagio é composta de homotetias, rotagdes, translagoes, reflexdes e inversoes.



Capitulo 23
Equacoes Polinomiais

Este capitulo e os trés que o seguem, estdo resumidos nos videos da seguinte playlist:
@ Teorema Fundamental da Algebra em meia hora.

23.1 Equacgdes polinomiais no Renascimento

O processo de resolugdo de equagdes polinomiais do 3° grau é um interessante capitulo
da historia da Matematica. Embora as féormulas envolvidas ndo tenham, aos olhos
de hoje, nada de sensacional, o feito, em pleno Renascimento italiano, representa
um significativo triunfo: num momento em que énfase era dada ao retorno aos
conhecimentos da antiguidade, os novos sdbios europeus podiam enfim apresentar
algo que escapara a seus antecessores. De fato, ndo se tem registro de que alguém, antes
de Scipione del Ferro (6.11.1465-5.X1.1526), professor da Universidade de Bolonha a
partir de 1496, tivesse sido capaz de resolver equacdes polinomiais gerais de grau
superior a 2.

Scipione del Ferro quase levou para o timulo o processo de que sempre guardou
segredo, mas, em seu leito de morte, revelou-o a um discipulo ndo muito brilhante,
Antonio Maria Fior. Tempos depois, a noticia de que existia uma férmula para resolver
equagdes do 3° grau instiga Niccolo Tartaglia (1500-1557), que, por sua vez, obtém
de forma independente a solugdo. A rivalidade Fior-Tartaglia culmina em um duelo
matematico (1535), em que cada um dos dois propde ao outro 30 problemas. A vitéria
de Tartaglia é acachapante: 30 x 0.

A fama de Tartaglia corre a Itdlia..Em 1539, Girolamo Cardano (1501-1576), em
companhia de seu assistente Ludovico Ferrari (1522-1560), convence-o a ensinar-lhes
o método. Tartaglia, porém, exige que os dois jurem, sobre reliquias sagradas, jamais
revelar o segredo. Pouco tempo depois (1540), Ferrari obtém a férmula da resolugdo
das equagdes do 4° grau. Ocorre, porém, que o método de Ferrari passa pela redugao
a uma equagdo do 3° grau; impedidos pelo juramento sagrado, Cardano e Ferrari ndo
teriam, pois, como divulgar a novidade. Mas uma nova informagdo vai permitir que o
facam, sem terem que pagar o preco do fogo eterno.

Cardano e Ferrari ficam sabendo que Scipione del Ferro deixara, em poder de seu
genro Annibale della Nave, anotagdes que poderiam conter o método de resolugao das
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equagoes do 3° grau. Bons de conversa, visitam della Nave, que concorda em mostrar-
lhes 0s manuscritos do sogro; esses, de fato, contém o que buscavam. Considerando
que, a partir dai, obtivera a férmula de del Ferro diretamente da fonte e sem nada jurar,
Cardano se sente livre para publicar, em seu livro Ars Magna, tanto a férmula de del
Ferro-Tartaglia como a de Ferrari (que, durante muito tempo, foram conhecidas como
as férmulas de Cardano).!

23.2 A férmula de del Ferro-Tartaglia

Apresentamos a seguir, sem a preocupagdo de reproduzir o Ars Magna, um método de
resolucdo das equacdes do 3° grau.? Comecemos com a equagao

X +ax? +bx+c=0.

Uma primeira substituicao,

a
x:y—f—;,

elimina o termo de 2° grau, conduzindo a uma equacdo da forma
3
yv+py+q=0.
Exercicio 23.1 Faca a substituicdo e as contas.

Uma segunda substitui¢do, menos evidente,’

_ P
y=%= 3y
conduz a
3\2 3 P3
(w’)” +qw —ﬁ:O.

Exercicio 23.2 Faga a substituicdo e as contas.

Resolvendo essa tltima, encontramos dois valores para w3, que nos dao, cada um, trés
valores (complexos) para w; esses seis valores de w devem agora ser substituidos em

1Pode parecer exagerado o zelo de Cardano e Ferrari em manter o juramento feito a Tartaglia, que
sequer tinha fama de bom moco. Ainda mais se levarmos em conta a desenvoltura com que juras de
amor eterno, feitas diante de um padre na prépria casa de Deus, sdo deixadas para tras nos dias de hoje.
Mas sdo outros tempos...no século XVI, quem quebrasse um tal juramento tinha a certeza de ir para o
inferno

2Sinalizemos que nossos heréis se beneficiaram dos métodos algébricos desenvolvidos pelos drabes
(ai entendidos todos os povos sob dominio drabe durante a Idade Média), que chegaram a Europa a
partir do século XII. Também ha registro de manuscritos florentinos que, um século antes de del Ferro,
j& apresentavam a redugdo da equagdo do 3° grau a uma outra, equivalente, sem termo de 2° grau

3conhecida como substituicdo de Vieta
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_ P
Yy =973

para, de posse dos correspondentes 7, obtermos os valores de x por meio de

x:y—§

Exercicio 23.3 Mostre que os seis valores de w se agrupam em trés pares, cada par produzindo
um tinico valor para y.

23.3 A formula de Ferrari

Partindo da equacgao

x4—|—ax3+bx2—|—cx—|—d:O,

chegamos, fazendo a substituicdo

a uma equacdo da forma
24 pz® + gz 41 =0.

Nossa equacdo é equivalente, para qualquer u, a

2 2

z4+zzu+uz—z2u—uz+pzz+qz+r:O,

ou seja,

(zz—l—%>2— [(u—p)zz—qz+ (uzz—r)} =0.

Ora, o polindmio do segundo grau em z

s (2 0)

terd duas raizes iguais se
2
7> —4(u—p) (uz—r) = 0.

Como esta tltima é uma equagdo do terceiro grau em u, podemos, usando o método
que acabamos de aprender, achar-lhe uma raiz u (se os coeficientes da equagéo original



120 Capitulo 23: Equacdes Polinomiais

forem todos reais, podemos, inclusive, escolher u real). Assim, nossa equagdo se torna,
obtido um tal u (que s6 depende de p,ger),

2

(#+3) - (Vimpe-57=) -0

cujas raizes sdo as das duas equagdes do segundo grau em z:

2 By w1
z+2+ u—pz N 0

e
24c— Sfu—pzt—a— =0
2 2\/u—p
Assim, fatoramos nosso polindmio, z* + pz2 + gz +r = 0, como produto de dois

polindmios do segundo grau, o que nos permite: primeiro, concluir que tem quatro
raizes; segundo, calcula-las.

23.4 Problemas inerentes a solucao de del Ferro-Tartaglia

Se a deducgdo da férmula ndo ocupa mais do que uma pdagina, as dificuldades
associadas a sua aplicagéo, ao tempo de del Ferro e Tartaglia, sdo imensas. Aquela
época ndo existiam sequer os niimeros negativos; muito menos os complexos. Para
dar uma primeira no¢do dos problemas a que a aplicagdo do método acima poderia
conduzir, no século XVI, partamos de uma equacdo do 3° grau com trés raizes reais,
distintas e positivas, algo assim como (x — 1)(x — 2)(x — 3) = 0. Como nossa primeira
substituicdo é uma simples translacdo, a cada valor de x corresponde um tnico y, e
vice-versa. Desta forma, a nova equagdo,

v +py+q=0,

terd, igualmente, trés raizes reais distintas. Notemos, porém, que, sendo o coeficiente
do termo do segundo grau nulo e igual a menos soma das raizes, teremos, agora,
necessariamente, pelo menos uma raiz negativa.

Exercicio 23.4 Mostre que o coeficiente do termo de segundo grau do polinémio (x —a)(x —
b)Y (x —c)é—(a+b+c).

Mas esse é apenas um probleminha, perto do que ainda vem...

Examinemos a fungdo f(y) = y° + py + q e vejamos sob que condi¢des suas raizes sdo
reais e distintas. Vamos usar um pouquinho de limites e derivadas. Como

lim f(y) =—oc0c e lim f(y) = +oo,

Yy——00 y——+0o

precisaremos que o gréfico de f, vindo de —co, suba até um valor méaximo local positivo
e, em seguida, desga até um valor minimo local negativo, antes de voltar a crescer até
+o00. Calculando a derivada, temos
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f'ly) =3y*+p,

com zeros em

-P
ig.

121

Precisamos, pois, que p seja negativo?. Para que o maximo local seja positivo, é preciso

que

()

Para que o minimo local seja negativo, por outro lado, a condigdo é

(3

A primeira desigualdade nos conduz a

2p |=p .
3V =7
a segunda, a
2p =P
773V 3

Isso equivale a
4p® +27q° < 0.

Assim, se a equacdo original,

P tax’+bx+c=0,

tiver trés raizes reais distintas (que podemos até supor positivas), teremos, apds a

primeira substituigdo, uma equacado da forma

Y Hpy+a=0,

com
4p® +27q% < 0.

A segunda substitui¢do nos conduz a equagao

4

mais um probleminha, mas basta passar o termo py para o outro lado da equagao
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(w®)? + qu® — r =0.
27

Para podermos resolvé-la sem passar pelos ntimeros complexos (que nado integravam
o universo de del Ferro e Tartaglia), seria preciso que

4p® + 279 > 0.

Ora, pelo que acabamos de ver, isso jamais ocorrerd, se a equagdo original tem trés
raizes reais distintas.

23.5 A invencdao dos numeros complexos

Embora o Ars Magna ja mencione a possibilidade de levar adiante os célculos, mesmo
que a solugdo da bictibica conduza a raiz quadrada de um ntimero negativo, quem vai
efetivamente escrever o ultimo capitulo dessa histéria italiana é Raffaele Bombelli.
Bombelli (1526-1572) publica em 1572 sua Algebra, livro em que, pela primeira vez,
aparecem nuimeros negativos, com a regra dos sinais, e as operagdes com niimeros
complexos (adicdo, subtragdo e multiplicagdo), um embrido de notagdo algébrica
sucinta e a utilizagdo dos complexos na solugdo de equagdes do 3° grau.

Com a possibilidade de operar com ntimeros negativos e com niimeros correspondentes
a raizes quadradas de numeros negativos (que Descartes, em 1637, chamard de
imagindrios), as dificuldades que apresentamos na se¢do anterior podem, finalmente,
ser ultrapassadas.

Assim, em um primeiro momento, a razao para operar com niimeros envolvendo raizes
quadradas de numeros negativos era apenas possibilitar a conclusdo dos calculos
que conduziriam, nos casos bons, a solugdes reais para as equagdes do 3° grau:
as raizes quadradas de ntmeros negativos, no fim das contas, se cancelavam, de
forma que os rastros dos ntiimeros imagindrios utilizados eram apagados. Logo,
porém, as propriedades dos complexos foram desenvolvidas e se comega a perceber
que faz sentido, pelo menos de um ponto de vista puramente algébrico, falar em
raizes complexas para polindmios que, outrora, levavam a equagdes dadas como sem
solucdo. Em 1629, Albert Girard ja apresenta o primeiro enunciado do Teorema
Fundamental da Algebra, consolidando a ideia de que todo polinémio de grau 1 tem
direito a suas n raizes: se ndo ha n reais, as faltantes devem ser buscadas entre os
complexos.

A concepcao que hoje temos dos complexos, porém, ndo vem pronta com Bombelli.
A primeira tentativa conhecida de lhes dar uma interpretacdo geométrica é feita por
Wallis, apenas em 1673, mas a identificacdo entre € e os pontos de um plano vai
esperar muito mais: o simbolo i e a notagdo a + bi foram introduzidos por Euler em
1777; em 1799 Wessel publica um trabalho em que, finalmente, os complexos sdo vistos
como pontos do plano. A divulgacdo, porém, é lenta; outros, entre os quais Gauss e
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Hamilton, trabalham, de forma independente, com as mesmas ideias, de forma que,
apenas nos anos 1830, a identificacdo entre € e R? se torna, de fato, corrente. A
expressdo nimeros complexos é usada pela primeira vez por Gauss, em 1831.
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Capitulo 24

O Teorema Fundamental da Algebra

Veja também: @ Teorema Fundamental da Algebra em meia hora

Ja& no comego do século XVII se conjecturava que qualquer polindmio deveria ter
raizes, se ndo reais, pelo menos, complexas. Esse resultado é o que conhecemos
hoje como Teorema Fundamental da Algebra. O caminho até uma demonstragao
foi longo. A primeira tentativa séria foi feita por D’Alembert (1746) - na Franca, o
teorema é conhecido como teorema de D’Alembert. Mas s6 em 1799 Gauss prova o
teorema, em sua tese de doutorado; o préprio Gauss apresenta, mais tarde, outras trés
demonstragdes. A demonstracdo que vamos esbogar, a seguir, estd apoiada em ideias
topolégicas que, esperamos, parecem razodveis. Antes, o enunciado.

Teorema Fundamental da Algebra: Todo polindmio de coeficientes complexos e grau
maior ou igual a um tem raiz em C.

A prépria ideia de buscar uma demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra
implica na escolha de um caminho diferente do seguido por Del Ferro, Tartaglia,
Cardano e Ferrari: renuncia-se a obtencdo de uma férmula geral que resolva todas
as equagOes polinomiais; 0 que se procura é apenas assegurar que as solugdes existem.

Para esbogar a demonstracdo, fixaremos o grau do polindmio (um inteiro m > 1)
e os coeficientes (m + 1 nimeros complexos, a,...,ap). Para simplificar as coisas,
podemos, sem perda de generalidade, supor a,, = 1 e ap # 0. Nosso polindmio, entéo,
serd dado por

p(z) = 2" +ayu_12" V.. agz + ay.

Exercicio 24.1 Observe que, se s coeficientes sio reais e o grau é impar, temos, considerando
apenas valores reais de z

Jm p(e) = oo, Jim ple) = oo

de modo que, como p(z) ndo pode ir, continuamente, de —oo a 400, é certo que p tem ao menos
uma raiz real.

1% ideia: p pode ser visto como uma funcdo do plano no plano (podemos, conforme a
conveniéncia do momento, pensar o plano como R? ou como C).
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Figura 24.1: 1% ideia: p como funcio de R? em R?

Achar uma raiz para p é, claro, encontrar z tal que p(z) = 0. Isso pode ser feito varrendo
todo o dominio: tomamos todos os pontos z do plano e checamos se p(z) = 0. E claro
que isso ndo parece muito razoavel...

2% ideia: A imagem por p de uma curva continua fechada é uma curva continua
fechada.

(1N
N

Figura 24.2: 2 ideia: imagem por p de curva fechada

3% ideia: O plano pode ser varrido por meio de circulos concéntricos, de centro na
origem e raio crescente; a imagem de cada circulo 7, serd, entdo uma curva fechada,
cr, que se move continuamente sobre o plano, em func¢do da variagdo do raio.
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A cR

AN

Figura 24.3: 3" ideia: imagens por p dos circulos de centro na origem

Demonstrar a existéncia de uma raiz equivale, entdo, a demonstrar a existéncia de um
circulo cuja imagem por p passe pela origem

Figura 24.4: raiz de p

A questdo é: serd que, sendo ¢, a imagem por p do circulo de raio r e centro na origem,
haverd sempre um raio r tal que ¢, passa por 0?
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Podemos, neste ponto, conceber o seguinte procedimento experimental: construimos
um programa que, para cada polindmio p a coeficientes complexos, produza uma
animagdo que mostre a variacdo da imagem por p dos circulos de centro na origem
e raio 7, acompanhando o crescimento de r. Vejamos o que nos ddo os experimentos.

(8]

&)

Cr, T' PEQUENO

Figura 24.5: Imagem de circulo de raio r = 0,35 pelo polinémio p(z) = z° +z* + (1 +
)23 +32% +iz + 3 — 4i

c., T grande

Figura 24.6: Imagem de circulo de raio 7 = 1,04 pelo polinémio p(z) = z° +z* + (1 +
i)2° +32% +iz + 3 — 4i

O que os experimentos parecem mostrar é: quando r é pequeno, ¢, fica préximo ao
ponto a,, que é o termo independente de z; ja quando r é grande, ¢, envolve a origem O.
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Ora, ndo é possivel que uma curva continua e fechada v4, de uma posi¢do em que ndo
envolve O para outra em que envolve O, sem passar por O. Essa variagdo do nimero
de voltas de ¢, em torno de O parece ser a chave para uma demonstragdo de nosso
Teorema.
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Capitulo 25

O Numero de Voltas

25.1 O numero de Voltas
Veja também: @ Teorema Fundamental da Algebra em meia hora

Sec : [a,b] — R?é uma curva fechada (isto é, se c(a) = c(b)) que ndo passa pelo ponto
P, notaremos por n(c, P) o nimero de voltas que ¢ dd em torno de P. Tal namero
(também chamado de indice de c em relagéo a P e notado i(c, P)) é um inteiro, positivo
se ¢ gira no sentido trigonométrico, negativo se gira no horario.

Note que o ntimero de voltas depende da parametrizagao.

Exercicio 25.1 Considere, para cada n inteiro (positivo, negativo ou nulo), a curva c, : [0,271] — R?
dada por c,(t) = (cos(nt),sin(nt)). Note que o trago de c, (isto é, 0 subconjunto de R? formado pelos
pontos (cos(nt),sin(nt)), com t em [0,27t]) é o circulo de equagio x> + y* = 1 (para qualquer n, desde
que n # 0). Qual é o niimero de voltas de cn em torno da origem? E de P = (\/5/2, —\@/2)? E de
P = (1,2)? Considere, também, o caso n = 0.

Vamos fazer farto uso de um principio fundamental: se a curva c e o ponto P se
movem (continuamente no plano sem se cruzarem (isto é, de forma que P nunca esteja
sobre o trago de c¢), entdo n(c, P), o namero de voltas de c em torno de P, ndo varia. Para
enuncid-lo de forma um pouco mais precisa (mesmo sem dar uma defini¢do precisa de
nuamero de voltas), vamos a algumas defini¢des.

25.2 Curvas e Homotopias

Defini¢do 25.2 Uma curva fechada é uma fungio continua ¢ : [a,b] — X, tal que
c(b) = c(a). Salvo mengio em contrdrio, suporemos X = R?. Quando nos aprofundarmos um
pouco mais no assunto, exigiremos um pouco mais (tipicamente, que c tenha derivada continua).

Defini¢do 25.3 Dadas duas curvas (fechadas ou nio), c, e c1, continuas, c1,¢, : [a,b] — R?,
a distdncia entre c1 e ¢, € 0 niimero real

d(cy,¢0) = max{|c1(t) —co(t)|, t € [a,b]}.
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Ou seja: a distancia entre c; e ¢, é a maior das distancias entre os correspondentes
pontos ¢ (t) e co(t), com t no intervalo (comum) de defini¢do das curvas.

Para dizer que uma curva se movimenta da posicdo ¢, até a posigdo c; (cada posigdo,
neste caso, € uma curva) criamos uma func¢do que a cada valor de um parametro s,
variando de 0 a 1, associa uma curva fechada c¢;. Embora possa parecer um pouco
assustador, o fato é que c¢; se move no conjunto C das curvas fechadas no plano.
Deixaremos implicito que, nesse caso, todas as curvas estdo definidas no mesmo
intervalo, [a, b].

Defini¢do 25.4 Dadas as curvas fechadas c,,cq : [a,b] — X, uma homotopia entre c, e
c1 em X é uma fungdo continua que a cada s em um certo intervalo |, B] associa uma curva
fechada cs : [a,b] — X, com cy = ¢, € cp=rc1. A4 continuidade da aplicagdo s — ¢ no valor
so do pardmetro, deve ser entendida, caso precisemos de uma definigdo rigorosa, por:

Ve>036>0]|s—s, <= d(cs,cs,) <e.

Observacao: Tipicamente, uma homotopia é dada por uma funcdo

H:[a,B] X [a,b] = X,

continua e tal que:
(Q)H(s,a) = H(s,b), para todo s em [, f];
({)H(a, t) = co(t) e H(B, t) = c1(t) para todo t em [a, b].

Neste caso, fazemos, claro, c;(f) = H(s, t), para todo s em [«, B] e para todo t em [a, ].

Exercicio 25.5 Mostre que podemos sempre supor que s varia no intervalo [0,1], fazendo s’ =

(s —a)/(B—a).
25.3 O principio fundamental

Principio Fundamental do Ntimero de Voltas: Sejam P um ponto de R? c,, c; : [a,b] —
R?\ {P} curvas fechadas. Se existe homotopia em R?\ {P} entre c, e c1, entdo
n(cy, P) = n(c,, P).

Podemos dar ainda uma versao forte:

Principio Fundamental do Ndamero de Voltas, versio forte: Sejam ¢,, ¢ : [a,b] — R?
curvas fechadas. Se P : [0,1] — R? é continua e existe homotopia em s — ¢, entre ¢,
ecy, coms € [0,1] e tal que P(s) ndo estd no trago de cs, qualquer que seja s em [«, f],
entdo n(cy, P(1)) = n(co, P(0)).

Exercicio 25.6 Mostre que o principio forte pode ser reduzido ao anterior (em que o ponto P permanece
fixo): a ideia é que, se ¢ é uma curva fechada e P é um ponto, ambos no plano, entdo n(c, P) = n(¢,O),
sendo O a origem e ¢(t) = c(t) — O (como nio definimos o niimero de voltas, vamos tomar esse fato
como 6bvio).
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Exercicio 25.7 Compreenda que o principio forte significa, exatamente, que: se a curva c e o ponto P
se movem (continuamente no plano sem se cruzarem (isto é, de forma que P nunca esteja sobre o trago
de ¢), entdo n(c, P), o niimero de voltas de c em torno de P, nio varia.

25.4 Lema de Brouwer

Chamaremos de Lema de Brouwer uma consequéncia do Principio Fundamental
baseada na seguinte ideia: se Bg(O) é o disco de centro O e raio Re f : BR(O) — R? é
uma fungdo continua, entdo podemos, a partir de f, criar uma homotopia. Fazemos o
seguinte:

(i) para cada r em [0, R], criamos o circulo parametrizado v, : [0,27] — R?, dado
por v,(t) = (rcost,rsint);

(ii) usando f, associamos a cada v, a curva ¢, : [0,271] — R?, dada por ¢,(t) =

flre(t)).

IR* = plano
Br = disco de raio R
f : B — IR?, continua

B LT, " R e "
~y = citrculo de raio r

¥+(t) = (r cost,rsint)

Exercicio 25.8 Note que r — c,, com r variando de 0 a R, é uma homotopia entre a curva c, que fica
parada no ponto f(O) e a curva cg que é a imagem por f do circulo de centro O e raio R, parametrizada
por t — f(Rcost, Rsint).

Lema 25.9 (de Brouwer) Sejam Bg(O) o disco de centro O e raio Re f : BR(O) — R?* uma
fungio continua. Seja cg : [0,27r] — R? dada por cg(t) = f(Rcost,Rsint), t € [0,27].
Se P ndo estd no trago de cg e n(cg, P) # 0, entdo existe um ponto X em Bg(O) tal que

f(X) = P.
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IR® = plano
Br = disco

— -
f: Bp — IR", continua

3X € Br| f(X)=P?
4 = ctreculo de raio r, ¢, = f(4y)
P esta sobre c. = f(7;)

X estd sobre ~,

Demonstragdo: Como acabamos de ver, a aplicagdo r — ¢,, com ¢,(t) = f(rcost,rsint), t €
[0,27], ¢ uma homotopia entre a curva ¢, e cg. Se ndo existeisse X em Br(O) tal que F(x) = p,
terfamos, pelo Principio Fundamental, n(Cg, P) = n(c,, P). Mas, como ¢, se reduz a um ponto,
temos, trivialmente, n(c,, P) = 0, enquanto que, por hipétese, n(cg, P) # 0.

25.5 Lema de Rouché

c1(t) = co(t) + v(t)
lv(t)| < |eo(t) — P| Vi

Veremos agora uma segunda consequéncia do Principio Fundamental do Ntimero de
Voltas: se temos uma curva c, e um ponto P que ndo esta sobre c, e somamos a cada
ponto de ¢,, ¢, (t), um vetor v(t) tal que |v(t)| < |co(t) — P|, obtendo uma nova curva,
c1, entdo n(cy, P) = n(c,, P).
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cs(t) = co(t) + sv(t)
0<s<1

Co(1)

Para a demonstragdo, basta notar que as curvas cs, dadas por ¢, (t) = co(t) + sv(t), com
s em [0, 1], ndo passam por P, ja que, para0 < s <1,

les(t) = P| = [co(t) +50(t) = P| = |eo(t) = P| = s[o(t)] = |eo(t) = P| = [v(t)[ > 0Vt

Assim, temos uma homotopia entre ¢, e c; sem passar por P. O principio fundamental,
entdo, nos garante que n(c1, P) = n(c,, P).

O nome Lema de Brouwer deve ser tomado como uma homenagem e uma alusdo
ao fato de que é a ideia basica para demonstrar resultados associados ao nome de
Brouwer. Desconheco indicios que associem Brouwer a esse resultado. Acredito que
Brouwer, inclusive, ficaria desgostoso com a demonstragdo que apresento para "seu"
Lema. O resultado que aqui chamamos de Lema de Rouché é conhecido, no contexto
da Teoria das fungdes de varidvel complexa, como Teorema de Rouché.
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Capitulo 26

Demonstracao do Teorema
Fundamental da Algebra

Veja também: @ Teorema Fundamental da Algebra em meia hora
Vamos, agora, mais fortes, retomar a demonstracdo do nosso Teorema

Teorema 26.1 (Teorema Fundamental da Algebra): Todo polindmio nio constante a
coeficientes complexos tem raiz em C.!

Demonstra¢dao: Nossa demonstracdo vai utilizar o ntimero de voltas e aplicar os dois lemas do
capitulo anterior. Comecemos, pois, fixando nosso polindémio,

p(z) = amz™, +au_1z" '+ + mz +a,
com 4, - - - , 4, numeros complexos, m > 0, a,, # 0. Vamos, também, supor a, # 0, pois, caso

contrério, 0 seria raiz de p e ndo haveria mais nada a provar. Vamos, agora, considerar, para
cada real r, com r > 0, o circulo 7, de raio r e centro em 0, dado por

Yr(t) = r(cost +isint, t € [0,27].

Para cada r, a imagem de 7, por p é a curva c,, dada por

cr(t) = p(v,(t), t €[0,27].

Estamos, pois, no contexto do Lema de Brouwer. Fixamos R "grande"e olhamos para a fungao
continua p : Bg(O) — R?> =C (sendo O o zero dos ntimeros complexos, que é identificado
a (0,0) em R?), dada pela restrigdo ao disco Bg(O) do polindmio p. O Lema de Brouwer nos
garante, entdo, que, se n(cg,0) # 0, entdo existe x em Bg(O) tal que p(x) = 0.

Nossa demonstragdo estard concluida, portanto, se mostrarmos que, para R suficientemente
grande, n(cg,0) # 0. Vamos, na verdade, usando o Lema de Rouché, mostrar que, para R
grande, teremos 1(Cg,0) = m (m é o grau do nosso querido polindmio p).

Para demonstrar essa tdltima afirmagdo, vamos, para simplificar, supor a,, = 1 (isto
ndo muda nada, é como dividir por a,, a equacdo p(z) = 0). Vamos, ainda, reescrever
nosso polindmio p como

10u, como disse o Profeta Malaquias: o polindnio complexo, se tem x, tem raiz. Ver n
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLsVKfJEcnnr2hJFcgoQQ-FmpbYRQnlelD
https://youtu.be/1ZEDjLNepwA?si=zkV6RqFHPGfEpx3d
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p(z) = 2"+ 4(2), 4(2) = ap_1Zm+ - + o

E importante notar que, se |z| é suficientemente grande, entdo |z"| > |g(z)|.

Exercicio 26.2 Mostre que, se |z| > 1e |z| > |ay_1| + |am—2| + -+ + |ao|, entdo |2 >

19(2)].

A consequéncia disto é que, se R é grande o suficiente para que |z| = R implique em
|z™| > |q(z)|, podemos, escrevendo

cr(t) = vr())"™ +q(7&(1)),

cair no contexto do Lema de Rouché: rebatizamos de ¢, a curva dada por yg(t)™,
que nada mais é que ¢,(f) = 2z, com z = R(cost +isint), t € [0,27] e fazemos
v(t) = q(yr(t)), t € [0,27]. Note que, como |yr(t)| = R, qualquer que seja t em
[0, 27t], temos

o(t) < |co(t)| Y t € [0,271].

Ora, bem sabemos que nossa c, d4 m voltas em torno de 0. O Lema de Rouché nos d4,
entdo, que n(cg,0) = m, como queriamos demonstrar.

Escélio: Para uma abordagem mais focada na tela do computador, suponha que r seja
muito grande e que queiramos ver, inteira, a curva c,. Ora, para lz| =71, 7 grande, o
maior termo em p(z) = z" + ...+ a, é z™; se r for muito grande, mesmo, a diferenga
entre p(z) e z pode ser mintscula, face a z". Esse é o significado de

lim PE -2

FESIrA

Exercicio 26.3 Entenda isso. Note que |p(z) — 2| < |am_1]|z|" 1 + ... + |ao| e que, portanto,

pE) =2 el ol el el
EIR EE 2 ELEN

Exercicio 26.4 Entenda que, se escolhermos uma escala adequada para que c, apareca no monitor,
poderemos até ter, se r for bem grande, p(z) e z"™ ocupando o mesmo pixel.

Exercicio 26.5 Lembre-se de que a imagem, pela fungdo z — z™, do circulo de centro na origem e raio
v, percorrido uma vez, é o circulo de centro na origem e raio r™, percorrido m vezes.



139

Figura 26.1: imagem do circulo de centro em 0 e raio 7 por z — z°

Exercicio 26.6 Pense que, quando percorremos uma vez o circulo vy, de raio r, o circulo de raio 1™,
percorrido m vezes, corresponde a drbita de um planeta em torno de um sol situado na origem; a imagem
de vy, por p corresponde, entdo a orbita de um satélite. A distdncia entre o satélite e o planeta, dada por

|am_12" 1 ..+ a,

é extremamente pequena, se comparada a r™, de modo que o planeta é, também, forcado a dar m voltas
em torno da origem.

Juntando tudo, concluimos que, quando r vai de 0 a infinito, n(c,,0) passa de 0 a m,
o que s6 pode ocorrer se, para algum 7, 7y, passar pela origem. Logo, existe z em( tal

que p(z) = 0.

Software: Esta secdo vem acompanhada do software TFA. Com ele vocé pode digitar
os coeficientes de seu polindmio predileto e visualizar as ideias apresentadas acima. O
link a seguir, quando funciona, abre o software TFA. TFA

Se o link ndo funciona, vocé pode baixar o TFA jar diretamente do link TFA jar


https://drive.google.com/file/d/0ByAd0VfkmsW3V3U5Ykhfay0yS3M/view?usp=sharing
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Capitulo 27

O Teorema de Brouwer

Este curto capitulo tem como propdsito aproveitar as ideias que desenvolvemos
anteriormente para demonstrar um famoso teorema, em uma versao elementar. O
Teorema de Brower afirma que, se B é uma bolae f : B — B é uma funcdo continua,
entdo existe em B um ponto fixo para f, isto é, um ponto P de B tal que f(P) = P.
O teorema é verdadeiro mesmo quando nossa "bola" é de dimensdo maior do que 3.
Faremos aqui a demonstragdo apenas para o caso em que B é bidimensional (ou seja,
B é um disco). Com um pouco mais de técnica, a mesma ideia demonstra o caso geral.

Teorema de Brouwer :
Se f: B — B é continua,

entao existe P em B
tal que f(P) = P.

B={(z,y)e R |z*+y* <1}

Nossa demonstracdo parte da seguinte indagacdo. O que aconteceria se o Teorema de
Brouwer fosse falso?

Se o Teorema de Brouwer fosse falso:

o
*****

existiria f: B — B continua,
com f(P)# P VP € B. Seja,
entao, g: B — S, dada por

—_——

g(X)=8n semirreta f(X)X. | . e

F(F)

: B — )
g: B — § seria T

continua e tal que
g(P)=PVPecS. ,
S={(z,y) € R|2"+y*=1}
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Ocorre, porém, que uma tal ¢ ndo pode existir

Teorema 27.1 (de irretratabilidade): Nio existe g : B — S, continua e tal que g(P) = P para
todo P em S

Demonstra¢ao: Uma tal g seria uma fungdo continua de B no plano tal que a imagem por g do
circulo y(t) = (cost,sint) t € [0,27] d4 uma volta em torno de (0,0). O Lema de Brouwer nos
garante que, neste caso, existiria X em B tal que g(X) = (0,0), o que contraria a hipétese, ja
que g leva Bem S. u

Definicdo 27.2 Dois subconjuntos A e B do plano sio ditos homeomorfos se existe uma
bijecdo continua

h:A—B

com inversa, h~1 : B — A, continua. h, caso exista é dita um homeomorfismo entre A e B.

Corolério 27.3 Se K é homeomorfoa B e ¢ : K — K é continua, entdo existe Q em K tal que

?(Q) = Q.

Demonstragdo: Considere & : B — K homeomorfismo e defina f : B — B por f(X) =
h=1(@(h(X))). Como é composta de fungdes continuas, f é continua. Segue do Teorema de
Brouwer que existe P em B tal que f(P) = P. Basta, entdo, tomar Q = k(D). u

Exercicio 27.4 Encontre subconjuntos do plano homeomorfos a B.



Capitulo 28

Iteracoes

28.1 De Ferrari a Galois

Encontrados métodos para a resolugdo, por radicais, das equagdes do terceiro e do
quarto graus, a bola da vez passou a ser a equagdo do quinto grau. Muita dgua
rolou por baixo da ponte, passaram-se quase 300 anos. Os italianos ainda deram
contribui¢des importantes: em 1770, Lagrange (Giuseppe Lodovico Lagrangia,1736-
1813) chama a atengdo para o fato de que os processos de solugdo das equagdes de grau
inferior ao quinto envolvem um truque, com permutacdes das raizes, que ndo funciona
nas do quinto grau; em 1799, Paolo Ruffini (1765-1822) afirma a impossibilidade.

Teorema de Ruffini: Ndo é possivel, em geral, resolver por radicais as equagdes do quinto
grau.

A prova de Ruffini ndo é convincente; considera-se que o primeiro a, de fato, provar a
impossibilidade foi o noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829), em 1824.

Mas o trabalho mais espetacular é o do francés Evariste Galois (1811-1832). Morto
em um duelo aos 20 anos, Galois deixa um testamento matemadtico que s6 vai ser
reconhecido mais de dez anos depois. Resumidamente, o trabalho de Galois mostra
que se pode associar, a cada polindmio, um grupo de permutagdes (de suas raizes),
chamado grupo de Galois do polindmio em questdo. O polindmio terad solugdes por
radicais se, e somente se, seu grupo de Galois for solivel (sem entrar em detalhes: se
G é o grupo de Galois do polindomio p, p tera solucdo por radicais se e s6 se houver
uma cadeia G = Go> Gy >...> G, = I, sendo I o grupo trivial, e cada G; subgrupo
normal de G;_1, com G;_1/G; ciclico). O Teorema de Ruffini decorre, entdo, do fato que
existem polindmios, a partir do quinto grau, cujos grupos de Galois ndo sdo soltveis.

28.2 Solucgdes aproximadas

As férmulas de resolugdo por radicais para as equagdes do segundo, do terceiro e
do quarto graus podem ser tranquilizadoras, mas, se considerarmos que um ntiimero
é dado por sua representacdo decimal (ou em qualquer outra base), temos que
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reconhecer que o que nos fornecem, mesmo no caso de equagdes tdo simples como
x?> —2 = 0, sdo indicagdes de como podemos obter sequéncias de aproximagdes das
raizes. Afinal, ntimeros irracionais, como /2, serdo sempre representados, qualquer
que seja a base adotada para o sistema de numeragdo, por sequéncias infinitas de
algarismos.

Tudo bem, v/2 é irracional, mas podemos, dada a unidade, construi-lo com régua e
compasso, como hipotenusa de um tridngulo retangulo de catetos iguais a 1. Mas
ha outros ntiimeros obtidos por radicais, como v/2, que nido tém a mesma sorte (a
impossibilidade de se construir V2 com régua e compasso, embora elaborada, se
demonstra com ferramentas algébricas relativamente simples). De qualquer forma,
é razoavel considerarmos que resolver uma equacido p(x) = 0, na verdade, consiste
em:

(i) fornecer uma férmula que permita calcular, para cada natural #, um ntimero
racional a,, de forma que a sequéncia dos a;, satisfaga

lim a, = a,
n—oo

com p(a) = 0;

(ii) fornecer uma segunda férmula que permita, para cada real positivo g,
determinar n tal que |a, — a| < € (e, sendo mais exigentes, tal que, também, |p(a,)| <

€).
28.3 A iteracao de Newton

& videoaula O método de Newton
Nesta direcdo, Isaac Newton (1642-1727), apresenta um método iterativo para o
calculo aproximado das raizes de polindmios de qualquer grau (a convergéncia do

método, porém, depende de uma boa escolha do chute inicial). A ideia de Newton é
extremamente simples. Considere o polindmio

p(x) = apx" +a,_1x" 14+ ... +ag

e chute uma raiz aproximada inicial xy. A raiz verdadeira é x( + h; substituindo-a na
equacdo, temos, desenvolvendo cada poténcia de (xy + h),

0=p(xo+h) = p(xo) + nayxy ‘h+(n—1)a,_1x) *h+
+ ...+ 2a0h +ath +O(h?) = p(xq) + p'(x0)h + O(H?),

chamando na,xj ' + (n — 1)a,_1x3 > + ...+ 2ap + a1 de p(x¢) e representando por
O(h?) os termos que envolvem poténcias de h superiores a primeira. A ideia é que, se


https://www.youtube.com/watch?v=lh5kuaf8jjo&list=PLsVKfJEcnnr2d3BALAt0zLaRHA5QREUgz&index=9&t=0s
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xp é uma boa aproximacéo, entdo 1 é pequeno, e O(h?) é desprezivel. Podemos, entao,
tomar h; como solugéo de

p(xo) + p'(x0)h =0,

o que nos d4 um novo chute,

X
X1 =2x0+h =x0— P/( 0).
p'(xo)
Reiterando repetidas vezes, com a férmula
VN p(xn)
T ()’

podemos esperar que

lim x, = x,
n—oo

com p(x) = 0.

Newton ndo tinha computadores...nds temos. Ainda hoje, 0 método de Newton é a
base para boa parte dos processos de célculo aproximado de raizes das mais variadas
equagdes (afinal, trocando em mitdos, o método utiliza a aproximagdo linear de
p(x+ h) por p(x) + p’'(x)h, ou seja, o processo de diferenciagio).

Exercicio 28.1 Faca um desenho mostrando que o método consiste em aproximar p(x) por
p(x0) + p'(x0) (x — x0).

Exercicio 28.2 Sejam a > 1,n > 1e p(x) = x" — a. Mostre que, para qualquer xo > a, 0
método converge.

28.4 A Ferradura de Smale

A secdo anterior introduz a ideia de método iterativo para produzir solugdes
aproximadas de um problema. Partimos de um "chute" inicial, x,, e, a partir dai,
obtemos novas aproximagdes usando uma férmula do tipo

Xnt+1 = f(xn)

Esta secdo se resume a trés videos, que exploram uma situagdo, conhecida como
"ferradura de Smale", que pode surgir quando iteramos uma transformagdo. O grau
de dificuldade é relativamente alto...

@ video Ferradura de Smale

@ videoaula Ferradura de Smale, Acker

& videoaula Ferradura de Smale, Arbieto


https://youtu.be/51zF1oaWtfc?si=W2fu4I5e_e1l2WiD
https://youtu.be/T_q_UZYZ4eY?si=0h432hfTt1Qb8jKs&t=1222
https://www.youtube.com/watch?v=N8r1KmTFJiw&t=0s&list=PLsVKfJEcnnr12Zei2il8gWP7Q-0v5TKup&index=31
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