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Quero hoje cantar a beleza.

Nao a beleza feminina

Da menina que andava na praca.
Nao a beleza da rosa

Cheirosa que reguei no jardim.
Nem a beleza emblematica

Da matematica que vejo no livro.

Quero cantar a beleza do azul

Do céu profundo na tarde de hoje.

Azul imponente, que lentamente se fez breu.
Azul dolorido de dor de parto

Que a noite o dia de hoje pariu.

Beleza indescritivel!
O dia se foi, a noite surgiu, feliz.

Feliz de quem viu!






Exordio

O presente texto contém as solugoes de todos os exercicios da primeira edi¢ao do livro
Calculo Avancado, editado pela Sociedade Brasileira de Matematica. Como varios
desses exercicios complementam o conteido do livro, recomendamos aos alunos que
tentem resolvé-los e, se necessario, que estudem as solugbes apresentadas (se possivel,
melhorando-as).

Nao posso deixar de agradecer a alunos e colegas pelas correcoes e observagoes que
possibilitaram a presente edicao. Sendo eles tantos, certamente cometeria a indeli-
cadeza da omissao, caso pretendesse lista-los. Meu muito obrigado a todos. Como
nada substitui o olhar atento de leitores perspicazes para apontar erros — grandes
ou pequenos — que se me passaram invisiveis, continuarei sempre contando com as
correcoes e sugestoes do leitor, pelo que, desde ja, agradego calorosamente.

Rio de Janeiro, janeiro de 2019.

Rolci Cipolatti
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1

Conjuntos e Funcoes

Exercicio 1.1: Mostre que o cojunto vazio é tinico.

Solugao: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer satisfazendo A # B. Entao uma das
seguintes possibilidades sempre ocorre: existe xg € A tal que xg ¢ B ou existe zg € B
tal que g ¢ A. No primeiro caso, A nao é vazio, pois contém z(. No segundo caso, B
nao é vagio. Portanto, se A # B entao nao podem ser ambos vazios. Logo o conjunto
vazio é unico.

Exercicio 1.2: Seja A =]0,1[ e Ay = [\ — 2, A+ 2], VA € A. Determine

Ay e [ A

AEA AEA

Solugao: (a) Provemos que

JAxr=(-2.3).
A

Se x € |J, A\, entdo z € Ay, para algum Ay € (0,1). Como —2 < Ng —2 <z <
Ao + 2 < 3, temos x € (—2,3).

Reciprocamente, se z ¢ |J, Az, entdo « ¢ Ay, qualquer que seja A € (0,1). Logo, ou
x > A+2oux < A—2 qualquer que seja A € (0,1). No primeiro caso, necessariamente
temos x > 3. No segundo, x < —2. Portanto, x ¢ (-2, 3).

(b) Provemos que

(A4r=[-1,2].
A

Se z € [—1,2], entdo, para todo A € (0,1) temos A —2 < —1 <2 <2 < A+ 2. Logo
re€A=2,A+2), VA€ (0,1).

Reciprocamente, se z ¢ [—1,2], entdo z < —1 ou & > 2. No primeiro caso, podemos
escolher \g € (0,1) tal que z < Ao —2 < —1 para conluir que = ¢ [A\g — 2, A\¢ + 2].
No segundo caso, escolhemos A\; € (0,1) tal que 2 < A\; + 2 < x para concluir que
x & [A — 2,1 +2]. Portanto, se x ¢ [—1,2] entdo x ¢ [, Aa.
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Exercicio 1.3: Considere os conjuntos

A= LJ AA e B= LJABA,

AEA AEA

onde A =[0,1] e
Ay = {(m,y) ceR?; (x =N +4? < )\2/2},
By = {(:c,y) cR?*; (z =N +y? = )\2/2}.
Mostre que A = B. Faga um esbogo gréfico de A.
Solugao: Sejam
Ay = {(w,y) e R?; (x — /\)2 +y? < )\2/2},
By = {(:c,y) ER?; (z — N2 +4° = )\2/2}.
Entao, para cada X\ € [0,1), By é a fronteira de A). Sejam

AZUA)\ e BZUB)\.
A A

Como By C Ay para todo A € [0,1), temos B C A. Por outro lado, se (zg,y0) € A,
entdo (zg,yo) € Ay, para algum \g € [0,1).

Se Ao = 0, entao (zg,y0) = (0,0) € B. Se \g > 0 e (zg — X\o)? + y2 = A2/2, entdo
(z0,%0) € B.

Suponhamos a terceira alternativa:

(2o — Ao)? +yg < A/2. (1.1)
Como B,, é a circunferéncia de centro em Ay e raio Ao/ V2, que é tangente as retas
y =x e y = —x, temos necessariamente 0 < |yg| < xg.

Consideremos t = 2z — /222 — 2y2. Entdo é facil ver que (zo — t)? +y¢ = t?/2, o
que implica que (zg,yo) € B desde que provemos que 0 < ¢t < 1.
Mas observe que t = 2xy — \/23:% — 2y3 > 220 — V2x9 > 0. Além disso, decorre de

(1.1) que
t=2xg —y/22% — 2y% < Ao < 2x0 + /223 — 293

e concluimos, pois Ao < 1.

Exercicio 1.4: Uma funcao f : A — B é invertivel se e somente se é bijetora.

Solugao: Se f: A — B é uma funcao, entao por definicao, f C A x B é tal que:
Vee A, dlye B tal que (z,y) € f.
Se f é invertivel, entao
1= {(y,2) € Bx A; (z,y) € f} ¢ funcao.
Logo, para todo y € B, existe um tnico x € A tal que (y,z) € f~1. Isto é, Vy € B,
dlz € A tal que (z,y) € f, o que significa dizer que f é bijetora.
Reciprocamente, se f é funcao bijetora, entao para todo y € B, existe um tnico z € A

tal que (x,y) € f, o que equivale a dizer que Yy € B, 3lx € A tal que (y,z) € f~ e,
portanto, f~! é funcao.
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Exercicio 1.5: Dados A, B e C conjuntos, {A,} e {Bs} duas familias de conjuntos,
mostre que:

a) (LaJAa> N (LBJBB> = [ J(4a N By).

a?IB

b) (OAQ> U (985> = [)(Aa U Bp).

a,B

c) A\ B=AnB".

d) se A C B entao B¢ C A°.

e) (UAQ> :ﬂAg,e(ﬂAa> =] 4.

f) AN(B\C)=(AnB)\ (ANC(O).

g) (ANB)\C = (A\C)N(B\C).

h) Valem as duas ultimas identidades acima substituindo-se N por U?
i) Ax (BUC)=(AxB)U((AxC).

j) Ax(BNC)=(AxB)n(AxC(C).

k) Ax(B\C)=(AxB)\(AxC).
Solugao: (a) Sejam A =J, Aq € B=J; Bs.

Sex € ANB entao z € A e x € B. Logo existe ag tal que z € A,, e existe By tal que
x € Bg,. Portanto, x € A,, N Bg, e consequentemente

z € | J(Aa N Bp).
a7ﬁ

Reciprocamente, se x € (J,, B(Aa N Bg), entao existe um par (o, o) tal que
T e Aao N Bﬁo'

Logo = € Ay, € x € Bg,, o que implica z € A e x € B, isto é, z € AN B.
(b) Sejam A =, Aa e B={5 Bs.

Sex € AUB, entao x € A ou x € B. No primeiro caso, x € A, para todo . Como
A, C Ay U Bg para todo 3, temos « € A, U Bg para todo (¢, 3). Logo

€ [|(Aa U Bp). (1.2)
a,B

Da mesma forma, se z € B, entao x € Bg para todo 3. Como Bg C Bg U A, para
todo «, concluimos (1.2).

Reciprocamente, se x ¢ AU B entao = ¢ A e x ¢ B. Logo, existe ag tal que = ¢ A,,
e existe 3y tal que = ¢ Bg,. Portanto, z ¢ A,, U Bg,. Como

Ay UBg, O [|(Aa U Bg),
o,B
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concluimos que

r ¢ [|(Aa U Bp).
a,B

(c)xr€e A\B <= zcAex¢B < xze€ ANB".
(d) Se x € B¢ entao x ¢ B. Como B D A, v ¢ A, o que equivale a © € A°.

() v ¢ U,Aa <= x ¢ A, para nenhum a <= z € A para todo a <=
x e, As.
Analogamente x ¢ (|, Aa <= =z ¢ Ay, para algum oy <= =z € A, <+
zell, AS.

(f) Pelo item (c) temos

AN(B\C)=ANnBNC*
(ANB)\ (ANC) = (ANB)N(ANC)°

Pelos items (c) e (a), temos
(ANB)N(A°UC) = (ANB)NA°)U ((ANB)NC*).

Como AN BN A¢ = (), temos a conclusao.

(g) Pelo item (c), temos:

(ANB)\C=ANBNC"
(A\C)N(B\C)=(ANC)N(BNC%) =ANBNC"

(h) Vale uma das identidades, a saber: (AU B)\ C = (A\ C)U (B\ C). De fato, pelo
item (c)

(AUB)\C=(AUB)NC*=(ANC)U(BNC°) =(A\C)U(B\C).
Por outro lado, é facil verificar que
AU(B\C)D(AUB)\ (AUC).

Para verificar que a inclusdo contraria nao é verdadeira, considere A = {1,2,3}, B =
{3,4,5} e C = {5}. Entao,

AU (B\C)=1{1,2,3,4},
(AUB)\ (AuC) = {4}.

(i) (r,y)€e Ax(BUC) <= z€A e yecBUC
< (r€A e yeB) ou (x€A e yel)
<— (z,y) € AxB ou (z,y)e AxC
— (r,y) € (AxB)U(AxC).
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(3) (x,y) e Ax (BNC) < z€A e yeBNC
< (zr€A e yeB) e (z€A e yel)
— (r,y) € (Ax B)N(AxC).

(k) (x,y) e Ax (B\C) <= z€A e yeB\C
< r€A e yeBNC*
<— (z,y) € AXxB mas (z,y)¢ AxC
— (r,y) € (Ax B)\ (AxC).

Exercicio 1.6: Sejam f: X — Y uma funcao, A C X, BCY, {A,}. familia de
subconjuntos de X e {Bg}p familia de subconjuntos de Y. Mostre que:

a) 17 (UBs) = U (By).
b) £~(NBs) = NJ1(By).
¢) f71(B%) = (f1(B))"
d) f(UAa) =UF(Aa).
e) f(N4a) € Nf(Aa).

f) Dé um exemplo para o qual nao vale a igualdade no item (e).

g) Verifique que em geral nao ha nenhuma relagao entre f(A°) e (f(A))C.

h) f(f_l(B)) CBef! (f(A)) D A, nao valendo, em geral, as igualdades nos dois
casos. Dé condigoes sobre f para que sejam validas as igualdades f(f_l(B)) =B

e f‘l(f(A)) = A.
Solugao: (a) Se z € f~1 <U/B Bg), entdo f(z) € Uz Bg. Logo, f(z) € Bg, para
algum [y, o que implica z € f~1(Bg,) C Us f~1(Bpg).
Reciprocamente, se z € [, f~1(Bg), entdao x € f~1(Bg,) para algum S, o que implica
f(z) € Bg, C Uy Bg. Portanto z € f~! <U/B Bﬁ>.

(b) z € f_1<ﬂ535> < f(z) € 3B <= [f(x) € Bs para todo 3 <+

x € f~1(Bg) para todo B < =z € Ngs f~1(Bg).

() z € f7H(B) «= f[f(a) € B® <= f(a) ¢ B « z¢ ['(B) <

r e f~1(B)-.

(d) Sey € f(Ua Aa>, entdo existe x € |J, Aa tal que y = f(x). Portanto, existe ag
tal que x € A,, e consequentemente y € f(Aq,) C U, f(4a).

Reciprocamente, se y € |, f(Aa), entdo y € f(Aq,) para algum op. Isso quer dizer
que existe x € Aq, tal que y = f(x). Como A, C U, Aa, entao z € |J, Ao €

y = f(z), o que implica que y € f(Ua Aa).
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(e) Sey € f<ﬂa Aa>, entdo existe € [, Aq tal que y = f(z). Portanto, y = f(z)

com x € A, para todo a. Consequentemente y € f(A,) para todo «, o que significa
que y € (), f(4a)

(f) A reciproca nao é verdadeira. De fato, considere, por exemplo, A = {0,1}, B =
{0,—1} e f(x) = 2%. Entao f(A) ={0,1} = f(B). Mas

f(ANB) ={0} # f(A)N f(B) = {0,1}.

(g) Seja X = (0,+00) e considere f: X — X dada pelo gréfico da Figura 1.1. Seja
A =10,1), de modo que A° = [1,+00). Entao f(A°) =[0,1) e f(A)¢ = (). Portanto,

F(A%) 7 F(A),

y2

Figura 1.1
Considere agora g: X — X dada pelo gréfico da Figura 1.2. Seja A = [0,1) de modo
que A¢ = [1,400). Entao f(A°) = [1,b), para algum b > 0 e f(A)° = [1,+0o0).
Portanto,

F(A%) # J(AY"

08

0.6

04

02

0 02 04 06 08 1 12 14x1'6 18 2 22 24 26 28 3

Figura 1.2
(h) f: X =Y, AC X e BCY. Vamos provar que

f(f7'(B)) c B. (*)
F7Hf(4) o A (%)
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Se y € f(f~'(B)), entdo existe z € f~'(B) tal que f(z) =y. Mas se z € f~!(B),
entdo y = f(x) € B e temos (*).

Embora a inclusao em (*) seja verdadeira, a igualdade, em geral, nao se verifica. Por
exemplo, considere f(z) =senz e B =R. Entao

FHB) = 11 £ B.

Para provar (**), seja * € A. Entao f(z) € f(A). Assim, se y = f(z), entdo
{y} C f(A) e f71({y}) C f71(f(4)). Como z € f~'({y}), temos a conclusdo.

Para provar que a igualdade em (**) nao é verdaderia, considere novamente f(x) =
senx e A = [—7/4,7/4]. Entao

FUFA) = U {(472;1)77 (4nZl)7r LA

neZ

Por outro lado, se f é sobrejetora, entao vale a igualdade em (*). De fato, se y € B e
f é sobre, existe ao menos um z do dominio tal que y = f(z). Logo, x € f~}(B), o
que implica y € f(f_l(B)).

Analogamente, se f é injetora, entdo vale a igualdade em (**). De fato, se =1 €
f_l(f(A)), entdo existe y; € f(A) tal que y; = f(x1). Mas y; € f(A) significa que
existe zo € A tal que y; = f(x2). Como estamos supondo f injetora, temos zo = z7.
Logo z; € A.

Exercicio 1.7: Seja A ={0,1,2,...,9}. Considere a funcao ® assim definida

0o a,
©: AN = (0,1, ®(ar,az,a3,...):= ) 107

n=1

Mostre que ® nao é injetiva e que se ®(a) = ®(b) para a # b, entao ®(a) € QN [0, 1].

Solugao: Observe que ®(0,0,...) =0e ®(9,9,...) = 1. E claro que ® é sobrejetiva,
mas nao € injetiva, pois

9 9

1
:W+ 4= — =(1,0,0,0,...).

®(0,9,9,9,...) e m

Sejam a = (a1, as,...) e b= (b1, bo,...) duas sequéncias de A" tais que

ooan oobn
07 = 2= o7

n=1 n=1

Seja ng menor numero natural para o qual a,, # b,, isto é,
no = min{n € N; a,, # b, }.

Entao a1 = b1,a2 = ba,...,apn,—1 = bpg—1 € Gn, 7 bp, € temos

00 an 00 bn
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Podemos supor sem perda de generalidade que a,, > b,,, de modo que
a b
g +Z no—]:k — bno +Z no—;;k
— 10 — 10

Como a,, > 0 para todo n, concluimos que

oo

b
S btk s
Pt 10

Por outro lado, como b,, < 9 para todo n, temos

oo oo

bn0—|-k 9
DT S
ko= k
et 10 st 10
Assim, segue de (1) e (2),
Dot g brgi1 = bpgio = =
Sl 1 =9
k=1
e, portanto, b = (b1, ba,...,0,,,9,9,9,...) € p(b) é um nimero racional.

Observagao: Como estamos supondo a,, > b,, e ®(a) = ®(b), entdo 0 < b,, < 8 e

(ny = bp, +1, de modo que

b= (b1,ba, ... bpy,9,9,9,...),
a:(bl,bg,...,bno+1,0,0,0,...).
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Meétricas e Normas

Exercicio 2.1: Seja z = (21,---,x,) € R®. Mostre que cada uma das expressoes
abaixo define uma norma em R™.

el = el el = max{lzal, -+, |zal}.

=1

Solugao: (a) Para x € R™, definimos ||z||1 = |x1| + |22| + - - + |z0]-

E claro que ||z]; > 0 e que ||z[; = 0 se e somente se 2 = 0. Além disso,
IAzlly = Aza| + [Azo| + -+ + [Azn| = [Al(J21] + [22] + - + |2n]) = [A[J])1-

Lembrando que |a + b| < |a| + |b] para todo a,b € R, obtemos

n n
gl =Dl + il <D (gl + [ys]) = Izl + [yl
j=1 j=1
(b) Para x € R™, definimos ||z| s = max{|z1],...,|z.|}.

E claro que ||z]/o > 0 e que ||2]|oc = 0 se e somente se z = 0. Além disso,

[Az]low = max{|Az1],..., | Azn|} = A max{|z1|, ..., |za|} = A|[|2] c0-
[+ ylloo = max{|z1 + 41|, [T + ynl}
< max{lzy| + |y, [zl + [yal}
< max{|z1|,...,|za|} + max{|y1],. .., lyn|}

[2]lo0 + [yl
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Exercicio 2.2: Faca os detalhes da prova do Coroldrio 2.2 (pag. 16 do Célculo
Avancgado).

Solugao: Os detalhes omitidos na prova do Corolédrio 2.2 se referem a minimizacao
da funcao
A1 1
p(\) = " |5 + q—AIIyIIZ, A>0 (p>1). (2.1)

E claro que
lim o(A) = lim ¢(\) = +o0.

A—0+ A—400

Como ¢ é funcao continua e positiva, existe um Ay > 0 ponto de minimo de ¢ no
intervalo (0, 4+00). Como

/ . p—l -2 1
¢ = T allp — 5l

temos ¢'(A\) = 0 se e somente se

NS
av =1 o1l

Observando que 1/p + 1/q = 1, verificamos facilmente que p/q(p — 1) = 1. Portanto,
q/p
q

N
R

(2.2)

¢ o unico ponto de minimo de ¢ no intervalo (0, +00). Substituindo ¢ dado em (2.2)
em (2.1), obtemos

e(Ao) = llzllpllyllq-

Como |{(z,y)| < ¢(Ag), conclui-se a prova.

Exercicio 2.3: Seja z € R". Mostre que lim ||z||, = ||z -
p—r00

Solugéo: E claro que [z]|P = [z1]P + - - - |[zn]? < nl|z||E,. Portanto

Izl < n'7||z] oo (2.3)
Por outro lado, ||z||s = |zi,| para algum ig € {1,2,...,n}, o que implica
[2)l%e < o2+ -+ [zl = [l]7. (2.4)
De (2.3) e (2.4) obtemos
lzlloe < lllly < n'/Pll2]lo. (2.5)

Como

lim n'/? =1,
p—r—+00

a conclusao segue do Teorema do Sanduiche.
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Exercicio 2.4: Sejam || |la, || |5 € || ||y normas num espago vetorial V. Se || |l
e || ||g sao equivalentes e || ||z e || ||y sao equivalentes, mostre que || || e || | sao
equivalentes.

Solucao: Por hipotese temos

millela < lalls < Milzlla, ¥z e V;
mallels < llzlly < Mallells, Vo e V.

Portanto,
mima||zfo < [lzlly < MaMi|[z]la, Vo eV

Exercicio 2.5: Sejam pi,ps € [1,00]. Mostre que as normas || |,, e || |p, de
R"™ sao equivalentes.

Solugao: Vimos no Exercicio 2.3 que, qualquer que seja p € [1,400), as normas || ||,
e || |leo s@o equivalentes (veja (2.5)). Portanto,

Il ~ 1 oo e Ml Hloo ~ 11 o

Pelo Exercicio 2.4 concluimos que

I oy~ g

Exercicio 2.6: Demonstre o Teorema 2.2 (pag. 19 do Célculo Avancado).

Solugao: Seja T:V — W isomorfismo (linear e bijetora). Seja || ||w uma norma de
W e definimos ||v||y = ||T(v)||lw para todo v € V. Mostremos que || ||y é uma norma
em V. Obviamente |jv|y > 0. Além disso, ||v||y = 0 se e somete se T'(v) = 0, isto
é, v € Ker(T'). Como T ¢ invertivel, Ker(T)) = {0}. Logo, |[v||y = 0 se e somente se
v = 0. Além disso,
[Avllv: = 1T (M) lw = AT (@) [[w = [All[o]lv-
A desigualdade triangular segue por argumento analogo:
lu+ollv =T (u+v)llw = T(w) +T@)l[w < [lullv + o]y
Sejam || ||, e || ||g duas normas equivalentes de W. Entao existem m, M > 0 tais que
mllwlla < flwlls < Mljwlla, YweW.

Definimos ||v]|q = [|T'(v)]|a € ||v]ls = || T (v)| 3. Entao

[olls = 1)l = m|T(V)]la = mlvla,
[olls = 1T ()]l < M[T(v)lla = M|[v]a-

Portanto, m||v||s < ||v]s < M||v||p e temos a conclusdo.
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Exercicio 2.7: Mostre que as normas definidas em C([0,1]; R) por

£l = /0 [f@)dz,  [[flleo = max{[f(z)]; = € [0, 1]}

nao sao equivalentes.

Solugao: Seja f € C([O, 1]; R). Como toda fungao continua é integravel num intervalo
limitado e atinge o valor mdximo num intervalo limitado e fechado, as normas || ||; e
| |l est@o bem definidas.

E claro que |f(z)| < ||f|ls para todo z € [0,1]. Portanto,

1
11l :/0 (@) dz < | |-

Se as normas fossem equivalentes, existiria M > 0 tal que
I flloo < M flli, VfeC([0,1;R). (2.6)

Consideremos fi(z) = ¥, k € N. E facil ver que ||fx]loc = 1 € ||fx]l1 = 1/(k + 1) para
todo k. Portanto a desigualdade em (2.6) daria

M
1< —— VkeN
k41’ €5

o que ¢ impossivel. Portanto, nao existe tal M > 0 e consequentemente, as normas
nao sao equivalentes.

Exercicio 2.8:
a) Seja A matriz n X n positiva-definida (isto é, (Ax : x) > 0, Vz € R", x #0) e
simétrica (isto é, (Azx :y) = (x : Ay), Vx,y € R"™ ), onde (:) denota o produto
escalar usual de R™. Mostre que ||z||4 = \/(Ax : x) é uma norma em R™.

b) Seja B matriz n x n positiva-definida (nao necessariamente simétrica). Mostre
que ||z||p = \/(Bz : x) é uma norma em R".

c) Sejam A e B matrizes simétricas e positivas tais que AB = BA. Mostre que
|z|| = +/(Az : Bx) é uma norma em R".

Solugao: (a) Temos, por hipétese, A simétrica e (Ax : x) > 0 para todo z € R",
x # 0. Portanto, ||z||4 > 0 para todo = # 0 e, obviamente, ||0]|4 = 0. Além disso,
[Az]|4 = (AMAz : Ax) = A\2(Az : x)2, o que implica

[Az([a = [Al[lz]|a-

Para verificar a desigualdade triangular, observe que |(Az : y)| < ||z||a||ly||a (desigual-
dade de Cauchy-Schwarz). De fato,

0 < [lz+ 7yl = lol% +27(Az - y) + 7°|lyl%, V7 €R,
o que implica que o discriminante do trinomio do segundo grau

7 Tyl + 27(Az  y) + |2l



Métricas e Normas 13

¢é negativo ou nulo, isto é,
Az y)? — 4|yl 4llz)% < o. (2.7)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz se obtém apds extrair a raiz em (2.7).
Assim,
lz +yll% = lleld + 2(Az = y) + Iyl
< % +2lzllallyla + vl
< (lzlla + llylla)®

e temos a conclusao.

Observagao (para o estudante menos atento): a aplicacdo (z,y) — (Az : y) define um
produto interno em R™ e o argumento acima é o usual na demonstracao de que todo
produto interno gera uma norma.

(b) Temos, por hipétese, (Bx : x) > 0 para todo x € R™, x # 0. Considere a matriz
simétrica )
A= 5(B + BT)

Afirmativa: (Bz :x) = (Az : x) para todo =z € R".

Observe que se for verdadeira a afirmativa, a prova de que || ||z é uma norma se reduz
ao caso anterior. Para provar a afirmativa, sejam b;;, i,7 = 1,..., N, os coeficientes
da matriz B, isto é,

bii bz -+ bin

ba1 b2y -+ Doy
B = ) ) .

bnl bn2 o bnn

Os coeficientes da matriz A sao da forma

o b” se 1= j,
dij = (b” + bﬂ>/2 Senao.

Entao

bij + by
(Br: x) = Zbijmjxi = Z biix? + Z %mimj = (Az : x).
bJ i i#j

Observacao (ao estudante menos atento): Para que a afirmativa acima nao pareca a
primeira vista mais artificiosa do que realmente é, considere o seguinte exemplo em

R2:
6 3
s=(" 3)

A forma quadratica associada a B é (Bx : z) = 612 + 4x122 + 523, que podemos

escrever na forma
6 2 I o 1 T .
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(c) E claro que ||z]|? = (Az : Bz) = (BT Az : x) = (ABz : x).

Como A e B sao simétricas e comutam, entao AB é simétrica. De fato,
(AB)T = BT AT = BA = AB.

Portanto, este caso se reduz ao caso (a) se tivermos a garantia de que AB é positiva.
Sabemos que A e B sao simétricas e positivas. Portanto, sao diagonalizaveis e todos os
autovalores sao positivos. Sejam Ay, ..., A\, os autovalores de A e u; ..., u, os autova-
lores de B. Como A e B comutam, sao simultaneamente diagonalizaveis, isto é, existe
uma base ortonormal de R” formada por autovetores de A e B. Mais precisamente,
existe uma base ortonormal {u, Us, . .., U, } tal que

Aty = Ntly, Bty = pgti;.
Se x = a1ty + - - - + apil, € um vetor nao nulo, entao

|z]|* = (Az : Bz) = Mip1af + -+ Appinaz > 0.

Observacao (para o estudante mais atento): Dé um exemplo que mostre que a hipdtese
AB = BA é essencial.

Exercicio 2.9: Considere V.= M,,x, 0 espaco vetorial das matrizes de ordem
m x n. Para A, B € V, seja

(A: B) :=tr(A"B),

onde AT é a matriz transposta de A e tr(AT B) denota o traco da matriz quadrada
AT B, isto é, a soma dos elementos da diagonal principal.

a) Mostre que <> define um produto interno em V.

b) Verifique que \/(A: A) = ||Al|2, onde || ||z é a norma definida por (2.6) para
p=2.

¢) Se m = n, mostre que ||AB||2 < [[A]2|Bl|2

Solugao: (a) Vamos introduzir a seguinte notagao: para A € M, xn, definimos

L2<A) = (CL“, A2y« vy ain>7 vetor linha 7 de A,

, (2.8)
C;(A) := (a1j,a2j,...,am;), vetor coluna j de A;

Observando que L;(AT) = C;(A), podemos escrever
[ATBlij = (Li(AT) : Cj(B))rm = (Ci(A) : Cj(B))gm,

onde (:)gm denota o produto interno usual de R™. Portanto,

n n

(A:B) =Y [ATBl; = (Ci(A): Ci(B))gm,
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Como C;: My« — R™ é linear, as propriedades (i) e (ii) da Definigao 2.4 (pag.13 do
livro) sao herdadas diretamente do produto interno usual de R™. Por outro lado, se
A #0, entao C;(A) #0 para algum 1 <i<ne

ZHC )iz > 0.

(b) Pela notagao introduzida em (2.8), temos
Z IC: (A3 = Zzaiz = || All3.
i=1 k=1
(c) Pela notagao introduzida acima e a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R"”, temos
[ABJij = (Li(A) : C5(B))rn < [[Li(A)]|2]|C5(B)ll2-
Pela defini¢do da norma || |2 de M, xn, temos

IABII3 = Z [AB}; < Z IZi(AZIC; (B = IIAlZ11 B3

1,j=1 1,j=1

Exercicio 2.10: Para cada k € N seja f3:[0,1] = R, fi(z) := 2™. Mostre que o
conjunto X := {fl, fo, f3,-. } é linearmente independente e conclua que C([O, 1]; R)
tem dimensao infinita.

Solugao: Consideremos uma combinacao linear (finita) nula de elementos de X, isto
é, arfr, + -+ amfr, = 0. Sem perda de generalidade, podemos supor que k; <
ky < --- < ky,. Entao

f(@) = a1 + -+ a2t =0, Ve o,1].

Calculando a derivada de ordem k,, de f, obtém-se 0 = f(*n)(z) = oy, . Repetindo o
argumento para as derivadas de ordem k,,,_1, ki—2, - - ., k1, concluimos que oy = ag =

- = aup, = 0. Portanto, X’ é linearmente independente e, em particular, C' ([1, 2];R)
tem dimensao infinita.

Exercicio 2.11: Seja X um conjunto e f: X — R™ uma funcao. Mostre que

ggmmrmwfm<g@wz—gﬂm,

onde || - |2 denota a norma 2 de R™.

Solugao: f: X — R™, uma funcao vetorial definida em um conjunto arbitrario X = ().
Queremos provar que

ggmwrmwfm<2@wﬁ-ggm@.
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Vamos supor por um momento que, para qualquer que seja g: X — R, vale a desigual-
dade

— inf < _ inf . 2.9
Sgglg(m)l mng|g( )| sup g(x) xngg(m) (2.9)

Entao, basta provar que

sup [£(0) 2 — int [5(0)]l < Z (sup )| — inf |fla >|).

Para simplificar a notacao, consideremos

o = sup 1f(@))2s B = nf £ (@) |2,

@i = sup |[fi)], b= inf [fi(z)].

Entao

(sup | f(@)ll2)* = sup || f ()13 = sup(|f1(2)[* + - + [ fu(2)]?)

Sa?+~~+ai (2.10)
= (inf ||f( Mi2)? = inf [|f (2)[13 = inf(|f1(2)* + - + [ ful@)[?) .
> by 4+

De (2.10) temos
a® = B° < (ap —b7) + -+ + (a, = bp).

Dividindo a desigualdade acima por a + [, temos

a1+b1
a+

Como a; < ave b; < 3, segue que (a; +b;)/(a+ ) < 1. Além disso, como a; — b; > 0,
podemos concluir que

an + by,
a+pB

a_ﬁg<a1_b1> +<an_bn)

a—pF<(a;—b)+- -+ (a, —by),

que é a desigualdade desejada.

Vamos entao provar (2.9). Suponhamos que, para alguma fungao g: X — R, a desigual-
dade (2.9) nao se verifique, isto é (omitindo a variavel x para simplificar a notagao),

sup |g| — inf |g| > sup g — inf g.
Entao existe g > 0 tal que sup g — inf g + €9 < sup |g| — inf |g|. Em particular,
g(x) <supg < sup|g| —inf |g| +infg — g9, Vz e X.
Fixemos x € X arbitrario. Entao inf g > g(x) + ¢ + inf |g| — sup |g|, de modo que

g(y) > inf g > g(x) +eo +inf |g| — sup |g|, Vy e X.
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Como zx e y foram fixados arbitrariamente, temos

9(x) — g(y) <sup|g| —inflg| —eo, Vz,y€X. (2.11)
Trocando = por y em (2.11), obtemos

l9(x) — g(y)| <sup|g| —inf |g] — o, Va,y e X.
Como [g(z)| — |g(y)| < |g(z) — g(y)|, temos

l9(x)| = 9(y)| < sup|g| —inf[g] — €0, Vz,y € X. (2.12)
Fixando y e passando ao sup em z na desigualdade (2.12), obtemos

l9(y)| = inf[g| +e0, Vy€X,

0 que é impossivel com ¢ > 0.
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Abertos, Fechados, Compactos

Exercicio 3.1: Sejam A e B subconjuntos de um espaco vetorial normado V.
Demonstre as afirmativas abaixo.

a) A é fechado <= A D A’. Dé exemplo de A fechado tal que A’ # A.
b) A’ é conjunto fechado.
¢c) AcB= A'CPB.
d) (AuB) =A'"UB'".
e) A é conjunto fechado.
f) A é fechado < A= A.
Solugao: (a) Suponhamos que A é fechado.

Se A ¢ A, existe zg € A’ com zg € A°. Como A€ é aberto, existe r > 0 tal
By(z9) C A°. Mas isso implica em particular que (B, (zo) \ {zo}) N A = 0, isto é,
xo ¢ A’. Contradicao!

Reciprocamente, suponhamos que A’ C A. Se zy € A° entdao zy ¢ A’. Logo existe
r > 0 tal que

Como z( ¢ A, a condigao (3.1) pode ser expressa como B,.(zg) N A = ), o que equivale
a By(xzg) C A°. Log A° é aberto e, consequentemente, A é fechado.

Exemplo: A=[0,1]u{2} = A" =][0,1]

(b) Para provar que A’ é fechado, vamos usar o item (a), isto é, provemos que (A’)" C
A

Seja. r > 0. Se z € (A'), entdao (B, 2(z) \ {x}) N A’ # 0. Logo, existe y € A’ tal que
0 < |ly—=z| < r/2. Fixemos tal y e consideremos a = ||y —z||. Por definigao, qualquer
que seja § > 0

(Bs(y) \ {y}) N A#0.
Consideremos, entdo, § = min{a/2,r/4} e z € (Bs(y) \ {y}) N A. Entdo z € A e

lz—z| <|lz—yl|+|ly—=z| <r/d+7r/2=3r/4 <r =z € B.(x);
|z =zl > ly =zl =z -yl >a—a/2=0a/2>0= 2 #x.

Portanto, z € (By(x) \ {z}) N A. Como r > 0 é arbitrario, concluimos que z € A’
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(c) E claro que se A C B, entdo

(BT(.I()) \ {.I()}) NAC (BT(.I()> \ {.I()}) N B, Vr > 0.

Em particular, se zg € A" = 29 € B'.

(d) Seja zg € (AUB)" e r > 0. Pela propriedade distributiva de “N”em relagao a “U”,

. J/

0 # (By(z0) \ {zo}) N (AU B) = [(Br(z0) \ {zo}) N 4] UI(BT(mO) \{zo}) N Bl.

E F

Temos duas possibilidades:

E#0=xyc A Cc AAUuB
F#0)=xz e B Cc AUB.

Em qualquer dos dois casos, temos xg € A’ U B’.

Reciprocamente, seja zo € A’ U B’. Entao, ou xg € A’ ou o € B’. Na primeira
possibilidade (a outra é idéntica), qualquer que seja r > 0,

@ 7é (BT(.TI,’o) \ {.’L’o}) NA - (BT(.TI,’o) \ {.’L’o}) N (A U B)

Portanto, zo € (AU B)'.

(e) Seja z¢ € (A)". Entao

(Br(zo) \ {zo}) N (AU A") #0,¥r >0

| [(Br (o) \ {o}) N AJ U [(Br(0) \ {zo}) N A'] # 0.
Como

E+4)= xo€ A C A,
F#) = xoe (A" pem (2 A’ C A,

concluimos que (A)" C A. Pelo item (b), A é fechado.
(f) Se A é fechado, entao A’ C A. Portanto,
A=A UACAUA=A.

Como A = AU A’ O A, concluimos que A = A. Reciprocamente, se A = A entdo
A’ C A e A é fechado.
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Exercicio 3.2: Sejam || ||+ e || ||+« duas normas equivalentes de um espaco vetorial
V.

a) Mostre que xzy é ponto de acumulagao de A com relagao a uma das normas se e
somente se é ponto de acumulagao com relagao a outra.

b) Mostre que se A é um conjunto aberto em V em relagao a || ||«, se e somente se
A é aberto em relagao a || ||««. Mostre que o mesmo vale para conjuntos fechados
e compactos.

Solucao: Por hipotese, existem m, M > 0 tais que
mllzl. < 2l < M., VoeV.
Consideremos as bolas

B} (xo) = {z € R"; |lz — zoll« < 1},

T

B (wg) = {z € R"; ||z — wo[ss <7},

Observe que, para qualquer r > 0, valem as inclusoes

B (z0) C Bj,.(%0) (*)
B (z0) C By (20) (*%)

Se xg é ponto de acumulacao de A em relagao a || ||, entao
(B (wo) \ {zo}) NA#£0, Vr>o0.

Segue da inclusao (x) que (B}*(xo) \ {zo}) N A # 0 para todo r > 0, o que implica
que xg é ponto de acumulagao de A em relagao a || ||«

O argumento andlogo e a utilizagdo de (**) nos leva a conclusao de que se xg é ponto
de acumulagao de A em relacdo a || ||.«, entdo também é em relagao a || ||..

(b) Suponhamos A aberto em relagdo a || ||« e 2o € A. Entao existe r > 0 tal que

B*(xg) C A. Da inclusao (x*) vemos que B** (zg) C A, e concluimos que xy é ponto
r q mr q p

interior de A em relacao a || ||s«-

A reciproca é analoga.

Por outro lado, A é fechado em relacao & norma || ||« se, e somente se, A® é aberto
em relagao a essa norma, se e somente se A¢ é aberto em relacao a norma || ||., se e
somente se A é fechado em relagao a essa norma.

O mesmo vale para a compacidade, pois se { Ay} é cobertura aberta de A em relagao
all ||, também o é em relacao a || ||.«-

Exercicio 3.3: Sejam A e B subconjuntos de um espaco vetorial normado V.

a) Se A C B, mostre que ACB e A C B.

b) Defina a(A) =A e B(B) = B. Mostre
i. A aberto = A C a(A).
ii. B fechado = B D [(B).



22 Calculo Avancado

o

Solugao: (a) Por hipétese A C B. A inclusao A
r > 0 tal que B,(z) C A C B.

Para mostrar que A C B, lembremos que (veja Exercicio 3.1(c)) A C B = A’ C B'.
Logo

iii. Dé exemplo de conjunto A tal que A, A, A, a(A) e B(A) sejam todos distintos.
C

o (0]
B é imediata, pois se x € A, existe

A=A UAcCcB UAc B UB=B.

(b) a(A) = A e 3(B) = B.

E claro que A C A e, consequentemente (pelo item (a)) A € A = a(A). Se A é
conjunto aberto, entao

A=ACa4).

Por outro lado, B O B e consequentemente B O B = 3(B). Se B é um conjunto
fechado, entao

B = B D B(B).
Como exemplo, considere A = (0,1) U (1,2) U {3} Entao

o i

A= (0,1)uU(1,2), A=1[0,2]U{3}, «a(A)=(0,2), B(A)=]0,2].

Exercicio 3.4: Seja K subconjunto compacto de um espago vetorial normado V.
Mostre que existe A = {x1,22,...} C K tal que A =K.

Solugao: Para cada k € N, {By,(2)}sckx ¢ cobertura aberta de K. Entdo, para
k =1, existem x1,x2,...,2,, € K tais que

ni
K c | Bi(x)).
=1
Da mesma forma, existem ,,+1,Zn,+2, .-, Tn, tais que
na

j=ni+1

E assim por diante, construimos a sequéncia

A= {ml,xg,...,mm,...,xn2,...,xn3,...}

Sejam z € K, e >0 e k € N tal que 1/k < e. Pela defini¢do de A, existe z; € A tal
que ||z —z;|| < 1/k <e.
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Exercicio 3.5: Seja A = {f € C([0,1];R); ||flloc <1} e fo = 0. Mostre que fo
é ponto interior de A relativamente a norma || | mas nao é ponto interior de A
relativamente a norma || ||1.

Solugao: Observe que A é a bola aberta de centro em zero e raio 1 em relagao a
norma || [|o no espago V= C([0,1];R). Logo A é aberto em relagdo a essa norma e
fo é ponto interior.

Suponhamos que fy é ponto interior de A com relagdo & norma || ||;. Entao deve
existir R > 0 tal que se ||f — foll1 < R, entdo f € A.

Seja k € N satisfazendo 2/(k + 1) < R e considere f(z) = 2z¥. Como [|f|: < R,
deverfamos ter f € A. Mas é facil ver que ||f|lco = 2, isto é, f ¢ A. Logo tal R nao
existe, o que significa que fy nao é ponto interior de A (em relagao a || ||1).

Exercicio 3.6: Demonstre a Proposicao 3.6 (pag. 31 do Célculo Avancado).

Solugao: (a) Suponhamos l; # [y dois limites para a sequéncia {zy}, e considere
e = &||l1 — l3||. Entao existem ki, ks € N tais que

k2k1$||$k—l1||<€
k2k2$||$k—l2||<€

Se ko = max{ki, ko} e k > kg, entdo
2
i = Lol < llzw = L]l + Itz — @]l < 2e = Zll — Lol

um absurdo. Logo 1 = I5.
(b) Se z, — [, entdo existe kg € N tal que ||z — || <1 Vk > ng. Seja

R = max{||z1||, ||z2ll, - - -, [|ox, || + 1}

Entao verificamos facilmente que x € Bgr(0), Vk € N.

(c) Seja zp € A’. Entao, para todo r > 0, (B, (z0)\{z0})NA # 0. Em particular, para
r =1, existe 1 € A satisfazendo 0 < ||z1 — z¢|| < 1. Analogamente, para r = 1/2,
existe xo € A satisfazendo 0 < ||zo — zo|| < 1/2, para r = 1/3, etcetera. A sequéncia
assim construida tem todos os elementos em A e converge para xy. Vemos também
que xj # xo para todo k € N.

Reciprocamente, se existe uma sequéncia {xy}; de elementos de A que converge para
xo, com z # xo para todo k, entdo dado r > 0, existe kg € N tal que 0 < ||z, —x0|| <
r, 0 que equivale dizer que zy, € AN (B, (z0) \ {z0}). Logo zg € A'.

Exercicio 3.7: Prove diretamente a equivaléncia dos itens (ii) e (iii) no Teorema 3.7
(pag. 35 do Calculo Avangado).

Solugao: Suponhamos K conjunto fechado e limitado de R™ e {x}, uma sequéncia
de elementos de K. Consideremos o conjunto A = {z1,z2,z3...,} C K que também
¢é limitado.

Se A for finito, alguns dos elementos da sequéncia se repetem infinitamente. Temos, as-

sim, uma subsequéncia constante xy, = rr, = - - -, que é obviamente convergente, cujo
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limite estd em K. Por outro lado, se A for infinito, o Teorema de Bolzano-Weierstrass
(Teorema 3.1, pag. 21 do Célculo Avangado) nos diz que existe uma sequéncia de el-
ementos de A (que serd uma subsequéncia da sequéncia original de K') que converge.
Se denotarmos por x( o limite desta sub, entdao xg € K’. Mas K sendo fechado, temos
K' C K.

Reciprocamente, se K nao é limitado, posso construir uma sequéncia que nao possui
sub convergente. De fato, escolho 27 € K qualquer. Como Bj(x1) nao cobre K,
posso tomar zo € K \ By(x1), de modo que ||[z1 — x2|| > 1. Analogamente, como
Bi(z1) U By(x2) nao cobre K posso escolher x3 € K \ (B1(z1)U Bi(z3)). E assim
sucessivamente, construimos uma sequéncia de elementos de K tal que ||z — zp/|| > 1
se k # k’. Tal sequéncia nao admite sub convergente.

Se K nao é fechado, existe zo € K’ tal que xog ¢ K. Pela Proposigdo 3.6 (pag 21
do livro), existe uma sequéncia de elementos de K que converge para xy. Portanto,
nenhuma subsequéncia podera convergir para um elementos de K, visto que xg ¢ K.

Exercicio 3.8: Seja A C R™. A fronteira de A é definida por:

OA={z eR";Vr>0,B.(x)NA#0, B.(x)N(R"\ A) #0}.

a) Mostre que 0A = A\ A=4n (R™\ A). Em particular, A é fechado.
b) Mostre que A= AUAA e A= A\ DA.
c¢) Determine a fronteira de A = ([0,1] x [0,1]) N Q2.

Solugao: (a) Condideremos as condigoes:

1) B.(z)NA#£0,
(L) Br@)nd# vr > 0.
(2) Br(z)N(R™\ A) #0,
Seja x € OA. De (2) segue que © ¢A. Se x € A nada temos a provar, pois A C A. Se
x ¢ A, a condicio (1) significa que x € A’. Logo, A C A \ A.
Reciprovamente, seja = € A\ A. Logo x ¢4, o que implica a condicdo (2). Como
A=AUA temos z € Aoux e A, que, em qualquer dos casos, implica a condi¢ao
(1).
Além disso, a condicdo (1) é equivalente a 2 € A e a condicio (2) é equivalente a

x € Ac. Portanto, x € DA se, e somente se, z € AN (R"\ A).

(b) z € A se, e somente se, v € AU A’. Se x € A, é imediato que x € AN JA. Se
x ¢ A entdo x € R\ Aex e A'. Logo, qualquer que seja r > 0, temos

zeR"\ A= B (z)N (R"\ A) #0

zeA = (B (x)\{z})NA#D = weod

Reciprocamente, seja x € AUJA. Se x € A nao ha o que mostrar. Suponhamos entao
x € 0A e x ¢ A. Entao, para todo r > 0 temos

B (x)NA°£0 e B.(z)NAZD0. (3.2)
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Das duas propriedades de (3.2), decorre que (B, (z)\ {z}) N A # () e concluimos que
zeA.

Por outro lado, se x € A, entdao x € A e existe 79 > 0 tal que B, (z) C A, o que
implica que B,,(z) N A¢ = (. Logo, x ¢ 0A, isto é, AC A\ JA.

Reciprocamente, se x € A\ A, entao existe ro > 0 tal que
B (x)NA°=0 ou B, (zr)NnA=10. (3.3)

Como a segunda condicdo em (3.3) é evidentemente falsa, segue da primeira que
B, (x) C A,isto é, x € A'.

(¢) Como consequéncia imediata da densidade de Q, temos A= () e portanto segue do
item (a), B
0A=A=10,1] x [0,1].
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Limite e Continuidade

Exercicio 4.1: Sejam a, b, ¢, d niimeros reais positivos. Mostre que o limite

i ] |y|®
zlr% c d
=20 |z]¢ + Jy|

existe (e vale zero) se, e somente se, (a/c) + (b/d) > 1.

~ . x|® b
Solugdo: Seja f(r,y) = L (2,y) # (0,0).
A condigao (a/c) + (b/d) > 1 é necessaria. De fato, se (a/c) + (b/d) < 1 podemos

considear a curva z(t) = t*/¢ e y = t'/¢, ¢t > 0, de modo que

tla/e)+(b/d)=1 {1/2 se (a/c)

lgigf(:c(t)’y(t)) - 1tifol 2 ~ 1+ se (a/c)

Como o limite é zero com x ou y tendendo a zero sobre os respectivos eixos, concluimos
que o limite nesse caso nao existe.

Para provar que a condigao (a/c) + (b/d) > 1 é suficiente, vamos analisar dois casos:
Caso 1. (a/c) + (b/d) > 1 e max{a/c, b/d} > 1.

Podemos supor sem perda de generalidade que a/c > 1. Assim, se || < 1, temos

Fy) < Iyl (L) < Iyl

de onde se conclui que o limite existe e vale zero.
Caso 2. (a/c) + (b/d) > 1 e max{a/c, b/d} < 1.
Pela Desigualdade de Young (Lema 2.2, pag. 15), temos para p,q > 1 tais que 1/p +
1/q =1,
al, |b 1 ap 1 bq
|z|*lyl” < =[=|* + —[y[**.
p q

Assim otemos . .
flzy) < || 4 = |y|Pa?
b q
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e a conclusao segue caso seja possivel encontrar p,q nas condicoes acima tais que
ap—c>0ebg—d>0.

Para isso, observemos que o ponto P = (a/c, b/d) pertence ao triangulo ABC (veja a

o
NN
J

Figura 4.1).
Yy
BL ¢
\
\
\\
\
\
\\
b/d - > > atatatndady- 9P
N L0
\\ /, :
1/q-=-=-=----X_ |
18, !
| \\l
N
| [N
LN
1/p a/

Figura 4.1

Se considerarmos a projecao de P sobre a reta z+y = 1, obtemos o ponto Q = (xg, o),

onde
B N S
m0—2 c d y0_2 c d)’

Observe que 0 < o < 1, 0 < ypo < 1 e xyp+ yo = 1, de modo que podemos podemos
escolher p = 1/z9 e ¢ = 1/y

= ST
2 c d

2 c d

Portanto, temos as desigualdades

E claro que

!

1< =+
c+d

QI ol
IS
o>

1< -4 —.
c+d

1 1 b
—<g:>ap—c>0 e —<—-=bg—d>0,
p c qg d

como queriamos provar.

Exercicio 4.2: Sejam f, e fo duas funcoes de R™ em R e considere g:R™ — R
definida por g(z) = max{ fi(x), fa(x)}.
Prove se verdadeira ou dé contra-exemplo se falsa:

a) Se f1 e fy sao continuas, entdao g é continua.
b) Se g é continua, entéo fi e fo sao continuas.

c) Sejam fi, fa,..., fr fungées continuas de R™ em R. Defina f por

f(x) = max{fi(x), ..., fr(2)}.
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Entao f é continua.

Solugao: (a) Primeiramente, observe que

a+b+|a—b
2 )

max{a, b} = Va,b e R.

Portanto

pla) = D10+ 50+ o) = o)

Como a aplicagao s +— |s| é continua, vale a afirmativa em (a).

(b) Falso. De fato, sejam

1 sex>0

_ 0 sex>0
fl(@_{o senao '

fa(w) = {1 senao

Entao, g = 1 é continua, mas f; nao é.

(c) Vamos provar por indugao. O item (a) nos garante a validade para n = 2. Supo-

nhamos a afirmativa valida para k — 1, isto é, se fi,..., fr—1 s@o continuas, entao
g =max{f1,..., fr—1} também é continua.
Sejam fi,..., fx—1, fr funcoes continuas e consideremos

f = maX{f1,...,fk}.

E facil ver que f = max{g, fi}, onde estamos denotando por g a funcio
g = ma’X{f17 .. '7fk—1}'

Por hipdtese, g é continua e, pelo item (a), concluimos que f é continua.

Exercicio 4.3: Considere as afirmacoes:

a) X C R" é conexo;
b) Se A C X tal que JDANX =), entao A =) ou A = X. Mostre que (a) implica
(b), mas a reciproca é falsa.

Solugao: Mostremos que (a)=-(b). Lembremos a defini¢do de 0A:
OA={z eR";Vr>0,B.(x)NA#0, B.(x)N(R"\ A) #0}.
Mostemos (a)=(b) por reducdo absurdo. Sejam X C R™ conexo e A C X tais que
A#£0D, A+X, OANX =0.

Entdo A #0e X\ A#0.

Se x € A é um elemento qualquer, entdo x ¢ 0A, pois 0AN X = (. Logo, existe
r, > 0 tal que B, (z) nao intercepta X \ A, o que implica B, (z) C A. Como z € A
foi tomado arbitrariamente, concluimos que A é aberto.

Da mesma forma, se x € X \ A é um elemento qualquer, entdo x ¢ dA, pois JANX = (.
Logo, pelo mesmo argumento acima, concluimos que R™ \ A é aberto.
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Como por hipdtese X é conexo e, pelos argumentos acima, X C AU(R"\ A), ANX =
A#£Pe (R*"\A)NX=X\A#0D, segue que AN (R™\ A) # 0, o que é um absurdo.

Mostremos que (b)7(a). Considere X = {1,2} C R. E claro que X nao é conexo. O
conjunto das partes de X ¢ P(X) = {0, {1}, {2}, X }. E claro que

{1} = {1}, 0{2} = {2}, 0{1,2} = {1,2}

Logo, o unico subconjunto A de X que satisfaz a condicao AN X # () é o conjunto
vazio. Assim, se (b) implica (a), X é conexo, o que é absurdo.

Observacao: Vale observar que o argumento acima se aplica para qualquer conjunto

X C R” fechado e desconexo. De fato, como 0A :_Z\ A, segue que 0A = ) <—
A =1. Logo, se A # () e X é fechado, temos A C A C X = X. Portanto, o tinico
subconjunto de X que satisfaz a condicao 9A N X = ) é o conjunto vazio.

Exercicio 4.4: Demonstre o Lema 4.2 (da pag. 45 do texto). Use o resultado para

mostrar que se 1 < p1,pa,...,pr < +00 sao tais que
1 1 1
—+ =4+ — =1,
p1 P2 Pk

entao vale a seguinte generalizacao da desigualdade de Young.

P1 Pk
|m1m2...xk|§ﬂ+...+@. (4.1)
n Pk

Solugao: Vamos demonstrar o Lema 4.2. Por hipétese, se z,y € Ae A € (0,1), entao

fFOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= N Fy).

Suponhamos verdadeiro para n = k, isto é, se x1,...,25 € Ae A1,..., A\t € (0,1) s@o
tais que A\y + - --+ A\ = 1 entao

f()\lxl + -+ )\kxk) < )\1f(513'1> + -+ )\kf(:ck)

Consideremos agora k + 1 pontos de A e k + 1 nimeros no intervalo (0,1) cuja soma
seja igual a 1. Entao podemos escrever

f()\lilj'l 4+ AT + )\k—l—lwk—i—l) = f()\l.fbl + (1 — )\1>y>, (4.2)

onde estamos denotando

R Akt1
B PSR e

Yy Tk+1

Como f é convexa, obtemos

Sz + -+ e + Apep12r41) < A f(zn) + (1= A1) f(y). (4.3)
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Observando que

A2 Akt1
coog R
Tn TN
segue da hipdtese de inducao
Pl < 22 flan) o L f ). (1.4
T 1-X\ 1—X)

De (4.2), (4.3) e (4.4), concluimos que

Juzr + -+ M + Mep12p1) S A f(xn) + -+ A f (@) + A f(@r41)-

A prova da desigualdade (4.1) segue diretamente da concavidade da fungao logaritmo
e dos argumentos usados na prova do Lema 2.2.

Exercicio 4.5: Diz-se que uma funcao f:R™ — R™ é aberta se f(U) é aberto de
R™ para todo U C R™ aberto. Seja f:R™ — R"™ uma funcao invertivel tal que f~1 é
continua. Mostre que f é aberta.

1

Solucao: f:R™ — R" é bijetora e g = f~" é continua.

Pelo Teorema 4.5 (pag. 40), g~ (V) é aberto em R", qualquer que seja V aberto de
R™. Mas g~ }(V) = f(V). Isto quer dizer que f é fungao aberta.

Exercicio 4.6:

a) Sejam A e B subconjuntos de R"™ e f: A — B uma func¢ao bijetora. Se A é
compacto e f é continua, mostre que f~': B — A é continua.

b) Dé exemplo com A, B C R e f: A — B bijetora e continua tal que f~*: B — A
nao é continua. Faca o mesmo com A, B C R2.

Solugao: (a) Seja {yr}r sequéncia de B tal que yr — 7. Queremos mostrar que
F=H k) = [71@).

Primeiramente, observe que, sendo B fechado e yr € B, temos § € B. Como f é
bijetora, para cada k € N, existe um dnico zj € A tal que y; = f(x). Analogamente,
existe um tinico T € A tal que y = f(Z). Como A é compacto, existe uma subsequéncia
{zk,} que converge para algum z € A. Pela continuidade de f,

Flx,) e [(@).

Entretanto, sabemos que f(zr,) = yx, — ¥ = f(Z). Pela unicidade dos limites,
concluimos que f(Z) = f(T) e pela injetividade de f obtemos = = 7.

Além disso, é toda a sequéncia {xy} que converge para Z. De fato, se tomarmos uma
outra subsequéncia qualquer de {zy} que converge para algum T € A, os mesmos
argumentos anteriores nos levarao a ¥ = T.

Logo, f~Y(yx) = 2, — T = f~1(y). O Teorema 4.2 (pag. 38) nos garante que f~1 é
continua.

(b) Exemplo de uma fungao f: A C R — B C R bijetora e continua com inversa
descontinua.



32 Calculo Avancado

Seja A =[0,1]U(2,3], B=[0,2] e f: A— B definida por

f(a:):{w se x € [0,1],

r—1 sexe (23]

Entao f é continua e bijetora, mas

1oy [y se y € [0,1],
/ 1<y)—{y+1 seye (12

nao é continua.

Exemplo de uma fungao f: A C R? — B C R? bijetora e continua com inversa des-
continua.

Sejam A = (0,1] x [0,27), B = {(21,%2); 23 +23 <1} \{(0,0)} e f: A — B definida
por f(r,8) = (rcosf,rsenf). E claro que f é continua e bijetora.

Provemos que a inversa f~': B — A nao é continua nos pontos de BN{(x1,0); z1 > 0}.
De fato, vamos mostrar que f~! ndo é continua no ponto (1/2,0). Seja xy, = (T1 k, T2.x)
uma sequéncia com as seguintes propriedades:

1 +
kaHQ = 2’ To >0, w2, —07.

Entao, é claro que x;, = %(cos Oy,sen ), onde O, > 0 e 6, — 0T. Isto é

1 1 1
570>7 mas f_l(mk):(§79k)_><§7

Por outro lado, se zx = (21,5, ¥2,,) ¢ uma sequéncia com as seguintes propriedades:

T — ( 0).

1
|kl = 3 Tan <0, x20,—0",

entao fica claro que x, = %(cos O, senfy), onde 0 < 27 e O, — 27~ Isto é

%,m, mas f_l(:ck):(%,ﬁk)%(l,%r).

Slj'k—>( 5

Portanto, f~! nio é continua.

Exercicio 4.7: Seja f:R"™ — R uma funcao continua tal que

lim f(z) = +o0. (4.5)
]l =00

Mostre que existe xy € R™ tal que f(xg) < f(z), Vo € R™.

Solugao: Considere M = |f(0)|. Por hipdtese, existe R > 0 tal que se ||x|| > R entao
f(x) > M. Como K = Br(0) é compacto, existe zo € K ponto de minimo de f sobre
K, isto é,

f(zo) < f(z), VzeK.
Em particular, f(z¢) < f(0). Por outro lado, se = ¢ K, entao
f(z) > M = [f(0)] = f(0) = f(xo).

Portanto, f(xo) < f(z) para todo x € R™, como querfamos demonstrar.
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Exercicio 4.8: Mostre que a funcao f:[0, co) — R definida por f(z) = 2%, com
0 < a <1 é Holder continua de ordem «.

Solugao: Queremos provar que existe M > 0 tal que a fungao f(z) =z% 0 < a < 1,
satisfaz

[f (@) = f(y)l < M|z —y[*,  Vz,y>0.
Como f é uma funcao crescente, basta mostrar que
¥ —y* < M(z—vy)*, Vr>y=>0. (4.6)
Fixemos y > 0 e consideremos a fungao
g(x) = (x —y)* — 2% +y*,
definida no intervalo [y, +00). E claro que g(y) =0 e

g/(.fC) _ Oé[(ilj' o y)a—l o xa—l}.

Como0<zr—y<zea—1<0,temos

(x—y)* ' >zt Vo>

Portanto, a funcao g é estritamente crescente no intervalo [y, +00) e concluimos que
g(z) > 0= g(y). Isso quer dizer que (z — y)* > z* — y* e obtemos (4.6) com M = 1.

Exercicio 4.9: Considere f:[0,1/e] — R definida por

sex =0

0
f(”T):{l/m se0 <z <1/e

Mostre que f é uniformemente continua mas nao é Holder-continua.

Solugao: Queremos mostrar que f nao é Holder continua em [0, 1/¢], isto é, que nao
existem 0 < a <1 e M > 0 tais que

[f (@) = f(y)| < M|z —y|*, Vz,ye[0,1/e].

Ou, o que é equivalente, queremos mostrar que, quaisquer que sejam M > 0e 0 <
a < 1, podemos encontrar xg, yo € [0,1/€] tais que |f(xo) — f(yo)| = M|zo — yo|*.

Consideremos a funcao g: [0, 1] — [0, 1/e] definida por

) = 0 sey =10
9(y) = exp(—1/y%) se0<y<1

E facil verificar que g é continua, bijetora e ¢ = f~!. De fato, g é Lipschitz, posto
que |¢'(y)| < 2/e para todo y € (0,1). Pelo exercicio 4.6(a), f é continua. Portanto,
o Teorema 4.11 (pag. 48) nos garante que f é uniformemente continua.

Para mostrar que f nao é Holder, sejam M >0,0<a<lené&€Ntalquen>1/ae

considere o limite .

gginoo exp(&?) =0 (47)
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Se tomarmos { = 1/y, entdo podemos escrever (4.7) na forma

—1 /42
i SP(LY)
y—0+ ym

=0.

Portanto, para ¢ = 1/M™, existe yo € (0, 1) tal que

exp(—1/y5)

< €
y ’

que podemos escrever na forma

l9(y0) — 9(0)| < elyo — O™

(4.8)

Se tomarmos zo = g(yo), entdao xo € (0,1/e) e podemos escrever (4.8) na forma

1 1/n
an) = FO1= () = 01" = bl ~ 01" > Mg — 0f,

que é o que queriamos demonstrar.

Exercicio 4.10: Seja FF C R™ um conjunto fechado e nao vazio. Para cada x € R"

defina
dist(z, F) = inf{|lz —y||; y € F}.

a) Mostre que, para cada x € R", existe y, € F tal que dist(x, F') = ||z — y.||-

b) Mostre que a fun¢ao = — dist(x, F') é Lipschitz continua.
Solugao: (a) Para cada k € N, existe y, € F tal que

1
dist(z, F) < ||l — yx|| < dist(z, F') + T

Logo, a sequéncia {yj}x é limitada e podemos extrair uma seubsequéncia {y,} que
converge para algum y, € F. O resultado segue da passagem ao limite com k; — 400

nas desigualdades acima.

(b) Sejam x1, x5 € R™. Pelo item anterior, existem y1,y2 € F' tais que

dist(xi, F) = ||.IZ — yZH, 1= 1, 2.

Entao,

lz1 = @2ll = [loz = w1l = llyr = 21| = dist(z, F) — dist(z1, F).

Analogamente,

|21 — 22| > |21 — yol| — |ly2 — 22| > dist(xy, F') — dist(z2, F).

Das desigualdades acima, obtemos

| dist(z1, F') — dist(ze, F)| < [|z1 — 22|
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Exercicio 4.11: Dados a,b € R e A, B conjuntos fechados nao vazios disjuntos,
mostre que existe uma funcao f : R™ — R continua satisfazendo as seguintes pro-
priedades

f(x)=a, Vz € A, f(x)=0b, Vx € B.
min{a, b} < f(z) < max{a,b}, VreR".
Solucgao: Basta considerar

fla) = dist(z, A) ta dist(z, B)
~ dist(z, A) + dist(z, B) dist(z, A) 4 dist(z, B)

Exercicio 4.12:

a) Mostre que se A C R™ é um conjunto aberto e convexo e f: A — R é uma fungao
convexa, entao f é continua. Mostre que o resultado é falso se A nao for aberto.

b) Seja f:[a,b] — R fungao convexa. Mostre que f é semicontinua superiormente
em [a, b].

¢) Dé um exemplo de uma fungao convexa definida na bola B = {x € R?; ||z||2 < 1}
que nao seja semicontinua superiormente em B.

Solugao: (a) Seja zp € A. Como A é aberto, podemos escolher r > 0 tal que
B.(zg) C A. Seja g: B2(0) — R a fungao definida por:

g(@) = J(wo + 52) — f(x0), Ve € Ba(0),

onde By(0) = {x € R™; ||z]|2 < 2}. Entao é facil verificar que g é convexa em Bs(0) e
9(0) = 0.

Os mesmos argumentos usados nas etapas 1 e 2 da prova do Teorema 4.10 nos levam
a conclusao de que g é continua em 0 e, consequentemente, f é continua em z.

O resultado ¢ falso se A nao for aberto. De fato, considere a funcao f:[0,1] — R tal
que f(1) =1e f(z) =0 parax € [0,1). Obviamente f nao é continua e é ficil verificar
que f é convexa.

(b) Se f:[a,b] — R é convexa, entdao f é continua em (a,b). Provemos que f é s.c.s.
em a. Seja {ry}, uma sequéncia em [a,b] tal que x — a™. Entao podemos escrever
xp = Ab+ (1 — Ag)a, com Ay — 07, Como f é convexa, temos

f(xr) < A f(b) + (1= Ag) f(a).

Tomando o limite superior dois lados da desigualdade acima, temos

limsup f(zx) < f(a)

n—+oo
e concluimos que f é scs em a. O mesmo argumento vale para a outra extremidade
do intervalo.
(c) Considere f: B — R a fungao assim definida.
0 sex?+y?<1

f(z,y) =46 sex=cosh, y=senf, 0 <6 <2m
m sex=1,y=0
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Exercicio 4.13: Prove que o conjunto N, = {x € R" | f(x) < r} é convexo se f é
funcao convexa.

Solugao: f é funcdo convexa e N, = {x € R™; f(x) < r}.
Se z,y € N, e A € [0, 1], entao

PO+ (1= Ny) < M)+ (1= V() < Ar+ (1= Ar =7,
Portanto Az + (1 — )y € N,.

Exercicio 4.14: Seja Q ¢ R um conjunto aberto e convexo. Uma funcao f: € —
10, oo € dita log-céncava em 2 se a fungéo log(f(z)) é concava em Q.

a) Prove que toda fungao log-concava é continua.

b) Prove que f é log-concava < f(Az + (1 — N)y) > f@)f(y)=N, Vo, y € R,
VA € [0,1].

¢) Prove que o conjunto N, = {x € R" | f(x) > r} é convexo se f é log-concava.
d) Toda fungao Iog-concava é concava? Toda funcao concava é log-concava?

Solugao: (a) Seja f uma fungao log-concava e g(x) = In f(x). Entéo, por defini¢ao,
g é concava e, consequentemente, continua. Como f(z) = exp(g(x)), concluimos que
f é continua.

(b) Suponhamos f funcao log-concava. Entao g(x) = In f(x) é funcao concava. Isto é,
gz + (1= N)y) > Ag(z) + (1 — Ng(y), para todo z,y € Q e X € [0,1]. Portanto

In f(Az + (1 —AN)y) = Aln f(z) + (1 )lnf(y)
=In f(z)* + lnf( ) (4.9)
=In f(z)* f(y)'~

Obtemos a conclusao apds aplicar a exponencial em ambos os lados da desigualdade
(4.9).

Reciprocamente, se f(Az + (1 — \)y) > f(2)*f(y)!~*, entdo obtemos apds aplicar o
logaritmo (que é uma fungao crescente) em ambos os lados,

In f(Az + (1= A)y) = An f(z) + (1 = A) In f(y),

o que significa dizer que f é log-concava.
(c) Sejam z,y € N, e A € [0,1]. Entao, pelo item (b),

fOz+ 1 =XNy) > f@) f)' =>rr' ™ =0

(d) Toda funcao concava (e positiva) é log-concava. De fato, lembrando a desigual-
dade de Young: se a,b >0e 1 < p,q < +oo satisfazem 1/p+1/q =1, entao
a? b1

ab < — + —.
p q

Tomemos a = f(z)*, b= f(y)'™*, p=1/XA e ¢=1/(1 — )\). Entdao podemos escrever
F@ )™ < Mf(@) + (1= N f(y).
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portanto, se f é concava, temos
FOz+(1=Ny) 2 Af(2) + (1= X)fy) = f@) fy)' ™

Mas nem toda funcao log-concava é concava. Por exemplo, considere f:[1,4+00) — R
definida por f(z) = exp(y/x). E claro que In f(z) = \/x que é uma fungao concava.
No entanto, f é convexa, pois f”(z) > 0 para todo x € (1, +00).

Exercicio 4.15: Seja f:R™ — R uma funcao estritamente convexa, isto é, f(tz1 +
(L—t)zs) < tf(z1)+ (1 —t)f(x2), para todo x1,x2 € R™ e para todot € |0, 1[. Mostre
que se f é coerciva (veja (4.5)), entao existe um tnico xo € R™ tal que f(zg) < f(x),
Ve € R™.

Solugao: Sabemos que se f é convexa em R", entao f é continua. Sendo coerciva
(veja Exercicio 4.7), existe o € R™ tal que f(xg) < f(z), Vo € R™.

Resta-nos mostrar que tal zy é inico. Suponhamos entao que existem dois pontos x(
e x1 diferentes tais que

m = f(z0) = f(1) = min f().

rER"™

Como f é estritamente convexa, temos

f (%% + %xl) < %f(xo) + %f(xl) =m.

Portanto xo = (xg + x1)/2 € R™ é tal que f(x3) < m, o que é impossivel.

Exercicio 4.16: Seja C C R™ conjunto convexo e fechado.

a) Mostre que Vx € R"™, existe um tinico y € C tal que ||z —y|l2 < ||z — z|2, Vz € C.

(y = Pc(x) é denominado a projecao ortogonal de x sobre C. Temos assim

definida a aplicacao
Po:R* — R”

x —  Po(x) (4.10)

b) Mostre que y = Po(z) <= (z—y:2—y) <0,VzeC.

c¢) Use o item (b) para mostrar que P¢ satisfaz

|Pc(z) — Po(y)ll3 < (@ —y : Po(x) — Po(y))

e conclua que Pg é Lipschitz-continua em R"™.

d) Verifique que os argumentos dos itens anteriores continuam validos para qualquer
norma que provenha de um produto escalar.

e) Mostre que Vx € R"™, existe (nao necessariamente tinico) y € C' tal que ||z —ylj1 <
|z — z||1, Vz € C. Analogamente, existe (nao necessariamente tnico) y € C' tal
que ||z — y|loo < ||z — 2|00, V2 € C.

Solugao: (a) Vamos mostrar que, para todo z € R™, existe um tnico y € C tal que

lz—yl2 < [z =22, VzeC. (4.11)
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Seja z € R™. Se x € C, entao y = x satisfaz (4.11). Se x ¢ C, seja x; € C e considere
r = ||z —z1]2 > 0. E claro que C, := B,(z) N C é compacto e nio vazio. Como a
fungao z +— ||z — z||2 é continua, existe y € C,. tal que ||z — y||2 < ||z — 2|2, Vz € C,.
Por outro lado, se z € C'\ (., entao

[z = 2ll2 > [lz = 21l > [l = yll2

e obtemos a desigualdade (4.11).
(b) Fixado x € R", seja y € C satisfazendo (4.11). Vamos mostrar que

(t—y:2—y)<0,VzeC. (4.12)
Seja z € C. Entao, para todo t € (0,1) temos (1 — t)y + tz € C e, em particular,
|z — ylI3 < [lz — (1 = t)y — tz[|3, o que implica
t 2
(& —yrz—y < Sly -2z

Fazendo ¢t — 07, obtemos a desigualdade em (4.12).

Reciprocamente, seja y € C satisfazendo (4.12) e considere z = tw + (1 — t)y € C.
Entao,

lz =215 = Iz =) +ty —w)3 = 2 —yll3 + 2tz —y, y —w) +*ly —wl3 = = —ylI3
e obtemos (4.11).

Para provar que y é unico, suponhamos y1, y» satisfazendo (4.11). Entao

(xt—y1:2—9y1) <0

Vz e C. 4.13
(T—y2:2—-y2) <0 (4.13)

Substituindo z = ys na primeira desigualdade de (4.13), z = y; na segunda e somando
as duas, obtemos ||y1 — y2ll2 <0, ou y1 = yo.

Para provar (c), consideremos x1,xo € R". Entao segue de (b) que

(1 — Po(x1) : Po(w2) — Po(71)) <0,
<£U2 — Pc($2> . Pc<ilj'1) — Pc<ilj'2)> S 0,
ou equivalentemente
(1 — Po(x1) : Po(w2) — Po(71)) <0,
(Po(z9) — w9 : Po(x2) — Po(x1)) <0, (4.14)

Somando as desigualdade em (4.14), obtemos
(21 — 22 + Po(2) — Po(21) : Po(z2) — Po(z1)) <0
de onde concluimos a desigualdade

| P (2) — Po(1)]|3 < (w2 — 21 : Po(s) — Po(x1)). (4.15)
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Para mostrar que Po é Lipschitz-continua, basta aplicar a desigualdade de Cauchy-
Schwarz no lado direito de (4.15).

(d) O argumento utilizado no item (a) se aplica a qualquer norma. J4 os argumentos
utilizados nos itens (b) e (c) sé valem para normas induzidas por um produto interno:
(B4 EVACEEIR
(e) O caso da norma || ||;: Considere g = (1,1) e C = {x € R?; ||z||; < 1}. Entao os
pontos de C' que estao mais préximos de zp na norma || ||; sdo os pontos y = (t,1—1),
t € [0,1]. De fato,

lzo = 2l[y = [T — [+ [t] = 1.

O caso da norma || ||oo: Considere zg = (1,0) e C' = {z € R?; ||zl < 1}. Entdo os
pontos de C' que estao mais proximos de zp na norma || ||~ sdo os pontos y = (1, 1),
t € [-1,1]. De fato,

7o — 2lloe = _max {1,]¢]} = 1.

Exercicio 4.17:  Considere R™ munido da norma || ||« e R™ munido da norma
| [le- Seja f: (R™, || |«) = (R™, || ||ls) definida por f(x) = Az, onde A é matriz (mxN).
Defina

{MA = sup{|[f(@)l[o; [|z[[« = 1},
ma = nf{C > 0; [|f(z)]ls < Cllz]l.}.

1. Prove que M4 =ma = || f(z0)|le para algum vetor unitdrio zy € R";
2. Prove as seguintes propriedades:

a) Mayp < Ma+ Mp;

b) Mya = [A|Ma;

c) Mpy>0eMy=0 <= A=0.

d) Mostre quesem =N e ||-|le = |- ||, entdo Map < MaMp. Em particular,
se A é invertivel, entao M -1 > 1/M 4.

3. Calcule M 4 nos seguintes casos:
a) A: (R, | [loo) = (R™, | [loc)
b) A: (R, [l1) — (R™, | |l
&) AR 1) = (R™, | )
Definicao: Denotando
|A[l = Ma, (4.16)

temos definida uma norma no espacgo vetorial das matrizes e vale a desigualdade
|Az|le < ||All||z]|« Yz € R™. A norma definida por (4.16) é denominada norma
induzida pelas normas || [« e |le

Solugao: (1) Consideremos A matriz m x N e ¢g:R™ — R a fungao definida por
g(z) = ||Az|ls. E claro que g é continua. Como o conjunto K = {z € R™; ||z||. =1}
é compacto, existe zg € K tal que g(zg) > g(x), Vo € K. Portanto,

Ma = g(zo) = || Azl (4.17)
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Vamos provar que myg = My. Se z € R" e x # 0, entdo z/||z|« € K. Logo,
g9(@/||x]l+) < Ma, isto ¢,

(1)

Segue da definicao de m4 que ma < M 4.

<Ms = [Ae|e < Mafia]..

Reciprocamente, pela definicao de inf, dado € > 0, existe C' > 0 tal que
ma<C<mg+e, e |[Az|e <C| x|, VreR™ (4.18)
Tomando z = xy definido em (4.17) em (4.18), obtemos
My = ||Azplle < C <my +e.

Portanto, M4 < ma + . Como € > 0 é arbitrario, concluimos que M < m4.

(2) Provemos as propriedades (a) e (b). A propriedade (c) é trivial.

Mayp = sup{[[(A+ B)z|le; [|z]l. = 1}
< sup{[|Az]s + || Bz[o; [|z]l. =1}
< sup{||Az|ls; |lz[|« = 1} + sup{||Bzle; ||z[+ = 1}
=My + Mp

Mya = sup{|[AAz[|e; [|z]l. = 1}

= sup{| N[ Az[le; [Jz[l. = 1}
= [N sup{||Az[lo; [[z]l« = 1}
= [A|Ma

Vamos mostrar (d). Se z e y sdo vetores unitarios, entao
|Bz|| < Mp e [|Ayl| < Ma.

Consideremos, em particular, y = Bz/||Bz||. Entao

B
HA (HBxH ) H < My = |ABz|| < Ma||Bz| < MaMsp.
i

Portanto, |ABx|| < MaMp qualquer que seja z unitario, o que implica
Mup = sup{||ABz||; ||lz|]| = 1}< MaMp.

No caso em que A é matriz invertivel, temos A='A = I e, como consequéncia do
demonstrado acima,

1l=M;y=Mpg-14 < Msg-1 My = MA—IZ]_/MA.
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(3) Seja A = (aj;)i,; matriz m x N. Calculemos M4 nos trés casos seguintes:
(0) Mo = sup{ | Azl s alloc = 1}.
Nesta caso, vamos mostrar que
n
My = max ; |aij]

Sey=(Y1,...,Ym) € x = (x1,...,2,) sdo tais que y = Az, entao

n n n
=Y agw; =yl <Y lagllal < (D lal | 1l
Jj=1 Jj=1 j=1

Portanto,

n

lylloe < max | 3 lai;| | lllc
j=1

e segue da definicao de m4 que
n
ma < max Z lai;| | - (4.19)

=1

Para provar a igualdade, seja i o indice sobre o qual o maximo em (4.19) é atingido,
isto é,

n n
> laigl = max > laij]
j=1 j=1
e considere o vetor g = (o1, o2, - - -, Ton ), onde

o= L @iog/laigi|  se aig; # 0
0J 0 S€ iy = 0

Entao é claro que ||zgljcc = 1. Além disso, se yo = Axg, entdo
n
Iolloe = lyial = D laio; |-
j=1

Portanto,

n
max Zl laij| | < Ma=ma. (4.20)
‘7:

De (4.19) e (4.20), temos a conclusdo.
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Observagao: Posto que, neste caso, M4 é a norma de A induzida pelas normas || ||oo

de R™ e de R™, podemos considerar a notacao M4 = || A||soco-
Observe que se Ly, Lo, ..., L,, sao os vetores-linha que compoem a matriz A, isto é,
aipr  aiz o Qip Ly
agy azz v Q2p Lo
A= . . ) . =
aml Am2 - Amn Lm
entao
n
[Allocoe = max{[|Lally, [ Lall1, - [[Lmll1 } = max > lag]
j=1
(b) My = sup{[|Az|1; [Jz]ly = 1}.

Neste caso, vamos mostrar que

M, = max aiil | -

Sey=(y1,.--,Ym) € x = (x1,...,T,) sdo tais que y = Az, entdo
hn ail Ain
Y2 az1 A2n
IS B IR B (4.21)
Ym Am1 Amn
Se denotarmos por C4,Cs,...,C, os vetores-coluna que compoem a matriz A, entao

podemos escrever (4.21) na forma
y=x1C1 + 2205 + - + 2,0,
Portanto,
yllr < [z ll[Calls + - + [zal[Cally < max{[[Cil1,- .-, [Culli Hll,

o que implica
mA§max{||01||1,...,||Cn||1}. (4.22)
Para provar a igualdade, seja jo o indice em (4.22) em que o maximo é atingido, isto
€,
HCjo ||1 = maX{H01H17 EERE) ||CTL||1}
Tomando =z = (0,0,...,1,0,...,0) o jp-ésimo vetor da base canonica, é facil ver que

|z|][1 =1 e Cj, = Az. Portanto

1C)o I = max{||C1l1,...,[|Crlli} < My =may,
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como querfamos provar.

Observacgao: Com a notacao introduzida na observacao anterior, podemos escrever

[All11 = max{[|Cil1,..., [[Culli} = max (Z |%’|> :
=1

() Ma = sup{ Az f|z[ly = 1}.

Nesta caso, vamos mostrar que

M4 = max (max|a,-j|> :
] (2

Sey=(Y1,...,Ym) € x = (x1,...,2,) sdo tais que y = Az, entao
Y1 ail a1n
2o 1 a:21 +---+a, a?n . (4.23)
Ym ar.nl ar;zn

Se denotarmos por C,Csy, ..., C, os vetores-coluna que compoem a matriz A, entao

podemos escrever (4.23) na forma
y=x.C1 + 220 + -+ - + 2,C,,.
Portanto,
1Ylloe < l1lIC1lloc + -+ + [zalCrlloe < max{||C1lloo, -- -, [Crllo H2ll1,

o que implica
ma < max{[|Cillcos-- - [[Cnlloo }- (4.24)
Para provar a igualdade, seja jo o indice em (4.24) em que o maximo é atingido, isto
é,
1Cjolloc = max{||C1lloc, - -, [Crllo }-

Tomando =z = (0,0,...,1,0,...,0) o jp-ésimo vetor da base canonica, é facil ver que
|z][1 =1 e Cj, = Az. Portanto

1C;s lloo = max{[|Cillsc, -, ICulloc } < Ma =ma,

como querfamos provar.

Observagao: Com a notacgao introduzida nas observagoes anteriores, podemos escr-
erver

[ Alloe = max{ [ Cr oy - [ Culloc } = max (max fag] ).
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Exercicio 4.18: Se V é um espaco vetorial normado, o espaco das funcées lineares
continuas de V em R, é denominado espaco dual de V' e denotado por V.

Seja V' = R™ munido da norma || ||, com p € [1,+00]. Mostre que V' pode ser
identificado a R™ e, para todo y € R™, |ly|llv: = |lyllq, onde g € [1,+0o0] satisfaz
1/p+1/g=1 (g =1 se p=+o0 e vice-versa).

Solugao: T € L(R™;R) se, e somente se, T é uma transformacgao linear de R” em R.
Em particular, a matriz associada a T' é uma matriz 1 X N, isto é, uma “matriz linha”.
Se munirmos R” da norma || ||,, entdo a norma induzida em L£(R",R) é, conforme
definido no Exercicio 4.17,

171 = sup{|T(x)| ; [l = 1}.

Observe que o Teorema de Riez nos garante que, para cada T' € L(R", R), existe um
tnico y € R™ (a tal matriz linha) tal que

T(x)=(y:xz), VYaxeR"
Portanto,
T = sup{[(y : @)|; [|=ll, = 1}
Pela desigualdade de Holder, temos
[(y:2)| < llyllpllzllp, VoeR™

Logo, ||T|| < |ly|lpr- Por outro lado, supondo que 7' # 0, considemos o vetor xy =

(.’1701, o2,y - - - ,.I()N> tal que .

o = ———|wil” "2y,
Il
entao podemos verificar que ||zo||, =1 e que T'(z¢) = ||ly||,». Portanto,
1T = {lyllp-

Moral da Histéria: Se V' = (R"™, || ||,), entdo V' = L(R™,R) = (R", || ||/)-

Exercicio 4.19: Seja A matriz mxn e defina a funcao f: R™ — R™ por f(z) = Aux.
Mostre que

f é injetora <= Tk > 0 tal que |[|f(x)| > k||z|, VxeR".

Solugdo: Seja k = inf{||Az| ; ||z|| = 1}. E claro que k > 0. Como a esfera unitéria
{z € R™; ||z|| = 1} é um conjunto compacto e a aplicagdo = +— ||Az| é continua,
existe xg unitario tal que [|Azg| = k.

Se f(x) = Ax é injetora, entao k é estritamente positivo. De fato,
k=0 = Axp=0 = x7=0,
o que é impossivel, pois ||zg] = 1.
Assim, se x € R™, x # 0, temos
T 1
o< 4 ()| = el = el > bl

]

A reciproca é imediata, pois se x # y e || Az — Ay|| > k|l — y|| > 0, temos Ax # Ay,
isto é, f injetora.
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Exercicio 4.20: Seja My o espaco das matrizes quadradas 2 x 2 a coeficientes
reais, com alguma norma. Seja

det: MQ — R
ailz ai2

= a11022 — A21G12
az1 Q22

a) Mostre que det é continua.
b) Mostre que S = {A € My ; det A # 0} é aberto e nao conexo.

c) Seja f: S — My a fungao definida por f(X) = X . Mostre que f é continua em
S. Sug: X' - X5l = X" (X0 - X)X
Solugao: (a) Mostremos que a aplicagao det: Mo — R definida por

ailp a2
det = a11G22 — G12021
az1 Aa22

¢ uniformemente continua. Para tal, vamos munir o espaco My com a norma

ail; a2
as1 a22

Sejam A = (a;;) e B = (b;;) duas matrizes quaisquer de M. Entao

= \/|Cl11|2 + |a12]? + |ag1|? + |age|?.
2

|det(A - B)| = |(Cl11 - b11)(a22 - 522) - (a12 - b12)(a21 - bz1)|
< |0611 - b11||a22 - 522\ + |0612 - bl2||a21 - 521\

1
< B (|OL11 - b11|2 + |ags — 522\2 + |aiz — 512\2 + |ag21 — 521\2)

1
SlA- BJ3

(b) Consideremos os conjuntos

Sy ={A€M,;detA>0}
S_:{AEMg;detA<O}
Soz{AGMg;detA:O}

Como Sy é a imagem inversa do intervalo aberto (0, 4+00) pela aplicagdo A +— det A,
isto é, S, = det™*(0, +00), segue do item (a) que S, é um conjunto aberto de M.
O mesmo vale para S_, de modo que § = Sy US_ é aberto. Além disso, como
S, NS_ =0, concluimos que S é desconexo.

(c) Consideremos a aplicagao f: S — S, definida por f(X)= X! e fixemos Xy € S.
Como M, é espaco de dimensao 4, todas as normas sao equivalentes. Podemos entao
consideremos em My a norma induzida pela norma euclidiana (tal como definida no

Exercicio 4.17), isto é,
|A[l = sup{[|Az||2; [|z]2 = 1}.

Entao (veja Exercicio 4.17 (2d)), ||AB]| < ||A||||B||-
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Observando que podemos escrever X ~! — XO_1 =X1X - XO)X()_l, temos
1£(X) = f(Xo)| = [ XHX = Xo)Xg || < [IX 11 X5 IIX = Xol.

Para ¢ > 0 dado, consideremos

. 1 €
0= mln{ — — 2}.
2| X0 [ 2)1 X

Vamos provar que se || X — X;|| < d, entdo | X~ — X5 <e.

Primeiramente observemos que, para qualquer x € R", vale a desigualdade
lzll2 = [1XoXg "2l < [ Xg I Xoz ]2,

de modo que podemos escrever

1
| X 1” |z||2, VzeR". (4.25)

0z||2 >
1 Xo
Portanto, aplicando a desigualdade triangular e (4.25), temos
[ Xzl = [[Xoz + (X — Xo)z|2

> || Xoz|l2 — (X — Xo)z[|2

1
> lzll2 = [1X = Xoll[l[l2 (4.26)
1Xo 1H

> ——— =l
2||X d
Como X é sobrejetora, denotando y = Xz, podemos escrever (4.26) na forma

Il 2 gl X ula, Vo € R
Portanto, || X ~'yll2 < 2|| X, ||ly|l2 para todo y € R™, o que implica
IX7H < 20X se [|X — Xoll <o
Portanto, se || X — Xy|| < d, temos
X7 = Xg < 201X P — Xoll <«
e a continuidade de f no ponto X fica demonstrada.
Exercicio 4.21: Seja f:R" — R™ funcao continua e defina
Z(f) = {:c eR”; f(z) = O}.
Mostre que Z(f) é fechado em R™.

Solugao: Seja x € Z(f)'. Entao existe uma sequéncia x € Z(f) tal que xx — x
quando k — 4o00. Como f é continua, f(xx) — f(x). Mas f(xi) = 0 para todo n.
Logo f(z) = 0, o que significa que x € Z(f). Portanto

Z(f)' cZ(/)

como queriamos demonstrar.



Limite e Continuidade 47

Exercicio 4.22: Seja f:R" — R continua em 0 e tal que

flx+y)=f(z)+ fly), Vo,yeR"™

Mostre que existe a € R™ tal que f(x) = (a: z), Vo € R™.

Solucgao: f ¢ aditiva e continua em 0, entao é facil ver que f é uniformemente continua.
De fato, da aditividade é imediato concluir que f(0) =0 e f(—z) = —f(x). Sendo f
continua em 0, para todo € > 0 existe § > 0 tal que se ||z| < ¢ entdo [|f(2)] < e.
Logo, se ||y — x| < d, entao

1) = FW)l = 1f(z =yl <e

e concluimos que f é uniformemente continua. Por inducao, é facil mostrar que, para
todo z € R",
f(nz) =nf(x), VYneN. (4.27)

Além disso,
fay=1(n2)=ns () = 1(5)= s (4.28)

n

De (4.27) e (4.28) obtemos facilmente f(rz) = rf(x) para todo r € Q e para todo
x € R™. Seja x € R” e A € R. Por densidade, existe uma sequéncia (ry)x de nimeros
racionais tal que rp — A. Como f é continua, temos

fAz) = lim f(rpz) =  m rif(x) = Af(2).

n—+oo

Portanto f é linear e concluimos a solucao tomando a € R™ definido por

a=(f(e1), fle2),..., f(en)),

onde e; é o i-ésimo vetor da base canonica de R"™.

Exercicio 4.23: Seja f:R" — R continua tal que para todo z,y € R,

(2ry) < 200

Mostre que f é convexa.

Solugao: Temos por hipétese f funcao continua satisfazendo a seguinte condicao que
denominaremos “sub-aditividade”:

f<w+y) <T@ +1W)

2 2

€ queremos mostrar que
Fy+ (1 =XNz) <Af(y)+ Q=N f(z), Vrelo,1].
Vamos denotar por [z,y] o segmento que liga os pontos x e y, isto é,

[z,y] = {ay+ (1 —a)z; a € [0,1]}.
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A particao de [z, y] em 2™ partes iguais, define o seguinte conjunto de pontos

{ 2™ —-1z+y (2™ —-2)z+2y x4+ (2™ —1)y }
Pm: x? ) AR 7y )
2m 2m 2m
isto é,
k 2m — k
P, = {2—my+24m:c; k6{0,1,2,...,2m}}.

Observe que P, C P, C P3 C ---.

Afirmativa: Para todo m € N e para todo k € {0,1,2,..

2m —k )
T
2m

k
f(2—my+

., 2™} vale a desigualdade:

2m —k
om

< if(y)wL

< o f(2). (4.29)

Antes de demonstrar a afirmativa, vejamos como (4.29) permite concluir a demon-

stracao da convexidade de f.

Se A € (0,1) entao podemos construir uma sequéncia de nimeros racionais da forma

Tm = km /2™ tal que k, € {0,1,2,..

.,2™} e tal que r,, - A. De fato, escolhemos o

ponto de P, que esteja mais proximo de A, isto €, escolhemos k,, tal que

k 1 2 2m —1
—m—)\’:min{w,——)\,——)\',...,' —)\,|1—)\\}.
2m 2m 2m 2m
Observe que se A € P, para algum n, entao r, = r,+1 = rp4r2 = ---. Caso contrario,
2m - m —>

Entao, como f é continua, temos

f(Ay+ (1= N)z)

= n11_>rr010 f(rny +(1— Tn)x)
< lim 7 f(y) + lim (1—7y)f(2)

=A(y) + (1 =N f(x)

S6 nos resta entdao demonstrar a desigualdade (4.29), o que faremos por indugao.

A desigualdade é verdadeira para n = 1. Suponhamos verdadeira para n — 1, isto é,

2n—1

k
f (2n—1y_+

Seja k' € {0,1,2,..

2”—1—k) k
x| <

—'2n—1

2n =1 _ k

T vk €{0,1,2,...,2" '}

fly) + (),

., 2™}, Se k' = 2k é par, entdo, por hipdtese de indugao,

Koo2m -k k gm—1
f <§Z;y_+ Qm x) ::f (2nv—1y_+ gm—1 $)
k 2m—1 _ f
< Gmoi fly) + Wf(ﬂf)
k/ 2nz_>k/
= 2—mf(y) om f(z)



Limite e Continuidade 49

Por outro lado, se k' = 2k + 1 é impar, entao podemos escrever

2k+1  2m — (2k +1) 1 k 2m=1 _k
Qm y+ r=73 2m—1y+ 2m—1 x

2m 2
k+1 oam—1l _ L —1
+ 2m—1y+ 2m—1 x

Pela sub-aditividade da f, obtemos
2k+1 2™ — (2k+1) 1 k 2m=1 _ k
f( Y+ x) Sif(2m_1y+ TSI +

2m 2m
1. [(k+1 oam—1l _ L —1
+ §f 2m—1y+ 2m—1 x

(4.30)

Agora observe que se k/ = 2k + 1 pertence a {0,1,...,2™} entao 1 < k/ < 2™ —1
e consequentemente 0 < k < 2"~! — 1. Portanto, vale a hipdtese de inducdo no lado
esquerdo de (4.30), o que nos leva a concluir

K 2am — k' k' 2m k!
- <
f (2my+ o m) < o W)+ =5 (=),

que era o que queriamos demonstrar.

Exercicio 4.24: Seja f:R" — R™ uma funcio e considere seu grafico

G(f) = {(l‘,y) S Rn—i—m; Yy = f(ilj'), Va € Rn}

a) Mostre que se f é continua, entao G(f) é fechado em R"t™.
b) Mostre que se G(f) é fechado e f é limitada, entao f é continua.

c) Considere G(f|k) = {(z,y) € R"*™:y = f(z), Vo € K}. Mostre que se f é
continua e K é compacto em R", entao G(f|k) é compacto em R" ™.

Solugao: (a) Seja (z,y) € G(f)’. Entao existe uma sequéncia (x, yr) € G(f) tal que
(xk,yx) — (x,y) em R™ x R™. Mas (zk,yx) € G(f) significa que y = f(zr). Como
f é continua, temos yr, = f(xx) — f(x). Portanto, segue da unicidade do limite que
y = f(x), isto é, (x,y) € G(f).

Resumindo, provamos que G(f)" C G(f) e, portanto, G(f) ¢ fechado.

(b) Seja xx, — = em R™ e y, = f(x). Entao, (zr,yr) € G(f). Sendo f uma funcao
limitada, temos ||f(z)|| < C para todo z € R™. Portanto a sequéncia (xy,yx) é
limitada em R™ x R™. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequén-
cia (xg,,yr,) convergente. J& sabemos que zy — z. Logo, existe y € R™ tal que
Como estamos supondo G(f) fechado, temos (z,y) € G(f), isto é, y = f(x). Além
disso, se a sequéncia (xy,yx) admite outra subsequéncia (z,,yr;) convergindo para
(Z,7), os mesmos argumentos mostram que (Z,y) € G(f), isto é, 7 = f(T). Mas T = z,
de modo que § = f(Z) = f(z) = y. Assim, é toda a sequéncia (zy,yx) que converge
para (x,y).
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Resumindo, provamos que z — x e y, = f(zr), entdo f(xx) — f(z), o que mostra
que f é continua.

(c) G(flg) = {(z,y) eR"™™; y = f(z), z € K}, onde K é compacto e f é continua.
Seja (zk,yx) € G(f|k). Entao xx € K e yr = f(xx). Como K é compacto, existe
uma subsequéncia {zy, }; tal que zx, - T € K quando i — co. Como f é continua,
f(zg,) — f(Z). Mas y, = f(zk,). Logo,

(kayki) - (fv f(g» S G(f‘K>
Pelo Teorema 3.8 (pag. 35), G(f|x) é compacto.

Exercicio 4.25: Seja f:R® — R" tal que f¥ = fo fo---o f é uma contracao.
——_—

k vezes
Mostre que f possui um tinico ponto fixo.

Solugao: f¥:R™ — R™ é uma contracdo. Entdo, o Teorema 4.13 (pag. 51) garante
que f* possui um tnico ponto fixo Z, isto é,

&) =7. (4.31)
Aplicando f a ambos os lados de (4.31), temos

F(F5@) = f*(f@) = f@).
Portanto, f(Z) é ponto fixo de f*. Como este é tinico, temos necessariamente f(Z) = 7.
Assim T é ponto fixo de f.
Por outro lado, se ¥ é também ponto fixo de f, entao
T=[f@) =@ =" =)

Como f* tem um tnico ponto fixo, temos necessariamente = = 7.

Exercicio 4.26: Verdadeiro ou falso?

1) f e g contragoes = f o g contragao.

2) fo f contragao = f contragao.
Solugao: (1) Verdadeiro! De fato, se f e g sdo contragoes, existem a1, as no intervalo
[0,1) tais que

1f (@) = fWI < enllz =yl llg(z) =gl < zlle —yl|.
Portanto, como ajas < 1 e
1 (g(x)) = fFlg)Il < caazfz —yll,

conluimos que f o g é contragao.

(2) Falso! De fato, considere
2 sex<loux>2,
f(x>_{1 sel<x<2.

E facil ver que f o f é funcao constante, e portanto contragdo (com a = 0), mas f é
descontinua e portanto nao pode ser uma contragao.

Um segundo exemplo:
_J1 sexeQ,
fla) = {O se z ¢ Q.
E facil ver que (fof)(z) =1 para todo z, sendo portanto contragao (com a = 0), mas
f é descontinua.
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Exercicio 4.27: Seja f(z,y) = (£—%+3, £+%—8). Mostre que f nao é contragao
na norma || ||sc mas é contracao na norma || ||1. Portanto f possui um tinico ponto

fixo. Calcule-o.
Solugao: f:R? — R? & definida por

L1 T2 L1 | T2
(222 8) .
f(ilj'l,ilj'z) ( 3 A + 9, 9 + 9
Queremos mostrar que f nao é contragao na norma || ||, mas é na norma | ;.

Sejam x = (z1,72) e y = (y1,y2) dois pontos de R? e denotemos por s = z1 — y; e
t = x5 — yo. Entao,

1F(2) = FW)lloo = I(s/3 = t/4,8/2 +/2)[|cc = max{[s/3 —1/4],]s/2+1/2]}.

Escolhendo s =t = 1, obtemos
1f (@) = fW)lle =1 = [l = ylloc-

Por outro lado,

1F() = Pl = [s/3 — t74] + |s/2 + 1/2]
<25+ 2p
) 4

5
< = t
< 2 (js] + 1)
=21z —yl
=6 Y1

Logo, f é contracao (com respeito a norma || ||1) e, portanto, possui um tnico ponto
fixo.

Exercicio 4.28: Seja g:[a,b] — R funcdo continua e crescente e f: X — [a,b].
Mostre que

sup g(f(z)) = g(Slip f(x)).

Solucgao: Para simplificar a notagao, vamos considerar

m = sup f(z), M =supg(f(z)).
reX xeX

Primeiramente observe que, sendo [a, b] um conjunto fechado, temos
f(z) € [a,b], Ve € X = m € [a,b].
Como f(x) < m para todo z € X e g é crescente, temos
g9(f(x)) < g(m), VzeX. (4.32)
Passando ao sup no lado esquerdo da desigualdade (4.32) obtemos

M < g(m). (4.33)
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Suponhamos, por absurdo, que a desigualdade em (4.33) seja estrita, isto é, M <
g(m). Entado podemos escolher ¢y > 0 (por exemplo €9 = (g(m) — M)/2) tal que
M < g(m) —e9. Como m é o supremo, para cada n € N, existe z,, € X tal que

m — % < f(xn)-

Logo,
1

glm = =) < g(f(a)) < M < glm) ~ 20, (4:34)

Fazendo n — oo e considerando que g é funcao continua, obtemos de (4.34) g(m) <
M < g(m) — €9, 0 que é um absurdo. Logo, M = g(m) como queriamos provar.

Observacao ao aluno menos atento: o resultado continua valido se g é crescente e sci.

Exercicio 4.29: Seja f:R — R uma funcao mondtona crescente e A C R conjunto
limitado.

a) Mostre que
sup f(z) < f(supA) e f(infA) < inf f(z).
z€A r€A

b) Mostre que se f é sci entao

sup f(x) = f(sup A).

€A

Solugao: (a) Para simplificar a notacdo, consideremos

M= 222f<x>’ m = inf f(z).

Como A C R é limitado, inf A e sup A sd@o ntimeros reais e
infA<z<supA, VzreA.
Como f é crescente, f(inf A) < f(z) < f(sup A) para todo x € A. Portanto,
f@infA) <m < M < f(sup A).
(b) Vamos supor por absurdo que M < f(sup A). Entao, para g9 > 0 suficientemente

pequeno,
M < f(sup A) — <. (4.35)

Como f é s.c.i em R, para cada zg € R e para cada € > 0, existe § > 0 tal que se
|z — xo| < §, entao f(x) > f(zo) — €.

Consideremos entao xg = sup A e € = ¢¢ escolhido acima. Entao existe § > 0 tal que
|lr —sup A| <d = f(z)> f(supA) — eo,

o que estd em contradi¢ao com (4.35).
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Exercicio 4.30: Seja {s;}, sequéncia de niimeros reais e defina:

liminf sy = lim inf{sg, Sk+1, Sk+2,...}.
s+ oo k—s+ oo { ) +1, +25 }

Seja f: A CR"™ - R, zg € AN A’. Mostre que f é semicontinua inferiormente em g
se e somente se

f(zo) < liminf f(zr) V{zr}r C A tal que zp — zo.
k—+o0
Solucao: Vamos provar primeiramente a implicagao “=".

Consideremos a sequéncia de nimeros reais { f(zx)}r, onde zx — ¢ em R™. Seja

Sk = {f($k>7 f(wk—i—l)v f(wk—i—Q)v .- '}7

de modo que valem as inclusées S1 D So D S3 D ---.

Primeiramente observemos que S ¢ limitado inferiormente, qualquer que seja k € N.
De fato, basta mostrar que S; é limitado inferiormente.

Seja e > 0. Como estamos supondo f sci, existe § > 0 tal que se ||z — z¢|| < J, entdo
f(x) > f(xg) —e. Como {xy}r converge para xg, existe kg € N tal que se k > ko,
entdo ||z — zo|| < § e consequentemente

f(xr) > f(z0) —e,  Vk > ko. (4.36)

Assim, f(xg) — e é cota inferior para o conjunto Si,, o que significa dizer que Sk, é
limitado inferiormente. Como

S = {f(.fC1>, f(w2>7 SRR f(xko—1>} U Sk07
concluimos que S; também ¢é limitado inferiormente.
Observemos agora que inf S; <inf Sy <infS3 <---e

hkrggéff(a:k) = kli_)rilo(inf Sk)-
De (4.36) obtemos
Flao) — & < inf Sy, < liminf f(hy),
— 00
Como ¢ é arbitrario, concluimos que

Flaro) < lin inf f (k).

Provemos agora a implicagao contraria “<”.

Se f nao é sci, entao para algum xy € R" existe ¢g > 0 tal que qualquer que seja § > 0
podemos encotrar x5 € R™ satisfazendo

lxs —xol| <0 e f(zs) < f(zo) — €o.
Tomemos § = 1/k e consideremos a sequéncia {xy}r tal que ||z — xol] < 1/k e
f(xr) > f(z0) — €0

E claro que x — xg e inf Si < f(zk)

< f(
liminf f(zr) < f(

n—oo

) — €0, Vk € N o que implica

) — €0 < f(xo).

Zo
Zo
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Exercicio 4.31: Prove usando argumento de sequéncias que se K C R™ é compacto
e f:R™ — R é fungao sci, entao existe xo € K tal que f(xg) = min{f(z); z € K}.

a) Prove que | = inf f(K) > —o0
b) Prove que se | = inf f(K) entao | € f(K).
Solugao: Provemos primeiro que o conjunto f(K') é limitado inferiormente.

Se f(K) nao é limitado inferiormente, podemos encontrar uma sequéncia {y;} C K
tal que f(yr) — —oo. Em particular, liminf f(yx) = lim f(yx) = —oo. Como K é
compacto, existe subsequéncia {yg,} tal que yi, — yo € K e como f é sci, temos
f(yo) < liminf f(yg,) = —o0, 0 que é um absurdo, pois f(yo) € R. Logo, f(K) é um
conjunto limitado inferiormente e possui o infimo [. Vamos mostrar que [ = f(xq)
para algum xy € K.

Da definigao de infimo, existe uma sequéncia {z;} C K tal que f(zx) — I. Como K
é compacto, existe subsequéncia {xy,} tal que zp, — xo € K e f(xy,) — 1. Como f é
sci,

f(xo) < liminf f(zy,) = lim f(2x,) = .
1— 00 11—

é claro que f(zo) < I nao pode ocorrer, pois g € K. Logo f(zg) = [, que era o que
queriamos provar.

Exercicio 4.32: Seja {f,}« uma familia de funcées s.c.i. de R™ em R. Defina
f:Q — R por:

Q= {x € R";sup fo(z) < o0}

Ve, f(x)=sup falz)

a) Mostre que f é semicontinua inferiormente em 2.
b) Se f. € continua Y, podemos concluir que f é continua?
c) Se fo € funcao convexa Yo, mostre que f é convexa.

d) Mostre que as afirmativas anteriores se verificam trocando-se acima: “sci, sup,
< 00 e convexa” respctivamente por “scs, inf, > —oo e concava”.

Solugao: (a) Seja z¢ € 2. Vamos provar que f é sci em xg.

Dado € > 0 existe um indice ag tal que f(zg) —€/2 < fa,(z0) < f(20). Sendo fq, sci,
existe § > 0 tal que

|z = 2ol <0 = fao(2) > fao(z0) —€/2.
Portanto, se || — xg|| <, temos
f(@o) —€/2 < fao(w0) < fao(x) +€/2 < f(x) +¢/2

e consequentemente f(x) > f(xg) — €.
(b) Nao! Considere a = 1/k e fr: R — R definida por

0 sex <0
fk(:c):{kx se0 <z <1/k
1 sex>1/k
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Neste caso 2 =R e f(x) = sup,, fx(z) é definida por

0 sex <0
f(m)_{l sex >0

Observe que f é sci em R.

(c) Consideremos { f, }o uma familia de fungdes convexas. Provemos que 2 é conjunto
convexo e f definida sobre €2 é funcao convexa.

Seja zp, 1 € 2 e para A € [0, 1], denotemos =) = Az1 + (1 — A\)xg. Entdo, para todo

indice «
fa(@r) < Mfa(z1) + (1 = A) fa(zo)

< AM(x1)+ (1 =N f(xo) < +o0. (4.37)

Logo x) € Q2 e concluimos que €2 é convexo. Além disso, passando ao sup em « no
lado esquerdo de (4.37), obtemos

flex) < Af(x1) + (1= A)f(zo)

o que quer dizer que f é convexa.

(d) Faga fo, = —ga, com g, satisfazendo as condigoes anteriores.
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Funcoes Diferenciaveis

Exercicio 5.1: Sejam 1, : R — R satisfazendo

im p(s) = 0.
Considere f:R? — R definida por
f(.y) = {@<y/w2>w<|:c\> s 0 -
0 sex =0

a) Considere 1(s) = s. Mostre que f é Gateaux-derivavel em (0,0) com

0
—f(O, 0)=0 VYu € R? vetor unitario,
ou
mas f nao é diferenciavel em (0,0).
b) Verifique que a funcao f do Exemplo 6 deste capitulo é obtida de (5.1) com
o) = 25/(1+ ) € () = 5.
c) Sejam (s) = 1Vs > 0ep = 1} o) a fungdo caracteristica de [1, 2], isto é, ¢(s) = 1
se s € [1,2] e ¢(s) = 0 senao. Mostre que f definida por (5.1) satisfaz o item (a)
mas f nao é continua em (0,0).

Solugao: (a) Seja u = (ug,us) vetor unitdrio de R? e consideremos

S0+ Au) = £(0) _{go(ug/)\u%)|u1| se u; # 0
A 10 seu; =0

Como ¢(s) — 0 se s — +o00, obtemos

of B
5.,(0.0)=0.

Em particular, V£(0,0) = (0,0).

Suponhamos por absurdo que f é diferenciavel em (0,0). Entao

f(h) = f(0) + (f'(0,0) : h) +&(h).
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sendo necessaiamente f'(0,0) =V f(0,0) e

lim ] _ g
h—0 ||h]|1

Portanto, f(h) = e(h) para todo h € R%. Se ¢ é nao nula, existe a tal que p(a) # 0.
Entdo, para h = (t, at?) temos e(h) = o(a)|t| e

)] Jelo)]
t—0 [[hlly  t=0 1+ ||t

= lp(e)] # 0,

o que é uma contradi¢do. Portanto, f nao é diferencidvel em (0, 0).
(b) Se 1(s) = s e p(s) = 2s/(1 + s?), entdo

2yx?|z|
x4 + y2 :

2y/x
1+y2/zt

flz,y) = 2| =

(c¢) Consideremos 1(s) =1 e ¢ a fungao caracteristica do intervalo [1, 2], isto é,

go(s):{l sel <s<2
0 senao

Entao f nao é continua em (0,0). De fato, para todo t > 0

F(£,36/2) = p(3/2) = 1
F(E.£2/2) = p(1/2) = 0

No entanto f possui derivada direcional nula em qualquer direcao. De fato, considere
u = (u1,u2) um vetor unitario. Entao, para todo A > 0,

senao

Suponhamos u; # 0 e us > 0. Entao, para A > 0 suficientemente pequeno, temos
ug/Auj > 2 e consequentemente (ug/Auj) = 0. Analogamente, se uy < 0 entao
ug/Mu? <0 e p(uz/Iu?) = 0. Em qualquer dos casos (5.2) é nulo se A > 0 é suficien-
temente pequeno.

Exercicio 5.2:

a) Considere f:R™ — R dada por f(x) = §|z||3. Mostre que f é diferencidvel e que
f":R™ — R"™ é a matriz identidade I.

b) Seja f:R™ — R dada por f(z) = 1||3:|| com1l < p < oo. Mostre que f é
diferencidvel. Mostre que || f'(x)||¢ = H:c”p VeeR"el/p+1/q=1.

Solugao: (a) f(z) = 3||z[3. Entao

1 1 1
fla+h) = sllo+hlE = Slald + (@ : b + S A3,
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Como h +— (z : h) é linear e £(h) = 3||h||3 satisfaz

el o
1Rll2 ~

—_

< —|lhllz =0 quando h — 0,

\)

concluimos da definigdo que f é diferenciavel em z e f'(z)h = (x : h) para todo
h € R™, isto é, f'(x) = x. Portanto, f: R™ — R™ é a fungao identidade.

(b) f(2) = L]l = L (Jar]? + - + |eal?), 1 < p < +oc.

Consideremos incialmente a funcéo ¢: R — R definida por ¢(s) = |s|?/p. E claro que
@ é derivavel em R e

sP—1 ses>0
@' (s)=1s[P"?s=1¢0 se s =0
—(=8)P7t ses<0

Além disso, ¢’ é continua em R visto que estamos considerando p > 1.

Com as consideracoes acima, vemos que

0
oL () = plar) = ol

é continua em R". Portanto, pelo Teorema 5.12 (pag. 73), f é diferenciavel em R" e

fl(x) = V(@) = (lea P72z, fonP22,)
Seja q o conjugado de p, isto é, 1/¢g+1/p=1. Entdo g(p—1) =pe

I £@)§ = a0+ o 107D = oy P 4 [l = ]

Exercicio 5.3: Sejam f, g:R™ — R"™ funcées diferencidveis e considere

onde ( : ) denota o produto escalar usual em R™. Mostre que F' é diferenciavel e calcule
F'(x).
Solugao: F(x) = (f(x): g(z)). Por hipdtese

fl@+h) = f(x)+ f(x)h+ei(h)
g9z +h) = g(x) + g'(x)h + e2(h)
Vamos denotar por L e M respectivamente as matrizes associadas a f'(x) e ¢'(x).

Entao

! f(x)+ Lh+¢e1(h): g(x) + Mh+ ea(h))
= (f(z) : g(z)) + (f(z) : M) + (g(x) : Lh) + (h)
= F(z) + (M" f(x)+ L"g(x) : h) +(h)

F(z+h) =

o~~~
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onde
e(h) = (f(z) : e2(h)) + (Lh : e2(h)) + (g(z) : e1(R)) +
+ (Mh :ey(h)) + (Lh: Mh) + (e1(h) : e2(h))

Como a aplicagao h — (M7 f(z) + LT g(x) : h) é linear, se concluirmos que

e(h)
1712

— 0 quando h — 0,

entao F' é diferencidavel em R" e

F'(z) = M" f(z) + L' g(2) = [¢'(@)]" f(2) + [f'(2)]" g ().

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

e(h) EXOI lex ()]l
g < (1@l 1l S + (ool + 1001:) S
T ||el<h>||2% LM A2

e a conclusao segue direto das hipdteses sobre €1 e 5.

Exercicio 5.4: Seja A matriz n x n, ¢g:R"” — R funcao diferencidvel e defina
F(z) = g(Az). Mostre que F'(z) = AYg'(Ax), Vx, onde AT é a transposta de A.

Observe que, em particular, se F(z) = 1|/Az|3, entdo F:R" — R™ é dada por
F' = ATA.

Solucgao: Por hipétese g(y + k) = g(y) + (¢'(v) : k) + e(k), para todo y, k € R".
Tomemos y = Az e k = Ah. Entao,

F(x+h) = g(Azx + Ah) = g(Az) + (¢'(Az) : Ah) + e(Ah)
= F(x) + (AT¢'(Ax) : h) + (Ah)

A aplicacdo h +— (ATg'(Az) : h) é linear. Além disso,

e(AR)| _ |e(AR)[ [[AR]]

= (5.3)
17l [ AR {7l
Como ||k|| = ||Ah|| < C||h]|, fica claro que k — 0 quando h — 0. Portanto, decorre de
(5.3) que
lim AR
h—0 ||kl

e concluimos que F ¢ diferencidvel e F'(z) = ATg'(Ax).
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Exercicio 5.5: Seja F(x) = (Ax : x), Vo € R™. Mostre que F' = AT + A. Calcule
G’ para G(x) = (Az : Bx), A e B matrizes n X n.

Solugao: F(z) = (Az : z). Entao,

F(x+h) = (Az,z) + (Az : h) + (Ah: x) + (Ah : h)
isto é, para e(h) = (Ah : h) podemos escrever
F(x+h)=F(x)+ (A+AD)z : h) +£(h).
A aplicagao h — ((A+ AT)z : h) é linear e
()] < [ AR] 1A < Cllh|1.
Portanto, F' é diferencidvel e F'(x) = (A + AT)x.

Exercicio 5.6: Uma funcao f:R™ — R é p-homogénea se f(\x) = AP f(z), VA >0
eVxr € R".

a) Dé exemplo de fun¢ao p-homogénea. Existe fungao p-homogénea descontinua?

b) Mostre que uma fungao 1-homogénea é diferencidavel em x = 0 se, e somente se, é
linar.

¢) Mostre que toda fun¢ao p-homogénea diferencidvel satisfaz a relagao
(z:Vf(2))=pf(z).

Reciprocamente, se (z : V f(z)) = pf(z), Vo € R, entdo f é p-homogénea.

Solugao: (a) Um exemplo de fungao p-homogénea: f(x) = ||z||P. Consideremos n = 1
e suponhamos f(Az) = AP f(x) para todo = € R e para todo A > 0. Seja a = f(1) e
b= f(—1). Entao, como necessariamente f(0) = 0, podemos escrever, para x # 0,

_ TN e ) falzlP sex>0
=1 (1) =toles (5) = {3lb 220
concluimos que f é continua se p > 0.

Consideremos n = 2 e a funcao f:R? — R definida por

o) = { 7 ol ez >0
’ 0 senao

Entao f é p-homogénea e descontinua nos pontos da forma (x,0) com z # 0 e (0,y)
com y # 0.

Aproveite este momento para pensar num exemplo de funcao p-homogénea definida
em R? que seja continua somente na origem.

(b) Se f é linear, entao f é obviamente diferencidavel em = = 0. Por outro lado, se f
é 1-homogeénea e diferencidvel em x = 0, temos f(0) = ¢f(0) para todo t > 0, o que
implica que f(0) = 0. Além disso,

tf(h) = f(th) = (f'(0) : th) + €(th), Vt > 0, Vh € R™.
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Portanto,

tf(h) = 4(f'(0) : h) = e(th) = f<h>—<f’<0>:h>=E(ﬁﬁiznnh||

— 0 quando t — 0.

Logo, f ¢ linear.

(c) Suponhamos f diferenciavel e p-homogénea. Para cada = € R™ fixado, considere-
mos a fungao real ¢: (0, +00) — R definida por ¢(s) = s? f(z).

E claro que ¢(s) = ps?~! f(z). Por hipétese, ¢(s) = f(sz) e como f é diferencidvel,
temos da regra da cadeia

¢'(s) = (Vf(sz):x), Vs>0.
Assim, psP~1 f(z) = (Vf(sz) : ) para todo s > 0. Tomando s = 1 obtemos
pf(x) =(Vf(z):x)

como queriamos.

Reciprocamente, suponhamos f: R™ — R diferenciavel satisfazendo a propriedade
pf(z) =(Vf(z):z), VxeR"

Novamente, consideremos a fungao ¢(s) = f(sz) definida para s > 0. Entao, pela
regra da cadeia,

£(5) = (Vi (sx) s 2) = (Vf(sz)  52) = ~pf(s) = Loo(s),
isto é,
sp'(s) —pp(s) =0, s>0 (5.4)

Multiplicando ambos os lados de (5.4) por s7P~1, temos

d
sP¢/(s) — psP () = d—<8_”90(5)> =0.
s
Portanto existe uma constante C' tal que s Pp(s) = C para todo s > 0, isto é,

f(sz) = p(s) = CsP, para todo s > 0. Tomando s = 1, obtemos f(z) = C. Assim,
f(sx) = f(z)sP para todo s > 0, o que significa dizer que f é p-homogénea.
Observagao: Se vocé acha que multiplicar a equagao (5.4) por s™P~1 é artificioso
demais, escreva (5.4) na forma
©'(s) _p

d
o(5) = = £1n|g0(s) =

P In s.

Portanto, existe a € R tal que In|p(s)] = plns + a = InsP 4+ a. Calculando a expo-
nencial de ambos os lados da igualdade acima, obtemos

p(s)| = *sP = Cs?

e re-encontramos o caso anterior.
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Exercicio 5.7: Sabemos que o TVM é valido para funcoes diferencidveis de R™ em
R, isto é; se x1,x9 € R™, entao existe t €10, 1] tal que

f(z1) = f(wo) = /() (21 — x0) = <vf(37t) try — 370>7

onde xy = xg + t(x1 — o).

a) Verifique que o TVM nao vale para fungées de R™ em R™ se m > 1.
b) Mostre que vale a Desigualdade do Valor Médio: se f:R™ — R™, entao

1f (1) = f@o)ll2 < [/ (o) (z1 — o) 2.

Em particular, vale a desigualdade

1f(x1) = f(zo)ll2 < f (@e)[l[[(z1 — 20)2,

onde estamos denotando
1" (@)l = sup{[|f'(x)hll2; [[h]l2 = 1}.

Sug.: Considere h(t) = { f(zo + t(z1 — x0)) : f(z1) — f(20)).
Solugao: (a) Seja f:R — R2, f(t) = (t2,¢3). Supondo a validade do TVM para f,
existiria t € (0,1) tal que f(1) — f(0) = f/(¢), isto é,

()= ()

Analogamente, se considerarmos ¢g: R? — R? definida por g(z,y) = (22 + 92, 2% + ¢3)
e supondo a validade do TVM, terfamos que, para algum ¢ € (0,1), g(1,1) —¢(0,0) =

g(t,£)(1,1), isto 6
(3)= (s a2) (1)

(b) Dados xg,z1 € R", consideremos

h(t) = (f(zo + t(z1 — x0)) : f(z1) — f(0)).

Entao é facil ver que

0 que é impossivel.

0 que é impossivel.

h(1) = (f(z1) = f(x1) = f(0))
h(0) = (f(wo) = f(x1) — f(0))
de modo que h(1) — h(0) = || f(z1) — f(z0)||3.
Como h é funcao real diferencidvel (como composta de fungoes diferencidveis), existe
t € (0,1) tal que h(1) — h(0) = A/(t), ist é,
1 (1) = f(@o)ll3 = (f(@e) (21 — @0) + f(z1) — f(@0)),
onde z; = xg + t(z1 — xo) e f'(x¢) é a matriz jacobiana de f no ponto x.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
1f (1) = f(@o)ll3 < |If (o) (@1 — xo)[l2l|F (1) — F (o) 2,

de modo que, apds simplificagao, obtemos a desigualdade do valor médio

[ f(z1) = f(@o)ll2 < [|f(@e)(z1 — 20)]]2-
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Exercicio 5.8: Seja B = B1(0) a bola unitdria de R™ e f: B — B uma funcao de
classe C'. Suponha que existe a > 0 tal que ||f'(xo)h||2 < al|h||2, VR € R™. Prove
que

1£(x) = f@)|2 < allz —yll2, Vz,y € B.

Solugao: Sejam z,y € B. Entao, pelo Exercicio 5.7,
1f (z1) = f(zo)ll2 < I (z4)(z1 — o) 2-
Como B é convexo, x; = xg + t(xr1 — x9) € B. Logo, por hipétese,
1f(z1) = f(zo)ll2 < (I (ze)(z1 — o) [l2 < aflz1 — o2

como queriamos demonstrar.

Exercicio 5.9: Seja f:R™ — R™ funcao de classe C'. Mostre que:

f(x() + h) — f(x()> = /O f/({L’o + th)h dt.

Obs.: Se y(t) = (71(t), ..., ym(t)), define-se

/ab'y(t) dt = (/b i (t)dt, . /b (1) dt) (5.5)

Solugao: f:R™ — R™, f = (f1,..., fm). Como f é diferencidvel, cada componente
f; ¢é diferencidvel. Vamos mostrar que, para todo j =1,...,m, vale a igualdade

1
file +h)— fi(z) = / (Vfj(x+1th) : h)dt.
0
Seja y(t) = f;(x + th). Entao v é funcio real diferencidvel e, pela regra da cadeia,

v (t) = (Vfj(x +th) : h).

Além disso, sendo f de classe C!, 4/(t) é fungao continua e

fj(:v+h)—fj(w)27(1)—7(0)2/0 7’(t)dt:/0 (Vfj(z+th): h)dt.

Lembrando que
Vfi(z +th)
f'(a + th)] =
V fm(z + th)

a conclusao segue da definigao (5.5).
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Exercicio 5.10: Seja f:R?\ {0} — R? continua satisfazendo:
(1) z e f(x) sao linearmente dependentes para todo x € R? \ {0}.

(2) llzl2llf (@)ll2 = 1, Vo € R\ {0}

a) Determine f(z). Mostre que f é diferencidvel e determine f'(x).

b) Se C C R? é uma circunferéncia que nao passa pela origem, determine f(C).
Quem é f(C) se C passa pela origem?
Solugdo: (a) E claro que se x e f(z) sdo vetores linearmente dependentes de R,
existe A(z) € R tal que f(x) = AM(x)z. Assim, ||f(x)| = |A(z)|||x||. Pela propriedade
(2), obtemos |\(z)|||z]|? = 1, isto é,

1
[A(z)] =
[ElE
e consequentemente
T
f(x) ==+ IR (5.6)

Como f é continua, entao somente uma das possibilidades ocorre:

T X

B A

Fixemo-nos no primeiro caso, o outro ¢é idéntico. Para n = 2 e supondo a norma
euclidiana || ||2, temos

f(fﬂhfﬂz):( a 2 )

2 272 2
r{ +x5 x7+ x5

Calculando as derivadas parciais de f, temos

a3 —x; —27, 79

Paran)] = | EP @D
1,42 9 222
T1T2 1= %o

Gi2)? Wl

Como as derivadas parciais acima sao fungoes continuas em R? \ {(0,0)}, concluimos
que f é diferencidvel em R? \ {(0,0)}.

(b) Seja inicialmente C' uma circunferéncia de centro em zy passando pela origem.
Entao
C = {z eR?; ||z — ol = [lzoll}-

Mas ||z — zg]|? = ||zo||? se e somente se 2(z : ¢) = ||x||?> ou equivalentemente

x 1
ol %0/ ™ 2
que podemos escrever na forma

< T 1 zo > 0
- = cXo ) = U
z]* 2 |lzoll?
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Como {y € R*; (y —yo : 20) = O} ¢ a reta que passa por yg e é ortogonal a xg,
podemos concluir que f(C') é a reta que passa por f(x()/2 e é ortogonal a xg.

Observe que os argumentos utilizados acima nao se restrigem a n = 2. De fato, se C
é a fronteira de uma bola de R™ que passa pela origem com centro em xg, entao f(C')
¢ um hiperplano que passa por f(z()/2 e é ortogonal a xg.

Consideremos agora C' uma circunferéncia que nao passa pela orgem. Entao
2, —
C’z{mER ;e — 20| —r},

onde r # ||z]|.
Afirmativa: f(C) é uma circunferéncia.

Se g = 0 verificamos facilmente que
f(O)={z e R?; |z =1/r},

isto é, f(C') também é uma circunferéncia com centro em 0.
Vamos agora provar a afirmativa no caso xy # 0. Consideremos
r

o]l

r
r1 = (1 -+ —>ZEO, o = (1 — )513'0.

Entao,
Zo

) = Mol +7)°

O ponto médio do segmento que liga f(x1) a f(x2) é

. 1
Tr = _— To.
lzol2 — 2 ) ™°

Assim, para que F(C) seja uma circunferéncia, o centro deverd ser T e o raio

Zo

lzoll ([lzoll = r)°

f(z2) =

r

1
R=—|f(z1) — f(z2)|| = ——-
517 = fe)l = s
Vamos entao verificar que, de fato, f(C') é uma circurferéncia de raio R e centro em T
definidos acima.
2

— X To
Vo) =1 = [ ~ =2
) (5.7)
_ 1 2eim) [l
12 llzlZ(lzoll? = r2) — (fwoll* —r2)?
Como z € C se e somete se 2(z : 1) = ||xo||? — 7% + ||z||?, obtemos de (5.7)

@ -2t = (o)

como querfamos provar.

Nunca é demais observar que os argumentos usados nao se restringem a dimensao
n = 2. De fato, se C' é a fronteira da bola de R™ de centro em zy e raio r # ||xol,
entdao f(C) é a fronteira da bola de centro em T e raio R definidos acima.
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Exercicio 5.11: Seja V = My, o espaco das matrizes n x n munido da norma
induzida (veja (4.16)) por uma norma qualquer de R™. Considere f:V — V a fungao
definida por f(X) = X2. Mostre que f é diferencidvel em V e calcule f'(X)H para
toda H € V. Cuidado! f'(X) # 2X. Faca o mesmo para f(X) = X3.

Solugao: Consideremos em V' a norma

[A[l« = max{[[Azlo; [|z[l2 = 1},

Entao (veja Exercicio 4.17 (2d)), ||AB||« < ||A||«||B||«, para quaisquer A, B € V.
Consideremos f:V — V definida por f(X) = X?2. Entao podemos escrever

f(Xo+H)=(Xo+H)?=XZ+XoH+ HXo+ H>
Consideremos L(H) = XoH + HXy e e(H) = H2. E claro que £(H) ¢ linear e
le(CE) | = [1H2[|. < [IH12,
o que implica
e(H)|l«

[
0< < ||
1.

de onde concluimos que f é diferencidavel em X e f'(Xo)H = XoH + H X, para todo
HeV.

Analogamente, se f(X) = X3, entdo
f(Xo+H)= X3+ X H+ XoHXo + XoH?> + HX3 + HXoH + H*Xo + H®.

Consideremos
L(H)=XZH+ XoHX, + HX?

e(H) = XoH?* + HXoH + H* Xy + H?
E claro que £:V — V é linear e
le(E). < 3| Xoll | H|1Z+ [ H]
e concluimos que f é diferencidvel em Xy com f/'(Xy) = L.

Exercicio 5.12: Seja Q aberto de R™ e f:Q) — R™ uma funcao de classe C! em
Q). Mostre que : 2 x R" — R" definida por

e(x, h) = f(z+h) - f(z) = f'(z)h
é continua em ) x R™. Mostre também que

N ECADI
h—0  ||A]]

=0

uniformemente nos compactos de ). Mais precisamente, mostre que se K C ) é um
conjunto compacto e € > 0, entao existe 6 > 0 (independente de x € K ) tal que
e(z, b))
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Solugao: Sejam zp € Qe hg € R™ tal que xg+ho € . Consideremos {xy }x sequéncia
de pontos de 2 e {hy}r sequéncia em R™ tais que

T —> Ty € hk—)ho
Como f é de clase C!, f’ é continua em xy. Portanto,
/ n—+oo f/
/(@) n-v+2e £ ()
Além disso, como f é continua, f(zr) — f(xg). Assim

e(zg, hi) ntee e(zo, ho)-

o
Seja K C 2 um conjunto compacto com interior nao vazio e x € K. Para h suficiente-
mente pequeno, temos

ot m =@ = [ £ snnds
de modo que
c(x,h) = /Ol[f’(:z: + sh) — f(2)]h ds.
Assim,
et b2 < ( / et sh) - @) ds) [l

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ||h||2, obtemos

$hH2 X S IIL’ S
ool < [ 4 o) - ) s, (59)

Como f’ é uniformemente continua em K, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 (independente de
z € K) tal que

Iallz <6 = |If'(z+h) - f'(2)] <&, VzeK.
Como ||sh||2 < ||h||2 para todo s € [0, 1], temos de (5.9)

ez, h) 2

<e se |hlz2<0d, VxeK.
172]l2
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Exercicio 5.13: Seja Q2 aberto de R? e f:) — R uma funcao de classe C! em .
Seja R C Q) o retangulo R = [a,b] X [¢,d]. Considere g: [a,b] — R definida por

=/Cdf(m,y>dy

Mostre que g é diferencidvel em la, b e que para todo zq € |a, b,

d
0
g (z0) = / a—i;(:vo,y) dy.

Solugao: Seja

d d d
:/ f(:vo+h,y)dy—/ f(wo,y)dy—h/ %(wo,y)dy-

Para provar que g(x) é derivavel em x(, basta mostrar que |¢(h)|/h tende para zero
quando h tende para zero.

Como a aplicagao t — f(zo + th,y) é de clase C* no intervalo [0, 1], temos

f(wo+h,y) — f(zo,y) = / Iz (o + th,y) dt.

o ([

Como f é de classe C', a aplicacao (z,y) — 5= (z,y) é uniformemente continua em

[a, b] X [c, d]. Portanto, dado € > 0 existe § > 0 (independente de y) tal que se |h| < §
entao

Portanto,

y) — %(mo,y)‘ dt) dy. (5.10)

f
Oz

€
d—c’

Yy € [c, d]. (5.11)

0 0
la—i:(:vo +th,y) — %(wo,y)' <

Dividindo ambos os lados da desigualdade (5.10) por |h| e considerando (5.11), con-
cluimos h

el <e se |h|<é.

|l

Exercicio 5.14: Calcule Po(z) e f(z) definida por (5.19) (pag. 91 do livro texto)
para cada um dos seguintes convexos:

(a) C'=[0,+00[;

(b) €' =10,1];

(c) C' =10,400[ %[0, +00]

(d) C = Bgr(0) a bola de raio R e centro em zero de R™.

Descreva o operador de projecao Pc nos trés primeiros casos acima usando a notagao

 + ||
5

T = max{z,0} =
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Solugao: (a) C' = [0, +00). Entao

0 sex<0
r sex >0

e o potencial correspondente é

0 sex <0

f(m):{mQ/Q sex >0

(b) C =10,1]. Entao

0 sex<O

Pc(m):{:c se0<z<1

1 sex>1

e o potencial correspondente é
0 sex <0

fl)=< 2?/2 se0<z<1
T—3 sex >1

Considerando x* = max{z,0} = (x + |z|)/2, temos no caso (a)

.'L’—f-.’L’ ]_ $+$ 2
PC(CL’):»"L’—’_:J e f(x):—(m"‘)Q:&
2 2 8
e no caso (b)
1 —2
Pc($)=w+—(m+—1>+=§+$2‘x|_ H‘f ‘

(c) C =10,4+00) x [0,+00) (C é o primeiro quadrante de R?). Entao,

Po(z,y)=(z",y") e flz,y) ==(@")*+y")?).

(d) C = Br(0) ( a bola de raio R e centro na origem em rela¢do a norma euclidiana).
Entao
x se ||z]l2 < R
P, =
o= { astot el

e o potencial correspondente é

rio) - { [l se [lo], < R
Rlalle = £2/2 se |lalls > R
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Exercicio 5.15: Seja f:U c R™ — R funcao Lipschitz, U aberto e xo € U.
Suponha que, para todo h € R™, existe o limite

. f(xo+ Ah) — f(x0)
g(h) = lim, N

(5.12)

e que a aplicagao g:R™ — R definida por (5.12) é linear em h. Mostre que f é
diferenciavel em xy.

Solucao: Primeiramente observe que

o) = L @), v =h/lh.

Por hipotese g é linear na varidvel h. Portanto, existem constantes aq, ..., a, tais que
n
g(h) = ajh;.
j=1

No caso particular em que h = e;, temos

of
8:@

(z0) = .
Logo, as derivadas parciais de f em z( existem e

g(h) = (Vf(zo) : h), VheR"
Para provarmos que f é diferencidavel em x(, basta mostrar que

e(h) = f(xo + ) — f(zo) — (V[f(x0) : h)
satisfaz a propriedade

. e(h)
lim — = 0. 5.13
5 T 519
Suponhamos por absurdo que (5.13) é falso, isto é, existe 9 > 0 e uma sequéncia {hy }
que tende a zero tal que
e (hue))|
il

Seja hi = A\gvg, onde ||vg|| = 1. Entao

e(hi) _ flo + Mevi) — f(20) ,
SV —— > — (Vf (o) : vi)-

> eg. (5.14)

Como a esfera unitéria S = {v € R™; ||v|| = 1} é compacta, podemos supor sem perda
de generalidade que {vy}; converge para v € S. Logo,

5(;7'/6) _ f(ilj'o + )‘k;k> - f(ill'o) B <Vf(.’170) . Vk>

k k

f(@o + Mevi) — [0 + Apr) n f(zo + Aev) — f(@o)
)\k /\k

—(Vf(xo) : ) = (Vf(20) : vis — V)
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Como estamos supondo f Lipschitz, existe C' > 0 tal que |f(zo+Axvk) — f(zo+ k)| <

CAg||lvi — v||. Portanto

€(hk>
Ak

f(.CU() + )\kV> - f(ili'o) _ <Vf(m0) : V>

< Clvi — v|| +
< Ol — Ak -

+ IV F(@o)lHlve — vl

Como o lado direito de (5.15) tende a zero quando n tende a infinito, (5.15) entra
em contradigdo com (5.14). Consequentemente vale (5.13) e concluimos que f é difer-
enciavel em zg.

Exercicio 5.16: (a) Verifique diretamente a férmula no caso n = 2, calculando a
derivada do determinante

det (A(t)) = au(t)agg(t) — a12<t>a21(t).
(b) Seja A(t) matriz n x n. Calcule

d 1
dt (det(A(t))) '

Solugao: (a) Se g(A) = det(A) e A invertivel, entdao g'(A)H = tr(A~1H) det(A), para
toda matriz H. Pela Regra da Cadeia, temos

%Q(A(t)) =g'(A)A'(t) = tr(A(t) T A'(t)) det A(2).

No caso particular n = 2, temos

% (det(A(t))) = ahy(t)aga(t) + arn(t)ahy(t) — ay(t)as (t) — ara(t)ay, ()

(
= (o) 0] [ = )
= tr(A/()AN(1)) det(A(1)).

b) Para simplificar a notacao, nao explicitaremos a variavel t. Assim, pela regra da
p G p p g
cadeia,

@

d 1 _ gAA _ t(AA)det(4) _ tr(A71A) 5.16
dtg(A) —  g(A)2 — det(A)? T det(A) (5.16)

Observagao: Vale lembrar que det(A~!) = 1/det(A). Assim, aplicando a regra da
cadeia na funcéo ¢ — det(A~!(t)), obtemos

%det(A N =det(A™") tr(AATY)). (5.17)

Como veremos adiante (veja Exercicio 10.10(iii)), se A é invertivel, a fungao A — A~}
¢é difereciavel como funcao definida no espaco das matrizes, cuja diferencial em A é
dada por H — —A~'HA~!. Portanto, aplicando a regra da cadeia em (5.17), temos

4 det(A™") = det(A™ ") tr(A(A™")) = det(A™ ") tr(—AA™'A’A7H))

dt
tr(A™1A)

= —det(A™) tr(AA7) = —— o
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Exercicio 5.17: Seja Mayx2(R) o espaco das matrizes quadradas de ordem 2 e
considere a funcao

g: Maxa(R) = R, g(A)=det(A).
Seja f: Maxa(R) — Mayo(R) definida por

A= (‘i 2) o f(A) = (_dc _ab). (5.18)

g(A+ H) = g(A) + tr(f(A)H) + det(H),

Mostre que

e conclua que g é diferencidvel, com g'(A) = f(A)T. Observe que se det(A) # 0, entao
f(A) =det(A)A™L.

Solucao: Seja H a matriz com coeficientes h;;, 7,7 = 1,2. Calculando diretamente,
obtemos

det(A+ H) = (d + haz)(a + h11) + (¢ + ha1)(—=b — h12)
= (ad — bC) + <h11h22 — h12h21) -+ (CLhQQ + dhu — Ch12 — bhgl)
= det(A) + det(H) + tr(f(A)H).

Como det(A) = o(|[H||) e a aplicacdo H — tr(f(A)H) ¢é linear, concluimos por
defini¢ao que g é diferencidvel e ¢'(A)H = tr(f(A)H) = (f(A)T : H).

Exercicio 5.18: Seja Ay € Max2(R). Suponha que Ay admite dois autovalores
reais A\1(Ag) # A2(4o).

(a) Mostre que existe 6 > 0 tal que se A € Mayx2(R) e ||A— Ap|| <, entdo A admite
dois autovales A1 (A) e \2(A) reais e distintos.

(b) Mostre que a aplicagao A — \;(A) é diferencidvel na bola Bs(Ag) e calcule as
derivadas \(A), i =1, 2.

(c) Usando o item (b), mostre que

—Ai(A) - Ai(4)
A:(CCL Z) = X@=| o
&)\1(14) %)\1(1@

Solugao: (a) Como estamos em dimensao 2, a equagao caracteristica de Ag é
A — tr(Ag)\ + det(4p) = 0,

cujas raizes sao

A (Ag) = (tr(Ao) /(Ao — 4det(A0)>,

(5.19)
(tr(Ao) ~ Vor(Ag)? — 4 det(A0)>.

N~ DN

A2(4p) =
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Como por hipétese Ap tem dois autovalores reais e distintos, tr(A4g)? — 4 det(Ag) > 0.
Da continuidade das funcgoes determinante e traco, podemos garantir que existe ¢
satisfazendo as condigoes do item (a).

(b) Consideremos a fungao A1(A) em (5.19) definida na bola Bs(Ap). Pela regra da
cadeia e o Exercicio 5.17, temos que A\ (A) é diferencidvel Bs(Ap) e

) 1, 2tr(A) tr(H) — 4tr(f(A)H)
M(AH = [t (H)+ 2\/tr(A)2 — 4det(A)

Y

2

ou equivalentemente,

N, (A) = % [I + <tr(A)2 - 4det(A)>

2 <tr(A)I —9 f(A)Tﬂ , (5.20)
onde f(A) é definida em (5.18).

Pela semelhanca das féormulas, é imediato verificar que

Ny (A) = % {1 - (tr(A)Q - 4det(A)>_1/2 (tr(A)I - 2f(A)T)] .

(c) Vamos expressar a formula (5.20) em termos de coordenadas. Entao
A:<a b) L[ u=a+d
c d det(A) = ad — bc

M(A) = (a+d)+\/(a+2d)2—4(ad—bc).

Reescrevendo a férmula (5.20) em termos das coordenadas a, b, c e d, e lembrando que
_[a b r_ (d —c
a=(0h) = = (4 ),
obtemos

Xl(A):%Ké (1))+[<a+d>2—4<ad—bc>]‘1/2(a;bd d%a)} (5.21)

Calculando diretamente as derivadas parciais de A\1(A), temos

Entao

0 1 9 —-1/2
SM(A) = 5 1+ [(a+d)* = 4(ad — be)] (- d)]
0 17 5 ~-1/2
—M(A)== 10+ |(a+d)* —4(ad — bc 2¢c
7| (a4 —4( >]_1/2 ] o
S (4) = 5 |0+ [(a+d)* — 4(ad - bo)] 24
0 17 5 ~-1/2
SA(A) = 5 (14 [(a+d)? — 4(ad — b)) ~*(d - a)}
De (5.21) e (5.22), vemos que
9 )
—A(A)  rA(A4)
=% P
SoA(A) oM(A)

E evidente que a mesma expressao acima vale para A5(A), com uma tunica diferenga
de sinal que antecede o fator que envolve a poténcia —1/2 em (5.21).
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Curvas em R"

Exercicio 6.1: Seja ~: [0, +0o[ — R? definida por

v(t) = (e *cost,e 'sent,e").

Mostre que ~ é retificavel e calcule seu comprimento.

Solugao: v é curva de classe C! em [0, +00) e
7'(t) = (—e tcost —e tsent,—e 'sent +e fcost,—e "),

de modo que ||7/(t)|]2 = V/3e™t.

Pela Proposicao 6.1 (pag. 61 do livro texto), v é retificivel no intervalo [0, 7], para
cadaT > 0e

T T
/ 17/ ()2 dt = \/5/ e tdt =V3(1—e 7).
0 0

Como

T
. / _
A [ @) adt = V3,

concluimos que v é retificivel no intervalo [0, +00) e seu comprimento é igual a /3.

Exercicio 6.2: Dé exemplo de uma curva v: [0, 1] — R?, ligando dois pontos de R?
que nao seja retificavel.

Solugao: Consideremos a curva ~: [0, 1] — R? definida por

CRE P

Primeiramente observe

senlzlﬁt:L k=0,1,2 ...
t (4k+1)7r’ T

senlz—lﬁt:L k=1,23,...
t (4k—1)7r’ T
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Para n € N, consideremos a particdo P de [0, 1] definida por

p=doc 2 o 2 . 2 . 2 .2
B (An+1)7 ~ (An—1)7  (4n—3)7  (4n—5)7 w ’

que divide o intevalo [0, 1] em 2n + 2 partes. Para simplificar a notacao, consideremos

2 2
e s e S
P4k —-D)r R 4k + D)’ T
Entdo y(t)) = (tf,tf) e v(t;) = (t;, —t; ), de modo que

Iy (@) = ()2 = \/(t‘,i R )= — e /T 16K,

m(16k% — 1)

4 VT 16k
ZHW () =tz = 27

16k2 — 1

Observando que V1 + 16k2 > 4k e 16k? — 1 < 16k? para todo k € N, concluimos que

> I D) =)z > Zk
k=1

Como a série harmonica Y 1/k é divergente, a curva v nao é retificivel.

Exercicio 6.3: Uma particula se move no plano (resp. no espaco) e sua trajetdria
é descrita por

Y(t) = (1 —t)%zy + 2t(1 — t)zg + 223, t € [0,1], (6.1)

onde 1,5 e x3 sdo pontos dados de R? (resp. R3).

a) Descreva o movimento da particula, fazendo um esboco da trajetoria.

b) Calcule v'(0) e v'(1).

c) Se x1, x5 e x3 nao sao colineares, mostre que ~y(t) esta contido no triangulo com

vértices em x1, To € T3.

Solugao: (a) Vamos definir z(t) = (1 —t)z1 + txg e y(t) = (1 — t)ze + tzg. x(t) e
y(t) parametrizam os segmentos de reta que ligam z1 a x5 e x5 a x3 respectivamente.
Para simplificar a notacao, escreveremos

[x1,22] = {x(t); t € [0,1]}.

Fixemos ¢t € (0, 1) e consideremos z(s) = (1—s)z(t)+sy(t), s € [0,1]. z(s) parametriza
o segmento de reta [z(t), y(t)]. Observe agora que se tomarmos s = t, entdo z(t) = y(t).
Portanto, vy(t) é o ponto de [z(t), y(t)] que estd distante das extremidades na mesma
proporgao com que x(t) estd distante das extremidades de |1, z2] e y(t) esta distante
das extremidades [xo, x3]. Mais precisamente,

(@) =@z _ [le() = z1lla _ ly(t) = 22l

ly@) —=@®ll2 2=zl llws — 222

=1t.
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(b) 7/ (0) = 2z9 — 21 e /(1) = 223 —2x5. Isso quer dizer que se uma particula se move
no plano (ou no espago) e seu movimento é descrito por 7(t), entao sua velocidade no
instante ¢t = 0 é 2(x2 —x1). em particular, a trajetéria é tangente ao segmento [z1, 2]
no ponto z;. Analogamente, a velocidade no instante t = 1 é 2(x3 — x3) e a trajetéria
é tantente ao segmento |2, z3] no ponto .

(¢) Se x1, x2 e x3 ndo sdo colineares, podemos considerar o triangulo A (no plano ou
0 espago) cujos vértices coincidem com esses pontos. Como A é o cojunto de todas as
combinagoes convexas de x1, T3 e x3, temos

T EA <<= x=MT1+ Ax2+ A3x3, A+ Ao+ A3=1, )\jE[O,l].

Como (1 —t)? + 2t(1 — t) +t*> = 1, com cada uma das parcelas no intervalo [0, 1] se
t € [0, 1], constatamos que y(t) € A, isto é, a curva estd contida no triangulo A.

Exercicio 6.4: O mesmo do exercicio anterior para a particula cuja trajetéria é
descrita por

Y(t) = (1 —t)3zy + 3t(1 — t)%x0 + 3t3(1 — t)as + t224. (6.2)
Solugao: Primeiramente observe que y(t) = (1 — t)xz(t) + ty(t), onde

z(t) = (1 — t)2m1 4 2t(1 — t)ag + 23
y(t) = (1 - t)2$2 +2t(1 — t)xs + 224

Portanto, y(t) é a combinacao convexa de duas curvas de Bézier (de ordem 2). Observe
que, no caso R?, z(t) estd contida no triangulo de vértices x1, x2 e x3, enquanto que
y(t) estd contida no triangulo de vértices xy, x3 e 4. Como o quadrilitero formado
pelos quatro pontos contém os dois triangulos, concluimos que ~y(t) esta contida neste
quadrilatero.

Exercicio 6.5: Seja Q aberto e conexo de R". (a) Mostre que se x e y sao dois
pontos quaisquer de 2, existe uma curva ligando x a y totalmente contida em ().

(b) Mostre que existe uma curva poligonal ligando x a y totalmente contida em 2.

Solugao: (a) Seja zy € €2 e considere o conjunto
A= {y € ); y nao pode ser ligado a xy por uma curva }

Queremos mostrar que A = ().

Suponhamos por absurdo que A # (). Se A e Q\ A forem abertos, chegamos a uma
contradicao, pois estamos supondo §2 é conexo.

Provemos primeiramente que 2\ A é aberto. Se x1 € 2\ A, existe uma curva 7y,
ligando zy a x; inteiramente contida em €2, isto é, existe 7;:[0,1] — Q continua tal
que v(0) = zo e (1) = x1. Como Q é aberto, existe r > 0 tal que B,(z1) C Q. E
claro que qualquer ponto x5 € B,.(x1) pode ser ligado a x; por um segmento de reta

v2:[0,1] = Bp(z1), 72(s) = (1 — s)z1 + sxa.
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Consideremos a fungao v: [0, 2] — €2 definida por

_ @) set €0,
72(t) = {(72 — )z + (t —1)zg sete]l,

1]
2]
Como 72 é uma curva que liga xg a x2, concluimos que x5 ¢ A. Portanto, B,.(x1) ndo

contém nenhum ponto de A, isto é, B,(z1) C Q\ A, o que prova que 2\ A é conjunto
aberto.

Provemos agora que A é aberto. Seja y; € A. Por defini¢dao, y; nao pode ser ligado
a xo por nunhuma curva. Mas y; C €2 e € é aberto, de modo que podemos encontrar
r > 0 tal que B,(y1) C Q. E claro que B,(y1) ndo contém pontos de 2\ A. De fato,
se Y2 € B(y1) N (2\ A), existiria uma curva v ligando x a y2 que poderiamos colar
com um segmento de reta para formar uma curva ligando zg a y.

Portanto B, (y;) C A, como querfamos provar.

(b) Sejam z1 e z2 dois pontos de . Pelo item (a) existe uma curva 7:[0,1] — Q tal
que v(0) = z¢ e ¥(1) = z1. Como v ¢ continua e o intervalo [0, 1] é compacto, ([0, 1])
é subconjunto compacto contido em ().

Para cada ¢ € [0,1] seja r, > 0 tal que B, (y(t)) C Q. E claro que a familia de bolas

{Br, (7(t>)}te[o,1]

é uma cobertura aberta de v([0,1]). Assim, existem tg =0 < t; < --- < t,, = 1 tais
que
m
A(0,1) € U B, (2(15).
j=1

A curva poligonal
m—1
U [v(t), v (1)),
j=1

estd contida em €2 e liga y(to) = xo a y(t;,) = x1, como queriamos provar.

Exercicio 6.6: Seja v uma curva poligonal ligando os pontos x1, x5 e x3 de R".

Para ¢ > 0 seja O. a vizinhanca de diametro € de « definida por O, = Umew B (x).

Construa uma curva diferenciavel ligando x1 a x3 inteiramente contida em Q..

Solucao: Podemos supor sem perda de generalidade que
€< miﬂ{l, [z2 — 21|, |23 — 22| }

Consideremos 7: [(e — 1)/2¢, (e + 1) /2¢] — R™ definida por

(1 —e)xg +exq + 2te(xe — 1) se (e—1)/2e <t<0
Y(t) = zo+et?(x3 —x2) + (1 —t)?(z1 —22) se0<t <1 (6.3)
(14 ¢e)xy — exg + 2te(xs — x2) sel<t<(l+¢)/2¢

Entao podemos verificar que v satisfaz as condigoes desejadas.

A construgao de (6.3) é feita da seguinte maneira:
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Etapa 1: Considere a esfera de raio ¢ centrada em xs:
0B:(xz3) = {z € R"; ||z — x| = &}.

Sejam x, e x5 os pontos da interse¢do de B.(x3) com os segmentos |11, T2] e [T, 73]
respectivamente. Entao

zy =(1—¢)xa+ex1, x5 =(1—¢)zs+exs.

Etapa 2: A curva v sera definida de modo que: para t < 0 coincida com o segmento
[x1,25], para t > 1 coincida com o segmento [z], 23] e para 0 < ¢ < 1 seja a curva de
Bézier gerada pelos pontos x5, To e 73 .

Etapa 3: Para que esta construcao defina uma funcao de classe C!, devemos ajustar

os parametros de modo que as derivadas laterais nos pontos t = 0 e t = 1 sejam
iguais. Sabemos do Exercicio 6.3 (b) que v'(0%) = 2(z2 — 25) e ¥/ (17) = 2(zF — 22).

Portanto, podemos considerar

v(t) =25 +2t(xe —2x5), t<0
Y(t) = +2(t — 1) (2] —x9), t>1

que nos da (6.1).

Exercicio 6.7: Prove o Lema 6.1 (pag. 104)

Solugao: Sejam x,y € 2. Pelo Exercicio 6.5(b) podemos construir uma poligonal
[z, 21| U 21, 2] U - U [T, y] C Q.

Para € > 0 suficientemente pequeno, as esferas 0B.(z;), j = 1,...,m, estao inteira-
mente contidas em 2 e interseptam os segmentos [x;_1, x| e [}, z;41] respectivamente
nos pontos x; e :c;L Procedento como no Exercicio 6.6, podemos construir uma curva
v de classe C!' formada por segmentos de retas e curvas de Bézier. Observe que as
esferas tém o mesmo raio €, o que permite fazer a colagem dos segmentos com as
curvas de Bézier mantendo continua a derivada.

Exercicio 6.8: Sejam ~:[a,b] — R" uma curva fechada (y(a) = (b)) diferencidvel
e K um convexo fechado do R™ tal que K D {+/(t); t € [a,b]}. Mostre que 0 € K.

Solugao: Vamos supor por absurdo que 0 ¢ K e consideremos 2o = Pk (0). Entéo é
claro que xg # 0. Seja H o hiperplano que passa por 0 e é ortogonal a xg, isto é,

H={zeR"; (z:z) =0}
Afirmativa: H N K = ().
De fato, se y € H N K entao (veja Exercicio 4.16(i) d pag. 61),

ye H= (y:x9)=0

6.4
ye K= 0—xp:y—1z0) <0 (6.4)
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De (6.4) obtemos |lzo]|3 — (zo : y) < 0 e consequentemente zq = 0. Mas isso é
impossivel, porque estamos supondo 0 ¢ K. Logo, vale a afirmativa.

Consideremos g¢: [a, b] — R definida por g(t) = (y(t) : o). Entao g é funcao derivavel
satisfazendo g(a) = g(b). Pelo Teorema de Role, existe ty € [a, b] tal que ¢'(ty) = 0,
isto é, (7/(to) : wo) = 0. Portanto, 7'(tg) € H e, como por hipétese 7'(ty) € K,
concluimos que /(tg) € H N K, o que estd em contradigdo com a afirmativa feita
acima.

Portanto, 0 € K como queriamos mostrar.

Exercicio 6.9: Seja v uma curva retificivel de comprimento L parametrizada por
v:la,b] = R™. Seja s: [a,b] — [0, L] a func¢ao definida por

s(t) = { comprimento de y([a,t]) set>a
0 set=a

a) Mostre que s é crescente.

b) Mostre que se vy é fungao Lipschitz continua, entao s(t) também é Lipschitz con-
tinua.

c) Suponha s(t) estritamente crescente e defina

Y0, L] = R"™, A(s) = ~(t(s)),

onde t(s) denota a inversa de s(t). Mostre que 4 e v descrevem a mesma curva,
isto é, v([a, b]) = 7([0, L]).

d) Se «y:[a,b] — R"™ é curva de classe C' em [a,b] tal que ||/ (t)|| # 0 para todo
t €la, b[, mostre que ¥ é curva de classe C' em [0, L] tal que ||¥'(s)|| = 1 para
todo s.

(Moral da histéria: se uma curva pode ser percorrida por uma particula com
velocidade escalar ||y'(t)|| # 0, entao pode ser percorrida com velocidade escalar
constante).

Solugao: Para simplificar a notagao, diremos que P € P([a,t]) se
P:{t0:a<t1 < e < byt <tm:t}

é uma particao de [a, t]. Denotaremos também

S(Py) = Z () = (-0l

(a) Dado € > 0, existe Py € P([a,t]) tal que
s(t) —e < S(P,y) <s(t), VPeP(alt]), PDF.
Se h > 0, entdo P = PU{t+h} € P(la,t + h]) e

s(t) —e < S(P,v) < S(P',v) < s(t+ h).
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Logo s(t 4+ h) — s(t) > —e. Fazendo ¢ tender a zero, obtemos s(t + h) > s(t).
(b) Se v é fungao Lipschitz continua, existe C' > 0 tal que
I(t) = ()] < Clt =], ¥, € [a,B].
Dados tg,t1 € (a,b) e e > 0, existe Py € P([a, to]) tal que
s(to) —e < S(P,v) < s(ty), VP D PFp. (6.5)
Analogamente, existe P; € P([a,t1]) tal que
s(t1) —e < S(P,y) <s(t1), VP D P.

Podemos supor sem perda de generalidade que t; > to. Entao Py := PyUP; € P([a,t1])
e s(t1) —e < S(Py,vy) < s(t1). Como P> N la,ty] € P(la,to]), obtemos

S(to) —e< S(pg N [a,t()D < S(to)

m

s(t)) —e < S(Panfato]) + > Iy(ty) = v(ti—1)| < s(tr)
j=kt1

(6.6)

Subtraindo a primeira desigualdade da segunda em (6.6), obtemos

m
s(t) = s(to) —e < Y |v(ty) = v(ti—1)| < Cltr — to).
j=k+1
Portanto, 0 < s(t1) — s(tg) < C(t1 —to) + € e concluimos o que queriamos provar apds
fazer ¢ tender a zero.
(c) Sejam zg € R™ e sg € [0, L] tais que xg = J(sp). Como s: [a,b] — [0, L] é funcao
bijetora, existe um tnico ¢y tal que sg = s(tg). Portanto, xg = (o).
A reciprova segue por argumento idéntico.

(d) Se v é de classe C1, entdo

0= [ Wols - Z=1ol
Portanto, (t(s)
d_, . d . dt  ~'(t(s
£7(8) = %W(t(s)) =7 (t(s))% = e

é continua, como queriamos provar.

Exercicio 6.10: Seja Q C R™ aberto, limitado e conexo. Demostre a afirmativa
abaixo se verdadeira ou dé um contra-exemplo se falsa. “ Mostre que existe R > 0 tal
que Vz,y € Q existe uma curva =y retificavel ligando x a y tal que med(vy) < R”.

Solugao: A afirmativa é falsa. Considere o seguinte conjunto (em coordenadas po-
lares):

1 2
Q= {(rcos@,rsen@); % <r< 7’ 0 e (1,+oo)}

E facil ver que 2 é aberto e limitado. Para provar que a afirmativa nao se aplica neste
caso, basta verificar que a curva ~: (1, +00) —  definida por

1
~v(t) = ;(Cos t,sent)

nao é retificavel. Assim, os pontos 7 = (0,2/7) e x, = (0,2/km) (kK — 400) nao
podem ser ligados por uma curva contida em €2 cujo comprimento esteja limitado.
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Exercicio 6.11: Seja Q C R? o disco unitdrio de centro na origem. Determine

f:Q — R tal que
Rolfl(@) = 24/1 — ||2]I3, V= € Q.

Solugao: Pela féormula da inversa da Transformada Raio-X (veja (6.9)) e fazendo a
mudanca de variavel £ := /72 — r2, temos:

1d [ 7 1d | ['2ry1-72
o) = —— | [ e gryar| = —— | [ T ar
mrdr |J, 12 —1r2 mrdr | ), /712 —r2

mrdr |/

__2a / 1_r2md§ __3/ 1_T2_—rd€
- o S /T—r2 — &2

9 [VI-r? 1

S P
e Jiie—e s 7l Je-o

d¢ =1

Exercicio 6.12: O angulo formado por duas curvas diferencidveis que se cruzam
num ponto P é, por definicao, o angulo formado pelos vetores tangentes as curvas
em P. Mais precisamente, se v1,7v2: I — R" sao duas curvas diferenciaveis tais que
P = ~1(to) = 72(tg) para algum ty € I, entao definimos o angulo 6 entre y; e y3 em

P por
(71 (to) : 75(t0))
171 (to) [HIv2 (o) -

Uma funcao f:R? — R? é denominada transformacao conforme se o angulo entre duas
quaisquer curvas que se cruzam fica preservado por f.

cosf =

a) Seja f(x) = Ax, Vor € R?, onde A é matriz 2 x 2. Mostre que f é transformacao
conforme se e somente se A é da forma:

(e7) o (2)

b) Seja f:R? — R?, f = (p,%) funcao diferencidvel. Determine condigdes necessa-
rias e suficientes sobre f' para que f seja uma transformacao conforme.

c) Calcule Jy¢(x).

Solugao: (a) Provemos a implicagdo “=". Sejam u e v dois vetores unitarios e
consideremos as retas

y(t) = xo +tu, y2(t) =z + t.
v1 € Y2 se cruzam em z formando neste ponto um angulo 6 tal que cosf = (u : v).
Sejam I'1(t) = f(71(t)) e I'a(t) = f(y2(t)). Como f ¢é linear, as retas
I'1(t) = Axg + tAu, T'o(t) = Az +tAv
se cruzam no ponto Axg formando o angulo ¢ tal que

(Au : Av)

OS¢ = 1 Aul [ Ao]
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Por hipétese 8 = ¢. Logo
(Au : Av) = ||Aul| || Av||{u : v). (6.7)

Se considerarmos u e v ortogonais, entao Au e Av também sao ortogonais. Consider-
emos a representacao matricial de A em relacao a base canonica {ej,eq}.

a-(2)

Como Ae; e Aes; sao ortogonais, obtemos ab + c¢d = 0. Logo, existe A € R tal que
b —c
()= (2),
a —Ac
4] = (c \a )

Por outro lado, se u = (u1,uz) e v = (vy, v2), entao

isto é,

Au = (auy — Acug, cuy + Aaus)

Av = (av; — Acvg, cvy + Aavs)
de onde se obtém que
(Au = Av) = (a® + c*)(urvr + Nugvs)
JAul = 1/ (a? + ) (3 + A2u3)

| Av] = \/(a? + )02 + A203)

Voltando a (6.7), temos

uvy + Nugve = \/(u% + )\2u§)(v% + A%%)(ulvl + ugvs).

Escolhendo-se u = (1/v/2,1/v/2) e v = (1/v/2,—1/4/2), obtemos A*> = 1 como

queriamos provar.

Provemos a implicacao contraria “<”. Seja

Sejam 71 e ¥2 duas curvas de classe C'. Podemos supor sem perda de generalidade
que ||[v1 ()|l =1 e ||v4(7)]| = 1 para rodo t, 7 (veja Exercicio 6.9(c)).

Supondo que elas se cruzam em Py = 1 (tg) = v2(70), seja 0 tal que

cos 6 = (v1(to) : v5(70))-
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Se ¢ é o angulo entre Ay (tp) e Av2(79) no ponto APy, entao

(Av1(to) = Avs(70))

O3 = Ay (to) [Ta (o) |

Como
(Ay1(to) : Ava(10)) = (a® + ) (71 (to) : 15(10)) = (a® + ¢?) cos O

[Av1 (o)l = Va? + ¢ = [[Avy (7o) |
concluimos que cos ¢ = cos#.

(b) Suponhamos f = (¢,1) funcao diferenciavel. Entao
9% 09
ox 0
P = (% )
ox oy

Afirmativa: f é transformacao conforme se e somente se

9¢ _ ¢ 9 _ oY
oy  Ox 8y__%
9 ou 96 0v (6.8)
dr Oy dxr Oy

Consideremos duas curvas 1 (t) e ¥2(7) que se cruzam no ponto xg = Y(to) = v2(70)-
Podemos supor sem perda de generalidade que u = ~{(tp) e v = v2(70) sdo vetores
unitarios. Definimos I'1(¢) = f(71(t)) e T'2(7) = f(72(7)). Entao estas duas curvas se
cruzam no ponto f(xg) formando o angulo 6 tal que

(T (to) : Th(70)) _ (Au : Av)
1T (to) TS (o)l | Au]l[[Av]l”

cosf =

onde A = [f'(x¢)]. Pelo item anterior, cosf = (u : v) se e somente se A satisfaz uma
das duas relagoes de (6.8).

(c) Por definigao, temos
0p Oy 0p Oy
Jile)= 2290 209V
Se f satisfaz uma das relagoes de (6.8), temos

Jj(x) = £ Vell3 = £ VI3

Exercicio 6.13: Mostre que a fungao f definida no Exercicio 5.10 é (no cason = 2)
uma transformacao conforme.

Solugao: A funcao é f(x,y) = £(é(x,y),¥(x,y)), onde

$(1,y) = s, V(@) = —

Entao 1 2 2
, S Yy —x —Qxy
[f'(z,y)] = (22 + y2)2 ( —2zy  x?— y2)

Como ¢ e v satisfazem (6.8), concluimos que f é uma transformagao conforme.
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Exercicio 6.14: Determine uma curva diferenciavel y: [~1,1] — R? tal que
Y([-11]) = {(z,y) eR?*; y =[], -1 < = < 1}
Solugao: Seja 7v:[—1,1] — R? definida por y(¢) = (¢3,|t|*). Entao é claro que 7

satisfaz as condigoes desejadas. De fato, v ¢ de classe C! pois v/(t) = (3t2, 3|t|t) é
continua.

Exercicio 6.15: Seja g: Q — R? definido por

(z,9) — -
x =
NV =2y 2 2)

onde () = {(m, y) ER?;y > —ac}. Mostre que g é campo gradiente em €2 e determine
o potencial f:Q) — R tal que Vf = g.

Solucgao: E claro que ¢/(x,y) é simétrica e continua em €2, pois

g (z,y)] = (; ( 2y _xz)

x? + y?)? y? — —2xy
Como ) é aberto e convexo, temos do Teorema 6.10 que existe f:{2 — R tal que
Vf(z,y) = g(z,y) para todo (z,y) € €.

Sabemos que fo(Z,y) = arctan(y/Z) é gradiente de g(Z,7) em Qo = {(Z,9); & > 0}.
Como 2 é a imagem de Q( pela rotagao de 7/4

= (G )

podemos determinar o potencial de g em {2 considerando a mudanca de variaveis

(Z,9) = T~ (z,y), isto &,
V2x + /2y
2
V2 — /2y
2

N
I

<
I

Portanto,

f(x,y) = fo(Z,y) = arctan (i ; z> :
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Derivadas de Ordem Superior

Exercicio 7.1: Seja f:R™ — R™ linear. Mostre que f'(z) = f, Yo € R, isto é,
f'(z)h = f(h), Yz, h € R™. Observe também que f’ é constante e, portanto, f"" = 0.
Solugao: Como f é linear (matriz m xn), f é diferencidvel e f'(x)h = f(h) para todo
h € R™, isto é, f'(x) = f. Portanto a aplicagao derivada f: R™ — M, «, é constante.
Em particular, podemos escrever f'(x + h) = f'(x) + L(h) +e(h) com L = ¢ = 0.
Portanto (da unicidade da diferencial), concluimos que f é duas vezes diferenciavel e
f"(x) = 0 para todo = € R"

Exercicio 7.2: Seja ¢: R™ — R" funcao diferencidvel tal que

l¢' (@) crny < @, Vo € R™.

a) Se a < 1, mostre que v é uma contragao e demonstre que para cada y € R",
existe um tnico x € R" tal que y = x + ().
b) Podemos afirmar que ¢ é uma contragao se ||¢'(x)||z@ny < 1, Vo € R"?

c¢) Use o item (a) para mostrar que se A é uma matriz n X n tal que ||A|| < 1 entao
(I + A) é invertivel.

d) Se ¢ é mondtona positiva, mostre que para cada y € R", existe um tnico z € R™
satisfazendo y = x + p(x) (mesmo que a > 1).

Solugao: (a) Pela desigualdade do valor médio (veja Exercicio 5.7b, pag. 89), existe
t no intervalo (0, 1) tal que

lp(z1) = e(o)l < [l (@) [[l21 = zoll < allzy — o,

onde x; = tx1 + (1 — t)xp. Como por hipétese a < 1, ¢ é uma contracao.

Assim, dado y € R™ (fixado), considere a aplicagdo g(z) = y — ¢(x). Observe que g
também é uma contracao, pois

lg(z1) = g(zo)|l = llp(21) — (o)l < eflzr — o-

Portanto, pelo Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema 4.13, pag. 51), existe um
tnico T € R"™ tal que ¢g(T) = 7, isto é, T é a dnica solucdo de = + p(z) = y.
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(b) Nao! Considere f:IR — R definida por f(z) = (z+v2%+1)/2. Entdao 0 < f'(z) <

1 para todo z € R, mas f nao é contragao, pois nao admite ponto fixo.

(c¢) Considere p(x) = Az. Entao (veja Exercicio 4.17, pag. 60), |[¢(z1) — ¢(xo)] <
|All[]z1 — xo||. Como estamos supondo [|A|| < 1, ¢ é uma contragao. Pelo item (a),
a equacao x + Azxr = y admite uma unica solucao, para cada y € R", isto é, a matriz
I + A é invertivel.

(d) Suponhamos ¢ monétona positiva e diferencidvel tal que ||¢'(x)|| < «, para todo
x € R™. Se a < 1 recaimos no caso (a). Suponhamos entdo a > 1. Seja € > 0 tal que
ea < 1. Pelo item (a), dado y € R™, existe um tnico x € R" tal que y = x + ep(x),
isto é, a fungdo g(x) = = + ep(x) é bijetora e portanto, invertivel. Além disso, como
estamos supondo ¢ monodtona positiva,

(g(z1) — g(w0) : w1 — mo) = |1 — @o|® + (1) — @(wo) : 11 — o) > [lw1 — wol|*.

Aplicando a desiguladade de Cauchy-Schwarz no lado esquerdo da desigualdade acima,
obtemos

lg(x1) = g(zo)ll = llx1 — zoll- (7.1)

Como g é invertivel, podemos escrever (7.1) na forma

g™ (1) — g~ wo)ll < llvr — woll, (7.2)

1 ¢ Lipschitz continua, com constante de Lipschitz 1.

isto é, g~
Observe agora que, para y € R™ dado, a equacao = + ¢(x) = y pode ser reescrita na
forma x + ep(z) = ey + (1 — €)x, ou equivalentemente z = g~*(sy + (1 — ¢)z). Basta,
portanto, mostrar que F(z) = g~!(ey+ (1 —¢)x) possui um tnico ponto fixo. De (7.2)
temos

[1E (1) = F(zo)|| < [1 = elllzr — -

Como escolhemos ¢ < 1/a < 1, F' é contragao e, portanto, admite um tnico ponto
fixo, como queriamos demonstrar.

Exercicio 7.3: Seja C C R"™ convexo e fechado e Po: R" — R™ a projecao ortogonal
sobre C' (veja Exercicio 4.12). Mostre que Po é fungao mondtona positiva. Conclua
que z — f(z) = (x — £ Pc(z) : Po(z)) 6 fungdo convexa.

Solugao: Pelo Exercicio 4.16(iii),(pag. 59), temos
(Po(z) = Pe(y) s o —y) > ||Po(z) — Po(y)|I” > 0.

Logo, Pc é monétona positiva. Pelo Teorema 5.6 (pag. 86), f(x) é diferencidvel e
f'(z) = Pc(x), para todo = € R™. Portanto, f’(x) é monétona positiva em R™ e o
Teorema 7.1 (pag. 115) nos permite concluir que f(z) é funcao convexa.

Exercicio 7.4: Calcule f"(x) para cada uma das funcées f: R™ — R. Observe que
em todos os casos [’ é linear e portanto f”:R"™ — M,,«, é constante.

1 1

f(@) = Slell3, fx) =l Azllz,

flz)=(Az:z), f(x)= (Ax: Bz).
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Solugao: Primeiramente, lembre que se g é linear (veja Exemplo 5.3, pag. 68), g é
diferenciavel e ¢'(x) = g para todo x, isto é,

g'(x)h =g(h), VheR™

(a) f(x) = ||z||3/2. Entao, f'(x) = x para todo x € R" e f”(x) = I para todo z € R™.
f(x) = ||Az||3/2. Entao, f'(z) = AT Az e f"(x) = AT A para todo x € R".

f(x) = (Az : x). Entdo, f'(z) = (A+ ATz e f"(x) = A+ AT para todo x € R™.

(d) f(z) = (Ax : Bz) = (BTAz : z). Entao, f'(z) = (BTA+ ATB)x e f"(z) =

Exercicio 7.5: Considere f:R™ — R funcao duas vezes diferencidavel e A uma
matriz n X n. Defina g(z) = f(Ax). Mostre que g é duas vezes diferencidavel em R" e

g'(x) = A" f'(Az)
g"(z) = ATf"(Ax)A

Solugao: f:R™ — R ¢é diferencidvel e p(z) = Az é linear e, portanto, diferencidvel.
Logo, pela regra da cadeia, g é diferenciavel e

(¢'(z): h) = (f'(Ax) : Ah) = (AT f'(Ax) : h), Vh e R"™

Portanto, ¢'(x) = AT f’(Ax), para todo z € R™.

Analogamente, pela regra da cadeia, ¢g’: R™ — R"™ é diferencidvel e
[¢" (x)]h = AT "(Ax)Ah, Vh e R™.
Assim, ¢’ (x) = AT f""(Ax) A, para todo = € R™.

Exercicio 7.6: Considere a matriz simétrica

A= [a g], a,b,ceR.

Mostre que A € positiva definida se e somente se det A > 0 e a > 0. Mostre que se A
é semipositiva definida, entao det A > 0 e a > 0 mas a reciproca é falsa.

Solugao: Seja z = (1, z2) um vetor qualquer de R2. Entao
(Az : x) = ax] + 2bxy79 + CT35.

Suponhamos incialmente a # 0. Entao podemos escrever
2b c
(Az:x) =a {w% + —x129 + —wg}
a a

b > ac— b 9
1+ —X2 + 5 Toy
a

a

=a

] (7.3)
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Se a > 0edet A= ac—b* > 0, concluimos de (7.3) que (Ax : 2) > 0 para todo x # 0.
Reciprocamente, se (Ax : x) > 0 para todo x # 0, escolhemos = = (1,0) para concluir
de (7.3) que a > 0. Escolhendo em seguida x = (b/a, —1), obtemos det A > 0.

Suponhamos A semipositiva definida. Entao (Az : ) > 0 para todo z € R™. Se a # 0,
as mesmas escolhas nos levam a conclusao que a > 0 e det A > 0. Por outro lado, se
a =0, entdo (Azx : ) = x2(2bx1 4 cxy) > 0 para todo 1,22 € R. Fixando x5 = 1,
concluimos que b = 0, isto é, det A = 0.

A reciproca é falsa. Escolhaa=b=0e c= —1.

Exercicio 7.7: Seja f:R" — R funcao duas vezes diferencidavel em zq = 0 tal que
f(tz) = t*f(x) para todo x € R" e todo t € R. Mostre que

flz) = %<f”(0):c::c>, Vz € R".

Solugao: Considere ¢(t) = f(tz). Entao

O(t) = (f'(tz) 1 o) =2tf(z) e ¢"(t) = (f"(tx)z:z)=2f(2).

Para t = 0 a segunda identidade acima nos da

Exercicio 7.8: Seja D = {z € R?;||z||3 < 1}. Considere f:R? — R? de classe C*
tal que

1
Ji(x) #0 Ve eD e Hf(:c)—:cHggg Va € D.

Mostre que existe xog € D tal que f(xg) = 0.

Solugao: Seja ¢: D — R definida por ¢(x) = ||f(z)|l2. Como ¢ é continua e D é
compacto, existe xg € D tal que

o(xo) < p(x), V€ D.

Observe que ¢(xg) < 1/3. De fato,

p(z0) < @(0) = [[£(0)]]2 = [[£(0) = Of]2 < 1/3. (7.4)

Além disso, z¢ nao pertence a fronteira D de D. De fato, se g € 9D, entao ||zg||2 =
1. Como

1/3 2 [[wo — f(xo)ll2 2 1 = [[f(xo)ll2 = 1 — ¢ (x0),

terfamos p(zg) > 2/3, o que estd em contradigdo com (7.4). Portanto, xz( estd no
interior de D.
Observe que xo também é ponto de minimo de ¥ (z) = p(z)%. Como 1) é diferencidvel

em D e zg €D, temos ¢'(xg) = 0. Isto é, ()'(z0) : h) = 0 para todo h € R?.
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Aplicando a Regra da Cadeia, temos

(W'(x) s h)y =2(f' ()" f(x) : h), Vax eD .

Portanto,
(f'(x0)T flzo) : B) =0, VheR",

o que implica que f’(z¢)? f(xq) = 0.

Observe que, por hipdtese,

det[f'(w0)"] = det[f (z0)] = Jy(w0) # 0.
Portanto, f(xg) = 0 como queriamos provar.

Exercicio 7.9:

a) Seja A matriz n X n semipositiva definida, isto é (A : x) > 0 Vx € R™ e defina a
fungao g(x) = Ax. Mostre que g é mondtona positiva. Seja Fy(x) = = + Az,
com A > 0. Mostre que F) é bijetora em R".

b) Seja f mondtona positiva e considere F(x) = x4+ Af(x), com A > 0. Mostre que
F\ é injetora. Se F), é sobrejetora para algum Ao, mostre que I\ é sobrejetora
para todo \ > 0.

Solugao: (a) Provemos que F é fungao injetora. Como A é semipositiva definida,
temos

[ Fa(21) — Fa(@2)[13 = llz1 — 22]|3 4+ 2Mz1 — 22 : Azy — Axa) + N?||Azy — Axsl|3

> ||z — 22|l3,

de modo que se F)\(z1) = F)(z2), entdo x; = x3. Como F) é linear de R" em R", é
injetora se e somente se é sobrejetora.

(b) f mondtona positiva e F)(x) = = + Af(z). Provemos que F) ¢ injetiva.

1Fx(z1) = Fa(@2)l3 = llo1 — @23 + 201 — 223 f(21) — f(2))

(7.5)
+ N[ Az — Azo|3 > |21 — 22|13

de modo que se F)\(x1) = F)\(z2), entdo x1 = x,.
Suponhamos F), sobrejetora. Entao existe a inversa F_ . De (7.5) concluimos que
Fy, 1 ¢ Lipschitz continua, com constante de Lipschitz igual a 1.

Seja A > 0. Para mostrar que F) é sobrejetora, seja y € R™. Entao x é solugao de
Fy(x) =y se e somente se f(z) = (y — x)/\, que podemos escrever na forma

A A
m—l—)\of(x):TOy%—(l——Ox),

isto é,
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O(z) = Fy} (%y + (1 — %w)) :

entao I\ é sobrejetora se e somente se ¢ possui ponto fixo.

Se denotarmos

Observe que

A
[9(e1) - B(alle < 1= 22 o1 = 22l

de modo que ® é contracao se A > Ag/2. Portanto, F) é sobrejetora para todo
A > )\0/2

Seja A1 = 2)\o/3. Entao F), é sobrejetora e os mesmos argumentos anteriores nos
permitem concluir que F é sobrejetora para todo A > A1 /2. Repetindo esse processo
sucessivamente, construimos a sequéncia (Ao, A1, A2, ..., A, ...), onde A\ = 28)\q/3F
tal que, a cada etapa, concluimos que F é sobrejetora para todo A > A\ /2.

Como \,, — 0, F)\ é sobrejetora para todo A > 0, como queriamos demosntrar.

Exercicio 7.10: Seja f:R™ — R™ funcao de classe C! tal que Js(z) # 0, Vo € R™.
Considere a sequéncia:

2o €R" e xpi1=ap— f(xe)  f(zk), k>0 (%)

a) Mostre que se v, — Z, entao f(z) = 0.

b) Reciprocamente, se f(T) = 0 para algum T, mostre que a sequéncia definida por
(x) converge para T se xq for tomado suficientemente préximo de 7.

Solugao: f:R"™ — R" funcao de classe C! tal que det[f’(x)] # 0 para todo x € R™ e

ehpr = ok — [ (z0)] 7 f () (7.7)
(a) Suponhamos zy — Z. Como f é de classe C!, temos
Flow) > f@) e Api= fla) - A= (@)
Como a aplicagao A — A~! é continua (veja Exercicio 4.20(iii). pag. 61), temos

At nooo A7
ko

Portanto, fazendo n tender a infinito em (7.7) obtemos
A7 (@) =0,

de onde se permite concluir que f(Z) = 0 pois det A # 0

(b) Supondo f(Z) = 0, podemos escrever (7.7) na forma
T — T =g, — T — [f'(ap)] 7 (flan) - £(2))
= [£/@] ™ (F () (o =) + f(a) - f(@))
= [£@] " (' (en) = £/ @) (g = 7) + 2 — 7))

Y
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onde |e(€)]|/]I€]l = 0 quando [[£|| — 0. Seja a = ||f/(z)"!||. Como as aplicagoes
x+— f'(z) e X = X! sdo continuas, existe d; > 0 tal que

le =zl <01 = |If' (@) < 20,
de modo que se zy, € By, (T), entao
lzesr = 2l < 200 (1f" () = f' @) — 2N + lle(@r — D)) -

Além disso, como f’ é continua em T, existe do > 0 tal que

1
lz =zl <d2 = |If' () = @I < -

Como f é diferenciavel em 7, existe d3 > 0 tal que
_ _ 1 _
lz =7l <5 = (@ -T)| < ~llz -z
Seja § = min{dy, d2, d3}. Entao se ||z — Z|| < §, temos
_ 1 _
|zk4r =2l < 5 llw — |-

Portanto, se xg pertence a bola Bs(T), temos

_ 1 _
o — 7 < o 2o — 7]

e concluimos que x — .

Exercicio 7.11: Seja g : R* — R funcao estritamente convexa e fortemente coer-
civa, isto é,

9(x) _ .,
l[z]l2—+oo ||Z]|2

(a) Mostre que existe ¢ : R™ — R™ tal que g* definida por

9" (x) = (2 : p(x)) — g(p(x))

é convexa e fortemente coerciva. Sug.: considere
sup{(z : y) —g(y); y € R"}.

(b) Suponha g de classe C'. Mostre que g’ é invertivel com o sua inversa Sug.: aplique
o Teorema 7.1 (pag, 115).

(c) Suponha que g é de classe C2. Mostre que g* é estritamente convexa, de classe
C? e Vg*(z) = ¢(z), para todo x € R™. Sug.: aplique o Teorema 5.5 (pag. 115).

(¢’) A condigao g de classe C? no item anterior nao é necessaria. Mostre que se g é de
classe C', o mesmo vale para g* e seguem-se as mesmas conclusoes do item (c).
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(d) Nas condigoes acima, mostre que

g (x) == yseu]lg@ LYy — g% (y) = g(x).

Solugao: (a) Seja G(z,y) = (x : y) — g(y). Entao, a aplicagdo y — G(z,y) é
estritamente concava, qualquer que seja x € R™. Segue da coercividade de g que,
para cada x € R™, existe um unico y, € R™ ponto de méximo absoluto de G(zx,y).
Desta unicidade, podemos definir a funcao ¢ : R™ — R™ tal que ¢(z) = y,. Assim g¢*

esta bem definida. Para mostrar que ela é convexa, observe que, dados z1,x2 € R™ e
0< A<, tem-se

G(Az1+ (1= Nao,y) = AG(z1,y) + (1 = N)G(z2,y), Vy€R”,

de onde se conclui que g* é convexa, tomando-se o supremos em ¥y nos dois lados da
identidade acima.

Para mostrar que g* é fortemente coerciva, suponha por absurdo que existe C > 0 e
uma sequéncia {x,} tal que

[znllz = +o0 e g"(zn) < Cllzall2-

Entao, para todo y € R", tem-se

x
|20 |2 IIZEnII2
Como a esfera unitdria é compacta, existe u vetor unitario e uma subsequéncia {z,, }

tal que x,, /||Zn, |2 — w quando k — oco. Portanto, (y,u) < C para todo y € R", o
que é um absurdo.

(b) Como g é estritamente convexa e de classe C!, o Teorema 7.1 nos garante que g’
é estritamente mondtona positiva, isto é, se x1 # x2, entao,

(9'(z1) = g'(22) s 21 — 22) > 0.

Em particular, ¢’ é injetiva e, consequentemente, invertivel sobre seu contradominio.
Além disso, como

a—y(m, o(x)) =z —g'(o(x)) =0, VzeR", (7.8)

vemos que @ é a inversa de ¢’, que é, consequentemente, uma fungao continua.

(c) Pelo Teorema 5.5, basta mostrar que g* possui derivadas parciais em todo ponto
x € R™, para se concluir que g* é diferenciavel. Seja e; o i-ésimo vetor da base canonica
de R™. Denotando €,(s) = p(x + se;) — p(x), segue de (7.8)

g (z + se;) = (@ + se; - p(x + se;)) — g(p(x + se;))
= <m—|—sei. z) +eq(s)) — g(p(x) + ex(s))
= <m—|—sei sp(x) + ex(s) > 9(p(z) ) <g’(g0(x ) e >— eg(ef(s))
=9 (x) + s{e; : 90(37)> +5(ei 1 e4(s)) —eg(es(s)),
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onde €,4(h) = o(h). Logo,

g"(x + sei) — g*(x) = (e; 1 p(z)) + (e; 1 €¢(s)) — m' (7.9)

S S

Sendo ¢’ de classe C! e ¢ a sua inversa, ¢ é também de classe C', de modo que

lim er(s) = lim [o(z + se;) — p(x)] =0,

lim €f—(8> = lim plz+ sei) = p(x) = O¢ (z).

s—0 8 s—0 S &ri

Logo,

=0. (7.10)

g™
axz

Portanto, ¢g* ¢ diferencidvel e (¢*)'(z) = ¢(x) = g~ (z) para todo € R™. Além disso,
como ¢ é estritamente mondtona positiva, o Teorema 7.1 (pag. 115) nos garante que
g* é estritamente convexa.

¢’) Suponhamos g de classe C'. Entao, com a notacdo do item (c), temos
Y ¢

g (x4 se;) = (x+se; - p(x + se;)) — g(p(z + se;))
:<m—|—se,-: x) + ex(s > g( )+ ex(s ))

Pela convexidade de g temos, para s > 0 (verifique),

g(e(x) +e2(s)) > g(e(x)) + (g (¢(x)) : €2(s5)).

Assim, segue de (7.8),

g (z + se;) < <x+ se;: —|—€m > g( ) <g’ €m(8)>
=g*(x) + s<ei : > + s<el ex(s >
Logo,
lim sup gz +se) = g°(@) < {e; : p(x)). (7.11)
s—0t S
Analogamente, para s > 0,
g (x — se;) < <x —se; tp(x) +ex(s > g( ) <g’ €m(8)>

= g*(aj‘) — 5<€i : (.CE>> — 5<€1, €m S >7
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de onde concluimos que

g*(x = sei) = g*(x)

> (e (@) + (e; 1 £4(5)).
Logo,

ming 9@ —se)) —g* (@) _ . . L9 (@t se) — g7(2)

s—0+ —S s—0— S

> (e;:p(x)).  (7.12)

Sendo g* convexa, temos

g*(x + se;) — g*(x) g*(z + se;) — g* ()

lim sup < lim sup

s—0— . § . s—=0* . 5 . (7.13)
lim inf g+ se:) — 9" (@) < lim inf g+ se:) — 9" (@)

s—0— S s—0+ S

Segue de (7.11), (7.12) e (7.13),

) = 9" (@) = (e; : p(z)), Vz e€R™

(d) Sabemos que g*(z) > (x : y) — g(y) para todo x,y € R™. Assim, fixado y,
9(y) = (y:a) —g"(z), Yz eR" = g(y) =sup({y:2) —g"(z)) = g™ ().

Por outro lado, para todo = € R", tem-se
9(p(2)) = (z: p(x)) — g"(z) < g™ (p(2)).
Do exposto acima, concluimos que
9(p(2)) = g™ (p(z)), Vo eR™
Para y € R™ qualquer, seja z = ¢'(y). Como ¢ : R™ — R™ é a inversa de ¢’, temos
r=4g'(y) = y=e@).

Logo, g(y) = ¢**(y), Vy e R".

Exercicio 7.12: Seja ;i > 0. Dé exemplo de uma funcao p : R — R de classe C™
tal que 0 < p(s) <1 para todo0 < s <y e
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Solugao: Considere a funcdo ¢ : R — R de classe C*°(R) definida por

1—s2
0 se |s| > 1.

1
exp | — se |s| <1,
. e

Para cada p > 0, seja ¢,(s) := p(2s/p), i.e.,

2

,u
QOM(S> — exp (—m) sSe |S‘ < [L/2,
0 se |s| > u/2.

E claro que v, € C°(R) e supp p, = [—u/2, ,u/2}. Seja ¢ : R — R definida por

o(s) == é(pu (s — g) , C:= /OO o(t) dt.

— 00

E claro que ¢ € C®(R) e supp ¢ = [0, ). Para concluir, seja p : R — R a funcao
definida por

)= [ o

Entao p satisfaz as condicoes desejadas.






8

O Teorema da Funcao Inversa

Exercicio 8.1: Seja f:R? — R? definida por

f(z,y) = (e” cosy, e seny).

Qual a imagem de f?7 Mostre que o Jacobiano de f nao é nulo em nenhum ponto de
R2. Pelo teorema da funcao inversa, todo ponto de R? tem uma vizinhanca onde f é
biunivoca. Entretanto f nao é injetora em R%. Quais sdo as imagens por f das retas
paralelas aos eixos coordenados?

Solugao: Para cada = € R a aplicacao y — e*(cosy,seny), y € R, parametriza uma
circunferéncia de raio e* > 0. Portanto,

i) a imagem de f é R?\ {(0,0)};

i1) f nao é injetora, pois f(0,0) = f(0,27) = (1,0);
iii) det[f'(z,y)] = e® > 0, V(z,y) € R?;
)

iv) se R é uma reta paralela ao eixo y, entdo existe ¢ € R tal que R = {(c,t); t € R},
de modo que f(R) = {e“(cost,sent); ¢t € R} é uma circunferéncia de raio e®;

v) se R é uma reta paralela ao eixo z, entao existe ¢ € R tal que R = {(¢,¢); t € R},
de modo que f(R) = {e'(cosc,senc);t € R} é uma semi-reta que passa por
(cosc,senc).

Exercicio 8.2: Para cada uma das fungées abaixo determinar: (1) quais sdo so-
brejetivas; (2) quais sao injetivas; (3) o Jacobiano; (4) os pontos de R? onde nao se
aplica o Teorema da Funcao Inversa.

a) f:R? — R? dada por f(z,y) = (ax + by, cx + dy)

b) f:]0,00[xR — R? dada por f(zx,y) = (/22 + y2, arc tany/z);
c) f:R? - R? dada por f(z,y) = (zy?, 2%y);

d) f:R? — R? dada por f(z,y) = (2® —y,y> + ).

Solugao: (a) f é a transformacao linear associada a matriz

(¢ 4)
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E claro que f é bijetora se e somente se ad — be # 0. Como det[f’(z,y)] = ad — be,
V(z,y) € R?, o Teorema da Funcao Inversa nao se aplica em nenhum ponto (z,y) se
ad — bc = 0.

(b) f nao é sobre pois (0,t) ¢ Im f, Vt € R. No entanto, f é injetora, pois f(x1,y1) =

f(x2,y2) se e somente se
v_
I T2
2 2 _ 2 2
Ity =23t Y2
Se denotarmos ¢ = y;/z1 e r = \/2? + y3, o sistema acima nos indica que os pontos
(x1,y1) e (z2,y2) estdao na interseccao da reta y = cx com a circunferéncia x3+y? = r2.
Como z1 e x5 sao positivos, concluimos que x7 = x5 e consequentemente y; = ys.

Como f é de classe C! e

det[f/(z, )]—det[x/vx2+y y/vx”y} (@2 + %)% > 0,

y/(@* +y*) x/(2® +y?)

o Teorema da Funcao Inversa (Teorema 8.1, pag. 139) se aplica em qualquer ponto do
dominio de f.

(c¢) f nao é injetora, pois f(1,0) = f(0,1) = (0,0). f também nao é sobrejetora, pois
qualquer que seja t € R, (0,t) ¢ Im f e (¢,0) ¢ Im f. Como

2
det[f'(z,y)] = det [ - 2;%@} = 327y,

o Teorema da Fungao Inversa nao se aplica nos pontos da forma (0,y) e (z,0).

E claro que f é de classe C1 e det[f'(x,y)] = 922y2 + 1 > 0. Logo, o Teorema da
Funcao Inversa se aplica em qualquer ponto de R?. De fato, f é bijetora, como se pode
observar facilmente. Considere a familia de curvas v, parametrizadas por vs: R — R?,
ve(z) = (23 — s, 2+ s%). E facil ver que, para cada s € R, 7, é uma funcio injetora (a
curva s nao se intersepta sobre si mesma). Com efeito, v, é obtida transladando-se
Yo para o ponto (—s, s3). Como a funcao I'(s) = (—s, s?) também ¢é injetora, podemos
concluir que f. Com raciocinio andlogo podemos concluirque f é sobre.

Exercicio 8.3: Seja f:R3*\ P — R3, f = (fi1, fo, f3) definida por fi(z1, 2, 73) =
/(1 + x1 + z2 + x3), onde

P ={(z1,22,23) | 1 + 21 + 22 + 23 = 0}

Calcule o Jacobiano J¢((x1,x2,z3). Mostre que f é injetora e calcule f~1.

Solugao: Calculando diretamente, temos

1 1+ To + I3 —T1 —I1
det[f'(z1, x2,23)] = —x2 1+21 + 23 —T2 =1
1—|—£IZ'1—|—£E2+£C3 —3 — 5 1+x1—1—m2
Para mostrar que f é injetora, suponhamos
i i i=1,2,3.

Y

1+21 422+ 23 1—|—£C1+£C2—|—:U3
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Entao é claro que
; 1

Ti_lEmMATEE 19,3, (8.1)

xI; 1 + 1 + X9 + T3
De (8.1) obtém-se x; = pZ;, i =1,2,3 e

1+.§E1+l’2+$3:1+p(5&1+i’2—|—i’3) (82)
Dividindo-se ambos os lados de (8.2) por 1+ Z1 + &2 + Z3, obtém-se p = 1 e, conse-
quentemente, r; = z;, 1 = 1,2, 3.

Mostremos que Im f = R?\ Q, onde

Q= {(y1,92,y3) ER’: y1 +y2 +ys = 1}.
Seja (w1, x2,23) € R®\ P e consideremos y; = fi(z1,72,23), 1 = o1 + 22 + 23 €
s =1y +y2+ys. Entdor # —1 er/(1+r) = s, de onde conclui-se facilmente que
s # 1, o que mostra que (y1,¥y2,y3) ¢ Q.
Reciprocamente, seja (y1,y2,y3) ¢ Q e s = y1 +y2 +y3. Entdo existe um unico r # —1
tal que r/(1 4 r) = s. Definimos z; = (1 + r)y;. Entao é claro que y; = f;(z1, 2, x3).
Consideremos g: R3\ Q — R3 \ P definido por

Yi
1— (1 +y2+uys)

g’i(yb Y2, y3> =

E f4cil verficar que g = f~ 1.
Exercicio 8.4: Considere as funcées
2 ’ '

a) Determine uma soluc¢ao (xg,yo) para o sistema

cosh§ =

e*cosy —e“seny =1
e” coshy + e“senhy =1

b) E possivel resolver o sistema

e“cosy—e“seny=14+pu
{ e coshy 4+ e*senhy =1+v
para p e v pequenos?
Solugao: (a) Basta verificar que zg = 0 e yo = 0 satisfazem o sistema.
(b) Consideremos a funcao f:R? — R? definida por
f(z,y) = (e® cosy — e® seny, e® coshy + e” senh y).
E claro que f(0,0) = (1,1), f é de classe C* e
(2, )] = e””mcosy — e””xseny ez cosh y + ez senh y
—e’seny —e¥cosy e*senhy + e* coshy

de modo que det[f’(0,0)] = 2. Pelo Teorema da Funcao Inversa, existe uma vizinhanca
U de (0,0) e uma vizinhanca V de (1,1) tais que f:U — V é invertivel. Portanto,
para p e v suficientemente pequenos o sistema (8.3) tem uma tnica solugao.
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Exercicio 8.5: Sabendo-se que o polinémio f(x) = 2* — 62* + 11z — 6 possui as
raizes A1 = 1, Ay = 2 e A3 = 3, mostre que existe 6 > 0 tal que se |a + 6| < 0,
|b—11| < § e |c+ 6| < 6, entdo o polinémio g(z) = x> + ax® + bz + ¢ possui trés raizes
reais e distintas A1, Ao e \3.
Solucao: Se A1, Ay e A3 sdo raizes do polindomio x + ax? +bx + ¢, entdo vale a férmula
de Viete

)\1 + )\2 -+ )\3 = —a

AMA2 + A1 A3+ A3 =0
/\1)\2/\3 = —C

Seja F:R? — R? a funcdo definida por
F(A1, A2, A3) = (A1 + A2 + A3, At de + A1 A3 + Aoz, Ar A2 A3).
F é de classe C!, F'(1,2,3) = (6,11,6) e

1 A+ A3 A3
det[F’()\l, /\2, )\3)] =11 /\1 + /\3 )\1)\3
1 A1+ A

Como det[F'(1,2,3)] = —2, existe uma vizinhan¢a U do ponto (1,2,3) e uma viz-
inhanga V' do ponto (6,11,6) tal que F:U — F(U) é difeomorfismo de classe C*.
Em particular, sendo F~! contfnua no ponto (6,11,6), para § > 0 suficientemente

pequena, temos

1 1 1
M1l < = Ay — 2l < = A3 — 3| < =
|1 ‘ 27 ‘2 ‘ 27 ‘3 ‘ 9

como queriamos provar.

Exercicio 8.6: Seja | | uma norma qualquer de R™ e considere em V = M, xn
munido da norma induzida, definida por (4.16).

a) Seja T = {X eV;Xé invertl'vel}. Mostre que Z é aberto e desconexo em V.

b) Sejam A, B € V. Dizemos que B é raiz quadrada de A se B> = A. Mostre que
existe § > 0 tal que se |A — I|| < § entao A possui uma raiz quadrada.

¢) “Quantas” raizes quadradas possui a identidade I € Moy,

1 0
— ?
I (0 1).

Solugao: O item (a) segue dos mesmos argumentos usados na solucao dos itens (a) e
(b) do exercicio 4.20 (pag. 61).

(b) Considere f:V — V definida por f(X) = X?. Entao f é de classe C! e f/(I) = 21
(veja Exercicio 5.11). Como f/(I) é invertivel, existe uma vizinhanca U da matriz
identidade I tal que f(U) é vizinhanga aberta de I e f: U — f(U) é difeomorfismo de
classe C*. Em particular, existe § > 0 tal que se || X —I]| < §, entdo f~!(X) estd bem
definida e, por definicao, Y = f~1(X) é raiz quadrada de X, como queriamos provar.
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(c) E claro que I e —1 sao raizes da identidade I. Além disso, se

10
(o )

entao Ry e —Ry sao também raizes da identidade. Mais geralmente, para cada m € R
consideremos R,, a reflexao em relacao a reta y = mux, isto é,

R 1 1 —m? 2m
™1+ m2 2m  m? -1

Entao é claro que R,, e —R,, sao raizes da identidade.

Observe que a aplicagdo m +— R, define uma curva diferencidavel em V' (uma curva
de matrizes simétricas e raizes da identidade) tal que

lim R,,= lim R,, = Ry.

m——+400 m——00

Como ||R,, —I|| ~

curva R,,.

max{1,2m, 2m?}, a matriz identidade I é ponto isolado de

1+ m?

Observe que se a,b € R, b # 0, entao a matriz

Fav= (0 2u)

é raiz da identidade. Observe também que R, se reduz a R, se a = (1—m?)/(1+m?)
eb = 2m/(1 + m?) e que R,; é simétrica se e somente se a® + b* = 1, isto §,
a=(1-m2)/(14+m?) eb=2m/(1+m?) para algum m € R.

Exercicio 8.7: Seja f : R"™! — R", n > 2, funcao de clase C! tal que [f'(x0)] tem
posto igual a n — 1. Mostre que existe 6 > 0 tal que f(x) é injetiva na bola Bs(zg).

Solugao: Como as normas sao equivalentes, vamos considerar
Bs(ao) = {z € R"™; o — wo]ly < 8.

Podemos supor sem perda de generalidade que

of1 df
a—xl(mo) Er— (w0)
2L (20) e
det dxy 0 Otny " # 0.
0 n_: 0 n_:
(’J;xl ! (zo) --- &fn_i (z0)

Seja g : R — R” definida por

g(z,zn) = (fr(x), folx), ..., fu(@) +x0), (x,2,) = (T1,Z2, .., Tp_1,Tp).
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Entao, é claro que g é diferenciavel em R" e

df1 df1
a—xl(fﬂo) axn_l(%) 0
%x afl XT
o0 = | a7 B
afn: (9fn:
a—xl(ﬂ?o) axn_l(%) 1
Como
df1 df1
8—3:1(330) 9z, (zo)
%(m) .. 9h (z0)
det[g'(z0,0)] = | 071 ° Oy # 0
Ofn Dfn
. (z0) axn_l(fﬁo)

(veja (A.5) no Apéndice, pag. 346), segue do Teorema da Fungao Inversa a existéncia
de § > 0 tal que g : Bs(z0,0) — f(B(;(mo, 0)) é bijetiva, onde aqui estamos denotando

Bs(x0,0) = {(,2n) ; & — zoll1 + |2n| < 5}
Em particular, se x # ¥ sdo tais que (z,0), (Z,0) € é(;(:co, 0), entao

Assim, a prova esta concluida, considerando-se

Bs(z0) = Bs(x0,0) N {(z,0); 2 € R}
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O Teorema da Funcao Implicita

Exercicio 9.1: Considere a superficie xy — zlogy + e¥* —e = 0. E possivel repre-
senta-la na forma z = f(x,y) nas proximidades do ponto (0,1,1)?

Solugao: Sim. Considere f:R x (0,+00) x R — R definida por f(z,y,z2) = zy —
rlny + e¥? —e. Entao £(0,1,1) = 0, f é de classe C! e %(0,1,1) = e # 0. Pelo
teorema da funcao implicita, z pode ser expresso como fungao das varidveis x e y uma
vizinhan¢a do ponto (0, 1).

Exercicio 9.2: O ponto P = (1, —1,2) pertence as superficies z2(y?+2?) =5 e (v —
2)? +y? = 2. Mostre que a curva intersecao dessas superficies pode ser parametrizada
na forma z = f(x) e y = g(x) numa vizinhanga de P.

Solugao: Considere a fungao F: R? x R — R? definida por F(x,vy, 2) = (z%y? +2%2% —
5, (z—2)% +y*—2). E claro que F(1,-1,2) = (0,0), F é de classe C! e

or  (2z%y  22%z
2y 2(z—x) )

Ny, z)

Como

det { ] (1,-1,2) =4,

9y, 2)
existe § > 0 e ¢: (1 —6,1+0) = R2 o = (f,g) satisfazendo as condi¢oes desejadas.

Exercicio 9.3: Seja f:R — R funcao de classe C! tal que f(1) = 1 e defina

S ={(z,y) e R*; 2f(zy) = f(x)* + f(y)}.

a) Mostre que se f'(1) # 0, existe r > 0 tal que SN B,.(1,1) é grdfico de uma fungao
y = p(z) de classe C.

b) Nas condigées do item (a), se f é de classe C?, mostre que x = 1 é ponto de
madximo ou minimo local para ¢ (o que implica, em particular, que S nao é
grafico de nenhuma fun¢ao x = 1(y) na vizinhanga de (1,1)).

¢) Mostre que se S é gréfico de uma fun¢ao x = 1(y) em alguma vizinhanga de (1, 1),
entao f'(1) = 0.
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Solugao: (a) Considere F(x,y) = 2f(xy) — f(x)* — f(y). Entao F é de classe C! e
F
)
Como %—5(1, 1) = f'(1) # 0, a conclusao segue do teorema da func¢ao implicita.

(b) Pelo item (a) temos, para algum § > 0
2f (wp(@)) = f(2)* = fp(x)) =0, Vo€ (l-41+0). (9-1)

Derivando (9.1) implicitamente em relagao a x, temos

2f"(xo(x))[p(x) + 2o’ (x)] = 2f'(x) f(x) = f'(p(2))¢ () =0, Voe (1-46,1+0).

Em particular, para = 1, obtemos ¢'(1) = 0. Derivando (9.1) duas vezes em relagao
a x, obtemos

2f"(wp(@)) [p(x) + 29’ (2)]” + 2f (20(x)) [2¢' (2) + 2" ()]
= 2f"(2)? = 2f"(2) f(z) = f"(p(2))¢' (x ) = ['(e(z))¢"(x) =0
Em particular, para x = 1, obtemos f'(1)¢'(1) =
hipétese f'(1) # 0.
(¢) Se x = 9 (y) numa vizinhanga de yo = 1, temos
2f(yy(y)) = F(0(y)* = fly) =0, Vye(1-481+96). (92)

Derivando (9.2) em relagdo a y, obtemos

21" (yp () [0 (y) + ' ()] = 2F (W) f (W)Y (y) — f'(y) =0, Vye (l—61+90).

Para y = 1 temos necessariamente f’(1) = 0, como querfamos mostrar.

f'(1) e a conclusao segue da

Exercicio 9.4: Seja f:R? — R tal que f(0,0) = 0. Encontre uma condi¢ao para f
que permita resolver a equacgao f(f(a:, Y), y) = 0 com y funcao de x numa vizinhanca
de (0,0).

Solugao: Seja F(z,y) = f(f(z,y),y), (z,y) € R% Suponhamos f de classe C*.
Entao F é de classe C!, F(0,0) =0 e

oF _0fof | of

dy  dydy Oy
Pelo teorema da fungao implicita, basta que %(O, 0)#—1e 2—5(0, 0) #0. e

Exercicio 9.5: Mostre que o sistema abaixo pode ser resolvido com:

1) z,y,u em fungao de z;
2) x,z,u em fungao de y;
3) y,z,u em fungao de z;
mas nao é possivel exprimir x,y, z em funcao de u.
3z + y — 2z + ur =0

r — Yy + 22 + wu
2 + 2y — 3z + 2u = 0

I
o
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Solugao: Primeiramente, observe que podemos escrever o sistema na forma

3 1 -1 x —u?
1 -1 2 yl=1 —u |, (9.3)
2 2 =3 z —2u

Como o determinate da matriz em (9.3) é nulo, ndo podemos determinar (z,y, z) em
funcao de u.

(1) Consideremos F:R* — R3 definida por
F(z,y,z,u)= 3z +y — 2z +u, o —y+ 22+ u, 2 + 2y — 32 + 2u).

Observe que

3 1 2u
F
{64] =11 -1 1
O(w,y,u) 2 9 2
Como det [W} (0,0,0) = —12, segue do teorema da funcao implicita que o sistema

pode ser resolvido com z,y,u em funcao de z.

(2) Como no intem anterior, temos

— =11 2 1
8(587271‘) 2 _3 9
(3) Analogamente
OF 1 -1 2u
_ | = -1 2 1
8(%27“) 2 -3 2

e det [m] (0,0,0) = 3.

Exercicio 9.6: Seja f:R" x R® — R" uma funcao de classe C* tal que f(0,0) = 0.
Sejam B e C respectivamente as matrizes (relativamente a base canénica)

of of

0,0 0,0

a.o0] e [500)
a) B e C sao matrizes de que ordem?
b) Escreva [f'(0,0)] em termos dos blocos B e C.
c¢) Seja ¢:R™ x R — R™ definida por ¢(z,y) = f(f(z,y), f(z,y)). Calcule

B

zeol |5

00| e ool
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em termos de B e C.

d) Se B é invertivel e |C|| < 1/||B™||, mostre que a equacao ¢(z,y) = 0 pode ser
resolvida com x em funcao de y numa vizinhanca de 0 € R".

Solucgio: E claro que B e C' sao matrizes de ordem n x n e a matriz (de ordem n x 2n)
[£'(0,0)] = [B C].
(c) Pela regra da cadeia, temos
9p _ofof  ofof
dr ~ Ordx ' Oyoa
9p _ofof  ofof
9y~ ey oy oy
de modo que

9¢ _ 2 9¢ _ >
%00 =5t 40n. [200)]-0c

(d) Observe que B?+ CB = B(I + B~'C)B. Para mostrar que [%(0, 0)] é invertivel,
basta mostrar que I + B~1C' é invertivel. Como estamos supondo ||C| < 1/||B~}|, a
conclusao segue do Corolario 8.4 (veja também o Exercicio 7.2(c)).

Exercicio 9.7: Seja f:R — R continua tal que f(x) > 0 se x > 0, satisfazendo

/Olf(t)dt:z

Mostre que existe § > 0 e uma tinica fungao ¢: [0, ] — R de classe C' em 0, §[ tal que

()
/ f(t)dt=1.

Determine ¢'(x).
Solugao: Considere a equagao F(z,y) = 1 onde F:[0,1] x [0,1] — R é definida por

Fla,y) = /y F(t) dt.

Como f é continua, temos F de classe C'. Como F(0,0) = 0 e F(0,1) = 2, existe

Yo € (0,1) tal que F(0,yp) = 1. Além disso, como
OF
20, y0) = 0
8y( 2 Y0) = f(yo) >

segue do teorema da fungao implicita que existe 6 > 0 e ¢: [0, ] — R fung¢ao continu-
amente diferenciavel em (0, 6) tal que

/W) f)dt=1, Vxe]l0,d] (9.4)

como querfamos provar.

Seja G(x) = [ f(t)dt, de modo que G(¢(z)) — G(x) = 1. Como f é positiva, temos
G estritamente crescente e, consequentemente, invertivel. Portanto,

p(z) =G 1+ G(z)).
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Exercicio 9.8: Considere a;, i =1, ..., n, niimeros reais distintos e o polinémio de
grau n impar,

p(e) = [Je - a).

Defina
A= {b € R; p(x) = b possui n raizes distintas}.
(a) Mostre que 0 € A.
(b) Mostre que A é limitado se |b| é suficientemente grande,
(c) Use o Teorema da Fungao Implicita para mostrar que A é aberto.
Solugao: (a) E claro que 0 € A pois a1, as, . . ., a, sao raizes distintas de p(x) = 0.

(b) A funcdo p(z) é um polindmio. Logo, |p(x)| — oo quando |z| — oo, isto é, dado
M > 0, existe R > 0 tal que se || > R, entao |p(z)| > M. Portanto, A C [-R, R].

(c) Consideremos a funcao F': R"*! — R™, tal que

F(z,b) = (p(x1) = b,...,p(z,) —b), V(x,b) = (z1,22,...,2n,b).

Seja by um elemento de A. Entao existe g = (Z1,T2,...,%,) € R, T; # T, se i # j,
tal que F(q,by) = 0. E claro que F é de classe C! e
OF _
axi (il?(), bo) = (0, 0, e ,p/(SEi), ceey 0),
de modo que
p/ (fl) 0 0
oF /(=
9 (2o b)) = 0 pl(z2) 0
O (zo,bo) . .
: " : 0
0 0 0 p(Z)
Observe que a matriz acima é diagonal com determinante diferente de zero. De tato,
se T1,...,Tn sao raizes distintas do polinémio p(z) — b, entao (demonstre!) p'(z;) # 0
para todot=1,...,n.
Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe 9 > 0 e funcoes 1, ..., ¢, de classe C*

definidas no intervalo (bg — 6, b + 9) tais que p;(by) = T; e tais que
F(Qpl(b%?wn(b)?b):()? VbE(bo—5abo+5)

Para concluir a demostracao, basta mostrar que o intervalo (bg — d,bg + &) C A para
algum § < §y, isto é, as raizes ¢;(b) com b € (by — 6, by + ) sao todas distintas.
Seja e = %min{\@ —T;|; 0 # j}. E claro que € > 0 pois as raizes T; sao, por hipdtese,
todas distintas. Por continuidade, para cada i = 1,...,n existe §; > 0 tal que

b—bol <& = [pi(b) —Ti] <e/3.

Assim, para i # j e § = min{dy,...,d,,00}, se b € (bg — I, by + 6),

|03(0) = ;5 (0)] = [T — T | — (la(b) — Til + 105 (b) — 7)) = £ > 0.

Wl M
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Exercicio 9.9: Calcular o valor maximo de

flzy, ..., 2,) = (2122 - - 2,,)?

sob a restricao x% + % + - -+ + 22 = 1. Utilizar o resultado para calcular a seguinte

desigualdade, valida para nimeros reais positivos aq, ..., Qy:
ar+-+a
(a1a2 .. .an)l/n S #
n
Solugao: Para cada z = (z1,...,7,) € R", consideremos g(x) = ||z]|3—1e S ={z €

R"; g(z) = 0}. f e g sao fungdes de classe C! e ¢'(z) = 2x # 0, Vz € S.

Como S é compacto, existe T € S tal que f(T) = maxg f. Em particular,

f@) >0=minf,

o que implica z; # 0, Vi = 1,...,n. Pelo Teorema de Lagrange, existe A € R tal que
() = \g'(T), isto é,
(27,73 - -T2 = 20T
2QTTg - - T2 = 2Ty

_2_92 - —
\ 2T1T5 Ty = 2)T,

Como cada T; # 0, temos

\=T3T5 T2 =...=T10s -T2,
de onde se deduz que 73 =75 = --- =72 = 1/ne f(T) = (1/n)".

Se x € R", x # 0, entao z/||z||2 € S e f(z/|z]2) < (1/n)", isto é,

][5

n’I’L

2, 2 2
TITY Ty S
Extraindo a raiz n-ésima de ambos os lados de (9.5), obtemos

2 2 2
/ i +xT5+ -+ T
Va2a2p2 < A 2 ~.
12 n —
n
2

Dados aj, ..., a, numeros reais positivos, escolhemos z1, ..., z, tais que z; = a; para
concluir que

a1+...+an

(0/10/2"'0/”)1/” < -
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Exercicio 9.10: Seja f:R™ — R definida por

flzy,. .. zn) = 2ia3 - 22,

Sejam p1, ps, . . ., P, NUmMeros reais estritamente positivos e defina
n
G ={z eR"; szxf =1}.
i=1

a) Mostre que existe T € G tal que f(Z) = max{f(z); z € G};
b) Calcule T.

Solugao: (a) Para cada x = (x1,...,x,) € R™, consideremos
g(w) = pra] +paxl + -+ puay, — 1,

de modo que G = {x € R"; g(x) = 0}. f e g sdo fungdes de classe C! e ¢'(x) =
2(p1x1,y ..., ppxy) # 0, Vo € G. Como G é compacto, existe T € G tal que f(T) =
maxq f.

(b) Visto que f(Z) > 0 = ming f, temos T; # 0, Vi = 1,...,n. Pelo Teorema de
Lagrange, existe A € R tal que f/'(Z) = \¢'(T), isto é,

(27,75 - - -T2 = 2\ 71
2Ty - -T2 = 2\paTo
| 27375 - - - Ty, = 2\puTn,

Como cada T; # 0, temos

—2-2 =2 =23 =2
)\: $2.CC3~'~£Un _ _ .fCl.fCQ"‘fL'n_l
b1 Pn
de onde se deduz que
2 2 N —2 b1
LTy =K, Lo = —f Ty = —H
b2 Pn

para algum g > 0. Como ¢(T) = 1, concluimos que p = (np1)~! e
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Exercicio 9.11: Seja || ||zg&ngrm) a norma induzida pelas normas euclidianas
| |l2 de R™ e R™ (veja (4.11) no enunciado do Exercicio 4.13). Se A é matriz m X n,
mostre que ||Al|z®nrm) = VA, onde A é o maior autovalor da matriz simétrica e

positiva definida AT A.

. 2 1 .
Use o resultado para concluir que se A = ( ), entao

0 1
| All g (2im2y = \/3+ V5.
Solugao: Para simplificar a notacao, consideremos ||A| = || Al z(r» rm). Por definicao,

[A[l = sup{[|Az]l2; [[z]ls = 1}.

Observando que ||A||? = sup{||Az|]3; ||z||3 = 1}, podemos considerar f(z) = ||A||3 e
g(z) = ||z||3 — 1, que sao fungoes de classe C* e tais que

f'(x) =24T Az, ¢'(x) =22, VzeR"™
Seja S = {z € R"; g(x) = 0}. Entao ||A|*> = supg f. Como S é compacto, existe
T € S sobre o qual f atinge o maximo e, como ¢'(Z) # 0, o Teorema de Lagrange nos
garante a existéncia de A € R tal que f/'(Z) = \¢/(T), isto é,

AT Az = \7.

Portanto A é autovalor da matriz (simétrica e positiva) AT A e T autovetor correspon-
dente.

Por outro lado, se p é autovalor de AT A, entdo existe z € S tal que
AT Az = p. (9.6)
Multiplicando escalarmente ambos os lados de (9.6) por z, obtemos
p = pllzl3 = (AT Az z) = [|[Az|3 < || AZ3 = X

Portanto, A é o maior autovalor de AT A e, consequentemente ||A| = v/A, como queri-
amos provar.

Se A = ((2) }), entdo ATA = (;1 g), cujos autovalores sao respectivamente

M =3-V5, X =3+5.

Portanto, || Al = v/3 + /5.
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Exercicio 9.12: Seja A > 0 e T4 o conjunto de todos os triangulos de drea A. Seja
T € T com lados medindo a, b e c. Mostre que

ab + ac + be > 4AV/3. (9.1)

Solugao: Denotemos Typ. € T4 um triangulo com lados a, b e c. E claro que o
triangulo equildtero Tj; pertence a T4 se, e somente se, [2 = 4A/3 /3.

Consideremos as fungoes f,p : [0,00)® — R assim definidas:
fla,b,c)=ab+ac+bc e pla,b,c)=a+b+c.

Entao, f(I,1,1) = 31> = 4AV/3 e p(l,1,1) = 31. Portanto, para mostrar a desigualdade
(9.1), é suficiente mostrar que

max{f(a, b,c); pla,b,c) =3I, a,b,c> O} = 4AV3. (9.2)

De fato, se u = (uy, u2,u3), u; >0 (i = 1,2,3), temos Vf(a,b,c)-u >0 i.e., f cresce
nas diregoes positivas dos eixos cartasianos. Se mostrarmos que

fla,b,c) < f(l,1,1) = 4AV/3 sempre que p(a,b,c) =3l

teremos concluido a desigualdade (9.1).

Como f e p sao fungdes de classe C1, podemo calcular o méximo de (9.1) pelo método
de Lagrange:
Vf(a,b,c) =AVp(a,b,c), pla,b,c)=3l. (9.3)

Resolvendo o sistema (9.3), obtemos
b+c=a+c=a+b=X\ = a=b=c=\/2
Portanto,
a+b+c=3\2=3l = 1=)\/2
max{ f(a,b,c); p(a,b,c) =3I, a,b,c >0} = f(l,1,]) = 31* = 4AV3
como querimos provar.

Exercicio 9.13: Seja A uma matriz simétrica n x n. Para todo a € R, seja
Ay = A+ al, sendo I a matriz unitdria. Considere \i(a) < Aa(a) < --- < A\y(«) os
autovalores de A,,.

(a) Mostre que
A(@) = min{(Ayz : 2) ;5 [|z]3 = 1},

onde (:) denota o produto escalar usual de R".

(b) Supondo 1, xa, ..., xk, (1 < k < n)os autovetores correspondentes aos primeiros
k autovalores, mostre que

Ar(e) =min{(Aez:2); [|z]3=1, e (x : z1) =+ = (z : ;p_1) =0},
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(c) Mostre que as aplicagées a — \;(«), i = 1,...,n sao fungdes concavas definidas
em R (e consequentemente continuas).

Solugao: Sendo A, simétrica, o Teorema Espectral nos garante que A, possui n
autovalores reais.

(a) Consideremos a fungao quadratica x — F,(x) = (Asx : z). Observe que F, é de
classe C! e F/(z) = 2A,2. Como a esfera unitdria de R™ é compacta, existe z; tal
que ||z1||3 = 1 satisfazendo

Fo(z1) = min{F,(z); ||z|5 = 1}.

Pelo Teorema de Lagrange, existe Ay € R tal que 24,21 = 2A\1x;. Portanto z; é
autovetor associado ao autovalor \;. Multiplicando escalarmente esta ultima equagao
por x1, obtemos

M = (Aqzy i) = Fo(zq) = min{(Aam T ; ||x||§ = 1}7

isto é, A1 = A\().
(b) Vamos demonstrar este item considerando k£ = 2. A prova do caso geral é idéntica.

Pelo Teorema de Lagrange, existe xo satisfazendo as restrigoes ||x2||2 = 1, (x1 : z2) =0
e constantes reais Ay e p tais que

2Aax2 = 2)\233'2 + MU .

Multiplicando escalarmente esta equagao por o, obtemos (A,xs : x2) = Ag. Por outro
lado, multiplicando a mesma equacao por x1, obtemos

= (Aqzo : x1) = (2 : Aqz1) = M (a){za:21) = 0.

Portanto, A,zo = Aoxs. Como xo # 0, zo é autovetor associado ao autovalor Ao, e
concluimos como na etapa (a) que Aa = Az ().

Observe também que
{zeR"; ||z]|Z=1e (z:2) =0} C {z € R"; ||z]|3 =1} = Ai() < Xz(a).

(c) Para cada z € R™ vetor unitdrio, a aplicagdo a — (A, : x) = (Az : x) + o é uma
funcao afim. Logo, pelo Exercicio 4.32 (pag. 63), temos que cada um dos autovalores
Ai(a) é fungdo concava na varidvel a € R. Em particular, como consequéncia do
Teorema 4.22 (pag. 45), essas funcdo sao continuas.
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Sequéncias de Funcoes

Exercicio 10.1: Seja f3:[0,1] — R a funcao definida por

fr(z) = lim (cos klrx)?.
j—o0

Mostre que
| |
fk(x) {]_ Sexe{l/k,Z/k,,l},

0 senao

e que fi converge pontualmente em [0, 1] para a fungao

fla) = { 1 se x é racional,
0 se x é irracional.

Solugao: Seja Ay, = {1/k!,2/k!,...,(k—1)/k,1}. Entdao A; C Ay C ---. Se x € Ay,
entdao x = m/k! para algum m € N, m < k!. Assim

cos(k!mz) = cos(mm) = £+1

e consequentemente fi(x) = 1. Por outro lado, se x ¢ Ay, k!mx nao é multiplo inteiro
de 7, de modo que | cos(k!rz)| < 1. Como

: 2j
1 k! =0
m (cos(k!rz)) ,

concluimos que

(1 sexe€ Ag
Jr(x) = {O senao.

Fixemos x € Q, x = m/n. Se k > n, entdao k!/n € N, de modo que klrz = m(k!/n)mr é
multiplo inteiro de 7 e consequentemente fi(z) = 1 para todo k > n. Por outro lado,
se x ¢ Q, entdo = ¢ Ay, para nenhum k € N, de modo que fx(z) =0, Vk € N.

Portanto, fr p fem [0,1], onde f(z) =1sez € Qe f(x) =0 sendo.
H



116 Calculo Avancado

Exercicio 10.2: Dé exemplo de sequéncia de funcées sci que converge pontual-
mente para uma funcao que nao é sci.

Solugao: Seja f,:[0,1] — R definida por
_f1—nx se0<z<1/n
f"(x)_{O sel/n<z<1

E facil ver que f,, é continua (e portanto sci) em [0, 1] para todo n € N. Mas f,, p f
—

em [0, 1] onde

f(x>:{(1) sex =0

sel0<ax<1

que nao é sci em [0, 1].

Exercicio 10.3: Sejam {fi}ren € {gx }ren sequéncias de funcoes definidas em A C
R™ com valores em R™. Se {fr}ren € {gr}ren convergem uniformemente em A,
prove que {fr + gr}ren converge uniformemente em A. Se, além disso, {fx}ren €
{9k }ren sao sequéncias de fungoes uniformemente limitadas (isto é, ||fi(2)|| < a e

lgr(z)|| < B Vz € A, Vk), mostre que {¢y}ren definida por pi(z) = (fu(2); gr(z))
converge uniformemente em A.

Solucao: Dado € > 0 existe ky € N tal que se k,[ > kg, entao
| fe(z) — filx)] <e/2, Vze A
Analogamente, existe k1 € N tal que se k,l > ki, entao
lge(x) — qi(z)|| <e/2, Vze A.
Seja ko = max{ky, ko} e ¢x(x) = fr(z) + gr(z). Se k,1 > ks, entio
[6r(z) — du(2)]| <&, Vae A

Assim {¢ }r>1 ¢ uniformemente de Cauchy em A.
Seja i (z) = (fi(2); gr(z)), v € A. Entao

ok () — ei(@)] < [(fu@) = file); gu(@))] + [(fu(2); g (z) — 91(2))]
< Ifx(@) = fi@) [ gi() ]| + | Fu (@) [ lgr () = gi(2)]

Para € > 0 dado, existe ky € N tal que se k,l > kg entao

3

| fx(z) — fi(z)]| < 25" gk (z) — gi(x)|| < %, Vz € A.

de onde se conclui que {¢} é uniformemente de Cauchy em A.
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Exercicio 10.4: Verdadeiro ou falso?

(a) Se fr — f em A, entao {fi}ren é sequéncia de fungoes limitadas.

(b) Se fr — f em A, com A compacto e fi continua para todo k, entao { fi}ren é
sequéncia de fun¢oes uniformemente limitadas.

Solugao: (a) Falso! Considere f(z) = exp(z) + (1/k). E claro que f; p f em R,

onde f(x) = exp(x), mas nenhuma das fungoes f; é limitada em R. -

(b) Verdadeiro! Primeiramente, observe que f é continua, pois é limite uniforme de
fungoes continuas. Como estamos supondo A compacto, f é limitada em A, isto é,
existe My > 0 tal que

If ()|l < Mo, Vze A

Dado € = 1, existe ky € N tal que se k > kg

| fe(z) — f(2)|| <1, VaecA.

Portanto,
Ife(x)|| <1+ M, VreA, Vk>ko.
Como as fungoes fi, fo,. .., fr,—1 sao limitas em A, existem constantes M, ..., My, _1
tais que
Ifi(z)|| < M;, VzeA, Vji=1,... k —L
Logo,

| fe(z)|| < max{My, M,...,Mg,—1}, VexeA, VkeN.

Exercicio 10.5: Seja g:R — R funcao de classe C! e fi: A C R — R sequéncia
de fungoes uniformemente limitadas (isto é, | fx(z)| < a Vk eVx € A), tal que fr, — f
uniformemente em A. Mostre que g o fr, —> g o f uniformemente em A.

Solugao: Para x e k fixados arbitrariamente, temos do Teorema do Valor Médio:
9(fi(@)) —g(f(2)) = g'((1 = (@) fi(2) + A (@) f(2)) (ful@) = f(2)),  (10.1)
onde 0 < A\i(z) < 1. Observe que, para todo = € A e para todo k € N temos
(1 = Ak(@)) fe(z) + Ak(2) f(2) € [-20,2a].

De fato,
|(1 = Ak(@)) fro(@) + A (@) f(@)] < [fe(@)] + |f(2)] < 20

Como g é funcao de classe C, seja
M =max{lg'(§)|; € € [-2a,20a]}.
Entao temos de (10.1)

[9(fr(@)) = g(f(2))| < M| fi(z) — f(2)]

e concluimos a prova.
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Exercicio 10.6: Considere

Para que valores de = esta série é absolutamente (pontualmente) convergente? Em
que intervalos ela é uniformemente convergente? f é continua nos pontos em que a
série converge? f é limitada?

Solucao: Para cada n € N, seja

fn(z) =

k

8

2
11+l€

E claro que f, estéd bem definida para z € R\ {—1,—-1/4,...,—1/n%}. Além disso, é
claro também que f,,(0) = n para todo n. Consideremos entao o conjunto

A=R\{0,—1,-1/4,-1/9,...}
Afirmativa 1: f,, p fem A.
—
De fato, |1 + k%z| > k?|z| — 1 para todo x € R. Logo, para k suficientemente grande

< 1
~ kx| -1

1
1+ k2x

Como a série numérica (z estd fixado) > (k?|x| — 1)~! é convergente, concluimos que
{fn}n converge pontualmente em A.

E claro que {f,}» ndo é uniformemente convergente em A. De fato, {f,}, nao é
uniformemente de Cauchy em (0, +00) pois

fa(1/n?) — fo1(1/n®) =1/2, VneN.
Analogamente, {f,}, nao é uniformemente de Cauchy em (—o0,0) N A pois
—2/n* €A e |fu(=2/n°) = fu1(=2/n%)| =1, VneN.

Afirmativa 2: f, w f em [a,+00), Yo > 0.
E—
De fato, seja M}, = 1/ak?. Como
< My, Vz € |a,+00)

0o ———
— 14+ ak?x —

e como a série Y M) é convergente, o Teorema 10.12 nos garante a convergeéncia
uniforme de {f,}, em [, +00). Como j& sabemos que f, converge pontualmente para
f em A, provamos a afirmativa.

Afirmativa 3: f, KN fem (—oo,—B]NA, V5> 0.
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Suponhamos inicialmente 8 > 1. E claro que
11+ k%z| > k2| -1 >k*B—1>0, Vx€(—oc0,—f], VneN.
Como a série
oo
> e
2 _
p Bk?2 —1

é convergente, os argumentos na prova da Afirmativa 2 se aplicam.

Suponhamos 3 > 1/4. E claro que
11+ k%z| > k2| —1>k*8—1>0, Vze(—oo,—f], Vn>2.

Como a série

>
2 _
— Bk? — 1
é convergente, concluimos que { f,, },>2 converge para
Fla) = fla)~
x)= f(x) —
1+z

~ 1
fla) = Fo) +
uniformemente em (—oo, —f] \ {—1}.
Podemos repetir o argumento para § > 1/9,8 > 1/16,... para concluir a prova da

afirmativa.

Afirmativa 4: f é funcao continua mas nao é limitada em A.

Cada uma das funcoes f, é continua em A e a sequéncia converge uniformemente para
fem (AN (—o0,—p]) U[a, +0), Ya, 5 > 0. Portanto f é continua em A.

Para mostrar que f ndo é limitada em A, observe que se x < —1, entdo k?z +1 < 0
para todo k € N. Logo

1
< Vn > 1.
Fazendo n — 400 obtemos
1
<
f@) <
e a conclusao, visto que
1
lim = —00

rx—1— 1 +x
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rd . 7 . 2 .
Exercicio 10.7: Prove que a série > ;- ,(—1)"“ 4% converge uniformemente em

todo intervalo limitado, mas nao converge absolutamente em nenhum x.
Solucao: E claro que
»?+k 22 11
=4+ ->_
k2 k2 kT k
Portanto, para z fixado, a série (de termos positivos)

VreR, VkeN.

ap —

=22+ k
12

k=1
¢é divergente. Por outro lado, como a; > g > a3 > --- e ap — 0 quando k — 400, a

série alternada
o

2
Ttk
Z(_D 2
k=1
é convergente. Assim, se definirmos f,,: R — R por

falw) = S-S,

k=1

entao {fn}. converge pontualmente em R para a fungao

> 2+ k
o) = D

Seja A C R um conjunto limitado. Entao existe R > 0 tal que A C [—R, R]. Para
provar que {f,}, converge uniformemente para f em A, considere f,(z) = gn(z)+ Bn,

onde
gn(z) =Y (—1)F =z ¢ Bn= > (1) 7
k=1 k=1
Sabemos que a sequéncia {3, }, é convergente (de fato, 3, — In(1/2)). Como z%/k? <
R?/k? para todo x € A e a série Y 1/k? é convergente, o Teorema 10.12 nos garante
que {gn}n converge uniformemente em A. Logo, {f,}, converge uniformemente em

A.

Exercicio 10.8: Mostre que

1 0

0 —1 cosf) —senfb
X:[ } = eXp(eX):{senG COSQ:|.

Solucao: Primeiramente observe que X2 = —I, de modo que
X3=-X X*=I X°=X,....

Portanto,

0 k 02 o, 07 s
exp(0X) =) G XP=T+0X + X2+ X4
i !

92 94 93 95
_(1_E+I_...)]+(Q_ﬁ_}_ﬁ_...))(

= (cos6)I + (sen )X
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Exercicio 10.9: Sejam M o espaco das matrizes de ordem n x n, f : M — M
a funcao f(X) = exp(X). Mostre que, para todo Xy, € M, existe 6 > 0 tal que
U = f(Bs(Xo)) é aberto em M e f é invertivel em Bs(X,). Assim, podemos definir a
fungao X — In(X) para X € U. Mostre que g(X) = In(X) é diferencidvel em U com
g'(X)=X""

Solugao: Pelo Teorema 10.11 (pag. 182), a funcao f(X) = exp(X) é diferenciavel
(e portanto necessariamente continua) em M e f/(X) = exp(X) = f(X), para todo
X € M. Logo, f é de classe C1(M) (é de fato de classe C°°(M)) e fixado Xy € M,
f(Xo) : M — M é tal que f'(Xo)H = exp(Xo)H, para todo H € M.

Pela Observagao 10.3 (pag. 182 do texto), f'(Xg) é invertivel. De fato,

Y = f(Xo)H =exp(Xo)H <= H=-exp(—Xo)Y = f'(Xo) Y.

Portanto, estamos nas condigoes de aplicar o Teorema da Fungao Inversa; segue do
Teorema 8.4 (pag. 145 do texto):

(a) Existe 6 > 0 tal que U = f(Bs(Xo)) ¢ aberto;
(b) f:Bs(Xo) — U é difeomorfismo de classe C>°(M).
Se g denota a inversa de f, g é de classe C>°(M) e g(f(X)) = X para todo X € M.

Temos X = g(Y') € Bs(Xo) se, e somente se, Y = exp(X). Logo, pela regra da cadeia,
g(f(X) =X =g (f(X)f'(X) =g (V) f(X) =1,
eg(V)=f(X)" =exp(X)"' =Y.

Exercicio 10.10: Seja M = M,,x,, e considere X € M tal que || X|| < 1.
a) Mostre que I + X é invertivel.
b) Mostre que a série de poténcias Y ;o ,(—1)*X* converge pontualmente para (I +
X)~t em By(0).
c) SejaZ = {X € M ; X éinvertivel } e f:7 — M a funcao f(X)= X~1. Mostre
que f é diferencidavel em T e calcule f'(X).
Solugao: (a) Veja Exercicio 7.2(iii) (pag. 128 do texto).
(b) Seja
k
V=) (-1X7I=T-X+X*>— -+ (-1)Fx"
5=0
Entao, é facil ver que
I+ X)Y;, =1+ (-1)FXF
Como (I + X) é invertivel, obtemos
V=T +X)"' + (-DFI + X)) xFL
Portanto,

15 = (T +X)7H < 12+ X)X

Como estamos supondo || X || < 1, entao

lim || X||* =0

k—+oco
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e concluimos que
lim Y, =T +X)!

k—+o00
isto é,
oo
(I+X)7 =) (-1)7Xx7.
7=0
(Observe a semelhanga com a soma dos termos de uma Progressao Geométrica de
nimeros reais 1 —x + z? — 23 4+ .- = (14 )~ !, vélido para |z| < 1).
(c) Seja X € Z. Para H € M, podemos escrever X + H = X (I + X~ 'H). Pelo item
(a), se || X 1H|| < 1, entdao I + X "' H ¢ invertivel e

(X+H) ' '=T+Xx'H)'Xx 1

Pelo item (b),

Logo,

(10.2)
=Xt -Xx'HXx! +Z XHY XL

Como a aplicagao H — X 'HX 1 é linear em H, podemos escrever (10.2) na forma
f(X+H)=f(X)-X'"HX ' +¢H),

onde

- Sy

7j=2
A funcdo f(X) = X! sera diferencidvel com derivada f/(X)H = —X 'HX ! se
e(H) definido acima for o(H).

De fato,
X1
le(H) < -
1— || XM H]|

1|2

Portanto, considerando H € M tal que

1 1
H
171 <mm{2 X 1!\}

leCA)]]
1]

temos

< 2IX PN H]).
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Exercicio 10.11: Seja A € M, «,(R) e considere a matriz exponencial exp(fA).
Mostre que:

(a) % exp(fA) = Aexp(AA) = exp(fA)A.

(b) det[exp(A)] = et A,

Solugao: (a) Fixemos A € M,,«,, e consideremos ®,, : R — M, ,, definido por

Observe que ®,, define uma curva diferenciavel no espaco das matrizes M, «,, e
n—1 Gk
o (0)=A> EA’“ = AD,_1(0) = D,_1(H)A.
k=0

Para m,n € N tais que m > n, temos:

— 10"
0n(0) = B (O)llatn < D Al
k=n-+1
m—1 |9|k
197,,(6) = @7, (O) |t < I AN D FHAH%RW
k=n

Logo, {®,} e {®]} sdao sequéncias de Cauchy em M, ,. Sabemos que ¢, — P
uniformemente nos compactos de R, com ®(0) = exp(#A). Logo, ), — ¥ uniforme-
mente nos compactos de R, com ¥(0) = AP(A). Pelo Teorema 10.6 (pag. 173), ® é
diferencidvel e ®'(6) = ¥(#). Assim, concluimos a prova de (a).

(b) Lembrando que se g(A) = det(A) e A é invertivel, entao g'(A)H = tr(A~1H)g(A).
Entéo, se ¢() = det(®(6)), temos pela Regra da Cadeia e do item anterior,

'(0) = g'(2(6))2(0) = tr((0) " 2'(0)) ¢ (0)
= tr(exp(—0A)Aexp(04))p(0) = tr(A)p(6).

Portanto,
¢'(0) = tr(A)p(0) = @(0) = Ce" ™

Como ¢(0) = det(exp(O)) = det(I) = 1, concluimos que C = 1.

Exercicio 10.12: Mostre que

i fall, = Joll

uniformemente nos compactos de R™.

Solugao: Para cada p € [1,4+00) seja fp(z) = ||z||,. Para cada z fixado em R", temos

lz]loe < fola) < NYP||z] oo
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Como n'/? — 1 quando p — 400, concluimos que fp(x) converge pontualmente em
R™ para a fungao f(z) = ||| co-

Seja K C R™ um conjunto compacto. Vamos mostrar que {f,}, é uniformemente de
Cauchy em K. Sejam p,q € [1,+00) e suponhamos ¢ > p. Entao

F(@) = fo@)] < (0 =1) Jalloe, Vo€ K
Como K é limitado, existe R > 0 tal que ||z] < R para todo x € K, de modo que,
(@) = fol@)| < (R =1) R, Vo e K.

Sabemos que n'/? — 1 quando p — +oo. Logo, dado ¢ > 0, existe py > 1 tal que se
p > po entdo n'/? — 1 < ¢/2R. Portanto, se ¢ > p > po, entdo |f,(z) — f,(x)| < € para
todo x € K, como queriamos provar.

Exercicio 10.13: Seja f: R” — R” tal que f(0) = 0 e considere { fi } a sequéncia
definida por fi: B — R",

ful@) =kf(7) VeeB,

onde B ={z € R"; 1 <|z|| < 1}. Mostre que se {fy}x converge uniformemente em
B para uma transformacao linear L: R™ — R™, entao f é diferenciavel em 0.

Solucgao: Por hipdtese, dado € > 0 existe ky € N tal que se k > ky entao
[fx(x) — L(z)|| <&/2, Vze A
Pela definicao de f, temos, para k > ko,
x x
17) = LI < e/2k, Vo e A

Seja e(h) = f(h) — L(h) e, para e > 0, § < 1/ko. Entao, se ||h|| < §, podemos escolher
k > ko de modo que 1/2k < ||h|| < 1/k, de forma que x = kh € A e, consequentemente,

le(m) _ 1I£(h) = LA
7] 7]

<e€
Como f(0) = 0, podemos escrever f(h) = L(h)+¢€(h) e concluimos que f é diferenciavel
em 0.

Exercicio 10.14: Seja K C R" compacto e {fi}ren sequéncia de funcoes reais
continuas convergindo pontualmente em K para uma funcao continua f. Se

fe(x) < frp1(x), Vee K, k=1,2,...

mostre que a convergéncia é uniforme. Mostre que o resultado é falso se K nao é
compacto.
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Solugao: Seja ¢ > 0. Para cada x € K existe k., € N tal que se k& > k,, entao
f(z) = fr(x) < /3. Além disso, da continuidade de f e fi, , podemos escolher 0, > 0
tal que se ||y — z|| < ., entdo
1f(y) = flo)] <e/3
| fro () = fr. (2)] < &/3

Pela desigualdade triangular, se ||y — x| < 0., entao

|f(y) — fr. (y)] <e.

Como K é compacto, existe uma familia finita {x1,x2,...x,} de pontos de K tal que
K C U Bs, (7;). Seja ko = max{ky,,kz,,..,kz,}. Sey € K entao y € Bs, ()
para algum ¢ =1,...,n e se k > ko, temos

0< f(y) = frly) < fY) = froy) < f(y) = fra, (v) <&

O resultado é falso se K nao é compacto. Por exemplo, considere K = [0,+00) e
fr: K — R a funcao definida por

1 se0<z<k
fk(@Z{k%—l—:c sek<r<k+1
0 sek>k+1

Entao fj converge pontualmente para a fungao constante f(z) =1, f; < fo <---. No
entanto, fr nao converge uniformemente para f, pois

sup | fr(x) — f(z)| = 1.
zeK

Exercicio 10.15: Seja {px}ren a sequéncia de polinémios definida recursivamente
por

(a) pr(z) = x/2;

(b) prt1(z) = pr(z) + 3 (z — pr(2)?), k €N.

Mostre que py(x) < pa(z) < --- < y/z para todo x € [0,1] e conclua que a sequéncia
{pk }ren converge uniformemente em [0, 1] para a fungao f(x) = /x.

Solugio: Provemos por inducio. E claro que 0 < pi(z) < /z, para todo z € [0,1].
Suponhamos entao

pre-1(z) <pr(z) e pea(z) <Va, Yo e[0,1].
Da segunda desigualdade acima, obtemos
1
pe(z) <V = 2 —pip(2)®> >0 = proa(w) = pr(z) + 5(00 — p()?) > pr(z).
Por outro lado,

pr@) SVE<1 = 1-p(@) 21—V = (1-p(a)’ > (1-Va)
= 1= 2pg(2) +pr(2)? > 1 -2z +2

= Vx> pr(x)+ %(:U —pk(fﬁ)z) = pr+1(T).






11

O Espaco C(K;R™)

Exercicio 11.1: Sejam g:R — R e 9:[a,b] — R funcées continuas. Mostre que o
funcional

b
J:C([a,b];R) = R, J(f) :=/ Y(2)g(f(z)) de
é continuo em C([a, b]; R)

Solugao: Se ¢ = 0, nada temos a provar. Para 1 nao nula, seja M = f; |(x)| d.

Sejam fo € C([a,b];R) e € > 0. Definimos R = || fo|| + 1. Como g é uniformemente
continua no compacto [—R, R], existe §; > 0 tal que

l9(s1) — g(s2)] < %

para todo s1, $2 € [—R, R] satisfazendo |s; — so| < d;.
Consideremos § = min{dy,1}. Entdo, se h € C([a,b];R) ¢ tal que ||h]/o < §, temos

b
[J(fo+h) = J(fo)| < / [W(@)] [g(fo(x) + h(z)) = g(fo(x))| dz < e

e concluimos que J é continuo em fj.

Exercicio 11.2: Sejam J;: C([a,b;R) — R, i = 1,2,3 os funcionais definidos
abaixo.

= bCOS T X = bif('x) €T
Jl(f)_/a f( )du JQ(f>_/a \/Wd,
b
J3(f) = / f@Pdz, (p>0).

Mostre que Jy e Jy sao funcionais uniformemente continuos e que Js é uniformemente
continuo se e somente se p = 1.

Solucgao: E claro que os funcionais Jy, Jo e J3 s@o continuos, pois gi(s) = coss,
g2(s) = s/(1+ s?) e g3(s) = |s|P, (p > 0) sdo fungdes continuas.
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Provemos que J; e Jy sao uniformemente continuos. Primeiramente observemos que,
para i = 1,2, |gi(s)] < 1 para todo s € R. Logo, pelo Teorema do Valor Médio,
lgi(s1) — gi(s2)| < |s1 — s2|, quaisquer que sejam s, s5 € R, de modo que, quaisquer
que sejam f1, fo € C([a,b];R), temos

19:(f1(2)) = gi(f2(@)| < |fi(@) = fo(@)]| < || f1 = folloos V2 € [a, ).

Portanto, dado £ > 0, basta tomar § < /(b — a) para se concluir que
[J(f1) = J(f2) £ (b= a)llfr — follw <&

se ||f1 — f2lleo < 0.

Provemos que J3 é uniformemente continuo se p = 1. Como vimos no Capitulo 2,
J3(f) = ||flli é uma norma em C([a,b];R). Portanto, da desigualdade triangular
temos

[J3(f1) = Js(f2)l = [[[falle = I falla) < Ny = fally < (b= a)llfr = folloo-

Provemos agora que J3 nao é uniformemente continuo se p # 1.

Suponhamos por absurdo que J3 seja uniformemente continuo. Entao, para ¢ = 1,
existe § > 0 tal que
|J3(f1) — J3(f2)] <1 (11.1)

para todo fi1, fa € C([a,b];R) satisfazendo || f1 — fallee < 0.

Para cada ¢ > 0, consideremos f. a fungao constante f.(z) = c¢. Entao, |J5(f.,) —
J3(fe,)] < 1 quaisquer que sejam cp,cy tais que [c; — co| < 0. Em particular, se
0 < p < 6 entao

| J3(fern) = J3(fe)l <1, Ve>0.

Por outro lado, J(feyy) — J(fe) = (b—a)((c+ p)P — ?) e temos, em particular
(b—a)l(c+p)? —c?|<1 se Ve>0. (11.2)
Pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (¢, ¢+ u) tal que
(c+ ) — @ = pe 1 > prin{e®, (e + )P}, (11.3)
De (11.1), (11.2) e (11.3), obtemos

1
min{cp_l,(c+u)p_1} < m, Ve > 0

ou equivalentemente

1/p—1
1
} Ve>0 se p>1,

< [o=a

(c+p)> {(64

1/p—1
} Ve>pu>0 se p<l,
—a)p

o que é um absurdo.
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Exercicio 11.3: Seja K C R™ compacto e J: C(K;R) — R um funcional. Mostre
que J é continuo em fy <= para toda sequéncia {f} em C(K;R) tal que fr, — f
uniformemente em K entao J(fi) — J(f).

Solugao: Suponhamos J continuo em fy. Dado € > 0, existe § > 0 tal que se
If = follse <0 tem-se [J(f) — J(fo)| <e.

Seja { fx}r sequéncia convergindo uniformemente para fy em K. Entao existe kg € N
tal que se k > ko, ||fx — folloo < 0 e consequentemente |J(fx) — J(fo)| < e.

Reciprocamente, suponhamos que J nao seja continua em fy. Entao existe g > 0 tal
que, para todo § > 0, existe f5 € C(K,R) satisfazendo

1/ = follo <0 e [J(f5) = J(fo)| = co-

Para cada k € N, seja § = 1/k. Entao existe fr € C'(K,R) satisfazendo

= folloo <3 & 1T00) = (o)l 2 <o

o que significa que fj converge uniformemente para fo em K mas J(f) ndo converge
para J(fo).

Exercicio 11.4: Seja V = C([a,b]; R) e considere os conjuntos definidos abaixo:
(a) FL ={¢ € V;|p(x)] <1+ [ |6(s)| ds}.

(b) Fy= {6 € V'  derivével, §(a) = 1,0 < &/(x) < 6+ (x)}.

(c) F5={¢ € V; ¢ derivavel, ¢’ € F;}.

Quais sao fechados? Quais sao limitados? Quais sao compactos?

Solugao: (a) Fj é fechado e limitado em V', mas nao é compacto. Para provar que F}
é fechado, seja ¢ € F| e ¢, € F; tal que ¢,, u ¢ em [a,b]. Entdo ¢, () — ¢(z) para
%

todo = € [a,b]. Além disso, pelo Teorema 10.8,

/:0 b (5)] ds — /:0 6(s)|ds Va € [a,b]

Logo, .
b@) <1+ / 16(s)] ds

e concluimos que ¢ € F.

Para provar que Fj é limitado, observemos que a desigualdade de Gronwall (veja
Lema 11.14) nos garante que

peF, = |pz)<e* <€’ Vzela,b].

Portanto, se ¢ € I} entdo ||¢| e < €’ e concluimos que Fy é limitado em V.

Para mostrar que F} nao é compacto, considere

_Jn(r—a) sea<z<a+1/n
Pn(7) = { 1 senao (11.4)
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E claro que ¢, € I} para todo n € N. Com efeito,

/x [6u(s)|ds = {"<w—a>2/2 sea<a<atl/n (11.5)

x—a—1/2n sendo
Observe que se x € [a,a+ 1/n] entdo 0 < n(x — a) < 1, de modo que
n 2
n(z—a) <1+ E(m—a) . (11.6)

Por outro lado, se € [a + 1/n,b], entdo x —a > 1/nex—a—1/2n>1/2n > 0, de
modo que

1<14(x—a—1/2n). (11.7)
Comparando (11.6) e (11.7) com (11.4) e (11.5), concluimos que ¢,, € F}.

Suponhamos por absurdo que Fj seja compacto. Entao a sequéncia definida por
(11.4) possui subsequéncia convergindo uniformemente para alguma fungao ¢ € Fy (¢
necessariamente continua). Como a convergéncia uniforme implica na convergéncia
pontual, temos tambem ¢,, p ¢ em [a, b].

—

Podemos verificar diretamente que ¢,, converge pontualmente para a funcao

0 sex=a

¢(z) = {1 se z € (a, ]

que é descontinua em x = a, o que é uma contradicao.

Observe também que a sequéncia {¢,}, nos permite mostrar que F; nao é equiconti
nuo. De fato, se F; fosse equicontinuo, terfamos para ¢ = 1/2 a existéncia de § > 0
tal que

|¢n(m)_¢n(y)| <1/2 se |x_y| <57 Vn € N.

Mas paran > 1/§, x =a ey =a+ 1/n temos |z — y| < § e no entanto
‘(bn(x) - (bn(y)‘ =1>¢o.

(b) F; é limitado e equicontinuo, mas nao é fechado em V.

Provemos que F» é limitado. Se ¢ € Fy, entao ¢ é fungao crescente pois ¢'(z) > 0.
Em particular ¢(z) > 1 para todo x € [a, b]. Logo,

pelFy, = ¢x)—9¢()<0, Vre/ab). (11.8)
Integrando (11.8) de a a x, obtemos

pEF, = 1<é(x)<e™ <™ Vrcla,b),

e concluimos que F é limitado (pois ||@e < €°7%).

Para provar que Fj é equicontinuo, observamos de (11.8) que se ¢ € Fy entao 0 <
¢ (z) < €72 e a conclusdo segue do Teorema do Valor Médio.
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Para verificar que F5 nao é fechado, considere a sequéncia
fn(x) = e"@=D/(FD g e [a, b].

é facil ver que ¢, € F para todo n € N e que ¢, converge uniformemente para
¢(x) = e*~* que nao pertence a Fj.
Observe que, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, podemos afirmar que F, é compacto.

Observe também que, contrariamente ao que se poderia pensar

iE§{¢eV;¢¢mmmm¢my:Log¢u)§M@}

Por qué ? Quem é entdo Fy ?
(¢c) F3 é equicontinuo, mas nao é fechado nem limitado.

Provemos que F3 é equicontinuo. Se ¢ € F3, entao ¢ € C* ([a, b],R) e, da desigualdade
de Gronwall, |¢/(z)| < e* < €®, Va € [a,b]. Pelo Teorema do Valor Médio,

|6(z) — o(y)| < |z —yl, Va,y € [a,b]

e concluimos que Fj3 é equicontinuo.

Provemos que F35 nao é limitado. Podemos supor sem perda de generalidade que a = 0
e b= 1. Considere ¢, (z) = e + n. E claro que

¢%($):6x=1+/x68d8=1+/m¢;(s)ds,

0
que mostra que ¢, € F3. Como ||¢, || > n para todo n € N, concluimos que F3 nao
¢é limitado.

Provemos que F3 nao é fechado. Podemos supor sem perda de generalidade que a = —1
e b= 1. Considerremos a sequéncia

0 se x € [—1,—1/n]
fo(x) =< (nx+1)2/4n sex € [-1/n,1/n]
x se x € [1/n,1]

Entao podemos verificar que f,, € F3 e que f, — f em [—1,1], onde f(x) = 2™ que
nao pertence a F3 pois nao é derivavel.

Vale observar que as fungoes f,, foram obtidas colando curvas de Bézier da forma
(1—-1)2A+2t(1 —t)B+t2C, onde A = (—1/n,0), B(0,0) e C = (1/n,1/n).

Exercicio 11.5: Seja X = {f}ren, onde fi: [0, +oo[— R é definida por
fr(x) =sen v/ + 4k372.

a) Prove que X é equicontinuo e uniformemente limitado.

b) Prove que f; — 0 pontualmente, mas nao converge uniformemente em [0, +oo[.

(Qual a incoeréncia com o Teorema de Arzela-Ascoli?)



132 Calculo Avancado

Solugao: Provemos que X é equicontinuo. Se fr € X', temos do TVM

cos \/& + 4Am2k?

2,/& + 4m2k?

[fr(y) = ()] =

1
Iw—ylé—ﬁkv—y\

para todo k € N e para todo z,y € [0,+00). Logo, para ¢ > 0 dado, basta escolher
0 < 4me para concluir que X é equicontinuo.

Provemos que fi converge pontualmente para zero em [0,+oc). Para x qualquer
fixado, podemos escrever

/ x
\/.I+47T2k52:2k577' l—f—m, Vk/‘GN

Como v/1+ h <1+ h/2 para todo h > 0, temos
2km < A/ x + 4n2k? < 2km (1—1— 8]542) , VkeN.
7r
Para k suficientemente grande (dependendo do valor de z), temos x/4km < 7 /2 e como
a fungao s — sen s é crescente no intervalo [2k7, 2km + /2], temos

sen 2km < sen v/ x + 4k%7m2 < sen <%) , VkeN,
T
isto é,
0 < fr(z) <sen <ﬁ> , VkeN.
Fazendo k — +oo obtemos fi(z) — 0.

A convergéncia nao é uniforme, pois para zp = 2k72 + 72/4 temos fi(zi) = 1.
Portanto, || fx|lcc = 1 para todo k.

Observe que nao hé incoeréncia com o Teorema de Arzela-Ascoli, pois [0, +00) nao é
compacto.

Exercicio 11.6: Mostre que se f:[0,1] — R é funcdo continua tal que

1
/ flx)z"dx =0, n=0,1,2,...,
0

entao f(x) =0 em [0, 1].

Solugao: Pela linearidade da integral, temos

/0 J(@p(a)dz = 0

para todo polinomio p(z). Pelo Teorema de Weierstrass, existe uma sequéncia de
polinémios {pk }r que converge uniformemente para f em [0, 1].

Como fpj, converge uniformemente para f2 em [0, 1] temos do Teorema 10.8,

k——+o0

/01 f(x)*dr = lim /01 F(@)py(2)dz = 0.

Portanto, f(x) = 0 para todo x € [0, 1], como queriamos provar.
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Exercicio 11.7: Seja fi:[0,1] — R a solucao do problema de valor inicial:

Y
1+ y27 y( ) ag
Se aj — a, mostre que fr — f uniformemente em [0, 1], onde f:[0,1] — R é a solucao
do problema de valor inicial:

y/

/ Yy
V=1 y(0)=a (11.9)

Solugao: Como a; — a, existe R > 0 tal que |agx| < R para todo k € N (toda
sequéncia convergente é limitada). Seja X = {f1, fa,...}.
Afirmativa 1: X é limitado em C([a, b]; R).

De fato, fr € X se, e somente se,

Lo Fu(s)]
A < lal+ [ P s <l + [ 6] ds

Aplicando a desigualdade de Gronwall (veja Lema 11.14), temos
|fe(z)| < |ax|e® < Re, Vx €][0,1],Vk e N.
Portanto, || fx|lcc < Re para todo k € N e demonstramos a afirmativa.

Afirmativa 2: X é equicontinuo.
De fato, (supondo y > x)

Yy
) = o) = | [ 250 as| < [ o)l as < Rely - .

Portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, X é compacto em C ([0, 1];]R) e podemos
extrair uma subsequéncia { fx; }; de X’ tal que

fk].gf em [0,1], feAX.

Pelo Exercicio 10.5, temos
Ik, . f
L+ fi — 1+ f2

e, como consequéencia do Teorema 10.8,

/Oxlfkfk —>/ 1+f

de modo que, fazendo k; tender a infinito em (11.10), temos
AC)
T)=a-+ ———ds
1@ =0+ [

e concluimos que f é solugao do problema de valor incial (11.9)

em [0, 1]

Pelo Teorema de Picard (Teorema 11.2), o problema de valor incicial (11.9) possui
uma dnica solugdo. Logo, a sequéncia inteira {fy}x converge para, como queriamos
provar.
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Exercicio 11.8: Considere a sequéncia {c;}i—o

.....

P(x) = ag(z —x0) T+ +ap1(z —20_1)"

satisfaz ¢ (z;) = f(x;), j=0,1,...,n.
Solugao: Faremos a prova por inducao. Primeiramente, observemos que 1 (x1) =
ag(x1—x9) = f(z1). Suponhamos a propriedade vélida para k—1: ¥(xx—1) = f(zr_1).

Como
i—1 i—1 i—
Y(z;) = Zaj(wi — ;) = Z 5
Jj=0 j=0
para todo ¢ = 1,2,...,n, podemos escrever
k—1 k—1
k 1
Y(zk) = 52%’ — 5 2.0
7=0 7=0
k—2 k—2
k—1 1
V(@r-1) = —— D) o — ZJ%
7=0 7=0
Portanto,
= I k—2
Ylar) ==Y o+ —ag1—— | > joj+ (k= ak
=0 =0 (11.11)
k—1 k—1
= Panma) + - 0y = flano) + F@) + 3o
k—1 n =~ J k—1 1 p J

S = Y gen) S~ Yo Ce) — Gy

obtemos, apds substituir em (11.11), ¥(zx) = f(xk), como queriamos provar.

Exercicio 11.9: Seja V = C([0,1};R) e J:V — R o funcional definido por

1
1

a) Mostre que J é continuo em V.
b) SejaX = {f € V; f(0) =0e f é fungao Lipschitz continua com constante L > 0}.

Mostre que existe f € X tal que J(f) =min{J(f); f € X'}.
c) Calcule f.
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Solugao: (a) J é funcional continuo por consequéncia direta do Exercicio 11.1, visto
que g(s) = 1/(1 + s?) é continua em R.
(b) X é equicontinuo, visto que, dado € > 0, basta tomar ¢ < e.

X é limitado. De fato, se f € X, entao |f(x)| < Lz < L, para todo x € [0,1]. Logo,
| fllc <L para toda f € X.

X é fechado. De fato, se f,, é sequéncia de X que converge uniformemente para f em
[0, 1], é facil concluir que f € X.

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, X é compacto. Como J ¢ continuo, J atinge o minimo
em algum f € X.

(¢) A fungao g(s) = 1/(1+ s?) é par, positiva, decrescente em [0, +00) e tende a zero
quando |s| — +o00. Portanto, devemos escolher f € & tal que f(z) seja mdximo em
X(z) = [~ Lz, Lz]. Como a fungdo = — Lx pertence a X, temos f(z) = Lx e

J(?)—/léd —lacta 1
B A U

Exercicio 11.10: Seja V = C([a,b];R) e J:V — R o funcional definido por

:{fflf(:v)\dw se f#0,
Q se f =0,

onde o € R. Para que valores de o J é funcional semicontinuo em V7

Solugao: Por argumentos andlogos aos usados na solugao do Exercicio 4.26, prova-se
que J é s.c.i. se, e somente se, para cada f € V temos J(f) < liminf,_, . J(f,) para
toda sequéncia {f,}, de V que converge uniformemente para f em [a, b].

Vimos no Exercicio 1 deste Capitulo que o funcional

b
f%/ ()] da

é continuo em V. Logo, se f, u f em [a,b], entao
%

b b
Jim [ s @lde = [ @) de

Portanto, J é s.c.i. em V se, e somente se, a < 0.

Exercicio 11.11: Sejam v: [a,b] — R funcdo continua e g: R — R funcao de classe
C'. Mostre que o funcional

J: C([a, b]; )—)]R

/¢

é diferencidvel em C([a,b];R) e que J'(f)h = f;¢(m)g’(f(m))h(x) dzx.
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Solugao: Fixemos f € V = C([a, bl; R). E claro que se h € V, a aplicacao
2= U(2)|g(f(@) + h(2)) = g (f(@)) =g/ (f())hla)|
é continua em [a, b]. Portanto, podemos definir o funcional e: V' — R
b
= [ v@o(t@) + b)) - g(@) ~ g G| de (1112
Pelo TVM, temos
9(f(@) + h(z)) = g(f(2)) = ¢ (f(z) + toh(z))h(z),
para algum t, € (0,1). Portanto,
/ V(@[ (F() + toh(a)) — o (£(2) | bz do.

Tomando o valor absoluto na igualdade acima, temos

h)| < (/ (@) g (f(x) + toh(z)) — g'(f(2)] dw) 172]] oo

e consequentemente

()| _ [ B
Il </ (@) 19 (f(2) + teh(2)) — g (f(2))] da.

Seja R = ||flloc +1, M = fa |t(x)| dz e e > 0. Como g’ é uniformemente continua
m [—R, R], existe ;1 > 0 tal que |¢'(§) — ¢'(n)| < /M V&, n € [-R, R] satisfazendo
€ —nl <ér.

Se considerarmos § = min{dy,1} e h € V tal que |||~ < J, entdo

|f(x) +tz:h(z)| <R e |h(z)]<R, Vzé€lab.
e consequentemente

‘g'(f(x) + t h(x) —g’(f(m)))‘ <e/M, Vz € [a,b].

Assim, se ||h]|o < 0, concluimos que
h
el . (11.13)
Para f € V fixado, o funcional

hes / b(x)g' (f(x))h(z) da

é linear e continuo. Portanto, de (11.12) e (11.13) concluimos que J é diferenciédvel e

- / $(@)g' (f(x))h(z) dz.
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Exercicio 11.12: Seja V = C([0,2];R) e considere o funcional J:V — R definido
por

2
zf(z)
J(f) = / ——d.
0 1+ f(z)?

a) Mostre que J é funcional continuo em V;

b) Mostre que J é diferencidvel em V e calcule J'(f)p;

c) SejaX ={f eV f(0)=0,f2)<le|f(z)~ fy)| < |z —y|l Va,yel0,2]}.

Mostre que X é compacto em V.

d) Calcule fy em X tal que J(fo) = max{J(f); f € X}.
Solugao: (a) A continuidade de J decorre diretamente do Exercicio 11.1, pois g(s) =
s/v1+ s? é continua em R e ¢(z) = x é continua em |0, 2].

Como g(s) é de classe C* em R e ¢/(s) = 1/(1+ s2)3/2, concluimos do Exercicio 11.11
que J é diferenciavel e

e [
VO |, G

A compacidade de X’ decorre do Teorema de Arzela-Ascoli. De fato, X é equicontinuo,
pois para € > 0 dado, basta tomar 0 < § < e. Como X é fechado e limitado em V/,
temos a compacidade.

(c¢) Da compacidade de X' e da continuidade de J, podemos garantir que existe fy € X
ponto de maximo global de J em X.

Para calcular fy, devemos observar que g(s) = s/v1+ s? é crescente em [0, +00).
Assim, fy deve ser tal que, para cada = € [0,2], fo(x) seja o maior valor possivel em
X (x). Portanto, devemos tomar

oz se z € [0, 3]
fo(x>_{3—m seme[%,a]

Exercicio 11.13: Seja V = C([a,b];R) munido da norma || ||« e considere o
conjunto X C V das fungoes que satisfazem as seguintes priopriedades:

(a) f(a) =0;
b) para cada f € X, existe ay € [1/2,1] tal que
(b) p ! q

|f(x) = fy)| < |z —y|*, Va,y € [a,b].

Mostre que X é compacto em V.

Solugao: Provemos que X' é Imitado. Se f € X, existe oy € [1/2,1] tal que
|f@)]=1f(z) = fla)] < |z —a|* < max{b—a,Vb—a}.

Provemos agora que X é equicontinuo. Dado € > 0, seja . > 0 solucao de d + Vi =e.
Se |x —y| < d. e f € X, entao

1f(@) = f@)| <z —yl* <z —yl+ ]z —y| <6 + Vi =e.
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Logo, X é relativamente compacto em V. Para provar que X é compacto, é sufi-
ciente mostrar que X é fechado. Seja {f,}neny uma sequéncia em X tal que f, — f
uniformemente em [a, b]. Por hipétese, existe a,, € [1/2,1] tal que

|fu(z) = fo(y)| <z —y[*, Vz,y € [a,b]. (*)

Como {ay, fnen € limitada, podemos extrair uma subsequéncia o, que converge para
ag € [1/2,1]. Entao, passando ao limite em (%) com k — +o0, temos

[f(@) = fWI < |z —yl*, Vz,y€la,b].
Logo, f € X e assim concluimos a prova.

Exercicio 11.14: Seja zg € [a,b] e J: C([a, b];R) o funcional de Dirac definido por
J(f) = f(xo). Mostre que J € linear e continua. Em particular, J é diferencidvel e
J'(f)h = J(h).

Solucao: E claro que J(af + Bg) = aJ(f) + BJ(g), para todo f,g € C([a, b];R) e
para todo «, 8 € R. Além disso,

() = J(g)l = [f(@0) = g(xo)| < [If = 9llow
e concluimos que J é Lipschitz continua. Portanto, J é diferenciavel e
J'(f)h = h(zo), Vhe C([a,b];R).

isto é, J'(f) = J para todo f € C([a,b];R).

Exercicio 11.15: Seja f:R x R® — R" uma funcdo continua satisfazendo a
seguinte propriedade: para cada M > 0, existe Ly; > 0 tal que se ||z, |ly|| < M,
entao

1£(t,2) — Ft )l < Ladlle — ll, Ve R (11.14)
a) Mostre que para todo xy € R™ existe T*(x¢) > 0 e uma tinica curva ~y: [0, T*(xo)[—

R™ diferencidvel em |0, T*(x)[ satisfazendo

{7’(t) = f(t.2(®), vt €]o, T (o)l (11.15)

b) Mostre que se T*(xg) < 400, entao

li 1) = .
im0 = +oc

¢) Mostre que a aplicagao T*:R™ — |0, +00] é semicontinua inferiormente.

Solugao: Vamos denotar By; = {x € R™; ||z|| < M}. Por hipétese, para cada M > 0
existe Ly; > 0 tal que se x,y € By, entao

1 (t,2) = F(t )|l < Lulle —yll, VEeR.
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Vamos definir a funcao L: [0, +00) — R por
L(M) = inf{L; [|f(t,2) = ft,9)| < Lallz —yll, Yo,y € Bar, V¢ € R}
E claro que L é crescente em [0, 4-00), L(0) =0 e
1f @& x) = f@y)ll < L(M)|z —yll, Va,y € By, Vi€R.

Se a fungao L(M) é limitada, entdo f é globalmente Lipschitz uniformemente em ¢
(veja Teorema 11.2).

(a) A prova deste item serd feita em trés etapas:
Etapa 1: Continuidade em relagao aos dados inciais e unicidade de solugao.
Seja x1,22 € R™ e 71,72 € C([O,T];R”) tais que

{v&(t)zf(tmu)), te(0,T),j=1,2
7(0) = z;

Denotemos M; = max{|v;(t)|; t € [0,T]} e M = max{M;, Ms}. Entao,

306 =20 < llon = a2l + [ 17(s72(6) = £(5,75)] s
< flos =l + 2O [ () = (o) ds

Pela desigualdade de Gronwall (vela Lema 11.12), temos
71 (t) =22 @) < lley — a2lle"00, vt € [0, T,

de onde conluimos que

71 = Y2lloe < [|l71 — Bo2||XDT

e a continuidade das solucoes em relacao aos dados iniciais. Em particular, se z1 = xo,
temos 1 = 79 e a unicidade.

Etapa 2: Existéncia de solugoes locais.
Seja a = max{|| f(s,0)| ; s € [0,1]}. Para cada M > 1 definimos

(M) = min {1’ ot M1L<M>’ 2L<1M> } |

Afirmativa: Vo € By—1, existe uma tnica curva vo € C([0,7(M)]; R") solugao de

{ W0(t) = f(t0(0), te(0,7(M)) (11.16)

Y0(0) = o
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Para provar a afirmativa, denotemos por V = C([O, T(M)]; R”) e ®:V — V o operador
definido por

t
D(7)(t) = 2o + / f(5,4(s)) ds, € [0,7(M)].
0
Entao ® é uma contracao em
By ={v€V; | < M}.

De fato, se v € By, entao

() (0] < llzol + / 1£(0,7(s))]] ds + / 1£(5.7(5)) — F(s,0)] ds
<M -1+ (a+ ML(M)r(M) <M

e verificamos que ®(Bys) C Bys. Além disso, se v1,7v2 € By, entao

[D(72(8)) = @(y2(t)]] < MT(M)]71 = 72lle0 < 1H% —Y2llee,  VEE[0,T].

Pelo Teorema de Banach (veja Teorema 4.28), existe uma tnica v € C([0, 7(M)]; R™)
ponto fixo de ®, que necessariamente é solugao de (11.16).

Convém aqui observar que 7(M) depende da constante M > 1 fixada acima, de modo
que o problema do valor inicial (11.16) admite solu¢ao tunica no intervalo [0, 7(M)],
qualquer que seja o dado inicial g € By;_1.

Etapa 3: Construcao da solucao maximal.

Seja g € R™. Tomemos My = ||zo|| + 1. Como z¢ € Bjg -1, segue da Etapa 2 a
existéncia de uma tncia 7o € C ([0, 70]; R™) solucao de

{ Yo(t) = f(t. (), te(0,7)
7(0) = xg

onde

1 1
To = min< 1, , .
0 { a + MoL(My) 2L(M0)}
Seja 1 = 0(70) € My = ||z1|| + 1. Pela Etapa 2 existe uma tnica v; € C([0,71]; R")
solucao de
71(0 = f(t771(t>)7 te (077_1>
71(0) = 21

onde

1 1
— mind1 .
n mm{ o+ MyL(M;)’ 2L(M1)}

E assim, sucessivamente, construimos uma sequéncia de nimeros positivos {7y}, onde

1 1
~ mind 1 11.17
Tk mm{ "o+ KnL(My) 2L(Mk)} (11.17)
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e uma familia de fungdes v;, € C([0, 71,]; R™) solugdes de

Vi (t)
Y% (0)

Seja Ty, = 10 + 71 + - - - + T a sequéncia das somas parciais de {7y}, e consideremos

f(t77k<t>)7 0<t< Tt
T —

o1 (71) (11.18)

k—+o00

T (zo) = lim Ty = ZTj
§=0

(T*(xg) é um numero real positivo se a série converge e é infinito senao).
Definimos 7: [0, T*(z)) — R™ por

~Yo(t) se 0 <t<Ty,
_ 1t —=To) seTo<t<T
’7<t> - ’)/Q(t — T1> set] <t< TQ (1119)

Entao ¢é facil ver que ¥ € C! no intervalo (0,7*(zg)) e é a tnica solugio de

{%”(t) =f(t3®), 0<t<T"(z0) (11.20)

7(0) = xo

(b) A alternativa de explosao.

Suponhamos T*(x¢) finito. Entao a série ) 75 converge e, consequentemente,

lim Tk — 0.
k—o00

E claro que existe kg € N tal que

. 1 1
Th = i { o+ KiL(My) 2L(My) }

para todo k > ky. Logo,

e concluimos que

k—+oco

Como L(M) é funcao crescente, temos necessariamente M} — 400, de modo que

V(T = llokll = My — 1 — 4o0.
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Seja & sequéncia de [0,7™*(zg)) convergindo para T™(zp). Entao, para cada k € N
existe ji € N tal que T}, <&, <Tj, 41 €

&k
:Yv(fk) = :Yv(Tjk> + f(Sﬁ(S)) ds

Ik
. Ek_T]k
= ’Y(Tjk> +/O f(sv’)/jk(‘s)) ds
de modo que
FEN > (T = (@ + My, L(M;,)) 75, > 17 (Ty,)|| =1 = +o00

e concluimos que
lim t)|| = +oo
Lm ]
como queriamos provar.

A titulo de observagao, vamos mostrar que 7™ (zo) nao depende do método utilizado
na Etapa 3, isto é, T*(z¢) nao depende da série ) 7. Seja

T(z0) = sup{T > 0; (11.20) admite solucao em [0, 7]}.
Seja {7} }r a sequéncia (a série Y 1) cujo limite é T™(z(). Para € > 0 dado, existe kg

tal que T*(xg) — e < Ty, < T*(xp) para todo k > kg. A funcao 7 definida em (11.19)
é solugao de (11.20) no intervalo [0, T%]. Logo

T*<£U0) —e<T < T(l’o), Vk > ko

Como € é arbitrario, concluimos que T%(zg) < f(:co).

Suponhamos T*(zo) < T(z0). Entdao T*(x0) < oo e, por defini¢do de T'(zg), o prob-
lema (11.20) admite uma solugao 7 no intervalo [0, 7™ (z()]. Em particular,

max{||7(¢) ; t € [0, T"(x0)]} < o0. (11.21)
Pela unicidade de solugao obtida na Etapa 1, temos
) =), Vte[0,T), VT <T*(x).

Portanto,
~ = ||~ t—T™ (x0)
F@OI =@l 0) 400

o que estd em contradi¢do com (11.21).
(c) semicontinuidade de T*(xy).

Seja {xm }m sequéncia de R™ convergindo para . Seja v,,, m = 1,2,... as solugdes
maximais de (11.20) com dados iniciais x,,. Vamos mostrar que

T*(zo) < liminf T*(x,,).

m——+oo
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Consideremos Ty < Ty < -+, T, — T™*(z¢). Fixado k arbitrario, seja
M = max{||yo(t)| ; t €[0,Tx]} + 2,
onde 7y ¢ a solugdo maximal com dado inicial zg. Como |zg|| < M -2 < M —1e

como estamos supondo que x,, — Tg, existe m; € N tal que ||z,,|| < M — 1 para todo
m > my. Pela Etapa 2 do item (a), se tomarmos

entdo v, estd definida em [0,7(M)], Vm > my. Se 7(M) > T} concluimos que
T*(xy,) > Ty para todo m > my. Sendo, como 7, converge uniformemente para 7
em [0,7(M)] (veja Etapa 1), existe ma € N tal que ||y, (f)|| < M — 1, para todo
t € [0,7(M)] e para todo m > my. Em particular, ||v,,(7(M))|| < M — 1 para todo
m > my. Novamente, pela Etapa 2, podemos estender +,, ao intervalo [0, 27(M )], para
todo m > mgy. E assim, sucessivamente, encontramos m;, € N tal que jr(M) > T} e
¥m pode ser estendida ao intervalo [0, j7(M)] D [0, T}] para todo m > m,, . Assim,

Ty < jr(M) <T*(xm), Vm >m;,.
Em particular, T, < inf{T*(z,,); m > m;, }. Passando ao limite em k, obtemos

T (xo) < lm inf{T*(z,,); m>m;, } =liminf T*(z,,).

k—+oco k—+o0

Exercicio 11.16: Seja f: [0, +0c0) x R — R definida por

(1—-t)z3 se0<t<1
fit,z) =<0 sel <t<2
(t—2)x® set>2

Considere o problema de valor incial

{x'(t) = f(t,z(t)), 0<t<T"(xo) (11.22)

z(0) =29 €R

Determine a funcao T*:R — R.

Solugao: Resolvendo a equagao por separacdo de vardveis para ¢t no intervalo [0, 1],

temos g

T _—tdt = =124 a2
3 0
x

de onde obtemos

2(t) = ] . 0<t< T (z). (11.23)
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Vemos diretamente de (11.23) que se |zg| > 1 entédo

T (ao) =1 - [1- 5.

Por outro lado, se |zg| < 1, temos

2(t) = |m°|2 , 0<t<?2
Va3la— o+ +1-a3

é solucao de (11.22) no intervalo (0, 2).

Resolvendo a equacao por separagao de varaveis para t > 2,

dx 1 — x2
— =({t-2)dt = a2 %= 0 _(t—2)2
3 3

de onde obtemos

|20

o= \/1—33'%—56(2)(15—2)2,

2 <t < T*(x0).

Portanto

T*(z0) =2+ | — — L.

(11.24)

Concluindo, temos a funcdo descontinua (s.c.i.) T%:R\ {0} — R (veja Figura 11.1

abaixo),
24+ /1 —a3/|xo| se |xo] <1,
T*(SE()> =
1— /23 —1/|zo| se |zo| > 1.
T*(x_0)

5

I B

2 ) 0 1 2
X

Figura 11.1
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A integral de Riemann em R"

Exercicio 12.1:

(a) Dé um exemplo de um conjunto A C R? limitado tal que ¢(0A) > 0.

(b) Seja A C R™ um conjunto limitado e I um n-pavé tal que I O A. Considere uma
particao P € P(I). Mostre que

J(0A,P)=J(A,P)— J(A,P).

(c) Seja A C R™ limitado tal que A’ é finito. Mostre que A é J-mensuravel e ¢(A) = 0.
Solugao: (a) Considere A = ([0, 1] \@)2. Entdao 0A = [0,1]2 e ¢(0A) = 1.

(b) Afirmo: Catqe(0A, P) = Caty(A, P) \ Caty(A, P).

Se j € Cate(0A,P), entdao I; N 0A # (). Como DA C A, temos I; N A # 0 e
consequentemente j € Catq(A, P). Além disso, I; N 0A # ) implica I; ¢ ;1, de modo
que j ¢ Caty(A4, P).

Por outro lado, se j € Cata(A, P)\ Cati(A, P), entdo I; N A # 0 e I, ¢;1 Logo,
Iin(A\ ;1) # (). De fato, observe que I; N A # 0 e I; ¢;1 implicam I; VAN (:Zl)c + ()
e como AN (;)1)0 = A\ A= 0A, concluimos a afirmativa.

Como consequéncia da afirmativa, temos a igualdade: J(9A, P) = J(A, P)— J(A, P).

(¢) Suponhamos inicialmente A" = (). Entao, A possui um numero finito de pontos:
A= {xl, .. .,mm}. Seja r > 0. Entao,

m
Ac | Bi(z)),
j=1
onde B, denota a bola de raio r com respeito a norma || ||o.. Assim,

0<¢A) < ZE(BT(%)) =m2r)" -0 se r—0.

m
j=1
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Suponhamos agora A’ = {:cl, ey xm}. Sejar >0e

B = A\ | Bi(ay).

j=1

Entao B é vazio ou possui um nimero finito de elmentos e, pelo item anterior, ¢(B) = 0.
Como

AcBU | B (=) |,
j=1
temos

e(A) <eB) + Y _&(Br(z;)) < m(2r)"
j=1
e a conclusao segue.

Exercicio 12.2: Mostre que se A C R™ é J-mensuravel, o mesmo vale para A. A
reciproca é verdadeira?

Solugao: Fixe um n-pavé tal que A C I e uma particio P de I. Seja {Il, ceey Im}
a familia gerada por P. Entdo, Cato(A, P) = {j; I; N A # 0} = Caty(4, P). Logo,

J(A, P) = J(A, P). Além disso, como A C A, temos IZCZ, de modo que

Caty (A, P) = {j; I; CAY  {j; I; CA} = Caty (A, P) = J(A P)>J(AP).

Assim,

de onde concluimos que se A é J-mensuravel, A também é.

A reciproca é falsa, vide Exercicio 12.1(a).

Exercicio 12.3: Seja A C R" conjunto J-mensuravel. Mostre que:

(a) existe { Ak }ren sequéncia de conjuntos elementares tal que

A1 C AQ c... e lim C(Ak> = C(A);

k— o0
(b) existe { B }ren sequéncia de conjuntos elementares tal que

BiD>DByD... e lim C(Bk) = C(A)
k—o0

Solugao: (a) Seja I um n-pavé tal que I D A. Para todo € > 0, existe P. € P(I) tal
que

J(A,P)—J(A,P)<e, VPDP..
Parae=1,1/2,1/3,..., podemos escolher P| C P, C P53 C --- partigoes de I tais que

J(A, Py) — J(A, Pr) <

| =
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Seja 7, = {Ik,h cee Ik,nk} a familia de n-paveés gerada pela particao Py e consideremos

A= U Iy

jeCatq(A,Py)

Como P, C Pg41, cada n-pavé de Zi1 estd contido em algum n-pavé de Zy. logo,
Aj C Ag41. Além disso, temos por defini¢ao, ¢(Ag) = J(A, Py). Portanto

0<c(A)—c(Ar) < J(A,Py) — J(A Py <

| =

e, consequentemente, temos
lim ¢(Ag) = c(A).
k—o0

(b) Segue do mesmo argumento acima com

By = U I
jeCaty(A,Py)

Exercicio 12.4: Seja C o conjunto de Cantor, isto é, aquele obtido pelo seguinte
Processo recursivo:

¢ = 1(0,1]\ (%g) G =01\ ((%g) U (gg)) ete..

Mostre que 9([0,1]\ C) = C e conclua que [0, 1] \ C é J-mensurdvel.

Solucgao: E claro que C, D Cn41 € C, é compacto, qualquer que seja n € N. Pelo
Teorema 3.19, temos

C=[)C#0.
k=1

Observe que

C(Cl> =1-

Wl
w

2 2 2 2\ 2 4 4 2\ ?
= — C(CQ>:§—§:(§), C(Cg)zg—ﬁz(g) goun

e assim por diante, obtemos

c(Cp) = (%)k Vk € N.

Como C C Cj para todo k, temos

de onde se conclui que ¢(C) = 0.
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Para mostrar que A = [0,1] \ C é J-mensurdvel, mostremos que 0A C C. Observe
inicialmente que, por construgao, C = [0, 1]\ ;= I;, onde I; denota o i-ésimo intervalo
retirado. Logo, A = J;2, I;.

Suponhamos =z € 0A. Entao, para todo r > 0 temos
(a) Br(x)MA#D, (b) B.(x)nA®#0D.

Mas se x ¢ C, entao

x € (—00,0)U(1,00)U <DL> .

=1
Se x € (—00,0) U (1, 00), entao existe ro > 0 tal que B, (x) C (—00,0)U(1,00), 0 que
implica By, (x) N A = () e temos uma contradigdo com (a).

Logo, x € I;, para algum iy € N e, consequentemente, existe ro > 0 tal que B, (x) C
I;,, o que implica B, (z) C A, assim temos também uma contradi¢ao com (b). Por-
tanto, x € C e A é J-mensurdavel, pois ¢(0A) < ¢(C) = 0.

Exercicio 12.5: Prove o Coroldrio 12.1 (pag. 220 do texto)

Solugao: Por hipdtese, f’ é continua em . Logo, existe M > 0 tal que
1" (@)l 2@y <

Sex e QehecR”étal que x + h € 2, entao
fl@+h)=f(@)+ f(2)h + e(z, h),
onde f':Q — L(R™) é continua e, para cada = € (Q,

e, m)]
1 — " =0. 12.1
S TA (12.1)

Se K C  é compacto, entdao o limite em (12.1) é uniforme em = € K, isto é (veja
Exercicio 5.12), para todo € > 0, existe 6 > 0 independente de z tal que se ||| < 6,

h
W <e VreK. (12.2)

Assim, por (12.2) (com € = M/2), existe dgp > 0 tal que se z € K e y € (2, com
ly — || < do, entao ||f(y) — f(x)|| < M|ly — z|| e a conclusao segue do Teorema 12.2

(pag. 219).
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Exercicio 12.6: Mostre as seguintes propriedades sobre medida zero:
(a) Se m(A) =0e B C A, entao m(B) = 0;
(b) Se c(A) =0, entao m(A) = 0;

(c) A unido enumeravel de conjuntos de medida zero tem medida zero;

(d) m(A) = 0 se, e somente se, existe uma familia enumeravel de n-paralelepipedos
satisfazendo as seguintes condigoes:

AC G Ioj e ic([oj) < e.
j=1 j=1

(e) Sejal = [ay,bi]x---X[an, b,] um n-paralelepipedo tal que a; < b; e OI a fronteira
der I. Mostre que m(90I) = 0, mas que I nao tem medida zero.

Solugao: O item (a) é trivial.

(b) Dado € > 0, existe {I4,. .., I,,} familia finita de n-paralelepipedos tal que

m m
AclUL e D cI;)<e/2
j=1 j=1
Considere entao uma familia enumeravel qualquer {I,,,+1, Into, ...} tal que
o0
S () </
j=m+1
Entao é claro que a familia {I1,..., I, Iny1, ...} satisfaz a propriedade:
oo oo
AC UI] e ZC(Ij)S&
j=1 j=1

(c) Seja {A1, Ag, ...} uma familia enumerdvel de conjuntos de medida nula. Por hipé-
tese, dado € > 0, existe para cada ¢ € N uma familia enumeravel de n-paralelepipedos
I, = {Ii, I ...} tal que

Entao - - o e
JacUn-0UUr
i=1 i=1 i=1j=1

.« ~ ’ . ’ . ’ ’ 1 o0 ’
Como a unido enumardvel de conjuntos enumedveis é enumeravel, a familia ( J,_, Z; é
enumeravel e
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(d) A condicao é suficiente, pois ¢(I) = ¢(I) e IC I. Provemos entdo que a condigao

é necessaria. Seja ¢ > 0 e {I, I5,...} uma familia enumerédvel de n-paralelepipedos

tal que
AC UIJ ZC <€/2
j=1

7j=1
Se It = [a}, b¥] x - - x [ak | bF], denotemos I¥ = b —a¥, de modo que c(I},) = 1515 - - -1%.

E claro que c(I) = c(I). Para cada s > 0, consideremos o n-paralelepipedo aberto

S S S S S S
I,jz(a’f—i,b’f+§)><(ag—é,bg—ké)xX(aﬁ—i,bﬁ—FQ)

de modo que c(I}) = (I} + s)(I5 +s)--- (IF + ).
A aplicacao s — c¢(I}) é um polinomio pi(s) de grau n e, pelo Teorema do Valor
Médio, existe 0 < & < s tal que

c(I}) = e(Ir) = c(I}) — c(I}) = pr(s) — pr(0) = pi(&)s.

Denotando [*

k k
e = max{l7, ...[7}, temos

S—ZH lk+§ s<n(lF . +E" s <n2n 1y,

1=1 j#i

Assim, para cada k € N tomamos s;, > 0 tal que n2" " 1s; < /21 de modo que

oo

oo
3 3
g c(I}) < E < ) +n2"” 1l&aisk><§+g ohT = &
= k=1

k=1

Como os n-paralelepipedos I} sao abertos, concluimos a prova do item (d).

(d) Trivial! De fato, I é elementar e, consequenetmente, J-mensuravel. Logo, pelo
Teorema 12.1 (pag. 218), ¢(0I) = 0. Pelo item (c) acima, concluimos que med(9I) = 0.
Se med(I) = 0, existe para todo £ > 0 uma cobertura enumerdvel de n-paralelepipedos
com soma total dos conteidos menor que €. Em particular, se € = ¢(I)/2 temos

ICDIZ- = c(I)gic(Ii)<c(I)/2,

o que ¢é impossivel se a; < bi para todoi=1,...,n.

Exercicio 12.7: Seja I C R" (n > 1) um n-pavé e f : I — R funcao continua.
Considere o grafico de f:

Graf(f) = {z = (2/,2,) eR"; 2/ €1, xn = f(2)}.

Mostre que Graf(f) tem contetido nulo em R™*1.
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Solugao: Como f é uniformemente continua em I, dado £ > 0, existe § tal que

g
2p(I)

Seja P € P(I) tal que |P| < d e {I4,...,1I,,} a familia gerada por P. Se
fla;) = min{f(z); z € I;}, [f(y;) = max{f(z); z € I;}

lz—ylla<d = [flx) = Fly)l <

entao

U(f,P)— L(f,P) =Z flyi) = f(xy))u(I;) < %

Sejam
m=min{f(z);x € I}, M =max{f(z);xec I}

e considere T = I x [n, M]. Entao I é um (n + 1)-pavé e Graf(f) ¢ I. Seja T =
{m =so <s1 < <s =M} uma partiao de [m, M] tal que As; < ¢ e denotemos
P =P x 7. Entao P é uma particao de T cuja familia gerada é

{fii’j:IiX [sj_l,sj];izl,...,m, jzl,l}

Observe que se Graf(f) N1, # 0, entdo Graf(f) N1, j_o = Graf(f) N I; ;12 = 0. De
fato, se B B

(z, f(z)) € Graf(f)N 1, ;, (v, f(y)) € Graf(f)N T, o
entdo ||z —y|| < de|f(x) — f(y)| > €, o que contradiz a continuidade uniforme de f.
Portanto, a quantidade de (n 4 1)-pavés da familia gerada por P que interceptam o
grafico de f é, no maximo, 3m e como [L(TZ ;) = ep(I;), temos

J(Graf(f), P) < 3(U(f,P) — L(f,P)) < 3e.

Exercicio 12.8: Seja v : [a,b] — R™ uma curva retificivel e T' = {~(t); t € [a,b]}.
Mostre que I' tem contetido de Jordan nulo em R".

Solugao: Seja med(I') o comprimento da curva I". Como a aplicagao v : [a,b] — R"”
¢ uniformemente continua, dado 0 < € < 1, existe 0 > 0 tal que [|y(t) —v(s)|2 < € se
|t —s| <.

Seja P. = {to =a <t < -+ <t, = b} uma partigdo de [a,d] tal que t; —t;—1 < §
paratodoi =1,...,m. Seja I'. a poligonal com vértices nos pontos z; = ~(t;). Entao,
é claro que

[v(t) = mill2 <&, Vte€[tii,ti] (*)

Z | (t:) —y(tiz1)|]2 < L.

Considere a seguinte visinhanga tubular da poliginal T';:
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Afirmativa 1: I' C V,
S” 2]

Sn—l
Afirmativa 2: ¢(V;) < | med(I")e™* + ‘n;|5". (xx)

A afirmariva 1 é consequéncia direta de (%) e a desigualdade da afirmativa 2 implica
que, no caso € < 1, ¢(I') < Ce, onde C > 0 independe de e. Assim, uma vez demostrada
a afirmativa 2, teremos concluida a prova, fazendo € — 0.

Nao faremos a prova da desiguladade (**) no caso geral. Entretanto, as figuras e as ex-

plicagbes abaixo sao suficientemente convincentes no caso n=3 (em vez de demonstrar o
6bvio complicado, eu aqui prefiro praticar com desenhos minhas aptidoes artisticas).

o, i ki
™ e T 7 A _,'\
/ \ 1 / 2 N, ‘ .
g \ O /\ i) C \ )
’ A e\ s NN )
Figura 1 Figura 2 Figura 3

A Figura 1 ilustra a visinhanga V. no caso m = 2 (i.e., com dois segmentos [y(a), y(t1)]U
[v(t1),7(b)]), onde a linha pontilhada representa a poligonal T'.. Neste caso, observa-
mos (veja Figura 2) que as semiesferas das expremidades somam o volume %7‘(’63, que
correponde & parcela [S"~'|e” /n na desigualdade (x*), onde [S"~!| = 27™/2/T'(n/2).
A Figura 3 mostra uma visinhanca W. que contém a poliginal I'.. Observe que W.
é semelhante a V., exceto no entorno do ponto (t;) comum nos dois segmentos.
Nessa regiao, W. é formada pela intersecao dos cilindros. E facil ver que o volume
de W. ¢ igual ao volume do cilindro circular reto cuja base é o circulo de raio ¢
e altura igual ao comprimento da poligonal, isto é, me?med(I';), que corresponde a
IS"2|med(Tz)e™ 1 /(n — 1) no caso geral. Como med(T'.) < med(T"), obtemos a outra
parcela na desiguladade (xx).

Para concluir o argmento, basta constatar que V. C W.. A Figura 4 ilustra esta fato.

Figura 4

Exercicio 12.9: (a) Seja P uma parti¢ao de I = [0,1] x [0,1]. Mostre que existe
N € N e uma particio Py D P cuja familia gerada contém N? quadrados de lado
1/N.
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(b) Estenda o resultado de (a) para o retangulo I = [a,b] x [c, d].

Solugao: (a) Se P é uma parti¢do de I, entao existem

Pr={0<t; <ty <ty <1},
P2:{O<31<52-~-<sl<1},

partigoes de [0, 1] tais que P = P; x P,. Pela densidade de Q em R, podemos supor
sem perda de generalidade que ¢;,s; € Q, paratodo¢=1,...,ke j=1,...,[. Entao

/
ti:& (§ Sj:p—f,
q; 4q;

com p;, gi, 5, q; € N e p; < g, py < ¢}, paratodoi € {1,...,k} eje{l,...,1}.

Seja q := q1q2 - - - qrq1¢5 - - - q; e considere o conjunto

1 2 —1
Pq::{0<—<—<-~-<q—<1}.
g q g

E claro que P, é uma particao de [0,1] e P= P, x P, é uma particao der I cuja familia
gerada é formada por N = ¢? quadrados de lado L = 1/q. Para concluir que P D P,
consideremos os numeros racionais

Entao é claro que

qi 4qi q
Como p; < qi, i =1,...,k, temos p;q; < ¢;¢; = q, de modo que t; € P,.

t;

Com o mesmo argumento, podemos mostrar que s; € F,. Logo, P= P, xP,DP.
(b) Se I = [a,b] X [c,d], consideremos as fungdes f1, fo : [0,1] — R definidos por
filt) =tb+ (1 —t)a,
fa(s) =sd+ (1 —s)c.
E claro que f1([0,1]) = [a,b], f2([0,1]) = [¢,d] e como sao injetivas, admitem as
inversas f; ';[a,b] = [0,1] e f5 *;[c,d] — [0, 1], definidas por

Tr—a

fll@=5—¢ fi')="—1

Seja P = P; x P, uma particao de [a, b] X [¢, d] e considere o conjunto Q = Q1 X Q2 =
NP x f51(Py). Como fi e fo sdo fungdes estritamente crescentes, o conjunto
@ é uma particdo do quadrado [0,1] x [0,1]. Pelo item (a), existe N € N e um
refinamento @' de Q cuja familia gerada é formada por N? quadrados de lado 1/N.
Entao Q' = Qn X Qn, onde Qy é uma partigao de [0, 1]. Para concluir, basta entao
considerar o conjunto Py = f1(Qn) X f2(Qn).
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Exercicio 12.10: Sejam A C R™ conjunto J-mensuravel e f,g : A — R funcoes
Riemann-integraveis. Mostre que fg é Riemann-integravel em A.

Solugao: Consequéncia imediata do Teorema 12.6, pag. 224.

Exercicio 12.11: Seja I = [0,1] x [0,1] e considere a funcao f : I — R assim
definida:

1 sexeQ,

f(‘”’y):{zy sex ¢ Q.

f € Riemann integravel em 17 As integrais iteradas existem? Justifique suas repostas.
Solugao: Fixemos x € [0, 1] e consideremos a fungao, ¥ : [0,1] — R, ¥(y) = f(z,y).

e scxeQ, entiao(y)=1e fol Y(y)dy = 1;
o sex ¢ Q entdo P(y) =2y e [y ¥(y)dy = 1;
Portanto, fol f(x,y)dy = 1 para todo = € [0, 1] e podemos calcular a integral iterada:

/01 (/Olf(a:,y)dy)d:czl.

Por outro lado, se ficarmos y € [0, 1] e considerarmos a funcao ¢ : [0,1] = R, ¢(z) =
f(z,y), ¢ ndo é Riemann-integravel, pois é descontinua em todos os pontos de seu
dominio (com excegao, é claro, se y = 1/2). Neste caso, nao estd definida a integral

iterada . .
/ (/ flz,y) dm) dy.
0 0

Exercicio 12.12: Seja A = QnN[0,1]. Para cadax € A, x = p/q fracao irredutivel,
considere o conjunto S(z) assim definido: S(0) = {(0,0)} e se z # 0,

S(:U):{(g,%) ;n,m:O,l,...,p}.

Considere a funcao f : [0,1] x [0,1] — R definida por

flz,y) = {O sex € Ae(x,y) € S(x),

1 senao.

Mostre que

/01 (/Olf(:c,y)dy)d:c:/ol (/Olfm)dx)dy:l’

mas f nao é Riemann-integravel em [0, 1] x [0, 1].

Solugao: Fixe x € [0,1] e considere a fungao f, : [0,1] — R definida por f,(y) =
f(z,y). Se x ¢ A, entao a aplicagdo y — f.(y) = f(x,y) = 1 para todo y € [0, 1]. Se
x € A, entdo x = p/q fragao irredutivel e

Fuly) = {O seye€{0,1/q,...,p/q}

1 senao.
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Em ambos os casos, a aplicacao y — f,(y) é Riemann integrdvel em A e

F(m):/o flz,y)dy=1, Vz€]0,1]

/01 (/Olf(m,y)dy)dmzl.

O mesmo argumento vale para a aplicagao = — f,(z), com y € [0, 1] fixado. Portanto,
valem as integrais iteradas.

e, consequentemente,

Para mostrar que f nao é integrdvel no quadrado [0, 1]?, considere uma particao P de
[0,1]2 e {I4,. .., I}} a familia gerada. Podemos entdo escolher q € N suficientemente
grande de modo que, para um qualquer pavé I;, existem n,m < p tais que o par
(n/q,m/q) pertenca a I;. Como em cada um desses pavés hd pontos com coordenadas
irracionais, temos L(f,P) =0e U(f,P)=1.

Exercicio 12.13: Demonstre o Lema 12.1 da pagina 245 .

Solugao: Seja I = [a1,b1] X - X[ay, b,] um dado n-pavé e A € M, «,,. Se det(A) =0,
o resultado é mediato, visto que A(I) C A(R"), cuja dimensao é menor que n. Vamos
entao supor det(A) # 0. Observemos que se

IOZ[O,bl—al]X--'X[O,bn—an} e uoz(al,...,an),

entao
n
c(lo) = [[(bi —ai) =c(I) e I=uo+1Io
i=1
Como A(I) = A(ug) + A(1y) e o contetdo é invariante por translagoes, podemos nos
restringir ao caso dos n-pavés com vértice na origem.
Faremos a prova em duas etapas.

Etapa 1: Suponhamos A simétrica. Entao, em consequéncia do Teorema Espectral,
existe uma matriz ortogonal U e uma matriz diagonal D = diag(Aq,...,\,) tais que
A =UTAU, onde M1, ..., )\, sdo os autovalores de A.

Observemos que
I, = {SC cR";x= iﬂi(bi —a;)e;, p; €10, 1]}7
i=1
onde {ej,...,e,} é a base canénica de R™. Logo,
Jo :=U(Iy) = {SC cR"; x = iﬂi(bi —a;)U(e;), pi €10, 1]}-
i=1

Sendo U ortogonal, o conjunto 8 := {U(ey),...,U(ey)} define uma base ortonormal

de R™, de modo que Jjy é um n-pave relativamente ao sistema de coordenadas na base
B. Assim,

n

C(Jo) = H(bz — CLi> = C(I()),

1=1
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isto é, matrizes ortogonais preservam o conteido de Jordan de n-paveés.

Temos, portanto, a seguinte relacao:
c(A(Io)) = c(UTD(Jy)) e c(do) = c(Ip).

Por outro lado,
D(Jo) = {37 ER"; =Y mXi(bi —a;))U(es), i € [0, 1]}7
i=1

de modo que D(Jp) é um n-pavé relativamente ao sistema de coordenadas [, cujo
conteido é

C(D(J())) = H |/\z|(b1 - ai) = |det(D)|C(Io> = |det(A)|C(Io>

Como UT = U~'¢ matriz ortogonal, temos
¢(A(Lo)) = e(UT(D(d0) ) = e(D(d)) = | det(A)[c(o).

Etapa 2: Suponhamos A invertivel mas nao necessariamente simétrica. Entao, em
consequéncia do Teorema da Decomposicao Polar, existe uma matriz ortogonal V' e
uma matriz simétrica e positiva definida B tais que A = VB. Como |detV| = 1,
segue dos argumentos da Etapa 1,

(AIo) = e(B(Io)) = | det(B)|e(Io) = | det(A)|e(Ly).

Exercicio 12.14: Seja f : [0,1] — R continua e T C R? o tiangulo com vértices
em (0,0), (1,0) e (0,1). Mostre que

/Tf(aH—y) dxdy = /01 uf(u) du.

Solugao: Considere G : R? — R? definida por G(u,v) = (u — v,v) e os conjuntos
D:{(u,v);()gugl, 0§v§u},
T:{(:U,y);nggl, Ogygl—x},
Observe que T ¢ o triangulo com vértices em (0,0), (1,0) e (0,1), D é o triangulo com
vértices em (0,0), (1,0) e (1,1) e G(D) = T. Considere também a funcao F(z,y) =

flz+y).
Pelo Teorema de Mudanca de variaveis, temos

/ F(z,y)dxdy = / F(G(u,v))|Ja(u,v)| dudv.
T D

Como G é linear, Jg(u,v) = det[G] = 1. Assim, aplicando a férmula acima e o
Teorema de Fubini, temos

/Tf(m,y)dxdy:/[)f(u)dudv:/ol (/Ouf(u)dv) du:/oluf(u)du.
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Exercicio 12.15: Sejam B;(0) a bola aberta de R? (relativa a norma euclidiana),
de raio 1 e centro em zero, f : R? — R uma funcao continua e Ry a matriz de rotacao:

R9:< cos 6 sen@).

—senf cos6

Considere a funcao g definida por

9(6) = /B | faz

Mostre que g(0) = g(0) para todo 0 € R.

Solugao: A bola B;(0) é invariante pelas rotagoes, isto é, Rg(B1(0)) = B1(0), qual-
quer que seja § € R. Como det[Ry] = 1, a mudanca de varidvel y = Rpx nos da
dy =dx e

90)= [ fBox)do= [ jw)dy=g00)
B1(0) B1(0)
Logo, g ¢é constante.

Exercicio 12.16: Sejama € R,0<a <b < 400 €

D={zeR";a< |zl <b}.
Considere f : D — R a fungao definida por f(x) = ||z||§. Mostre que

1S (4 )T — a2t se a+n # 0,
/Df(m) d = {\S"‘Hln(b/a) se a +n = 0.

Solugao: Usando coordenadas esféricas, f(z) = |z||g = p“. Logo,

b
/Df(w)dl“ZIS”‘lI/ p " Hdp

e o resutado segue por integragao elementar.

Exercicio 12.17: Seja ||z, = (|o1]P + |z2P + - - - + |z |P) VP p>1, anormap de
R™. Determine os valores de o € R para os quais € finita a integral

/ |z[|y dz, onde By ={x € R"; [z|z <1}.
B

Solucao: Como as normas em R™ sao equivalentes, existem constantes positivas m
e M tais que m||z||2 < ||z||, < M||z|]2, para todo =z € R™.

Aplicando coordenadas esféricas, temos (veja (12.46):

/2
27r7r/2 1 2w
a _ atn—17 _ sen+a>0
| el = g [0t =8 G ey
1(0) +o0 sen+a<0

Portanto, segue da equicaléncia das normas que a integral é finita, se, e somente se,
o> —n.



158 Calculo Avancado

Exercicio 12.18: Seja Br(0) a bola fechada de centro em zero e raio R > 0 de
R™, relativamente a norma || ||1, isto é,

Br(0) = {(z1,@2,...,an); 21| + |w2] 4+ - + |zn| < R}

Seja V,,(R) o volume de Bg(0).
(a) Prove que V,(R) = R"V,(1).
(b) Mostre que V,,(1) = 2" /nl.

Solugao: (a) Se T': R™ — R"™ é definida por Tx = Rz, entdao T ¢ linear (homotetia)
edet[T]=R" e

Vi (R) :/ do :/ Rrdu = RV, (1).
7(5,0) 5,0

(b) Observe que V, (1) = 2"V.", onde V. é o volume de
B:L_ = {:L'EIR”’ H,fCHl :17 xX; zo,izl,.‘.’n}.

Entao,

1 11—z l—z1——xp
Vn+ = / dxl/ dxo - / dz,
0 0 0
1 1—:171 1—:171—“'—:17»,1,1
:/dxl/ dxg---/ (1—z1—x9— -+ — ) dz,.
0 0 0

Repare que a ultima inegral, cuja variavel de integracao é z,, pode ser escrita da

seguinte forma, denotando a =1 — 27 — -+ —,_1:
« a? (l—zp—a9— - — 2y 1)
a—x,)dr, = — =
/0 ( n) den 2 2
Assim, temos
1 1 1—x1 1_~T1_”’_$n—2
Vn+:_/ d.’L’l/ dxg/ (1—x1—$2—"'—$n_1)2dxn_1
2 /o 0 0
e podemos repetir o processo considernado a =1 —x1 —--- — x,_5 na ultima integral:
1—Z1——Zp_2 « CEB
/ (1—xy —xg— - —xy_1)?dry_1 = / (@ — 2y 1) da,_1 = 3
0 0

E assim, sucessivamente, obtemos a féormula

2n
V(1) = ony+ —
n(1) =27 = n!’
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Exercicio 12.19: Sejam f : R x R” funcao de classe C' e  C R™ aberto J-
mensuravel. Considere a funcao M : R — R definida por

M(t):/ﬂf(t,a:)d:c.

Mostre que M é de classe C* em R e

M (1) :/ OF (4 2)ds, VieR.
o Ot

Solugao: Seja @ = [0,7] x Q e denotemos X = (t,x) € Q, AX = (h,At) € R" x R.

Com f ¢é de classe C*, temos

F(X+AX)=f(X)+ [[(X)AX + (X, AX),

com

|e(X, AX))|

AXS0  AX|

uniformemente nos compactos de ). Em particular, se K C ) é compacto, dado
e > 0, existe > 0 tal que

P+ Ata) = f(t) + 20, 0) A+ et n, A)
com ( A )
e(t, At,x
T <g, V(t,.’L’)EK.

Portanto, se |At| < 4,

M(t+ At) — M(t) of
As - /Q E(t,x) dm' <

< ec(Q).

/ e(t, At, x)
o At

Exercicio 12.20: Seja f : R® — R de classe C' e v : R — R” curva de classe C!
tal que v(0) = 0. Considere a fungao F' : (0,4+00) x R — R definida por

Ft,r) = /B @

onde B, (v(t)) denota a bola de aberta de centro em (t) e raio r > 0. Mostre que F
é de classe C! e calcule

oF  OF

ot or’
Solugao: (a) Seja g : R x R™ definida por = = g(t,y) = y + (t). Entao, g é de classe
Cl e |J,(t,y)| = 1, o que implica dz = dy. Como g¢(t, B-(0)) = B,(y(t)) para todo
t € R, temos

F(t,r) = /B )= / Fly +(8) dy.

B..(0)
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Pelo exercicio anterior, F é de classe C! e

%—f =/r Qf(erv(t))dy

- / (V)7 (1) da
Br(v(¥))

(b) Seja g : (0,+00) x R™ definida por = = g(r,y) = ry + (). Entao g é de classe
Ve |J,(r,y)| = r™, o que implica dz = r"dy. Como g(r, B1(0)) = B,(y(t)) para todo
t € R, temos

Ft,r) = /B o fat oy = /B o Je )y

Logo, F é de classe C! e

%—1:2/3(0) gr [ (ry +(@®)r"] dy

- /B ©) (Vf(ry +4(1) :r™y) + nr™ 1 f(ry + y(t))] dy
= [ 2 (0) )+ ey )]

Como ry + v(t) =z <= y = +(z — y(t), obtemos

oF 1 n
= /B ) [(VI@): —(x=5(1) + —f(2)] dz

Exercicio 12.21: Para cada R > 0 e n € N, consideremos os conjuntos

Br(n) = {z € R"; |lz]2 < R}, Cr(n)={z€R"; ||z[ls < R}.

(1) Use coordenadas polares para calcular

Ir(2) =/B o e lel3 ga,
R

(2) Mostre que Br(2) C Cr(2) C B 55(2) e conclua que

VIR(2) < /_}; e dr < \/T 5p(2).

(3) Usando (2) e o Teorema de Fubini , mostre que

n R—-+o0 CR(n)
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(4) Considere fg : (0,00) — R definida por
fa(a) = / e—ollel? gy
Cr(n)

Mostre que fr(c) é derivdvel em relagao a « e calcule a derivada fr(a).

(5) Mostre que existe o limite

lim frp(a), Va>0.

(6) Use os resultados anteriores para calcular

/ lzl|2 e 171 da.
n

(7) Com o resultado de (3), a formula pode ser obtida diretamente a partir da seguinte
asticia: use coordenadas esféricas e o Teorema de Fubini para obter

1 [ 1
a2 = —/ e s/~ 1qp (/ dw) = -T'(n/2) (/ dw) .
2 0 Sn—l 2 Sn—l

Solugao: (1) Usando coordenadas polares,

R 5 R? i
IR(2):27T/ e " TdT:ﬂ'/ e "du=m(l—e").
0 0

(2) Pelo Teorema de Fubini (em R?),

2 R 2 2
/ e lIzllz g — / e "dr] .
Cr(2) —R

Como Bg(2) C Cr(2) C B, ;5x(2), temos a estimativa

(r1- o))< [ e < (w1 - )

-R

(3) Novamente, pelo Teorema de Fubini (agora em R™),

n/2

(W(l — eR2)> < /CR(n) e—HﬂEHg dr < <ﬂ_(1 - 62R2)>n/2,

de onde se conclui que

lim e lels g = / ellells gz = /2,
Cr(n) Rn

R—o0
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Obs: Repetindo o mesmo argumento acima, obtemos

o n/2
/ o—allzll? gy — <E> ,
n (8%

(4) Se definirmos ¢ : (0,00) x R" — R por g(a,z) = e~l2lZ entdo g é de classe C>
e segue do Exercicio 12.18,

Cr(n) O Cr(n)

Observe que, formalmente, temos

. —a|z||?
fim fpe) =~ [ falfe I dr =i g(a),

R—o0

Se pudermos garantir que a convergéncia acima é uniforme em «, entao, como fr(«)
converge pontualmente para f(a) = (7/a)™/2, teremos

o(0) = o) = — 1 (2)". (12.3)

“2a \a

Mas, em vez de estudar essa possivel convergéncia uniforme, vamos calcular (12.3)
diretamente.

E claro que

/ 2 e de < — fi(a) < / lelZe =B ar  (12.4)
Br(n) B /3R(n)

Usando coordenadas esféricas, temos

| lalgeetetan = 1sm [ e i / e
x||5e T = piThe p= piThe D
Br(n) 2 0 L'(n/2) Jo

1 n/2 aR?
= ——= () / w2 e du
al'(n/2) \« 0

aR?
lim u”/ze_“du:F<ﬂ+1> :211 <2>

Sabemos que

Portanto, da desigualdade (12.4), obtemos

n/2
lim fh(a) = _/R |2 el g = — 2 (E) .

R—o0
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Exercicio 12.22: Sejam f,g : R* — R funcoes continuas, A C R™ conjunto J-
mensuravel, p,q € (1,+00) tais que 1/p+ 1/q = 1. Mostre que

[ < ([ |f|p)1/p (f |g|p)1/q. (12.5)

Estenda a desiguladade (12.5) para A = R™ supondo que as integrais impréprias de
|f|P e |g|? existam.

Solugao: Repita o argumento da prova do Corolario 2.2, pag. 16.

Exercicio 12.23: Seja G} o subconjunto de M,,»x,(R) das matrizes simétricas e
positivas.

a) Mostre que

N (27?)_"/2/ exp <_(Ax7m>> dz, VAe€G}.

b) Mostre que G é convexo e que a aplicagao A — det(A) é log-concava, isto é,
A~ In(det(A)) é concava.
Solugao: (a) Como A é matriz simétrica e positiva, o Teorema Espectral nos garante
que A possui n autovalores positivos, A1, - -+, A\,,. Mais precisamente, existe uma matriz
unitaria U tal que

A0 0
vTau=n=1| . 7 . (12.6)
0 0 - A\

Consideremos G : R" — R™ definido por G(u) = Uu. Entao, para a substitui¢do
z = G(u) temos dx = |det U|du = du e

(Az:2) = (AU : Uu) = (UTAUu : u) = (Du : u) = i)\zuf

Observe que a bola Br(0) (relativamente a norma euclidiana) é invariante por U, de

modo que
Az : Du :
/ exp (_w) dp — / exp (_w) o
Br(0) 2 Br(0) 2

Com argumentos anédlogos aos da solugao do Exercicio 12.22, podemos mostrar que

(DU1U>> - / A2 /2 (2m)"/2
exp| ——— | du = e MYl dy; = — .
/n ( 2 11:[1 R VALAz - Ay

Lembrando que det[A] = det[D] = A1 Ay« - - A\, concluimos a solugao.

Observacgao: Uma segunda solucao é considerar que toda matriz simétrica e positiva
possui uma raiz quadrada, isto é, se A € G, entdo existe B € G tal qe B®> = A.

n’
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Isso é consequéncia imediata do Teorema Espectral. De fato, se A € G;', entao existe
U unitéria satisfazendo (12.6). Seja v D a matriz definida por

VA1 0 0
v B
voo
Entdo B = UT+/DU é raiz quadrada de A.

Voltando ao problema, se u = Bz, temos du = | det(B)|dx e

/nexp (—<Aw2: :”)) da::/nexp (—m) d:c—/nexp (—w) d

_ lull3 _ (em)n?
- / P ( det = det(B)
e concluimos a solucao, ja que det(B det(A
(b) Queremos mostrar que
det(AA + (1 — A)B) > (det A)*(det B)'™*, VA €[0,1]. (12.7)

Seja C = XA+ (1 —\)B. Entao C € G} e

ﬁ(C) — (27)""/? /n exp (— <Cx2: x>) dz.

Para simplificar a notacio, consideremos a = (27)""/2 e

f(z) = exp (—“x—ﬂ) . g(@) = exp (— B x>) |

Entao,

xp (-WT@) — F(Pgla)

Pela deigualdade de Hélder (veja Exercicio 12.22

-
det(C) R

e a temos a desigualdade (12.7).
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Exercicio 12.24: Seja u um vetor de R™ e considere a matriz A = [u ® u)].

(a) Mostre que A é diagonalizavel e seus autovalores sao
M= =X1=0, Ay =|ul3

(b) Use este fato para mostrar que det(A) =1 + ||ul|3.

Solugao: Se u = (uq,...,uy), a matrix A é, por defini¢ao,
2
uy Ui1U2 o UrUp
U2U1 'LL% s UQUp
A= )
2
UnU2 UpUy - U,

Portanto, sendo A simétrica, ela é diagonalizavel.

Observe que se w = (w1, ..., wy,),
2
uy ULU2 o UrUp w1 U1
U2U1 u% s UQUp, Wo u9
= (u . w)
2
UnpU2  UpUy - Uy, Wn, Unp

Portanto, o produto tensorial u ® u define uma transformacao linear L : R" — R"
tal que L(w) = (u : w)u. Em particular, podemos verificar diretamente que u é
autovetor de L associaldo ao autovalor ||u|3. Por outro lado, se w é ortogonal a wu,
entdo L(w) =0 = (u : w)u. Como existem n — 1 vetores ortogonais a w, concluimos
o item (a).

Seja = {w, wq,...,w,_1} uma base de autovetores de L. Entao, a matriz de L em
relacao a essa base ¢ diagonal, tendo na diagonal seus autovalores, isto é,

lull3 0 0

0 0 0

= . L

0 0 0

e

1+ ull3 0 --- 0
0 1 -+ 0
[+ Lls = : Do
0 0 --- 1

Como o determinante é invariante por mudanga de bases, temos

det(I + [u® u]) = det([I + L]g) = 1+ ||lul3.
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Gauss, Green e Stokes

Exercicio 13.1: Demonstre a férmula (13.11) (pag. 281) no caso n = 3.

Solugao: O gréfico da funcao diferencidvel (z,y) € U C R? — p(z,y) € R é uma
superficie definida pelo mergulho F'(x,y) = (ac, Y, (z, y)) Sabemos do Célculo Difer-
encial que a se K C U é compacto e ¢ é de classe C!, a integral

A= [ V1+19pta) dedy

éadreade S ={(z,y,2) eR3; z = p(z,y) }.
Neste caso, para cada (z,y) € U, F'(z,y) : U — R? é uma transformagcao linear cuja
representacao em coordenadas é

1 0
Fl(x,y) = a¢0 a¢1

Calculando diretamente, temos (omitindo as coordenadas para simplificar a notagao)

(22 op0e
_ ox ox Jy
0000 (02

ox Oy oy

[F'(z,y)" F'(z,y)]

de modo que
det [F'(z,y)TF'(z,y)] = 1+ |Ve(z,9)|*.

Exercicio 13.2: Mostre que todo aberto limitado de classe C' é J-mensurdvel.

Solugao: Seja 2 um aberto de classe C'!. Pela observagao 13.5 (pag. 279), a fronteira
00 é localmente o grafico de uma funcao de classe C''. Logo, se I é um n-paralele-
pipedo que intersepta 02, entao a fronteira do conjunto I N €2 é o gréafico de uma
funcao de classe C!. A conclusdo segue do Exercicio 12.7.
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Exercicio 13.3: Usando projecées estereograficas, construa um sistema completo
de cartas locais contendo exatamente dois megulhos para a esfera unitaria de R™:

S = {2 € R"; ||zfly = 1}.

Mostre que S*~! é uma superficie orientavel.

Solugao: Para z € R", denotemos = = (2, x,), onde 2’ = (z1,...,2,-1). Vamos
considerar F'; e F_ as inversas das projetgoes estereograficas com respeito aos polos e,,
e —e,, respectivamente. Entdo, calculando diretamente obtemos F_, F_ : R*~! — R"

definidos por
n—1
2z |"]13 — 1
F,(2) = (42) e+ (4 €en,
; la" 3 +1/) " \2'[53+1) "
n—1
2x; 2|3 -1

F_(2) = —— " e — (12— ) en,
=) ;(nm'naﬂ) () =

onde {ej1, es,...,e,} é a base candnica de R".

E claro que as fungoes Fy e F_ sao de classe C*° e
F (R™HUuF_ R =s"1

Portanto, para concluir que {F,, F_} é um sistema de cartas locais da esfera S"~1,
basta mostrar que elas e suas derivadas sao injetivas. Vamos mostrar isso para F'; o
outro caso é idéntico.

(a) Fy é injetiva. De fato, Fy é uma bijecao, pois, por um calculo direto, obtemos
Fohosn1\ {e,} — R L, onde
1 1

FoN ol x,) = Tl p— (X1, oy Tpe1)- (13.2)

(b) Fi (2') é injetiva. Para mostrar isso, é suficiente mostrar que a matriz [F (z)]

tem posto n — 1 para qualquer =’ € R" 1.

Calculando diretamente, temos para 1 <7 <n — 1:

2 42 .
_ — se i =7,
OFpiin_ ) TWB+1~ (WTF+17 (13.3)
O dw;x; . . '
j - se i # 7,
(ll="l3 + 1)
e
aF—l-’n (.’L’,) — L
Oxj (2’113 + 1)

Portanto, a diferencial de F; é a matriz de ordem n x (n — 1)

6F+ JI’
[FL)(2") = {6:6’( )} . (13.4)
VF, (2
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De acordo com (13.3), obtemos

o) -

—_— 1—4!1)’,@.@/).
||a:'||§+1( e @)

Portanto (veja Teorema e o Exemplo ou o Exercicio 12.23),

OF, 2 not 2 L
—(—= J—— 2
dt{a '“”] (Hw’H%H) det( EIEES R
2 ! /
(Hx'HQH) ( g +1 ®‘“)
BT
||x'||2+1 BT ESUAE

(1= 1a"13)
(||x'||2 1 "Il

o que demonstra a afirmativa (b) no caso ||z’||2 # 1. Se [|z'||2 = 1, a matriz (13.4)
toma a forma

(13.5)

2
1—a27 —X1T9 e —T1Tp—2 —T1Tp_1
i@ = o _oxy —2yomy - 11— 22, —Zp_oTp_1 (13.6)
2
—Tp_1T1 —Tp-1T2 ° —Tp_1Tp—2 1Ty 4
1 ) s Ln—2 Tp—1

Podemos supor sem perder a generalidade que z,_1 # 0. Entao, multiplicando a
ultima linha da matriz (13.6) por z,_; e somando com a penultima linha, obtemos

2
1—27 —T1X9 e —X1Tp—2 —T1Tp—1
A= 9
—Tp_2T1 —Tp_2Tz - l—xy o —@Z,_ 2$n 1
—Ip_1T] —Lp_1Ty - —Tp_1lnp_p  1—xl )
0 0 e 0 1

Eliminando a pentltima linha de A, obtemos a matriz quadrada

2
1—xa7 —T1X9 cee —X1Tp—9 —T1Tp_1
B = "
—Tp—2%1 —Tp—2T2 - 1—Tp o —Tp_2Tp_
0 0 e 0 1
Observe que
2
1— a7 —I1Zo cee —X1Tp—9
det(B)=| : : :det(l— (5@:@) 1|73,
— — B
Tn—-2T1 Ln—-2T2 Tp_9o
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onde ¥ = (z1,...,Tp_2). Como 1 —||Z]|3 > 1 —||2’||3 = 0, det(B) > 0 e concluimos a
prova de (b).

E claro que Fy (R*™ 1) NF_(R" ') =S" '\ {e,, —e,} (que é conexo). Entio, usando
as férmulas (13.1) e (13.2) acima, obtemos T'= F~' o F, : R*~! = R"~!  com

L

T(x') = (F-'oFy)(a) = Ak (13.7)
Para calcular o jacobiano de T, observemos que para &’ = (21,...,2,-1) # 0, temos
1 222 .
) — se J =1,
OF, () T8~ Tl
8;1;j —2.’171'.717j i .
13 I
2

Assim, temos

) - o (- R )

213

Logo,

1
det [T/(IL’/)] = W det (I —
2

! (1 2 '||2) !
= —_— — — |z E E——
e TR ) = T

Portanto, Jr(x') # 0 para todo 2’ € R"™! e a demostragio estd completa.

(' ® x’))

l2"]13

Exercicio 13.4: Considere a faixa de Mébius S definida pela parametrizacao F :

(—1,1) x [0,27] — R3,
(21 = Fy(r,0) = cos(0) (2 + 1 cos (g))

s = Fy(r,0) = sen(0) (2 + 7 cos (g)) (13.8)

z=Fi(r,0) = rsen (g)

\

Deduza a parametrizacao F' considerando as seguintes trés etapas: para cada 0 €
[0, 27],

(a) faga uma rotagao de angulo /2 do conjunto {(r,0,0),r € (—1,1)} em torno da
reta gerada por (0,1,0);

(b) faga uma translagao do resultado de (a) com o vetor (2,0,0);

(c) faga uma rotacao de angulo 6 em torno da reta gerada por (0,0,1) do resultado
de (b).

Entao:

(1) verifique que F' nao é um mergulho;
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(2) determine um sistema completo de cartas locais para S contendo dois mergulhos;
(3) mostre que S nao é orientdvel.
Solugao: (1) F' nao é um mergulho pois F'(0,0) = F(0, 27).
(b) Considere
Uy ={(r,0);|r| <1,6¢c(0,2m)}
Uy ={(r",0); "' <1,6 € (m,3m)}
e as seguintes aplicacoes: Iy : Uy — R3 e Fy : Uy — R3, sendo F} e F» definidos como
em (13.8). Entao F; e F, sao dois mergulhos distintos tais que S = Fy(Uy) U F»(Us)
(verifique!). Seja W = Fy(Uy) N F»(Us). Entao, temos
Dy = F (W) = (=1,1) x [(0,m) U (m, 2m)],
Dy = Fy {(W) = (~1,1) x [(, 27) U (2, 37),
Seja T': D1 — D5 a aplicagao de conexao associada aos mergulhos F; e F5. Observe
que Fy((—=1,1) x (m,2m)) = F»((—1,1) x (m,2m)). Se (r',0') € (-1,1) x (m,27) e
T(r,0) = (r',6), vé-se que r = 1’ e § = ’. Por outro lado, se (r',0") € (—=1,1) x
(2m,3m), entao 6’ = 2w + 0 com 6 € (0, 7). Observe agora que cos(6'/2) = — cos(60/2)
e sen(#’/2) = —sen(6/2). Portanto, temos
T(r,0) = (r,0) se (r,0) € (—1,1) x (m,2m);
’ B (_T70+27T) se (Tu 9) S (_]—71> X (Ouﬂ-)a

Portanto,
1 se(r,0) e (—1,1) x (m,27);
JT(Tu 9) - {_1 se ('r, 0) & (—1,1) X (077T>7

de onde se conclui que S nao é orientavel.

Exercicio 13.5: Seja Q C R? aberto limitado de classe C' e « nas condicées do
Teorema de Green. Mostre que

1 27 27 27
(=3 [ (n@ns0-e®m®)d = [ nnsod=— [ o
0 0 0
(13.9)
Solugao: Considere o campo f(z1,22) = 3(—z2,21). Entdo
f 0K _y
8513'1 8513'2

Pelo Teorema de Green

c(Q) = /Q (g—ﬁ — %) dridzy = /mf(y(t)) ' (t) dt

1

=5 [ (n@nb0) ~teni0) a

Considerando f(z1,x2) = (0,21), 0 mesmo argumento nos da:

dm:AWMMﬁmw

Integramos por partes, obtemos

| nomman=— [
0 0
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Exercicio 13.6: Seja Q@ C R? um aberto de Jordan cuja fronteira 09 é uma

poligonal fechada com vértices nos pontos Py, Py, ..., P, onde P, = (a;,b;). Mostre
que
‘ _ 1 a; by az by am b
aurea(Q)_i(a2 by + 0 b S o)

Solugao: Fazendo a identificacao P,,11 = P;, podemos parametrizar cada segmento
P;P; ;1 por

00,1 = R%, %i(t) = P+ t(Pip1 — Pi).
Desta forma, 02 = 71 ([0,1]) U+ - U7, ([0,1]) e por (13.9), temos

1= [t
drea({2) = 3 Z/ x; dy; — y; dxg,
i=170

onde
x; = a; +tla41 — a;)
{ yi = b; +t(bit1 — b;)
Entao,
1 [l
frea(Q) = Z/O ([ai +taips — ai)] (bigr — bi) — [bi + t(biss — bi)] (aisr — a,-))dt

1

o
I

1
<ai<bi+1 —b;) + §(Gi+1 —a;)(bix1 — b;)

-

s
I
_

N | —

1
—bi(aiy1 —a;) — §(bz‘+1 —bi)(aiy1 — ai))

1 m
= 5 Z a;biy1 — bjaiq1.
i=1

Exercicio 13.7: Seja © C R? um conjunto aberto limitado e convexo. Um seg-
mento rigido AB de comprimento 0 < L < diam(f2) se desloca mantendo suas ex-
tremidades A e B sobre a fronteira 0€). Apds uma volta completa, um ponto M do
segmento descreve uma curva fechada I' no interior de ). Mostre a area da regiao
compreendida entre as curvas 0S) e I' € igual a mab, onde a e b sao respectivamente os
comprimentos de AM e MB.

Solugdo: Sejam A, B : [0,1] — R? parametrizacbes das extremidades A e B do
segmento AB. Entao, o ponto M pode ser parametrizado por M : [0,1] — R?,




Gauss, Green e Stokes 173

Seja 7 o aberto contido no inteirior da curva M ([0, 1]). Entao,
1
Q) = / My (t)M(t) dt
0
1 a b " ,
= Bi(t)+ —— Ay (¢ Bi(t) + ——AL(t) | dt
/0 (a+b 1()+a+b 1()) (a+b 2()+a+b 2( >)
a ? b 2 ab 1
(o55) + (a5) [+ 25 [ B+ awBi0) @
2ab

(a+0)* Jo
Somando e subtraindo a parcela @tb)? ¢(2) no lado direito da igualdade acima, obte-
mos

ab 1 , / ' /
() = c() + m/() (B1(t)A5(t) + A1 (t) By(t) — Av(t)A5(t) — Ba(t) By(t)) dt
ab 1 I
=¢(Q) — m/o (Bi(t) — A1(t)) (Ba(t) — Aa(t)) dt
= ¢(Q) — mab,

visto que a parametrizacdo B(t) — A(t) descreve uma circunferéncia completa de raio
a+b. Logo, ¢(Q2) — (Qpr) = mab.

Exercicio 13.8: Considere Q = {(z1,22); 21 + 23 < 1} o disco unitdrio de R? e
f:Q—R2, f=(f1,f) tais que f' é continua em Q e é de classe C? em ).

(a) Com a parametrizagao de 02 dada por (0) = (cos 6, sen #), mostre que:

, _1 ofs _, ORY ,

onde ds denota o elemento comprimento de arco.

(b) Se f(x) = Mz sobre 02 (onde M é uma matriz 2 X 2 constante), use o item (a)
para mostrar que:

/Qdet [f/(z)] dz = 7 det(M).

(c) Estenda os resultados dos itens (a) e (b) para  C R? aberto limitado cuja
fronteira é uma curva de Jordan de classe C' e conclua que, neste caso,

/det [f/(z)] dz = det(M)drea(S2).
Q
Solugao: (a) Para i = 1,2, considere a aplicacao h;(0) = f;(cosf,senf). Entao

CZ; 0)=— SSJCE (cosf,sen @) senf + 8:{;

(cosB,sen @) cos .

Assim, o integrando na integral de linha do item (a) pode ser escrito na forma

f1dh2—f%:( %— 28f1)0 ( %— 2afl>S€H9
0xo 0x;
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Considerando o campo de vetores

- (flan ~pSh n kg2t ) (13.10)

6;&1 1 6562 8513'2

e denotando v(f) = (cosd,senf), a integral de linha toma a forma

/m <f1 Ly dhl) ds = 02W<9(7(9)) :7'(6)) db.

pelo Teorema de Green

dhy ,dhy\ , [ (D92 Oa; - /
/89 (fl — fo—p ) /Q (8_:1:1 - 8_:1:2) dxidzy = Q/Qdet[f (x)]dx.

(b) Sejam a;;, j = 1,2, os coeficientes da matriz M e g = (g1, 92) o campo definido
m (13.10). Entao,

g1(cos@senf) = (agl(an cos 6 + ayzsen @) — aqq(az; cosf + azz sen 0))
= —det M sen@,

g2(cosfsen ) = (agg(au cos 0 + ajzsen @) — ajz(az; cos @ + ass sen 9))
= det M cos#.

Portanto g(cos,senf) = det M (—sen6,cos@). Como /() = (—sen@, cosf), temos
2/det[f Vdz = <g )17/ (60)) d = 2m det M.
Q

(¢) Seja v : [0,1] — R? uma parametriza¢ao de 9€2. Defina h;(t) = f;(7(t)). Entao,

ofi

LM + SE w0,

6561

ni(t) =

0 0 0 0
st = a6 = (792 - g0 ) 0+ (152 - 51 o

Como no item (b), consideramos

0f _ Oh L Of _, Of
g=(ngl - gl n gl - gl (13.11)

Z1

de modo que

/ (Fu(OHY() — folt) 1 (8)) di = / (g((t)) - v/ (t)) dt.
oN 0
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pelo Teorema de Green

A%ﬁ@%@%ﬁﬂWﬁWﬂhié(%%_%%)Mﬂm:JAfawmwm

Sejam a;;, j = 1,2, os coeficientes da matriz M e g = (g1, 92) o campo definido em
(13.11). Entao,

g1 (W(t)) = (a21(a1171 (t) + a12’72(t)) —an (a2171 (t) + azﬂz(t))
= —det M’yZ(t%

92(7(1)) = (a22(a1171(t) + a1272(¢)) — a12(a2171(t) + az2y2(t))
= det M’yl (t)

Portanto, g (y(t)) = det M~/(t), de onde se conclui que

1

2 [ detl'(@)ldz = [ (gr(e)) s/ (o) dt
Q

0

= det 21 | ((B)74(0) ~ 1a(t)74 (1)) dt = det Me(©)

Exercicio 13.9: Seja Q) ¢ R um aberto de fronteira regualar S. Dados f :  — R
e g: S — R fungoes continuas, considere o problema de Neumann que consiste em
determinar u: Q) — R de classe C? em ) tal que

—Au = f em (),
ou (13.12)
— =gem S,
on

onde n é o vetor normal unitario definido sobre ) e exterior a §2.
Use o Teorema de Gauss para mostrar que nem sempre (13.12) possui solugao.

Solugao: Como Au(z) = div(Vu(z)), segue do Teorema de Gauss:

/ f(z)dx = Vu(o) - n(o)do = %(J) do = / g(o)do.
Q oN o0

o0 8'",

Portanto,

¢ uma condicao necessaria.



176 Calculo Avancado

Exercicio 13.10: Considere os niimeros reais0 < a < b e Q C R3 o aberto definido
por

Q={zeR%; a<|z|2 <b}.
Seja f : Q — R3 o campo de vetores definido por

xT

JF(z) = TlB

Verifique que f é um campo solenoidal, mas nao é um campo rotacional em ).

Solugao: Denotemos d;; o delta de Kronecker:

5. — 1 sei=7,
Y10 sei#£ .

Um célculo direto nos da:
Ofi  0ijllzll3 — 3ziz;

= (13.13)
Oz 13
Se i = j, (13.13) nos da:
Ofi _ |lxl3 — 323 :
= Lo divf=0. (13.14)
Oz 113
Se i # 7, temos
ofi  0f;
— =0 tf =0. 13.15
8.’17j axl = ro f ( )

Portanto, f é solenoidal e irrotacional em 2. Como () é simplesmente conexo, segue
do Teorema 6.2 (pag. 106) veja as observagoes que seguem a Definigao 6.6) e (13.15)
que f é campo gradiente (cujo potendial é p(x) = —1/||z||2).

No entanto, f nao é um campo rotacional, i.e., nao existe g tal que rot g = f. De
fato, se a < r < b e S a esfera de raio r e centro em zero, entao S C 2. Assim, se
o = rw, temos

do =r’dw, f(o)=r"%w, n(o)=w

/Sf(U)'n(U)dU:/SZW-wdw:élﬂ.

mas sendo S uma superficie fechada,

/ rot g(o) - n(o)do =0,
S

quaquer que seja o campo g de classe C! em €.
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Exercicio 13.11: Seja B = Bg(0) \ {0}, com Bgr(0) a bola aberta de R™ de raio
R > 0 e centro na origem. Considere a funcao K : R™\ {0} — R™\ {0} definida por
RQ
= ——>2.
|13
K é denominada férmula de inversao de Kelvin. Mostre que
a) K(B) =R"\ B;
b) K(0B) = 0B;
¢) K é continua e invertivel, com K~! = K.

Seja f uma funcdo harmoénica em R?\ {0} e g : R?\ {0} — R definida por g(z) =
f(K(ac)) Mostre que g é harmoénica. O resultado vale para n > 37

K (z)

Solugao: Observemos inicialmente da definicao de K que
1K (@) l|z]l = R?, Yz € R\ {0}
Portanto,
[zl > R <= K@) <R e [zl =R < [K(z)|=R.

(a) y € K(B) se, e somente se, existe z € B tal que y = (R?/||z||?)z. Logo, ||ly||||z|| =
R?. Como ||z|| < R segue que |ly|| > R e consequentemente, y € R™ \ {0}.

Reciprocamente, se y € R™ \ B, seja z = (R?/||y||?)y. Entao y = (||y[|*/R?)z. Como

R4
lzllllyll = R? = [yl = ,
|2
temos ” H2 . )
Y R R
y = 77 T = RQHxHQwZ Hw”2£€:K(SE> (13.16)

e concluimos que K(B) =R" \ B.
Analogamente, com os mesmos argumentos, prova-se que K(9B) = 0B e também que
K(R"\B) = B.

(b) A continuidade de K é consequéncia imediata do Teorema 4.1 e 4.3 (pags. 37 e
38). Provemos que K ¢é injetiva.
R? R?

K(z1) = K = = = B
(21) = K (z2) sl = llz2] fer 2™ a2

= I1 = 2.

A sobrejetividade de K segue diretamente da prova do inte (a). Portanto, K é in-
vertivel e consequentemente K ! = K segue de (13.16).

Denotemos y = K(x). Entao, pela Regra da Cadeia,

2f | (o, (0w \°| | &*f |(0w=\", (0w’
A =L | (= 7 — | == —==
9(x) ay% [(0901) + (amg) + ayg (83&1) + (83:2)
O*f [Oy1 Oy2 | Ouyr Oy (13.17)
6y16y2 8513'1 8513'1 8513'2 8513'2

of [y Pyl | Of [8y2 | OPyo
+8y1 [am% * 0x? +8y2 or? = 0x? |’
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Observando que y; = x;(R?*/|z|?), i = 1,2, temos

o _ r3— 1% _ _8y2, oy1 _ 2mry ayQ. (13.18)
0xq |x|4 0xo 0xo |4 0xq

Das identidades (13.17) e (13.18), obtemos

o\, (O (O, (0w _ 1
8513'1 833'2 8513'1 an |$‘4,
0y Oy 4 Oy1 Oya _0,

8301 8301 8.’132 8.’132 N
Py Pyr 0%y Oy

= =0.
0z? * or?  O0x?  0x?
Portanto,
1 [(0%f O*f 1
A = =—A =0
9() ||* (5?;? i 5y§> ||* f)



