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Apresentacao

Este livro destina-se a professores que desejam desenvolver em seus alunos a habilidade de
visualizar figuras espaciais e, para tanto, gostariam de ter exemplos de atividades que possam
aplicar.

Quando nos referimos a visualizar figuras espaciais ndo estamos preocupados com nomes de
elementos destas figuras ou leis numéricas associadas a elas. Nosso objetivo € que o aluno saiba
ver a figura como um todo através da sua representagao no plano e saiba também decompé-la,
reconhecendo os elementos que a formam. Assim, devera imaginar partes ocultas da figura e verificar
0 que acontece com sua representacdao quando esta se movimenta.

De certo modo, nosso interesse em estudar este tema comegou em 1999, quando aplicamos
um teste diagndstico piloto a alguns alunos do 6° ano (antiga 52 série) do Ensino Fundamental. Este
teste constava de questdes nas areas de geometria, numeros e tratamento da informagao. Em 2000
ampliamos esta pesquisa aplicando este teste (com pequenas alteragdes) a 1763 alunos,
aproximadamente 10% do total de alunos inscritos na rede municipal do Rio de Janeiro, selecionados
por amostragem. Durante a correcao do teste, notamos deficiéncias em diversas areas e chamou-
nos atengao dificuldades encontradas em questdes que envolviam visualizagao de figuras espaciais:
os alunos nao conseguiam, em sua maioria, perceber elementos escondidos na representagcao da
figura espacial, confundiam a figura real com sua representagao.

Iniciamos, entao, pesquisa bibliografica, procurando verificar a relevancia do tema e buscando
a fundamentagao tedrica que nos auxiliasse a selecionar atividades para a sala de aula. Nos
Parametros Curriculares Nacionais consta Espago e Forma como uma area curricular a ser trabalhada
desde as primeiras séries do Ensino Fundamental. Especificamente é dito que devem ser exploradas
atividades que levem o aluno a “estabelecer relagdes entre figuras espaciais e suas representacdes
planas, envolvendo a observagao das figuras sob diferentes pontos de vista, construindo e
interpretando suas representacdes” (BRASIL, 1998, p.65).

Pesquisadores diversos também reforcam a necessidade de desenvolver nos alunos a habilidade
de visualizar figuras espaciais, afirmando que deveria ser considerada uma atividade matematica tal
qual é considerado o desenvolvimento de habilidades numeéricas ou algébricas. Entretanto, lamentam
que, ao contrario destas, vem sendo negligenciada no curriculo escolar ( HERSHKOWITZ, PARZYSZ
E VAN DORMOLEN, 1996). Afirmam ainda que este trabalho deve ser iniciado desde o principio da
educacao escolar, ja que o desenvolvimento do raciocinio visual pode contribuir para o
desenvolvimento cognitivo em diversas areas, incluindo matematica e ciéncias.

Wheatley e Wheatley (1979) também ressaltam que matematica ndo € somente raciocinio
numeérico ou légico, mas também espacial. Mais ainda, chamam nossa atencao para o fato que,
muitas vezes, mesmo a geometria € ensinada sem énfase em desenvolvimento de habilidades
espaciais.

A partir da leitura destes e de outros textos, tornou-se mais claro para nds a necessidade de
ensinar o aluno a raciocinar visualmente. Para enxergar o objeto tal qual ele &, através da sua
representacao, € necessario aprender esta habilidade.



Selecionamos ou criamos diversas atividades e aplicamos em turmas em que as professoras
da equipe lecionavam. A partir da aplicacao pudemos rever os enunciados e modifica-los, quando
necessario. As atividades aplicadas estdo seguidas de comentarios sobre o resultado em sala de
aula. A intencédo é que o professor possa verificar quais as principais estratégias utilizadas pelos
alunos para resolvé-las. Decidimos também incluir um capitulo com uma coletanea de questdes
retiradas da Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), da Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas (OBMEP) e do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Embora n&o tenham
sido utilizadas em nossas salas de aula, achamos que deveriamos enriquecer nosso repertorio,
mostrando também que, em certos contextos, estes tipos de questdes séo valorizadas.

A seguir, tecemos alguns comentarios sobre as atividades e sobre a aplicagdo das mesmas.

As Atividades e a Aplicacao

As dez atividades aplicadas foram selecionadas de formas diversas. Algumas criamos, outras

encontramos em um ou mais textos. Fizemos sobre estas algumas ou muitas adaptagdes, inclusive
incluindo novos itens.

As atividades foram escolhidas de modo a desenvolverem habilidades diversas, tais como:
montar e desmontar figuras; movimenta-las e verificar como suas representagdes se alteram como
resultado destes movimentos; seccionar figuras espaciais observando quais as figuras planas obtidas
como resultado destas seccdes; visualizar os solidos através de suas vistas e contar elementos de
figuras espaciais. E importante ressaltar que, para contar elementos de uma figura, o aluno devera
saber organizar uma forma de contagem, caso contrario ira contar o mesmo elemento mais de uma
vez ou podera omitir algum elemento. Assim, outras habilidades essenciais do ponto de vista do
raciocinio matematico surgem como consequéncia.

Outro ponto primordial se refere as justificativas apresentadas. Sempre que pertinente,
solicitavamos aos alunos que individualmente ou em dupla apresentassem uma justificativa para a
resposta dada. Observamos que nas turmas em que os alunos estavam habituados a esta exigéncia,
as justificativas ndo somente eram mais claras como também mais criativas.

As atividades foram aplicadas em turmas do Ensino Fundamental e algumas em turmas do
Ensino Médio. Também foram utilizadas com alunos da licenciatura em matematica e professores
que sao alunos do curso de Especializagao em Ensino de Matematica da UFRJ. Divulgamos algumas
delas em diversos mini-cursos oferecidos em congressos, desde 2001, como nos Encontros Nacionais
de Educacdo Matematica e nos encontros do Projeto Funddo. Colocamos no decorrer do texto
somente o resultado da aplicagdo em turmas da Educacéo Basica, ja que nelas recolhemos e
analisamos as respostas. Cabe observar que, por suas caracteristicas, algumas atividades podem
ser realizadas com maior ou menor complexidade dependendo da pergunta que se faz ao aluno. Na
atividade do cubinho, por exemplo, podemos pedir que verifique 0 caso n x n x n e que, ao resolver,
utilize argumentos geomeétricos.

Nao podemos deixar de mencionar os estudantes com deficiéncia visual do Instituto
Benjamin Constant, no Rio de Janeiro, com os quais algumas destas atividades foram utilizadas.
Para estes fizemos varias adaptagdes, mas ficamos felizes em verificar que € possivel visualizar
uma figura espacial sem enxergar, ja que um forte componente de abstragao esta presente nesta
capacidade.

Esperamos que este livro seja util e qualquer sugestao sera bem-vinda!



Atividade 1

O quebra-cabeca da letra H

Enunciado

Observe o soélido abaixo, que mostra a letra H.

Que conjunto de pecas a seguir foi usado para montar este solido? Explique como vocé chegou
a esta concluséo.




Turmas em que foi aplicada: 8° e 9° Anos do Ensino Fundamental

Comentarios

O indice de acertos foi muito bom nas turmas em que a atividade foi aplicada, embora nem
todos conseguissem justificar corretamente. No exemplo abaixo o aluno marcou a opgao (C), mas o
encaixe apresentado no primeiro desenho que fez nao esta correto.

Alguns indicaram, através de legendas nas pecgas, como foi feito o encaixe, como nos dois
exemplos abaixo.
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Os alunos que erraram marcaram a op¢ao (A).Um dos alunos que escolheu esta opg¢ao deixou
claro que contou o numero de pegas na “vertical” (conforme escreveu), mas ndo observou a simetria
na figura.
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A maioria dos alunos que acertou apenas justificou a solugéo que estaria certa. Entretanto,
um aluno do 99 ano justificou também porque a opg¢ao (D) nao serviria, contando o0 numero de
cubinhos. Assim também, um aluno do 8° ano apresentou para cada item um possivel bloco
sélido formado com um conjunto de pecas. Vejamos abaixo seus desenhos:

% L

Conforme percebemos, a idéia da legenda é muito boa, no sentido de registrar em cada pega
uma marca que a identifique independente do movimento que se faca com esta e da posigao que ela
venha a ocupar.

Sugestoes para a sala de aula

— Levar o material dourado para os alunos construirem o modelo (embora ndo deva ser
oferecido logo a principio).



Atividade 2

A peca que falta

Enunciado

De um bloco retangular formado com 5 x 5 x 2 cubinhos foi retirada uma parte, obtendo-se o
soélido abaixo:

A
2

A B L1

Qual das pecas a seguir foi retirada do sélido? Explique como vocé chegou a esta conclusao.

Turmas em que foi aplicada: 6°, 8° e 9° Anos do Ensino Fundamental

Comentarios

A maioria dos alunos acertou a questao, escrevendo frases do tipo:

Outros tentaram de fato justificar de formas diversas:

— contando a quantidade de cubinhos em cada item (segundo estes critérios sao eliminadas
as pegas B e D);
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— utilizando vistas, como no exemplo abaixo:

— argumentando que a forma da pecga é de uma letra T,

— explicitando que houve um movimento na pecga correta para esta ser encaixada no
sélido:

Alguns trocaram termos na justificativa, o que provavelmente reflete dificuldades com conceitos
como area, volume, cubo e quadrado. Vejamos os exemplos abaixo:

11



Atividade 3

Movimentando caixas de chocolate

Adaptada de Van den Heuvel-Panhuizen e Gravemeijer (1993)

Enunciado

A figura abaixo mostra caixas de chocolate empilhadas. Quantas caixas de chocolate sobram
depois de encher a caixa grande? Explique como vocé chegou a esta resposta.

e
5 ««

\/‘
%

Turmas em que foi aplicada: 6°, 7° e 8° Anos do Ensino Fundamental

Comentarios

Na maioria das turmas em que a atividade foi aplicada, o numero de acertos foi maior do que
0 numero de erros, tendo os alunos demonstrado muito interesse em resolvé-la.

Exemplos de respostas incorretas

As estratégias destacadas a seguir levaram ao calculo errado do numero de caixas de chocolate
que caberiam na caixa grande.

— Contar o numero de retangulos nas faces da caixa (exceto os do tampo e os do fundo),
0 que sugere pouco dominio do conceito de volume.
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— Multiplicar o numero de retangulos da face frontal pelo numero de retdngulos de uma
face lateral, obtendo, ao final, 8 x 6.

Exemplos de respostas corretas

A maioria dos alunos que acertou contou independentemente as caixas de chocolate na pilha e
as que caberiam na caixa grande, fazendo a seguir a subtragéo entre as duas somas. Houve alunos
que juntaram as caixas em grupos para lhes facilitar a contagem, traduzindo este agrupamento em
uma expressao numeérica. O exemplo abaixo ilustra um agrupamento:

Na pilha tem 27 e na caixa cabem 24 e ai restam 3

Pilha: Caixa:
7x3+3x2=21+6=27 12x2=24

Percebemos que em algumas respostas certas transparecia a idéia de movimento. Este
movimento podia ser:

da pilha de caixas de chocolate para a caixa grande:

“Sobraram 3 caixas. Eu fui pensando na caixa e botando as caixas de chocolate dentro da
outra caixa e cheguei a esse numero.”

na propria pilha de caixas de chocolate, refazendo o seu formato até obter a mesma
forma da caixa grande:

“.. eu fui tirando as caixas la de cima e fui enchendo aqui em baixo nas duas ultimas
pilhas, ai eu vi que sobraram 2 caixas de chocolate.”

Embora, nesta ultima resposta, o aluno tenha errado o niumero de caixas que sobrou, seu
raciocinio foi adequado a questao.

Sugestoes para a sala de aula

Em séries iniciais, o professor deve trabalhar com esta atividade concretamente para que os
alunos possam resolvé-la movimentando as caixas de chocolate da pilha para a caixa grande.

13



Atividade 4

A pilha de tijolos

Enunciado

Observe na figura abaixo como foram arrumados os tijolos e responda:

.....

N
b

\

B

- 00000000
- 99090009
\‘\

soee |

i

S

0000 0000 00000000
0000 900000000000

0000 0000 o000
0000 0000 sooe
0000 0000 o000
eeeo00ee eooe

0000 - 000000000000
o000 00000000 ;
0000 - 9000 0000
ee0e [oese

a) Quantos tijolos ha na pilha?

b) Escreva como vocé achou a resposta do item (a). Indique o calculo que vocé fez.

Turmas em que foi aplicada: 6°, 7° e 8° Anos do Ensino Fundamental

Comentarios

Nesta atividade, as formas de contagem dos tijolos foram bastante diversificadas. Alguns erros
que nos chamaram a atengao:

— contar somente os tijolos visiveis;

— falha na contagem;

— apresentar como resposta final o numero 84, resultado da conta 7 x 3 x 4 (imaginando
um paralelepipedo com 84 tijolos).

14



Dentre as respostas corretas, destacamos as seguintes formas de contagem:

—imaginar um paralelepipedo com 84 tijolos e subtrair em seguida o numero de espagos
vazios, como ilustra a resposta de um aluno do 8° ano:

“Eu multipliquei altura e largura e depois o comprimento deu 84, depois contei 0s tijolos
que estavam faltando e deu 24 e subtrai com 84 e deu 60.”

— contar o numero de tijolos em cada fileira (horizontal ou vertical) e depois somar os
resultados obtidos, como no exemplo abaixo de uma aluno do 8° ano:

Légﬂgj o otercla

Com @0 amolon)
L Qg Heden ] A
s M{LLW;.LJ? ; A 5E om

B

— contar grupos de tijolos (ndo necessariamente fileiras), indicando ao lado o total de
cada grupo, para depois fazer a soma final, como mostra a expressdo a que chegou
uma aluna do 8° ano:

7.3+4.3+3.2+6.2+1+3.2+2
21+12+6+12+1+6+2
60

— contar os tijolos um a um, como um aluno do 6° ano bem explicou:

“Eu néo fiz nenhum calculo contei todos os tijolos. De 1 em 1 tijolo, somando cada um.”

Notamos que enquanto ha formas mais simples de contagem (um a um), outras demonstram
uma organizagao visual mais desenvolvida. Um ponto interessante desta questao € que remete a
uma figura que provavelmente ja viram em alguma construgéo na rua: pilha de tijolos. Neste sentido
fica mais facil perceberem a existéncia dos tijolos ndo aparentes. Conforme a resposta de um aluno

do 8° ano:

“Contei os tijolos da frente e depois fui imaginando os de tras”

15



Sugestoes para a sala de aula

16

— Levar objetos para a sala de aula, como caixas, e pedir aos alunos que organizem
pilhas com estes objetos. Em seguida deverdo se movimentar em torno destas pilhas
para que observem as diferentes vistas, deverao também desmontar a pilha e contar o
numero de objetos nestas.

— Pedir que “decomponham?” a pilha de tijolos desenhada na questao em pequenas pilhas
que facilitem a contagem.

— Se a turma nao estiver acostumada a trabalhar com questdes deste tipo, sugerimos um
modelo mais simples de pilha de tijolos, como o que se segue:
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Atividade 5

Contando cubinhos

Adaptada de Abrantes (1999)

Enunciado

Considere o cubo da figura abaixo construido a partir de cubinhos. Decidiu-se pinta-lo
exteriormente de vermelho e a seguir decompé-lo em cubinhos. Pergunta-se:

a) Quantos cubinhos existem no cubo formado?

b) Quantos cubinhos ficam com uma unica face pintada?
c) E com duas?

d) E com trés?

e) E com nenhuma?

Turmas em que foi aplicada: 6°, 7° e 8° Anos do Ensino Fundamental

Comentarios

Todas as turmas tiveram dificuldade em resolver esta questdo. Em algumas turmas, ja havia
sido trabalhado com os alunos visualizagao de sélidos geométricos em diferentes posicdes. Em
outras, nada havia sido estudado deste assunto.

Exemplos de respostas incorretas

Um erro comum foi responder os itens (b), (c), (d) e (¢) com os numeros 9, 18, 27, O,
respectivamente. Estas respostas correspondem aos calculos: 9 x 1, 9 x 2, 9x 3, 9 x 0. Estes alunos
contaram o numero de quadrados em cada face (9) e a seguir multiplicaram este niumero pelo
numero de faces mencionado em cada item. Veja a justificativa dada por um aluno do 6° ano que
respondeu desta forma:

“Eu consegui o resultado pensando assim: eu peguei uma face do cubinho e sé contei
quantos quadradinhos tinham na face e depois fui acrescentando os multiplos do numero
que achei.”

17



Os alunos que cometeram este tipo de erro responderam de fato a uma outra pergunta: quantos
quadrados tém em, respectivamente, uma, duas, trés e nenhuma face do cubo formado?

Outro erro foi a troca dos termos “cubo” com “quadrado”, até mesmo em argumentos que
levariam a resposta correta, a menos da troca de palavras, como ilustra a resposta dada por uma

aluna do 6° ano ao item d:

“Em cada ponta do cubo ha um quadrado com trés faces pintadas.”

Exemplos de respostas corretas

Nas turmas em que havia sido feito um trabalho anterior com visualizag&o, alguns alunos
apresentaram estratégias pertinentes com argumentagdes coerentes, como mostram os exemplos a
sequir, ilustrados pelas respostas dos alunos.

— Estabelecer, com cores ou simbolos no desenho do cubo, a representacdo dos cubinhos
que atendiam a cada item.

- £ %’wb camlmal aryam
mu_t:hmmdm o culres M&d@: ,

— Somar o numero de cubinhos encontrados nos itens (b), (c) (d) e (e) e conferir se essa
soma da 27.

18



— Usar o numero total de cubinhos para descobrir a resposta de algum item em que
houve maior dificuldade.

“12 porque eu fiz por ultimo e como os cubinhos no total da 27 eu fiz a “prova real”, vi
quanto faltava p/ completar 27 e coloquei ai.”

“Eu cheguei a concluséo destas respostas contando os cubinhos e a ultima s6 sobra 1,
porque € o que esta no centro do cubo.”

Embora nem sempre a linguagem seja precisa, € possivel discriminar quando o pensamento
do aluno foi correto, deixando claro que entendeu o objetivo da questdo. Numa analise geral,
percebemos que, embora ndao seja uma questao facil para alunos do ensino fundamental, é
interessante para que o professor possa explorar com a turma as diferentes estratégias de resolugao
e verificagdo das respostas. Por outro lado, € também uma oportunidade de se diferenciar termos e
conceitos usados para figuras no plano e figuras no espaco.

Sugestoes para a sala de aula

— Levar o material dourado para os alunos construirem o cubo (embora n&o deva ser
oferecido logo a principio).

— Iniciar com atividades mais simples como formar o cubo 2 x 2 x 2

— Para alunos de ensino médio ou cursos de graduacéo, estender para cubos 4 x 4 x 4,
5x 5 x5 e, dependendo da turma, n x n x n.

19



Atividade 6

Area de superficie: qual a maior possivel?

Adaptada de For the Classroom - cube models (1994)

Enunciado

Tome seis cubos, considere que a area da face de cada um desses cubos vale 1 u.a. Monte
um sélido cuja area da superficie (soma das areas das faces do sdlido) seja a maior possivel.
Cada dois cubos contiguos (vizinhos) tém em comum uma face. Justifique sua resposta.

Material a ser utilizado: cubinhos do material dourado

Turmas em que foi aplicada: 6° e 8° Anos do Ensino Fundamental

Comentarios

Esta atividade deve ser trabalhada com alunos que ja conhegam o conceito de area de superficie
de um sdlido geométrico. O indice de acertos foi bom nas turmas em que foi aplicada, sendo que no
8° ano, a maioria fez corretamente. Verificamos que ha uma grande dificuldade em justificar por
palavras, embora tenhamos percebido pelo desenho que a idéia estava correta.

Exemplos de respostas incorretas

Poucos alunos erraram, entre os erros cometidos destacam-se 0os mencionados a segulir.

— Apresentar 36 como resposta, devido a ndo observacédo da condicido do enunciado
(dois cubos vizinhos terem uma face em comum), veja a solug&o abaixo:

20



— Nao contabilizar as faces apoiadas dos cubinhos na mesa, totalizando 20 u.a.
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— Contagem errada do numero de faces a serem consideradas em cada cubinho.
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Exemplos de respostas corretas

Alguns alunos chegaram a uma expressao numérica, como uma dupla do 8° ano:

Embora nao tenha escrito como forma de expressao, uma dupla de alunos do 8° ano percebeu
como se alterava o numero de faces na jungcédo dos cubinhos, conforme mostra a justificativa
apresentada:
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E interessante registrar a idéia de mostrar no desenho o nimero de faces a serem contadas
em cada cubinho, criando para isto um esquema, como no caso do aluno abaixo:

s = i i o TEe S e orers
4 4 £ ] £ e gl_etl—.ac;Funduncb:rﬁ-aE oo

Trse— Carv i

Nos dois exemplos anteriores observamos troca de termos. No primeiro, logo no inicio, troca
de “face” por “lado”. No segundo, troca de “cubo” por “quadrado”.

Sugestoes para a sala de aula

— Propor inicialmente que resolvam esta atividade com numero de cubinhos menor do que
seis ( trés, quatro e cinco).

— Propor que registrem através de uma expressdo numérica como fizeram os calculos.
— Propor que esbocem os desenhos que os levam a obter a maior area de superficie
possivel.

— Dependendo do desempenho dos alunos durante a realizagao da atividade, pode-se
propor que tentem chegar a formula geral: S(n)=4n + 2, onde S é a area de superficie do
modelo e n, 0 numero de cubinhos. Diferentes modos de raciocinar levam a esta férmula,
ja vimos alunos chegarem inicialmente a S(n)=2 - 5+ 4(n - 2) e outros a S(n)=6n - 2(n -1).
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Atividade 7

Contagem de blocos

Questdes 1 e 2 adaptadas de [Testes NFER] (1972)
Enunciado

1. Observe os desenhos dos solidos A, B e C abaixo.

4 p

7 e
A | B C

(a) Quantos solidos B sdo necessarios para formar o solido A?
(b) Quantos sdélidos C sao necessarios para formar o solido A?
(c) Quantos solidos C formam o sélido B?

(d) Se quisermos construir o sélido A usando os blocos B e C, quantos de cada um serao
necessarios?

2. Observe o bloco grande da esquerda de cada uma das filas. Quantos blocos da direita, de mesmo
formato, sdo necessarios para construir o bloco grande? Escreva sua resposta na linha pontilhada
ao lado de cada um dos blocos.

T _ —
—1 a
B | | & | =
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3. Observe o bloco desenhado abaixo:

Se quisermos desenhar este bloco utilizando TODAS as trés pecas a seguir, quantas serao
utilizadas de cada uma? Coloque abaixo de cada peg¢a o numero correspondente.

A 7

L | _ /

Turmas em que foi aplicada: 6°, 7° e 9° Anos do Ensino Fundamental

Comentarios

A primeira questao foi a que apresentou maior numero de acertos. Na questao 2 os alunos de
todas as séries tiveram mais dificuldade para responder. Observamos que erraram mais quando o
bloco menor difere do maior por mais de uma dimensao. Assim, por exemplo, no item 2b, houve
mais acertos na primeira resposta do que na seguinte.

Na terceira questao o desempenho nao foi bom, parece que sequer compreenderam o enunciado.
Na aplicacdo desta questdo ndo houve interferéncia do professor. Acreditamos que € interessante,
neste caso, o professor discutir o objetivo da questdo com o aluno, de modo que entendam o
enunciado. Nao € uma formulac&o usual e ha mais de uma solugéo possivel.

Nesta atividade, a substituicido da perspectiva cavaleira pela perspectivaisométrica, pode
ajudar os alunos a avaliar melhor as relagdes métricas entre o bloco e as pegas (ver Apéndice ).

Sugestoes para a sala de aula

— Levar blocos para a sala de aula para que visualizem os so6lidos, observando suas
dimensoes.

— Na ultima questao comparar as respostas dos alunos para que percebam que ha mais
de uma solugéao possivel.
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Atividade 8

Construindo sélidos a partir de suas vistas

Adaptada de Pinheiro (1997)

Enunciado

Um solido formado por cubinhos tem as seguintes vistas:

vista superior vista frontal

a) Utilize cubinhos para formar o solido que vocé imagina que tenha originado estas duas
vistas.

b) Faga um esbog¢o deste sadlido.

c) Desenhe a vista lateral esquerda deste sélido.

d) Compare sua solugao com a de seus colegas. Eles obtiveram a mesma solugao? A
que conclusdes vocés chegaram?

Turmas em que foi aplicada: 6° Ano do Ensino Fundamental

Comentarios

Nesta atividade foi solicitado aos alunos que trabalhassem individualmente nos itens (a), (b) e
(c) e depois em duplas para responder o item (d). Os alunos ja haviam trabalhado com vistas, ainda
assim muitos tiveram dificuldade em esbogar um sélido a partir das vistas apresentadas. No enunciado
original era solicitado que utilizassem papel quadriculado, entretanto, achamos que este recurso néo
facilitou o esbogo do sdlido.

No item (b) alguns alunos ndo souberam representar uma figura tridimensional no plano, como
ilustra o desenho abaixo:
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Outros desenharam modelos que nao satisfaziam as condi¢gdes dadas na questdo. Observe
no desenho abaixo feito em resposta ao item (b), que a vista superior do sélido esbogado pela
aluna nao corresponde a do enunciado da questao.

No item (c) muitos desenharam o solido ao invés de sua vista lateral.

Na letra (d) percebemos que ao invés de compararem as duas solugdes e chegarem a uma
conclusdo comum, os alunos relataram como cada um resolveu.

A maioria dos alunos que acertou esta questdo desenhou um cubo formado por 27 cubinhos
(3x3x3), embora houve algumas excegdes, como a do aluno abaixo:

Sugestoes para a sala de aula

— Deixar o aluno se movimentar ao redor do sé6lido montado para que observe melhor as
diferentes vistas.

— Antes de aplicar questbes em que sao apresentadas as vistas para que se esboce os
solidos, é conveniente explorar primeiro 0 processo inverso, ou seja, questdes em que
sao dados os solidos para que sejam desenhadas as vistas.
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Atividade 9

Onde esta a pinta preta?

Questao 1 adaptada de [Testes NFER] (1972)

Enunciado

Na caixa de fosforos desenhada a seguir esta marcada uma pinta preta:

1. Na primeira caixa de cada item abaixo esta localizada uma pinta. Vocé devera marcar onde ela
ficou em cada uma das quatro caixas seguintes, apds 0s movimentos realizados com a primeira
caixa.




2. Agora vocé ira colocar a pinta preta no vértice de cada caixa, de modo que as cinco caixas de
uma mesma fila tenham a pinta na mesma posigao.

3. Observe a caixa desenhada abaixo:

Siga as instrugdes a seguir, uma apods a outra.

— Gire a caixa 180° no sentido anti-horario sobre o eixo de rotacéo indicado, mantendo
sua base apoiada sobre o plano.

— Desenhe como ela ficou, observe bem a posi¢cao da pinta preta.

— A sequir, gire a caixa 90° sobre a aresta AB no sentido horario de modo que a face
ABCD fique apoiada sobre o plano. Desenhe entdo a caixa na posig¢ao final apds a
realizacao destas duas instrugdes.
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4. E a sua vez de elaborar uma questao.

— Faca o desenho de uma caixa de fosforos com uma pinta preta em um de seus vértices.
— Desenhe duas novas caixas em posicdes diferentes da primeira, sem marcar nestas a
pinta preta.

Entregue esta questdo a seu colega e pega para ele marcar onde ficou localizada a pinta nas duas
ultimas caixas desenhadas.

Turmas em que foi aplicada: 6°, 8° e 9° Anos do Ensino Fundamental

Comentarios

Na primeira atividade os alunos tiveram mais facilidade de resolver o item (a). N&o foi vetado o
uso de qualquer material concreto que simulasse a caixa de fésforos como recurso para melhor
visualizagéo. A segunda atividade foi resolvida sem problemas. Entretanto, a terceira apresentou um
grande grau de dificuldade. No enunciado original ndo solicitivamos aos alunos que fizessem o
desenho apds a primeira etapa. Na questéo original os alunos tiveram dificuldade em:

— representar na folha de papel a caixa de fésforos, alguns desenharam retadngulos sem
preocupagao em mostrar que o objeto € espacial,

— seguir uma sequéncia de comandos;

— entender e aplicar a nogao de giro no espaco.

A dificuldade dos alunos em seguir sequéncia de comandos foi 0 que nos motivou a dividir em
duas etapas a questao.

A Ultima questado, em que cada aluno deveria escrever uma questido e passar ao colega, foi a
gue mais gostaram. Alguns alunos porém tiveram problemas ao desenhar a figura em perspectiva,
como apontado abaixo;

ﬂﬂrVV‘*P\/VVVVE'
ﬁ !
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Outros nao diferenciaram, no desenho, a face em que esta a abertura da caixa a face oposta
a esta;

Sugestoes para a sala de aula

— Pedir aos alunos que levem caixas de fésforos vazias para que as utilizem, caso nao
consigam resolver a questdo sem um material de apoio. Outra alternativa € utilizarem
um objeto com a forma de bloco retangular, como uma borracha, e fazer neste uma
marca onde deveria estar a abertura da caixa.

— Rever ou introduzir para a turma nog¢des de giro, angulo e eixo de rotagao.
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Atividade 10

Seccionando solidos

Questdes 1 e 2 adaptadas de [Testes NFER] (1972)

Enunciado

1. Os desenhos abaixo representam o mesmo solido de madeira antes e depois de ser serrado
verticalmente como mostra a linha tracejada. A figura produzida pelo corte estd sombreada na

imagem a direita.

Neste caso o produto do corte tem a forma do retdngulo desenhado a seguir:

O sdlido abaixo foi serrado conforme indica a linha tracejada.

Desenhe a figura plana que representa o resultado da segéo.
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2. Abaixo, na coluna da esquerda, estao desenhados sélidos de madeira que serao cortados conforme

indicado pelos planos de se¢éo. Nas colunas a direita, uma das figuras corresponde a representacéo
do corte obtido. Marque com um X a opgao correta.
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3. Abaixo, na coluna da direita, estdo desenhadas trés figuras que representam o mesmo solido
sendo serrado de trés formas distintas. Uma destas seg¢des resulta na figura desenhada na coluna
da esquerda. Marque com um X a alternativa correta.
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Turmas em que foi aplicada: 8° e 9° Anos do Ensino Fundamental e 1° Ano do Ensino Médio

Comentarios

A maioria dos alunos acertou a primeira questdo. No enunciado da questdo aplicada, néo
escrevemos a palavra plana quando solicitamos que fizessem o desenho da figura resultante do
corte. Decidimos entao inclui-la, pois alguns alunos, ndo tendo observado o modelo anterior, fizeram

desenhos como o que se segue:
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Alguns desenharam trapézios que diferiam um pouco do formato correto.

o Deplge
/X

A maioria acertou as questdes 2 e 3. O item ¢ da questao 2 apresentou uma incidéncia de

€rros um pouco maior que os demais.

Sugestoes para a sala de aula

— Antes de introduzir esta questao, levar para a sala um bloco de isopor e corta- lo de
formas distintas, mostrando as sec¢des obtidas.

— Solicitar que os alunos representem as sec¢des dos solidos da questao 3 que nao foram
assinalados.

— Explorar cortes no cone e no cilindro, distintos dos que foram feitos nos itens 3c e 3d,
com o objetivo de encaminha-los para o estudo de conicas no Ensino Médio.
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Questoes de Olimpiadas e Exames

Apresentamos a seguir oito questdes das Olimpiadas Brasileiras de Matematica (OBM) e das
Olimpiadas Brasileiras de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) e duas questbes do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM). Para resolvé-las o aluno devera ser capaz de: contar pegas que
faltam ou que compdem as figuras, saber como planifica-las ou ainda imaginar o resultado de
movimentos realizados com estas. Todas objetivam verificar a habilidade de visualizar figuras espaciais
representadas no plano.

1) (OBMEP- Banco de questées 2006) Num armazém
foram empilhadas algumas caixas que formaram o monte
mostrado na figura. Se cada caixa pesa 25 kg quanto
pesa o monte com todas as caixas?

A) 300 kg
B) 325 kg
C) 350 kg
D) 375 kg

E) 400 kg

2) (OBM 1998) Dezesseis cubos de 1cm de lado sado colocados juntos, formando o
paralelepipedo representado abaixo.

A superficie do mesmo foi pintada de verde e, em
seguida, os cubos foram separados. O numero de
cubos com exatamente duas faces verdes é:

A)2

B)6
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3) (OBMEP- 2005) Emilia quer encher uma caixa com cubos de madeira de 5cm de
aresta. Como mostra a figura, a caixa tem a forma de um bloco retangular, e alguns cubos
ja foram colocados na caixa.

A) Quantos cubos Emilia ja colocou na

. P
caixa?
"
. _—
B) Calcule o comprimento, a largura e a
altura da caixa.
C) Quantos cubos ainda faltam para x/_l_ |’ | | | | L
Emilia encher a caixa completamente, se o
ela continuar a empilha-los conforme 5 om]
indicado na figura? “n

4) (OBM- 2004) Um cubo pode ser construido, a partir dos dois pedagos de papeléo
apresentados em uma das alternativas a seguir, bastando apenas dobrar nas linhas
tracejadas e unir nas linhas continuas. Esses dois pedagos s&o:

A) B) 4
. : A I.__,.ﬁ,_\. W .
\\ ] PN 4

5) (OBMEP- Banco de questdes- 2006) Cortamos um canto de um cubo, como mostrado

na seguinte figura:
S/

Qual das representagdes abaixo corresponde ao que restou do cubo?

A) — B) — C) —




6) (OBM- 2004) Observe a figura:

—k

Duas das figuras abaixo representam o objeto acima colocado em outras posi¢des.

e S

Elassdo: A)lell B)lelV C)llelv D)lelll E)liell

7) (OBM - 2000) A figura abaixo foi desenhada em cartolina e dobrada de modo a formar
um cubo. Qual das alternativas mostra o cubo assim formado?

T

D) E)

8) (OBM- 2005) Um bloco de dimensdes 1 x 2 x 3 & colocado sobre um tabuleiro 8 x 8,
como mostra a figura, com a face X, de dimensdes 1 x 2, virada para baixo. Giramos o
bloco em torno de uma de suas arestas
de modo que a face Y fique virada para

baixo. Em seguida, giramos novamente N

o bloco, mas desta vez de modo que a Pl 4 P L L S
4 . : : y 4

face Z fique virada para baixo. Giramos Y ~ g

o bloco mais trés vezes, fazendo com . A 4

que as faces X, Y e Z fiquem viradas para s //

baixo, nessa ordem. Quantos quadra- ~ w4

dinhos diferentes do tabuleiro estiveram - P

em contato com o bloco?

A) 18 B) 19 C) 20 D) 21 E)22
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9) (ENEM - 99) Assim como na relagao entre o perfil de um corte de um torno e a pega
torneada, soélidos de revolugao resultam da rotagao de figuras planas em torno de um
eixo. Girando-se as figuras abaixo em torno da haste indicada obtém-se os soélidos de
revolucao que estdo na coluna da direita.

1 e A

A NGO

4 C H - D

S —i» E

A correspondéncia correta entre as figuras planas e os sélidos de revolugéo obtidos é:

(A) 1A, 2B, 3C, 4D, 5E
(B) 1B, 2C, 3D, 4E, 5A
(C) 1B, 2D, 3E, 4A, 5C
(D) 1D, 2E, 3A, 4B, 5C
(E) 1D, 2E, 3B, 4C, 5A




10) (ENEM -2007) Representar objetos
tridimensionais em uma folha de papel nem
sempre é tarefa facil. O artista holandés Escher
(1898-1972) explorou essa dificuldade criando
varias figuras planas impossiveis de serem
construidas como objetos tridimensionais, a
exemplo da litografia Belvedere, reproduzida
ao lado.

Considere que um marceneiro tenha
encontrado algumas figuras supostamente
desenhadas por Escher e deseje construir uma
delas com ripas rigidas de madeira que tenham
o mesmo tamanho. Qual dos desenhos a seguir
ele poderia reproduzir em um modelo
tridimensional real?
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Comentarios e respostas

A seguir apresentamos solugdes (ou parte de solugdes) da maioria das atividades
do livro. Nos capitulos anteriores constam algumas destas solugdes, ndo de forma direta,
mas no decorrer dos comentarios sobre a aplicacdo de cada atividade. Apresentamos
também as solugdes das questdes das Olimpiadas (OBM e OBMEP) e do ENEM.

Atividade 1: O Quebra-cabec¢a da Letra H

Opcéo c

Atividade 2: A Peca que Falta

Opcéo c

Atividade 3: Movimentando Caixas de Chocolate

Na pilha ha 27 caixas de chocolate e na caixa grande cabem 24 (4 x 3 x 2) caixas, sobram
assim 3 caixas.

Atividade 4: A Pilha de Tijolos

Ha 60 tijolos na pilha apresentada no enunciado. Diversas formas de contagem levam a
esta solucgao.
Nas sugestdes ha uma outra pilha desenhada e nesta ha 52 tijolos.

Atividade 5: Contando Cubinhos

a)27  b)6 )12  d)8 e) 1

Para o caso n x n x n, que consta na sugestao desta atividade, é importante que se
estimule o aluno a resolver de maneira geométrica.

a) No total ha n® cubinhos.

b) Possuem uma unica face pintada aqueles cubinhos cujas arestas ndo coincidem com
a aresta do cubo maior (examine cada face e veja os quadradinhos na “parte interna” de
cada uma). Concluimos assim que em cada face temos (n - 2)* cubinhos e, no total,

6 x (n - 2)? cubinhos.



c) Possuem duas faces pintadas os que estdo ao longo de cada aresta, mas ndo nos
vértices do cubo, sendo entdo 12 x (n - 2) cubinhos .

d) Estdo com trés faces pintadas aqueles que estdo nos vértices, ou seja, 8 no total.
e) Sem nenhuma face pintada estdo os cubinhos que estdo no interior do cubo maior.

Portanto, se retirarmos uma fila de cima, uma de baixo, uma da frente e uma de tras,
uma da esquerda e outra da direita ficamos com um cubo de aresta n - 2 composto por

3 : : : :
(n-2) cubinhos (pense que"descascamos" 0 cubo e imagine o que enxergamos no miolo).
Note que pode ser montada uma tabela com os casos 3 x 3 x 3, 4 x 4 x 4 e assim
sucessivamente. A tabela pode servir para o aluno organizar os dados e verificar
regularidades algébricas. Reafirmamos, entretanto, que devem ser motivados a raciocinar
geometricamente.

Atividade 6: Area de Superficie: qual a maior possivel?

Para que a area de superficie seja a maior possivel, € necessario que haja o menor
numero possivel de faces em contato entre si. Os sélidos que atendem ao que foi solicitado
devem ter area de superficie igual a 26. Generalizando para n temos que a area de
superficie sera 4n + 2.

Atividade 7: Contagem de Blocos

1) a)2 b) 4 c)2 d)1doBe2doC

2) a)4,3,3 b) 2,6, 3 c)4,4,2

3) Ha algumas solugdes possiveis, uma delas é 2, 2, 3.

Atividade 8: Construindo sélidos a partir de suas vistas

Ha varias solugdes possiveis, uma por exemplo é a do cubo da questdo “Contando
Cubinhos”. Caso tenham apresentado esta solugao, devem ser estimulados a apresentar
também alguma outra.

Atividade 9: Onde esta a Pinta Preta?

Nesta questao, embora a situagéo ideal € que o aluno consiga responder sem a utilizagao

de material, pode-se utilizar uma caixa de fésforos ou qualquer objeto que possa imita-la.
Com o uso da caixa, as respostas podem ser facilmente verificadas.
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Atividade 10: Seccionando Soélidos

1)  Afigura desenhada sera um trapézio isésceles

2) a)ll b) I c) | d | e) Il f) IV g) Il

3) a)lll b) I )l d) |

Solugoes das Questoes de Olimpiadas (OBM e OBMEP) e ENEM

1) Ha 14 caixas no monte, portanto o peso total é 350 kg (opcéo C).

2) 8 cubos ( opcéao D).

3)
(A) Foram colocados 31 cubos, deve-se tomar cuidado para se contar também
0s cubos nao visiveis.

(B) O comprimento corresponde a 10 cubos e logo é igual a 10 x 5 = 50cm; a
largura é igual a 7 x 5 = 35cm e a altura é igual a 6 x 5 = 30cm.

(C) O numero total de cubos que cabem na caixa é 10 x 7 x 6 = 420, se retirarmos
0s que ja foram colocados obteremos 420 - 31 = 389 cubos. Uma outra forma
de resolver é realizando diretamente a contagem dos que faltam.

4) Com as pecgas da opcao E.

5) Cada vértice do cubo esta ligado a trés arestas, assim a opg¢éao correta deve indicar
que, ao ser retirado um dos vértices, trés cortes foram realizados ao redor do
mesmo vértice (opgao E).

6) As figuras Il e IV representam o mesmo objeto (opgao C).

7) A Unica opgéo correta € a B.



8) O bloco foi girado 5 vezes. Indicaremos os quadradinhos em contato com o bloco. Se
no quadradinho estiver escrito X,, por exemplo, este quadradinho esteve em contato com
a face X no segundo giro. Se o indice da letra que indica a face for 0 entdo o quadradinho
esteve em contato com o bloco na sua posi¢ao inicial. Um mesmo quadradinho pode ter
tido contato com mais de uma face.

Y4

Zs | Zs | Y4 | Zp | Zp
Zs

Zs | Zs | Y4 |22 | L
Zs
v |2 |2

Assim, o bloco esteve em contato com 19 quadradinhos do tabuleiro.

9) 1D, 2E, 3A, 4B, 5C (opg&o D).

10) A opcao E representa um octaedro regular e € a Unica que o marceneiro poderia
reproduzir em um modelo tridimensional real.
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Apéndice
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Sobre o uso da representacao em perspectiva

Por Marcelo Bueno, Professor de Desenho do CAp/UFRJ

Existem varias modalidades de perspectiva, obtidas a partir das proje¢cdes conicas
ou cilindricas de uma forma geométrica sobre uma superficie de projecao.

Na elaboragdo de questdes onde se faz necessaria a representacao de formas
tridimensionais, a escolha do tipo mais adequado de perspectiva pode ser determinante
para que o aluno consiga visualizar corretamente os solidos desenhados. De modo geral,
as perspectivas mais utilizadas para ilustrar questdes de geometria séo a cavaleira e a
isométrica.

Na perspectiva cavaleira, uma das vistas do objeto - geralmente a frontal - é
representada em verdadeira grandeza, enquanto as outras € aplicado um coeficiente de
reducéo (k), segundo o angulo utilizado para criar a ilusao de profundidade. Este coeficiente
possibilita a produgdo de uma imagem mais natural, corrigindo as distorgdes resultantes
da utilizacdo da medida real nas faces do sdlido representadas obliquamente.

Para exemplificar o uso da perspectiva cavaleira, consideremos um cubo com aresta
igual a n.

K=2/3den K=1/2den K=1/3den
L

)" 45" 0y

Sem a utilizagao do coeficiente de redugao, a representagcdes do cubo ficariam do
seguinte modo:

~30 45 AT

Embora qualquer angulo possa ser utilizado na perspectiva cavaleira, os angulos
presentes nos esquadros - 30°, 45° e 60° - apresentam-se como as opgdes mais praticas.
Dentre esses, 0 mais comumente empregado € o de 45°, ndo so6 pela evidente facilidade
no calculo da redugao, mas, principalmente pelo aspecto equilibrado da representagao
obtida.



No caso da perspectiva isométrica, as faces do objeto apresentam-se obliquas em
relacéo ao plano onde a imagem do solido € projetada. Assim, as vistas sdo construidas
sobre trés eixos, cujas projegcdes formam, entre si, 120°. Como na perspectiva cavaleira,
aplica-se um coeficiente de reducdo as dimensdes do sdélido, embora, na perspectiva
isométrica, a corregao se faga, por igual, nos trés eixos.

Pode-se utilizar, ainda, uma forma simplificada desse tipo de perspectiva, chamada
Desenho Isométrico. Nesse caso, nao se aplica o coeficiente de reducdo em nenhuma
das medidas, e, apesar de o resulatdo obtido ser bastante semelhante, ao confrontar o
objeto com suas vistas, estas parecerao ter dimensdes menores do que as empregadas
na representagcao espacial.

Observemos os exemplos abaixo:

Perspectiva Isométrica (coeficiente Desenho Isométrico (sem
de redugéao k = 0,82) coeficiente de redugao)

Z z

VISTA FROMTAL

VISETA SUPERIOR

Nas questdes onde € necessaria a comparacao de medidas entre dois sdélidos, a
perspectiva isométrica mostra-se mais adequada do que a cavaleira, por apresentar todas
as faces visiveis reduzi-
das pelo mesmo co-
eficiente, ou ainda, no
caso do desenho iso- i
métrico, sem reducao
alguma. No enunciado 3
da atividade 7(Contagem
de blocos), por exemplo,
a substituicdo da pers-
pectiva cavaleira por uma
das representagdes iso-
métricas facilitaria muito a
visualizacao das relagoes
métricas entre o bloco
original e os trés blocos de
construcgao. e i
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’ Projeto Fundao
UFR)

O Projeto Fundado desenvolve, desde 1984, na UFRJ, atividades de Educacéao
Matematica e Ensino de Ciéncias, com os seguintes objetivos:

— Estimular e estender a interagao entre a UFRJ e o sistema de ensino basico.

—Apoiar os professores das redes oficial e privada de ensino no sentido do aprimoramento
da sua pratica pedagogica, e a consequente melhoria do ensino da Matematica e Ciéncias.

Como produto dos seus estudos e pesquisas, a partir da década de 90, o Setor
Matematica do Projeto Fundao publicou os seguintes livros:

Geometria na Era da Imagem do Movimento
Numeros: Linguagem Universal
Razdes e Proporcdes
Geometria Segundo a Teoria de Van Hiele
Argumentacao e Provas no Ensino de Matematica
Construindo Conceito de Fungéo
Tratamento da Informagado: Explorando Dados Estatisticos e Nogbes de
Probabilidade a Partir das Séries Iniciais
Avaliagédo de Aprendizagem e Raciocinio em Matematica: Métodos Alternativos
Geometria Euclidiana por meio da Resolugéo de Problemas
Geometria Euclidiana: Resolucao dos Problemas
Tratamento da Informacéao: Atividades para o Ensino Basico
Historias para Introduzir No¢cdes de Combinatéria e Probabilidade.
Curso Basico de Geometria — Enfoque Didatico
e Médulo | — Formacgao de Conceitos Geométricos
e Mdédulo Il — Visdo Dindmica da Congruéncia de Figuras
e Médulo Il - Visdo Dindmica de Semelhanc¢a de Triangulos

As atividades propostas nesses livros sdo subsidios para professores de Ensino
Fundamental e Médio. A participagao de professores desses niveis de ensino foi essencial,
tanto na sua elaboracdo, como na sua testagem em sala de aula, tornando-as assim
adequadas a realidade e as condigées de trabalho das escolas.

LLl4 PETROBRAS
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