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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS EM
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PREFÁCIO DA PRIMEIRA EDIÇÃO

Em 1959 R. Phillips [1] deu uma caracterização dos geradores dos semigrupos lineares

de classe Co em termos de monotonia dos operadores. Em 1962, G. Minty [2] definiu

“operador máximo monótono” (mult́ıvoco) e demonstrou que, no caso dos espaços de

Hilbert, um operador A é máximo monótono se e só se a imagem do operador I+A é todo

o espaço. A partir dáı a teoria dos operadores monótonos e acretivos e dos semigrupos

de aplicações não lineares desenvolveu-se rapidamente graças ao próprio Minty e a F.

Browder, Y. Komura, T. Kato, M.G. Crandall, A. Pazy, H. Brezis e P. Benilan entre

outros. Atualmente dispõe-se de uma bela teoria, com aplicações em várias áreas da

Matemática e, em particular, às equações diferenciais parciais.

Nestas notas estão sistematizados os resultados mais significativos sobre os operadores

monótonos e acretivos, os semigrupos de transformações não lineares de um espaço de

Banach e a aplicação desses resultados à solução das equações diferenciais parciais.

Foram redigidas com base nos cursos ministrados aos alunos da Pós-Graduação do

Instituto de Matemática da Universidade Federal do Rio de Janeiro a partir de 1986.

O Caṕıtulo I é dedicado apenas aos preliminares da teoria. Visa-se com ele, a auto-

suficiência destas notas. No Caṕıtulo II são estudadas as principais propriedades dos

operadores monótonos e acretivos. No Caṕıtulo III são estudados os semigrupos não

lineares incluindo áı estudo dos geradores infinitesimais, a aproximação e a geração de

semigrupos; nesse mesmo caṕıtulo são tratados o Problema de Cauchy Abstrato e as

equações não homogêneas. Do caso não autonomo foi incluida apenas uma ligeira not́ıcia

no sentido de encaminhar o leitor a posteriores estudos.

Desejamos expressar nossa gratidão aos nossos alunos pelas preciosas correções e

observações feitas em aula e aos colegas pelo est́ımulo, apoio e ajuda que nos deram.

Em particular, ao Professor Nirzi Gonçalves de Andrade, pela cuidadosa leitura do

texto, pelas inúmeras correções e valiosas sugestões. Desejamos também expressar nossa

gratidão a Wilson Góes pelo esmero com que digitou estas notas no computador.

O Autor
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CAPÍTULO I

PRELIMINARES

1. Notação

1.1 – Os espaços normados a que nos referirmos serão sempre espaços normados reais.

O dual de um espaço normado, X , i.e., o espaço dos funcionais lineares, x∗, cont́ınuos

em X , munido da norma dual da norma de X , i.e., da norma

||x∗|| = sup
||x||≤1

|x∗(x)|,

será representado por X∗.

A dualidade de X e X∗ será representada indiferentemente por 〈x, x∗〉 e 〈x∗, x〉,
x ∈ X , x∗ ∈ X∗. Portanto, 〈x, x∗〉 = 〈x∗, x〉 = x∗(x) = valor que o funcional x∗ assume

no ponto x de X .

Escreveremos xn → x e xn ⇀ x, respectivamente, para indicar que a sucessão

(xn) converge a x na topologia da norma de X e na topologia fraca de X . Portanto,

xn → x significa que lim
n→∞

||xn − x|| = 0 e xn ⇀ x, que

lim
n→∞

〈xn − x, x∗〉 = 0, ∀x∗ ∈ X∗.

Escreveremos x∗n
∗
⇀ x∗ para indicar que (x∗n) tende a x∗ na topologia fraca–* de X∗.

Portanto, x∗n
∗
⇀ x∗ significa que

lim
n→∞

〈x∗n − x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ X.

1



2 PRELIMINARES CAP. I

1.2 – Diz-se operador com domı́nio em um conjunto X e imagem em um conjunto Y ,

toda aplicação A:X → 2Y , onde 2Y representa o conjunto das partes de Y . Portanto,

Ax é um subconjunto de Y . O gráfico de A é o conjunto dos pontos (x, y) ∈ X × Y

tais que y ∈ Ax para algum x ∈ X . Como no caso dos operadores uńıvocos, pode-se

identificar A a seu gráfico. Isto feito, o operador A é um subconjunto de X × Y e as

inclusões y ∈ Ax e (x, y) ∈ A têm o mesmo significado.

Quando A for um operador com domı́nio em X e imagem em Y , diremos que A

é um operador de X em Y ; no caso particular em que X = Y diremos, simplesmente,

que A é um operador de X .

O conjunto D(A) dos pontos x ∈ X para os quais Ax 6= ∅ é dito domı́nio de A; o

conjunto Im(A) dos pontos y ∈ Y tais que y ∈ Ax para algum x ∈ D(A) é dito imagem

de A. Portanto, Im(A) = ∪Ax, x ∈ D(A). Para exprimir que A é um operador com

domı́nio em X e imagem em Y escreve-se A:X → Y .

Sejam Y um espaço vetorial, A:X → Y e B:X → Y . Definem-se A + B, λA e

A−1, respectivamente, por:

a) A+B = {(x, y + z); (x, y) ∈ A e (x, z) ∈ B};
b) λA = {(x, λy); (x, y) ∈ A}, λ ∈ R;

c) A−1 = {(y, x); (x, y) ∈ A}.
Vê-se, então, que D(A+B) = D(A)∩D(B), D(λA) = D(A) e D(A−1) = Im(A).

Diz-se que B:X → Y é uma extensão de A:X → Y se A ⊂ B. Note-se que, no

caso dos operadores uńıvocos, B é uma extensão própria de A se e só se D(B) contém

propriamente D(A), mas isto não é verdade no caso não uńıvoco.

2. O operador dualidade

Seja X um espaço normado. Para cada x ∈ X , consideremos

F (x) = {x∗ ∈ X∗; 〈x, x∗〉 = ||x||2 = ||x∗||2}.
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2.1 - Proposição: Seja X um espaço de Banach. Então, ∀x ∈ X são válidas as

seguintes propriedades de F (x):

i) F (x) 6= ∅;
ii) F (x) é convexo e compacto na topologia fraca–* de X∗;

iii) F (λx) = λF (x), ∀λ ∈ R.

Demonstração: i) Conseqüência imediata do Teorema de Hahn-Banach.

ii) Temos, para t ∈ [0, 1] e x∗1, x
∗
2 ∈ F (x):

||x||2 = t||x||2 + (1− t)||x||2 = t〈x, x∗1〉+ (1− t)〈x, x∗2〉 = 〈x, tx∗1 + (1− t)x∗2〉. (2.1)

Além disto

〈x, tx∗1 + (1− t)x∗2〉 ≤ ‖x‖.‖tx∗1 + (1− t)x∗2‖;

logo,

‖x‖ ≤ ‖tx∗1 + (1− t)x∗2‖.

Por outro lado,

‖tx∗1 + (1− t)x∗2‖ ≤ t‖x∗1‖+ (1− t)‖x∗2‖ = t‖x‖+ (1− t)‖x‖ = ‖x‖.

Logo, ‖tx∗1 + (1− t)x∗2‖ = ‖x‖ donde, levando em conta (2,1), tx∗1 + (1− t)x∗2 ∈ F (x), o

que demonstra que F (x) é convexo.

Em vista do Teorema de Alaoglu, para demonstrar que F (x) é compacto na

topologia fraca–* de X∗ é bastante demonstrar que F (x) é fechado nessa topologia.

Seja, para isto, x∗0 um ponto de X∗ aderente a F (x) na topologia fraca–* de X∗. Então,

∀ε > 0, a vizinhança {ξ ∈ X∗; |〈x∗0 − ξ, x〉| < ε} de x∗0, na topologia fraca–* de X∗,

contém um ponto x∗ de F (x), i.e., ponto x∗ ∈ F (x) tal que |〈x∗0 − x∗, x〉| < ε. Dáı vem

‖x‖2 − ε < 〈x∗0, x〉 < ‖x‖2 + ε donde

〈x∗0, x〉 = ‖x‖2. (2.2)
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De (2.2) vem ‖x‖2 ≤ ‖x‖‖x∗0‖, donde ‖x‖ ≤ ‖x∗0‖. Mas como, por outro lado, F (x)

está contido na bola {ξ ∈ X∗; ‖ξ‖ ≤ ‖x‖} que, pelo Teorema de Alaoglu, é fechada na

topologia fraca–* de X∗, segue-se que ‖x∗0‖ ≤ ‖x‖. Logo ‖x∗0‖ = ‖x‖ donde, por (2.2),

x∗0 ∈ F (x).

iii) Seja x∗ ∈ F (x). Teremos para todo λ, 〈λx, λx∗〉 = λ2〈x, x∗〉 = λ2‖x‖2 = ‖λx‖2 =

‖λx∗‖2, donde λx∗ ∈ F (λx), i.e., λF (x) ⊂ F (λx). Reciprocamente, de y∗ ∈ F (λx) vem

〈λx, y∗〉 = ‖λx‖2 = ‖y∗‖2, donde 〈x, y∗/λ〉 = ‖x‖2 = ‖y∗/λ‖2, para λ 6= 0, i.e., F (λx) ⊂
λF (x) para λ 6= 0. Como essa inclusão é trivial se λ = 0, temos F (λx) ⊂ λF (x), ∀λ.
Logo F (λx) = λF (x), ∀λ, q.e.d. .

Por i) da Proposição que se acaba de demonstrar, tem sentido a definição a seguir.

2.2 - Definição: a) Diz-se operador dualidade de X o operador F : X → X∗ definido

por

i) D(F ) = X ,

ii) F (x) = {x∗ ∈ X∗; 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}, ∀x ∈ X .

b) Diz-se aplicação dualidade de X toda aplicação f :X → X∗ tal que f(x) ∈ F (x),

∀x ∈ X .

Ainda por i) da Proposição 2.1 e pelo Axioma de Zermelo tem-se, imediatamente:

2.3 - Proposição: A famı́lia das aplicações dualidade de X não é vazia.

3. Funções convexas e semicont́ınuas

3.1 - Definição: Seja X um espaço topológico e f :X → [−∞,+∞] uma função.

a) Diz-se que f é semicont́ınua inferiormente no ponto x0 se

f(xo) ≤ lim inf
x→x0

f(x) (3.1)

b) Diz-se que f é semicont́ınua inferiormente (abreviadamente, s.c.i.) se f for semi-

cont́ınua inferiormente em cada ponto de X .
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c) Diz-se que f é seqüencialmente semicont́ınua inferiormente no ponto x0 de X se,

para toda seqüência (xn), xn ∈ X , n = 1, .., tal que xn → x0, tem-se

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn) (3.2)

e seqüencialmente semicont́ınua inferiormente se ela for seqüencialmente semicont́ınua

inferiormente em cada ponto de X .

d) Para definir função semicont́ınua superiormente e função seqüencialmente semicon-

t́ınua superiormente é bastante trocar o sinal e substituir lim inf por lim sup em (3.1) e

(3.2), respectivamente. Observe-se que, se f é semicont́ınua superiormente, então −f é

semicont́ınua inferiormente o que permite limitar nosso estudo às funções semicont́ınuas

inferiormente.

3.2 - Exemplos: a) Toda função f :X → (−∞,+∞) cont́ınua no ponto x0 ∈ X é

semicont́ınua inferiormente e superiormente no ponto xo. Reciprocamente, toda função

semicont́ınua inferiormente e superiormente no ponto x0 é cont́ınua no ponto x0.

b) A função f :R → R definida por f(x) = −1 para x ≤ 0 e f(x) = 1 para x > 0

é s.c.i., porque é s.c.i. no ponto 0 e cont́ınua nos demais. A função f :R → R definida

por f(x) = −1 para x < 0 e f(x) = 1 para x ≥ 0 é s.c.s.. A função f :R → R definida

por f(x) = −1 para x < 0, f(x) = 1 para x > 0 e f(0) = 0 não é nem s.c.i nem s.c.s.

no ponto x = 0.

c) Seja f : X → [−∞,+∞].

i) Se f é s.c.i., então f é seqüencialmente s.c.i..

ii) Se X satisfaz o Primeiro Axioma da Enumerabilidade e f é seqüencialmente s.c.i.,

então f é s.c.i. .

3.3 - Exemplos:

a) Se X é um espaço de Banach, a função f(x) = ‖x‖ é seqüencialmente s.c.i. na
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topologia fraca de X, i.e.,

xn ⇀ x ⇒ ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Com efeito, de x, xn ∈ X , n = 1, . . . e xn ⇀ x vem, ∀x∗ ∈ X∗,

|〈x, x∗〉| = lim
n→∞

|〈xn, x∗〉| = lim inf
n→∞

|〈xn, x∗〉| ≤

≤ lim inf
n→∞

‖xn‖‖x∗‖ = ‖x∗‖ lim inf
n→∞

‖xn‖

donde

‖x‖ = sup
‖x∗‖≤1

|〈x, x∗〉| ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

(Observe-se que ‖ . ‖ é cont́ınua na topologia da norma uma vez que | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤
‖x− y‖).

b) De acordo com a), a norma de X∗ é seqüencialmente s.c.i. na topologia fraca

de X∗, i.e., se x∗, x∗n ∈ X∗, n = 1, ..., então

x∗n ⇀ x∗ ⇒ ‖x∗‖ ≤ lim inf
n→∞

‖x∗n‖.

Analogamente, a norma de X∗ é seqüencialmente s.c.i. na topologia fraca–* de X∗, i.e.,

se x∗, x∗n ∈ X∗, n = 1, ..., então

x∗n
∗
⇀ x∗ ⇒ ‖x∗‖ ≤ lim inf

n→∞
‖x∗n‖.

A demonstração é análoga à do exemplo a).

c) Vê-se facilmente que se f ≥ 0 então lim inf
x→x0

f2(x) =

(
lim inf
x→x0

f(x)

)2

. Logo, se

f é s.c.i. e f ≥ 0, então

f2(x0) ≤
(
lim inf
x→x0

f(x)

)2

= lim inf
x→x0

f2(x),
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i.e., f2 é s.c.i.. Analogamente, se f é seqüencialmente s.c.i. e f ≥ 0, então f2 é

seqüencialmente s.c.i.. Em particular, de a) e b) vem:

xn ⇀ x ⇒ ‖x‖2 ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖2

x∗n ⇀ x∗ ⇒ ‖x∗‖2 ≤ lim inf
n→∞

‖x∗n‖2

x∗n
∗
⇀ x∗ ⇒ ‖x∗‖2 ≤ lim inf

n→∞
‖x∗n‖2.

3.4 - Definição: Seja X um conjunto e f :X → (−∞,+∞] uma função. Diz-se domı́nio

efetivo de f o conjunto De(f) = {x ∈ X ; f(x) < +∞}. Diz-se que f é uma função

própria se De(f) 6= ∅.

3.5 - Exemplo: Seja Ω ⊂ R
n aberto e com fronteira regular. A função f :L2(Ω) →

(−∞,+∞], definida por

f(u) =





∫

Ω

|∇u|2dx se u ∈ H1(Ω)

+∞ no caso contrário,

onde H1(Ω) é o usual espaço de Sobolev de ordem 1, é própria e s.c.i. . É própria

porque De(f) = H1(Ω) e para demonstrar que é s.c.i. é bastante demonstrar que é

seqüencialmente s.c.i., uma vez que L2(Ω) satisfaz o Primeiro Axioma da Enumerabili-

dade (Exemplo 3.2 - c) ). Seja un → u em L2(Ω). Se lim inf
n→∞

f(un) = +∞ a relação (3.2)

é óbvia. Seja, então, lim inf
n→∞

f(un) = λ < +∞. Vamos supor que (f(un)) seja limitada,

o que não é restritivo pois pode-se determinar uma subseqüência de (f(un)), limitada e

com limite inferior igual a λ. Dessa hipótese e da convergência de (un) em L2(Ω) resulta

que (un) é limitada em H1(Ω). Logo, uma subseqüência de (un) converge fracamente

em H1(Ω). Mas un ⇀ u em L2(Ω) e a imersão de H1(Ω) em L2(Ω) é continua nas
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topologias fracas desses espaços pois é cont́ınua nas topologias fortes. Logo un ⇀ u em

H1(Ω). Dáı e de c) do Exemplo 3.3 vem

‖u‖2L2(Ω) +

∫

Ω

|∇u|2dx = ‖u‖2H1(Ω) ≤ lim inf
n→∞

‖un‖2H1(Ω) =

lim inf
n→∞

(
‖un‖2L2(Ω) +

∫

Ω

|∇un|2dx
)

= ‖u‖2L2(Ω) + lim inf
n→∞

∫

Ω

|∇un|2dx

e dáı,
∫

Ω

|∇u|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω

|∇un|2dx.

3.6 - Proposição: Para que f seja s.c.i. no ponto x0 é necessário e suficiente que,

para cada λ ∈ R, λ < f(x0), exista uma vizinhança V de x0 tal que λ < f(x), ∀x ∈ V .

Demonstração: Conseqüência imediata das definições.

Trocando os sinais na Proposição 3.6 tem-se uma condição necessária e suficiente

para que f seja semicont́ınua superiormente.

3.7 - Definição: Seja X um conjunto.

a) Diz-se epigráfico da função f :X → [−∞,+∞] o conjunto epi(f) = {(x, λ) ∈
X × R; f(x) ≤ λ} e conjunto de ńıvel λ de f o conjunto N(λ, f) = {x ∈ X ; f(x) ≤
λ, λ ∈ R}.

b) Diz-se invólucro superior da famı́lia de funções fi:X → [−∞,+∞], i ∈ I, a

função ϕ definida por ϕ(x) = sup
i∈I

{fi(x)}.

3.8 - Proposição: Para que f seja s.c.i. é necessário e suficiente que todos os conjuntos

de ńıvel de f sejam fechados.

Demonstração: Pela Proposição 3.6, para que f seja s.c.i. é necessário e suficiente

que, para cada λ ∈ R, o conjunto dos pontos x ∈ X tais que λ < f(x) seja aberto.
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Logo, seu complemento N(λ, f) é fechado.

3.9 - Exemplo: Seja ϕ:R → (−∞,+∞] própria, s.c.i. e não negativa e Φ:Lp(0, T ) →
R, 1 ≤ p < +∞, definida por

Φ(u) =





∫ T

0

ϕ(u(t))dt se ϕ(u) ∈ L1(0, T )

+∞ no caso contrário.

Então Φ é própria e s.c.i. . É própria porque De(Φ) = {u ∈ Lp(0, T );ϕ(u) ∈ L1(0, T )}
contém as funções constantes em (0, T ) e com valor em De(ϕ). Para demonstrar que

Φ é s.c.i. é bastante mostrar que N(λ,Φ) é fechado (Proposição 3.8). Seja, para isto,

un ∈ N(λ,Φ), n = 1, . . . e un → u em Lp(0, T ). Então

∫ T

0

ϕ(un(t))dt ≤ λ e como

ϕ ≥ 0 tem-se, pelo Lema de Fatou, lim inf
n→∞

ϕ(un) ∈ L1(0, T ) e

∫ T

0

lim inf
n→∞

ϕ(un(t))dt ≤ λ.

Além disto, de un → u em Lp(0, T ) resulta que uma subsucessão de (un) converge a u

quase sempre em (0, T ). Sem quebra da generalidade podemos supor que (un) converge

a u quase sempre em (0, T ). Dáı resulta, pela semicontinuidade inferior de ϕ, que

ϕ(u) ≤ lim inf
n→∞

ϕ(un) quase sempre em (0, T ). Logo,

Φ(u) =

∫ T

0

ϕ(u(t))dt ≤
∫ T

0

lim inf
n→∞

ϕ(un(t))dt ≤ λ,

donde u ∈ N(λ,Φ).

3.10 - Exemplos: a) A função caracteŕıstica, χ
A
, de um conjunto aberto, A, é s.c.i.,

como decorre imediatamente da Proposição 3.8.

b) A função indicatriz, IA, do conjunto fechado A, isto é, a função, IA, definida
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por

IA(x) =





0 se x ∈ A

+∞ se x /∈ A,

é s.c.i., pela Proposição 3.8.

3.11 - Proposição: Para que f seja s.c.i. é necessário e suficiente que o epigráfico de

f seja fechado em X × R.

Demonstração: Seja (x, λ) /∈ epi(f). Então λ < f(x), donde existe µ tal que λ <

µ < f(x). Mas f é s.c.i. no ponto x se, e só se, existe uma vizinhança V de x tal que

µ < f(x), ∀x ∈ V . Portanto, se e só se, V × (−∞, µ) ⊂ X × R \ epi(f), i.e. se e só se

(x, λ) for ponto do interior de X ×R \ epi(f). Logo, f é s.c.i. se, e só se, X ×R \ epi(f)
for aberto e, portanto, se e só se, seu complemento, epi(f), for fechado.

3.12 - Proposição: O invólucro superior de qualquer famı́lia de funções s.c.i. é s.c.i. .

O invólucro inferior de qualquer famı́lia finita de funções s.c.i. é s.c.i. .

Demonstração: Seja ϕ o invólucro superior de (fi), i ∈ I. Então,

epi(ϕ) =
⋂

i∈I

epi(fi)

donde ϕ é s.c.i. pela Proposição 3.11. Se ψ for o ı́nfimo da famı́lia finita (fi), i ∈ I,

então

epiψ =
⋃

i∈I

epi(fi)

donde ψ é s.c.i. ainda pela Proposição 3.11.

3.13 - Corolário: O invólucro superior de qualquer famı́lia de funções afins cont́ınuas

em um espaço normado é s.c.i. .
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Recorde-se que uma função afim cont́ınua em X é uma função l definida por

l(x) = 〈x, x∗〉+ β, onde x∗ ∈ X∗ e β ∈ R.

Demonstração: As funções afins cont́ınuas são cont́ınuas.

3.14 - Proposição: i) A soma de duas funções s.c.i. é s.c.i. .

ii) O produto de duas funções s.c.i., não negativas, é s.c.i. .

iii) O produto de uma função s.c.i. por uma constante não negativa é s.c.i. .

Demonstração: Imediata.

3.15 - Proposição: Se f é s.c.i. e De(f) é compacto, então f atinge seu ı́nfimo em

De(f).

Demonstração: Ponhamos m = inf
x∈X

f(x). Para cada λ > m, o conjunto de ńıvel

N(λ, f) é fechado (Prop. 3.8) eN(λ1, f) ⊂ N(λ2, f) se λ1 ≤ λ2. Portanto
⋂

λ>m

N(λ, f) 6=

∅ e, em todo ponto x0 dessa interseção, f(xo) ≤ m. Mas f(x) ≥ m, ∀x ∈ X . Logo

f(xo) = m, q.e.d. .

3.16 - Definição: Seja X um espaço vetorial e A um subconjunto convexo de X . Diz-se

que f :A→ [−∞,+∞] é uma função convexa se para cada t ∈ [0, 1] tem-se

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y), ∀x, y ∈ A, (3.3)

desde que o segundo membro tenha sentido.

A respeito dessa definição observemos o seguinte:

1) Seja f :A→ [−∞,+∞] uma função e f̃ :X → [−∞,+∞] definida por f̃(x) =

f(x) se x ∈ A e f̃(x) = +∞ se x ∈ X\A. Vê-se que f̃ é convexa se e só se f é convexa.
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Desse modo não é restritivo supor que as funções convexas são definidas em todo o

espaço.

2) Seja f :X → [−∞,+∞] uma função convexa. Se f assumir o valor −∞ num

ponto x0 então, em toda semireta Γ com origem em x0, ou f(x) = −∞ ∀x ∈ Γ ou

existe um ponto x1 em Γ tal que f(x1) é finito e portanto, f(x) = −∞ em todos os

x ∈ Γ situados entre x0 e x1 e f(x) = +∞ em todos os demais pontos de Γ.

3) Se além de convexa, f é s.c.i., então, de acordo com um resultado a ser

demonstrado posteriormente (Proposição 3.26), ou f não assume o valor −∞ ou f(x) =

−∞ ∀x ∈ X .

Para evitar os casos particulares descritos em 2) e 3) as funções convexas consi-

deradas daqui em diante não assumem o valor −∞.

Invertendo o sinal em (3.3) tem-se a definição de função côncava. Observe-se que

se f é côncava, então −f é convexa o que mostra que é bastante estudar as funções

convexas.

3.17 - Exemplos: a) A função f :X → R onde X é um espaço normado, definida por

f(x) = ‖x‖ é convexa.

b) A função f definida por f(x) = ‖x‖n, n ∈ N, em um espaço normado é convexa.

c) As funções afins de um espaço normado são convexas.

d) A função f definida no Exemplo 3.5 é convexa pois

f(tu+ (1− t)v) =

∫

Ω

|∇(tu+ (1− t)v)|2dx≤

∫

Ω

(t2|∇u|2 + (1− t)2|∇v|2 + 2t(1− t)|∇u||∇v|)dx =

=

∫

Ω

(t|∇u|2 + (1− t)|∇v|2 − t(1− t)(|∇u| − |∇v|)2)dx≤

≤
∫

Ω

(t|∇u|2 + (1− t)|∇v|2)dx = tf(u) + (1− t)f(v).
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e) A indicatriz de um conjunto convexo é uma função convexa.

3.18 - Proposição: A função f é convexa se, e só se, o epigráfico de f é convexo.

Demonstração: Seja f convexa e (x, λ), (y, µ) ∈ epi(f). Então, f(x) ≤ λ e f(y) ≤ µ

donde, ∀ t∈[0, 1] tem-se

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) ≤ tλ+ (1− t)µ

o que mostra que todos os pontos

t(x, λ) + (1− t)(y, µ) = (tx+ (1− t)y, tλ+ (1− t)µ)

pertencem a epi(f). Logo epi(f) é convexo.

Rećıprocamente, seja epi(f) convexo. Como, para todo x, y∈X∩De(f), os pontos

(x, f(x)) e (y, f(y)) pertencem a epi(f) tem-se

t(x, f(x)) + (1− t)(y, f(y)) ∈ epi(f) ∀ t ∈ [0, 1],

i.e.,

(tx+ (1− t)y, tf(x) + (1− t)f(y)) ∈ epi(f) ∀ t ∈ [0, 1].

Dáı,

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) ∀ t ∈ [0, 1],

i.e., f é convexa.

3.19 - Proposição: Se f é convexa, então: i) N(λ, f) é um conjunto convexo para

todo λ ∈ R; ii) De(f) é convexo.

Demonstração: i) Sejam x e y pontos de N(λ, f). Por definição tem-se, então, f(x) ≤ λ

e f(y) ≤ λ, donde

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) ≤ tλ+ (1− t)λ = λ.
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i.e., tx + (1 − t)y ∈ N(λ, f). Logo, N(λ, f) é convexo. ii) Dex, y ∈ De(f) vem x, y ∈
N(λ, f) para algum λ ∈ R; logo, tx+ (1− t)y ∈ De(f).

A rećıproca de i) dessa proposição não é verdadeira; a função f definida por

f(x) =






x2 se x ≤ 0

x2 + 1 se x > 0

não é convexa mas N(λ, f) é convexo ∀λ.
Trivialmente, se X é um espaço normado e f é s.c.i. na topologia fraca de

X , então f é s.c.i. na topologia da norma. A rećıproca é verdadeira para as funções

convexas como se mostra a seguir.

3.20 - Proposição: Seja X um espaço normado e f :X→(−∞,+∞] uma função con-

vexa. Se f é s.c.i., então f é s.c.i. na topologia fraca de X.

Demonstração: Seja f convexa e s.c.i.. Então, pelas Proposições 3.8 e 3.19, respec-

tivamente, os conjuntos de ńıvel de f são fechados e convexos. Logo, são fracamente

fechados donde f é s.c.i. na topologia fraca de X , pela Proposição 3.8.

3.21 - Proposição: i) Se f é convexa e c ≥ 0 então cf é convexa;

ii) se f e g são convexas então f + g é convexa;

iii) o invólucro superior de qualquer famı́lia de funções convexas é uma função convexa.

Demonstração: Imediata.

3.22 - Proposição: Toda função convexa em um espaço de dimensão finita é cont́ınua

no interior de seu domı́nio efetivo.

Demonstração: Seja X um espaço de dimensão n, f uma função convexa em X ,

int De(f) 6= ∅ e x0 ∈ int De(f). Por translações podemos reduzir a demonstração ao
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caso em que x0 = 0 e f(0) = 0. Suponhamos, então que 0 ∈ int De(f), f(0) = 0 e

demonstremos que f é cont́ınua no ponto 0.

Para algum r > 0, int De(f) contém a bola de centro 0 e raio r. Seja e1, . . . , en

uma base de X , 0 < k < r e ponhamos xi = kei, i = 1, . . . , n,xn+1 = −
n∑

i=1

xi/n.

Teremos
n∑

i=1

xi
2n

+
1

2
xn+1 = 0

donde,

0 ∈ K =

{
x; x =

n+1∑

i=1

tixi, ti > 0,
∑

ti = 1

}
⊂ int De(f).

Pondo

λ = sup
1≤i≤n+1

{f(xi)}

temos, pela convexidade de f, ∀x ∈ K,

f(x) = f

(
n+1∑

i=1

tixi

)
≤

n+1∑

i=1

tif(xi) ≤
n+1∑

i=1

tiλ = λ,

i.e., f é majorada por λ no conjunto aberto K. Ponhamos V = K∩(−K) e, dado ε > 0,

seja µ < 1 tal que µλ < ε. Então µV é uma vizinhança de 0 e ∀x ∈ µV temos, pela

convexidade de f ,

f(x) = f

(
(1− µ)0 + µ

x

µ

)
≤ (1− µ)f(0) + µf

(
x

µ

)
≤ µλ < ε

e

0 = f(0) = f

(
x

2
+

−x
2

)
≤ 1

2
f(x) +

1

2
f(−x).
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Da primeira dessas desigualdades segue-se, pela simetria de V , que f(−x) < ε donde,

da segunda, f(x) ≥ −f(−x) > −ε. Portanto, ∀x ∈ µV tem-se |f(x)| < ε, o que mostra

que f é cont́ınua no ponto 0.

3.23 - Proposição: Sejam X um espaço normado e f :X→(−∞,+∞] uma função

convexa e s.c.i. . Então f é cont́ınua no interior de De(f).

Demonstração: Vamos demonstrar que se x0 ∈ int De(f), então f é cont́ınua no ponto

x0. Com uma translação podemos reduzir a demonstração ao caso em que x0 = 0. Seja

então, 0 ∈ int De(f) e λ > f(0). Pelas Proposições 3.8 e 3.19, N(λ, f) é um conjunto

fechado e convexo e 0 ∈ N(λ, f). Logo o conjunto V = N(λ, f)∩ (−N(λ, f)) é convexo

e fechado e 0 ∈ V . Vamos mostrar que é balanceado. Seja 0 ≤ α ≤ 1. Se x ∈ V temos

f(αx) = f((1− α)0 + αx) ≤ (1− α)f(0) + αf(x) ≤ (1− α)λ+ αλ = λ,

i.e., αx ∈ N(λ, f). Mas de x ∈ V vem −x ∈ V . Logo, −(αx) = α(−x) ∈ N(λ, f)

ou seja αx ∈ −N(λ, f) e, assim, αx ∈ V . Além disto (−α)x = α(−x)∈V . Logo, V é

balanceado. Como, pela Proposição 3.22, a restrição de f a qualquer reta que passa por

0 é cont́ınua numa vizinhança desse ponto, segue-se que V é absorvente. Portanto, V é

uma vizinhança do ponto 0 tal que f(x) < λ, ∀x ∈ V . Desse modo, f é s.c.s. no ponto

0 e como, por hipótese, é s.c.i., segue-se que é cont́ınua.

3.24 - Nota: A função f pode não ser cont́ınua nos pontos de De(f)\int De(f). Por

exemplo, a indicatriz I[a,b] do intervalo fechado [a, b] não é cont́ınua nos pontos a e b.

3.25 - Teorema: Sejam X um espaço de Banach reflexivo, C um subconjunto convexo

e fechado de X e f :C→(−∞,+∞] uma função convexa, própria, s.c.i. e tal que

lim
‖x‖→∞

f(x) = ∞, (3.4)
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caso C seja ilimitado. Então f tem um mı́nimo em C, i.e., existe um x0 ∈ C tal que

f(x0) = inf{f(x); x ∈ C}.

Demonstração: Como f é própria, existe λ ∈ R tal queN(λ, f) 6= ∅. Pelas Proposições
3.8 e 3.19, N(λ, f) é fechado e convexo. Logo, N(λ, f) é, como se sabe, fracamente

fechado. Mas, por (3.4), N(λ, f) é limitado; portanto, fracamente compacto, uma vez

que X é reflexivo. Além disto, pela Proposição 3.20, f é s.c.i. na topologia fraca.

Logo, pela Proposição 3.15, a restrição de f a N(λ, f) atinge seu mı́nimo em um ponto

x0 ∈ N(λ, f). Segue-se que

λ ≥f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ N(λ, f)

f(x) ≥ λ ∀x ∈ C\N(λ, f).

Logo, f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ C.

Uma função afim sobre X é uma função da forma

x→ϕ(x) + γ ∀x∈X, (3.5)

onde ϕ é uma forma linear sobre X e γ ∈ R.

Vamos dizer que a função afim (3.5) minora a função f :X→(−∞,+∞] se

f(x) ≥ ϕ(x) + γ ∀x∈X.

3.26 - Proposição: Seja f convexa, s.c.i. e própria. Então existe uma função afim

cont́ınua que minora f .

Demonstração: Seja (x0, λ0) /∈ epi(f), onde x0 ∈ De(f). Como epi(f) é um subcon-

junto fechado e {(x0, λ0)} um subconjunto compacto de X ×R, existe pelo Teorema de

Hahn-Banach, um hiperplano fechado que separa epi(f) e {(x0, λ0)}, i.e., existe uma

forma linear, Φ, cont́ınua sobre X × R e α ∈ R tais que Φ(x, λ) > α > Φ(x0, λ0),

∀ (x, λ) ∈ epi(f). Portanto existe y∗ ∈ X∗ e k ∈ R tais que

〈y∗, x〉+ kλ > α > 〈y∗, x0〉+ kλ0 ∀ (x, λ) ∈ epi(f)
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e, em particular, tais que

〈y∗, x〉+ kf(x) > α > 〈y∗, x0〉+ kλ0 ∀x ∈ De(f). (3.6)

No ponto x0,

〈y∗, x0〉+ kf(x0) > 〈y∗, x0〉+ kλ0

ou seja

kf(x0) > kλ0.

Decorre dáı que k > 0 uma vez que, por hipótese, λ0 < f(x0). Logo, pondo x
∗ = −y∗/k

e β = −α/k temos, dividindo ambos os membros de (3.6) por −k,

〈x∗, x〉 − f(x) < β

para todo x ∈ De(f) e, portanto, para todo x ∈ X . Dáı,

f(x) > 〈x∗, x〉 − β ∀x ∈ X

q.e.d. .

A função afim 〈x∗, x〉 − β é uma minorante de f se e só se

β ≥ 〈x∗, x〉 − f(x) ∀x ∈ X.

Portanto, se e só se,

β ≥ sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f(x)}.

Logo, pondo

f∗(x∗) = sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f(x)},

f∗(x∗) é o menor valor de β para o qual a função afim cont́ınua 〈x∗, x〉 − β minora f .

Por exemplo, a função f :R → (−∞,+∞] definida por f(x) = x2 é convexa, s.c.i. e
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própria. Portanto, existem a ∈ R
∗ = R e β ∈ R tais que x2 ≥ 〈a, x〉− β. O menor valor

de β que satisfaz essa desigualdade é

(x2)∗(a) = sup
x∈R

{〈a, x〉 − x2} = sup
x∈R

{ax− x2} =
a2

4
.

(A reta y = ax− a2

4
é tangente à curva y = x2).

3.27 - Definição: Dada a função própria f :X → (−∞,+∞], a função f∗:X∗ →
(−∞,+∞] definida por

f∗(x∗) = sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f(x)}

é dita conjugada (ou polar) de f .

3.28 - Exemplos:

a) Seja X = R. Então, (x2)∗(a) =
a2

4
, a ∈ R.

b) (‖ · ‖X)∗ = IB(X∗), onde B(X∗) é a bola unitária fechada de X∗.

c) (IB(X))
∗ = ‖ · ‖X∗ , onde B(X) é a bola unitária fechada de X .

3.29 - Proposição: A conjugada de f é convexa e s.c.i. .

Demonstração: Com efeito, 〈x∗, x〉 é, para cada x ∈ X , uma função linear cont́ınua

sobre X∗; logo, {〈x∗, x〉 − f(x); x ∈ De(f)}, é uma famı́lia de funções afins cont́ınuas

sobre X∗. Logo, o invólucro superior, f∗, dessa famı́lia de funções é convexa e s.c.i. .

3.30 - Proposição: Se f é convexa, s.c.i. e própria, então f∗ é própria.

Demonstração: Das hipóteses resulta, pela Proposição 3.26, que existe um x∗ ∈ X∗ e

um β ∈ R tais que

f(x) > 〈x∗, x〉 − β ∀x ∈ X.
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Dáı vem

β > 〈x∗, x〉 − f(x) ∀x ∈ X

donde

β ≥ sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f(x)} = f∗(x∗).

Portanto, x∗ ∈ De f∗ e, assim, f∗ é própria.

Da proposição que se acaba de demonstrar resulta que se f é uma função convexa,

s.c.i. e própria, então existe a conjugada de f∗, i.e., a bipolar de f :

f∗∗(x) = sup
x∗∈X∗

{〈x∗, x〉 − f∗(x∗)}.

3.31 - Teorema: Seja f convexa, s.c.i. e própria. Então, f∗∗ = f .

Demonstração: De f∗(x∗) = sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f(x)} decorre que

f∗(x∗) ≥ 〈x∗, x〉 − f(x) ∀x ∈ X e ∀x∗ ∈ X∗.

Dáı vem

f(x) ≥ 〈x∗, x〉 − f∗(x∗) ∀x ∈ X e ∀x∗ ∈ X∗

e, portanto,

f(x) ≥ sup{〈x∗, x〉 − f∗(x∗)} = f∗∗(x), ∀x ∈ X,

i.e., f ≥ f∗∗. Para mostrar que f = f∗∗ é bastante mostrar que de f(x0) > f∗∗(x0),

para algum x0 ∈ X resulta uma contradição. Seja, então, f(x0) > f∗∗(x0) para algum

x0 ∈ X e observe-se que dessa hipótese vem f∗∗(x0) < +∞. Seja, em primeiro lugar,

f ≥ 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe Φ ∈ (X × R)∗ e α ∈ R tais que

Φ(x, λ) > α > Φ(x0, f
∗∗(x0)) ∀ (x, λ) ∈ epi(f).
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Portanto, existe x∗ ∈ X∗ e k ∈ R tais que

〈x∗, x〉+ kλ > α ∀ (x, λ) ∈ epi(f) (3.7)

〈x∗, x0〉+ kf∗∗(x0) < α. (3.8)

Como (3.7) se verifica ∀λ ≥ f(x) tem-se, k ≥ 0. Logo, ∀ ε > 0, tem-se, por (3.7), com

λ = f(x)

〈x∗, x〉+ (k + ε)f(x) > α ∀x ∈ X,

donde 〈
− x∗

k + ε
, x

〉
− f(x) < − α

k + ε
∀x ∈ X

e, portanto,

f∗

(
− x∗

k + ε

)
≤ − α

k + ε
.

Dáı vem

f∗∗(x0) ≥
〈
− x∗

k + ε
, x0

〉
+

α

k + ε
,

donde

〈x∗, xo〉+ (k + ε)f∗∗(xo) ≥ α,

em contradição com (3.8).

Consideremos, agora, o caso geral. Como f∗ é própria segue-se que existe x∗o ∈
De(f∗). Seja

f̄(x) = f(x)− 〈x∗o, x〉+ f∗(x∗o), x ∈ X. (3.9)

Então, f̄ é convexa, s.c.i. e f̄ ≥ 0. Logo, pelo que já foi demonstrado, f̄∗∗ = f̄ . Mas

f̄∗(x∗) = sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f̄(x)} = sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f(x) + 〈x∗0, x〉 − f∗(x∗0)} =

= sup
x∈X

{〈x∗ + x∗0, x〉 − f(x)− f∗(x∗0)} = f∗(x∗ + x∗0)− f∗(x∗0).
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Logo,

f̄∗∗(x) = sup
x∗∈X∗

{〈x∗, x〉 − f̄∗(x∗)} =

= sup
x∗∈X∗

{〈x∗, x〉 − f∗(x∗ + x∗0) + f∗(x∗0)} =

= sup
x∗∈X∗

{〈x∗, x〉+ 〈x∗0, x〉 − 〈x∗0, x〉 − f∗(x∗ + x∗0) + f∗(x∗0)} =

= sup
x∗∈X∗

{〈x∗ + x∗0, x〉 − f∗(x∗ + x∗0)} − 〈x∗0, x〉+ f∗(x∗0) =

= f∗∗(x)− 〈x∗0, x〉+ f∗(x∗0), ∀x ∈ X,

i. e.,

f̄∗∗(x) = f∗∗(x)− 〈x∗0, x〉+ f∗(x∗0) ∀x ∈ X. (3.10)

De (3.9) e (3.10) e f̄∗∗ = f̄ vem f∗∗ = f .

3.32 - Casos particulares: Em todo espaço normado, a norma e a função indicatriz

de um conjunto fechado e convexo são convexas e s.c.i. . Logo, essas funções coincidem

com suas bipolares. O mesmo pode-se dizer da função (1/2)‖x‖2.

4. O subdiferencial de uma função

4.1 - Definição: Seja X um espaço normado e f :X → (−∞,+∞] uma função qualquer.

Para cada x ∈ De(f), vamos indicar com ∂f(x) o conjunto dos x∗ ∈ X∗ tais que

f(y)− f(x) ≥ 〈x∗, y − x〉, ∀y ∈ De(f). (4.1)

Diz-se que f é subdiferenciável no ponto x se ∂f(x) 6= ∅. Nesse caso o conjunto ∂f(x)

é dito subdiferencial de f no ponto x e os elementos de ∂f(x), subgradientes de f no

ponto x.

4.2 - Definição: Diz-se que f :X → (−∞,+∞] é exata no ponto x se existir uma
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minorante afim cont́ınua, ϕ , de f tal que ϕ(x) = f(x).

4.3 - Proposição: A função f :X → (−∞,+∞] é subdiferenciável no ponto x ∈ De(f)

se, e só se, f for exata no ponto x.

Demonstração: De x∗ ∈ ∂f(x) vem

f(y) ≥ 〈x∗, y〉 − 〈x∗, x〉+ f(x),

i.e., a função afim cont́ınua

ϕ(y) = 〈x∗, y〉 − (〈x∗, x〉 − f(x))

minora f e ϕ(x) = f(x). Logo f é exata no ponto x. Reciprocamente, seja f exata no

ponto x e ϕ(y) = 〈x∗, y〉 − β uma minorante afim cont́ınua de f tal que ϕ(x) = f(x).

Então β = 〈x∗, x〉− f(x) e, assim, ϕ(y) = 〈x∗, y〉− (〈x∗, x〉− f(x)). Mas ϕ é minorante

de f ; logo,

f(y) ≥ 〈x∗, y〉 − (〈x∗, x〉 − f(x))

e, dáı,

f(y)− f(x) ≥ 〈x∗, y − x〉, x∗ ∈ X∗,

i.e., f é subdiferenciável no ponto x.

Recorde-se que uma aplicação ϕ:X → Y , onde X e Y são espaços de Banach,

é diferenciável à Gateaux no ponto x ∈ X se existir uma aplicação linear e cont́ınua,

ϕ′(x):X → Y , tal que

lim
λ→0

ϕ(x+ λy)− ϕ(x)

λ
= ϕ′(x)y ∀ y ∈ X.

4.4 - Proposição: Seja f :X → (−∞,+∞] uma função convexa própria. Se f é

diferenciável à Gateaux no ponto x ∈ De(f), então f é subdiferenciável no ponto x e a
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derivada de Gateaux de f no ponto x é o único elemento de ∂f(x).

Demonstração: Suponhamos satisfeitas as hipóteses. Da convexidade de f e de

x ∈ De(f) vem

f(y)− f(x) =
λ(f(y)− f(x))

λ
=

(1− λ)f(x) + λf(y)− f(x)

λ
≥

≥ f((1− λ)x+ λy)− f(x)

λ
=
f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ
, 0 < λ ≤ 1, ∀ y ∈ De(f),

donde, designando por f ′(x) a derivada de Gateaux de f no ponto x tem-se f ′(x) ∈ X∗

e

f(y)− f(x) ≥ lim
λ→0

f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ
= 〈f ′(x), y − x〉 ∀ y ∈ De(f).

Logo, f é subdiferenciável no ponto x e f ′(x) ∈ ∂f(x). Além disto, se x∗ ∈ ∂f(x) então

f(x+ λy)− f(x) ≥ 〈x∗, λy〉

donde, ∀λ > 0

f(x+ λy)− f(x)

λ
≥ 〈x∗, y〉

e, portanto,

〈f ′(x), y〉 ≥ 〈x∗, y〉, ∀ y ∈ X.

Dáı, x∗ = f ′(x) e, assim, ∂f(x) = {f ′(x)}.

4.5 - Exemplo: A função f :R → R definida por f(x) = |x| é subdiferenciável em todo

x ∈ R e

∂f(x) =





{−1} se x < 0

[−1, 1] se x = 0

{1} se x > 0.
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As minorantes afins cont́ınuas de f que coincidem com f no ponto x = 0 são as

funções αx, −1 ≤ α ≤ 1.

4.6 - Exemplo: Seja C um conjunto convexo e fechado de um espaço de Hilbert.

Temos

x∗ ∈ ∂IC(x) ⇐⇒ 〈x∗, y − x〉 ≤ 0, ∀ y ∈ C.

Dáı decorre (Gomes [1], pág. 49) que

∂IC(x) =





Cone das normais externas a C no ponto x se x ∈ front C;

{0} se x ∈ intC;

∅ se x /∈ C.

No caso particular em que C é o intervalo [a, b] ⊂ R, ∂IC(x) = {0} ∀x ∈ (a, b),

∂IC(a) = R
−, ∂IC(b) = R

+ e ∂IC(x) = ∅ se x /∈ [a, b].

4.7 - Exemplo: Seja X um espaço de Hilbert e determinemos o subdiferencial da

norma. Temos

‖x+ λy‖2 − ‖x‖2 = (‖x+ λy‖ − ‖x‖)(‖x+ λy‖+ ‖x‖)

donde

‖x+ λy‖ − ‖x‖ =
‖x+ λy‖2 − ‖x‖2
‖x+ λy‖+ ‖x‖ =

2λ〈x, y〉+ λ2‖y‖2
‖x+ λy‖+ ‖x‖

e, portanto, se λ 6= 0 e x 6= 0,

‖x+ λy‖ − ‖x‖
λ

=
2〈x, y〉+ λ‖y‖2
‖x+ λy‖+ ‖x‖ → 〈x, y〉

‖x‖

quando λ→ 0. Logo, pela Proposição 4.4 a norma é subdiferenciável nos pontos x 6= 0 e

nesses pontos ∂‖ · ‖(x) = {x/‖x‖}. A norma é também subdiferenciável no ponto x = 0

porque qualquer x∗ ∈ X , tal que ‖x∗‖ ≤ 1, satisfaz a condição

‖y‖ − ‖0‖ = ‖y‖ ≥ ‖y‖‖x∗‖ ≥ 〈x∗, y〉,
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isto é,

∂‖ · ‖(0) = {x∗ ∈ X ; ‖x∗‖ ≤ 1}.

4.8 - Exemplo: Seja A um operador auto-adjunto de um espaço de Hilbert tal que

〈Ax, x〉 ≥ 0 e ponhamos

f(x) =





1

2
‖A 1

2 x‖2 se x ∈ D(A
1

2 )

+∞ se x /∈ D(A
1

2 ).

Vamos mostrar que, em todo ponto x ∈ D(A), Ax ∈ ∂f(x).

A função f é, como se vê imediatamente, convexa e própria. Para todo x ∈ D(A)

temos
1

2
‖A 1

2 y‖2 + 1

2
‖A 1

2 x‖2 ≥ 〈A 1

2 x,A
1

2 y〉, ∀y ∈ D(A
1

2 ).

Dáı vem

f(y)− f(x) =
1

2
‖A 1

2 y‖2 − 1

2
‖A 1

2 x‖2 ≥ 〈A 1

2 x,A
1

2 y〉 − ‖A 1

2 x‖2 =

= 〈Ax, y〉 − 〈Ax, x〉 = 〈Ax, y − x〉

donde, Ax ∈ ∂f(x).

4.9 - Exemplo: Seja X um espaço normado, F o operador dualidade de X e f a função

definida por

f(x) =
1

2
‖x‖2, x ∈ X.

Vamos mostrar que ∂f(x) = F (x), ∀x ∈ X.

Seja x∗ ∈ F (x), i.e., 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2. Teremos

1

2
‖y‖2 − 1

2
‖x‖2 =

1

2
(‖x‖2 + ‖y‖2)− ‖x‖2 ≥ ‖x‖‖y‖ − ‖x‖2

= ‖x∗‖ · ‖y‖ − ‖x‖2 ≥ 〈x∗, y〉 − 〈x∗, x〉 = 〈x∗, y − x〉
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donde x∗ ∈ ∂f(x), i.e., F (x) ⊂ ∂f(x).

Reciprocamente, seja x∗ ∈ ∂f(x). Teremos

1

2
‖y‖2 − 1

2
‖x‖2 ≥ 〈x∗, y − x〉 ∀ y ∈ X, (4.2)

donde, pondo y = x+ tx, t real,

‖x+ tx‖2 − ‖x‖2 ≥ 2t〈x∗, x〉. (4.3)

Fazendo t = 1/n em (4.3),

(
1

2n
+ 1

)
‖x‖2 ≥ 〈x∗, x〉, ∀n ∈ N,

donde, ‖x‖2 ≥ 〈x∗, x〉. Fazendo t = − 1

n
em (4.3),

(
1− 1

2n

)
‖x‖2 ≤ 〈x∗, x〉,

donde ‖x‖2 ≤ 〈x∗, x〉. Logo
‖x‖2 = 〈x∗, x〉. (4.4)

De (4.4) vem ‖x‖2 ≤ ‖x∗‖ · ‖x‖, isto é,

‖x‖ ≤ ‖x∗‖. (4.5)

Pondo, agora, y = x+ tz, t > 0, z ∈ X , em (4.2) temos

1

2
‖x+ tz‖2 − 1

2
‖x‖2 ≥ t〈x∗, z〉.

Dáı, t〈x∗, z〉 ≤ 1

2
(‖x‖+ t‖z‖)2 − 1

2
‖x‖2 = t‖x‖ · ‖z‖+ t2

2
‖z‖2 e, portanto,

〈x∗, z〉 ≤ ‖x‖ · ‖z‖+ t

2
‖z‖2, t > 0, z ∈ X.
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Dáı vem 〈x∗, z〉 ≤ ‖x‖ · ‖z‖, z ∈ X , donde

‖x∗‖ ≤ ‖x‖. (4.6)

As relações (4.4), (4.5) e (4.6) mostram que x∗ ∈ F (x). Portanto, ∂f(x) ⊂ F (x)∀x ∈ X ,

q.e.d. .

4.10 - Proposição: Seja f :X → (−∞,+∞] uma função própria.

i) x∗ ∈ ∂f(x) ⇔ f∗(x∗) + f(x) = 〈x∗, x〉
ii) x∗ ∈ ∂f(x) ⇒ x ∈ ∂f∗(x∗).

iii) Se f for convexa e s.c.i., então x ∈ ∂f∗(x∗) ⇒ x∗ ∈ ∂f(x).

Demonstração: i) Seja x∗ ∈ ∂f(x). Por definição tem-se, então,

f(y)− f(x) ≥ 〈x∗, y − x〉, ∀ y ∈ De(f)

e, portanto,

〈x∗, y〉 − f(y) ≤ 〈x∗, x〉 − f(x), ∀ y ∈ De(f).

Mas como, pela Definição 3.27,

f∗(x∗) = sup
y∈X

{〈x∗, y〉 − f(y)} = sup
y∈De(f)

{〈x∗, y〉 − f(y)}

temos

f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 − f(x),

visto que x ∈ De(f). Reciprocamente, de f∗(x∗) + f(x) = 〈x∗, x〉 vem

〈x∗, y〉 − f(y) ≤ f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 − f(x),

donde

f(y)− f(x) ≥ 〈x∗, y − x〉,
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i.e., x∗ ∈ ∂f(x). Logo i) é verdadeira.

ii) Seja x∗ ∈ ∂f(x). Por i) f∗ é própria; logo existe f∗∗ e, como na primeira parte

da demonstração do Teorema 3.31, f ≥ f∗∗. Por i) vem, então, f∗∗(x) + f∗(x∗) ≤
〈x∗, x〉. Por outro lado, de f∗∗(x) = sup

x∗∈X∗

{〈x∗, x〉 − f∗(x∗)} ≥ 〈x∗, x〉 − f∗(x∗) vem

f∗∗(x) + f∗(x∗) ≥ 〈x∗, x〉. Logo, f∗∗(x) + f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 donde, por i), x ∈ ∂f∗(x∗),

o que demonstra ii).

iii) Seja f convexa e s.c.i.. Pelo Teorema 3.31 temos f∗∗ = f donde de x ∈ ∂f∗(x∗)

vem, por i), x∗ ∈ ∂f(x).

4.11 - Proposição:

i) O conjunto ∂f(x) é convexo e fechado ∀x ∈ De(f);

ii) ∂(λf)(x) = λ∂f(x), ∀λ > 0;

iii) ∂(f + g)(x) ⊃ ∂f(x) + ∂g(x), ∀x ∈ De(f) ∩De(g);

iv) x∗ ∈ ∂f(x), y∗ ∈ ∂f(y) ⇒ 〈x∗ − y∗, x− y〉 ≥ 0;

v) x é ponto de mı́nimo para f se, e só se, 0 ∈ ∂f(x).

Demonstração: Conseqüências imediatas das definições.

Seja X um espaço normado e f :X → (−∞,+∞] uma função qualquer. Asso-

ciando a x ∈ De(f) o conjunto ∂f(x), se ∂f(x) 6= ∅, tem-se um operador ∂f :X → X∗

dito operador subdiferencial de f .

4.12 - Proposição: Seja X um espaço normado e f :X → (−∞,+∞] uma função

convexa e s.c.i. . Então, intDe(f) = intD(∂f).

Demonstração: É bastante demonstrar que intDe(f) ⊂ D(∂f) uma vez que pela

definição de ∂f,D(∂f) ⊂ De(f). Seja, então, x ∈ intDe(f) e V uma vizinhança de x

convexa, aberta e V ⊂ intDe(f). Pela Proposição 3.23 f é cont́ınua em V . Segue-se

que o conjunto C = {(y, λ) ∈ X×R; y ∈ V, f(y) < λ} é aberto, convexo e (x, f(x)) /∈ C.
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Pelo Teorema de Hahn-Banach existe, então, um ϕ ∈ (X × R)∗ tal que

ϕ(x, f(x)) ≤ µ < ϕ(y, λ), ∀(y, λ) ∈ C.

Como ϕ = (x∗1, α) para algum x∗1 ∈ X∗ e algum α ∈ R tem-se, então,

〈x∗1, x〉+ αf(x) ≤ µ < 〈x∗1, y〉+ αλ, ∀ (y, λ) ∈ C.

Dáı vem α > 0 e

〈x∗1, x〉+ αf(x) ≤ µ ≤ 〈x∗1, y〉+ αf(y)

donde, pondo x∗ = −x
∗
1

α
temos

f(y)− f(x) ≥ 〈x∗, y − x〉,

i.e., x ∈ D(∂f), q.e.d. .

5. Convexidade dos espaços de Banach

Com UX será representada a esfera unitária de X , i.e. o conjunto dos pontos

x ∈ X tais que ‖x‖ = 1.

5.1 - Definição: Um espaço normado é dito uniformemente convexo quando dado

ε > 0 existe um δ > 0 tal que se x, y ∈ UX e ‖x− y‖ > ε então

∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥ < 1− δ.

5.2 - Exemplo: Os espaços Rn munidos da norma ‖ · ‖2 definida por

‖x‖2 =

(
n∑

i=1

x2i

) 1

2

, x = (x1, . . . , xn),
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são uniformemente convexos. Com efeito, ‖ · ‖2 satisfaz a relação

‖x+ y‖22 + ‖x− y‖22 = 2(‖x‖22 + ‖y‖22), (5.1)

donde, se x, y ∈ UX e ‖x− y‖2 > ε, então

‖x+ y‖22 + ε2 < 4

e, portanto,
∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥
2

<

√
1− ε2

4
= 1−

(
1−

√
1− ε2

4

)
= 1− δ

com δ = 1−
√

1− ε2

4
> 0, uma vez que 0 < ε ≤ 2.

5.3 - Exemplo: A relação (5.1) é válida para todo espaço de Hilbert; logo, os espaços

de Hilbert são uniformemente convexos.

5.4 - Exemplo: Os espaços Lp(Ω,A, µ), 1 < p <∞, munidos da norma

‖x‖p =

(∫

Ω

‖x(t)‖pdt
) 1

p

são uniformemente convexos, o que resulta imediatamente das Desigualdades de Clark-

son (Clarkson [1])

∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥
p

p

+

∥∥∥∥
x− y

2

∥∥∥∥
p

p

≤ 1

2
(‖x‖pp + ‖y‖pp), p ≥ 2

e
∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥
q

p

+

∥∥∥∥
x− y

2

∥∥∥∥
q

p

≤
[
1

2
(‖x‖pp + ‖y‖pp)

]q/p
, 1 < p ≤ 2,
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onde
1

p
+

1

q
= 1. A demonstração das Desigualdades de Clarkson também se encontra

em Hewitt-Stromberg [1] e uma outra demonstração de que Lp(Ω,A, µ) é uniformemente

convexo, em Diestel [1].

5.5 - Observação: O espaço R
n também é uniformemente convexo quando munido da

norma ‖ · ‖p, 1 < p <∞, definida por

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
) 1

p

, x = (x1, . . . , xn).

Mas Rn não é uniformemente convexo quando munido das normas ‖·‖1 e ‖·‖∞ definidas

por

‖x‖1 =

n∑

i=1

|xi| e ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

{|xi|},

embora todas essas normas sejam equivalentes no sentido de que definem a mesma

topologia. As esferas unitárias no caso de R
2, por exemplo, são da forma

x

xy y- -

1 < p < 2 p = 2 2 < p < p =p = 1

Nesse caso tem-se

∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥
1

= 1 mas ‖x−y‖1 = 2 e, analogamente,

∥∥∥∥
x̄+ ȳ

2

∥∥∥∥
∞

= 1 mas

‖x̄− ȳ‖∞ = 2.

Um importante teorema devido a Milman é o seguinte:

5.6 - Teorema: Todo espaço de Banach uniformemente convexo é reflexivo.
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A demonstração encontra-se em Brezis [7] e em Yosida [1].

5.7 - Exemplo: Como L1(Ω,A, µ),L∞(Ω,A, µ) e C(0, 1) não são reflexivos, segue-se

pelo Teorema de Milman que esses espaços não são uniformemente convexos. No caso

de L1(Ω,A, µ), por exemplo, pode-se ver isto diretamente considerando as funções x =

χ
E
/µ(E) e y = χ

F
/µ(F ), onde E, F ⊂ Ω,E ∩ F = ∅, 0 < µ(E) <∞ e 0 < µ(F ) <∞.

Temos, com efeito,
∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥
1

=

∫

Ω

1

2

∣∣∣∣
χ
E

µ(E)
+

χ
F

µ(F )

∣∣∣∣ dµ =
1

2

∫

Ω

(
χ
E

µ(E)
+

χ
F

µ(F )

)
dµ =

=
1

2µ(E)

∫

Ω

χ
E
dµ+

1

2µ(F )

∫

Ω

χ
F
dµ = 1

mas

‖x− y‖1 =

∫

Ω

∣∣∣∣
χ
E

µ(E)
− χ

F

µ(F )

∣∣∣∣ dµ =

∫

Ω

(
χ
E

µ(E)
+

χ
F

µ(F )

)
dµ =

=
1

µ(E)

∫

Ω

χ
E
dµ+

1

µ(F )

∫
χ
F
dµ = 2.

5.8 - Proposição: Seja X um espaço de Banach uniformemente convexo e x, xn ∈ X,

n = 1, . . . . Então X tem a seguinte propriedade:

xn ⇀ x e lim
n→∞

sup ‖xn‖ ≤ ‖x‖ ⇒ xn → x. (5.2)

Demonstração: Se x = 0 a afirmação é trivial. Suponhamos, então, x 6= 0. Pelo

Exemplo 3.3a) temos ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖. Logo, lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖ > 0. Sem quebra da

generalidade podemos supor ‖xn‖ > 0 ∀n ∈ N. Ponhamos yn = xn/‖xn‖, y = x/‖x‖
e y∗ = x∗/‖x∗‖ onde x∗ ∈ F (x). Então, yn ∈ UX , y ∈ UX , y∗ ∈ UX∗ e

〈
yn + y

2
, y∗
〉

≤
∣∣∣∣
〈
yn + y

2
, y∗
〉∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥
yn + y

2

∥∥∥∥ ≤ 1

2
(‖yn‖+ ‖y‖) = 1.
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Mas 〈
yn + y

2
, y∗
〉

→ 1.

Logo ‖(yn + y)/2‖ → 1, donde, pela convexidade uniforme de X , tem-se ‖yn − y‖ → 0,

i.e., yn → y e, como ‖xn‖ → ‖x‖ segue-se que xn → x, q.e.d. .

5.9 - Definição: Diz-se que um espaço normado, X , é estritamente convexo se UX não

contém segmentos próprios, isto é, conjuntos do tipo

{λx+ (1− λ)y; x, y ∈ UX , x 6= y, 0 ≤ λ ≤ 1}.

Os espaços estritamente convexos são também conhecidos por espaços rotundos.

5.10 - Teorema: São equivalentes as condições:

i) X é estritamente convexo;

ii) A igualdade ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖, x, y ∈ X, implica x = 0 ou y = tx, t ≥ 0;

iii) A igualdade ‖(x+ y)/2‖ = ‖x‖ = ‖y‖, x, y ∈ X, implica x = y.

Demonstração: i) ⇒ ii). Seja X estritamente convexo, x, y ∈ X, x 6= 0 e tais que

‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖. Se y = 0, então y = tx com t = 0. Seja, pois, y 6= 0 e 0 < λ < 1.

Não é restritivo supor que λ‖y‖ ≥ (1− λ)‖x‖. Teremos

1 ≥
∥∥∥∥λ

x

‖x‖ + (1− λ)
y

‖y‖

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥λ
x

‖x‖ +
λy

‖x‖ − λy

‖x‖ + (1− λ)
y

‖y‖

∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥λ
x+ y

‖x‖

∥∥∥∥

−
∥∥∥∥λ

y

‖x‖ − (1− λ)
y

‖y‖

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥λ
x+ y

‖x‖

∥∥∥∥−
∥∥∥∥
λ‖y‖y − (1− λ)‖x‖y

‖x‖ · ‖y‖

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥λ
x+ y

‖x‖

∥∥∥∥−
(λ‖y‖ − (1− λ)‖x‖)‖y‖

‖x‖ · ‖y‖ = 1.

Logo, λ
x

‖x‖ + (1− λ)
y

‖y‖ ∈ UX e como X é estritamente convexo,
x

‖x‖ =
y

‖y‖ , donde

y =
‖y‖
‖x‖x, i.e., y = tx com t =

‖y‖
‖x‖ > 0.
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ii) ⇒ iii). Seja ‖(x+ y)/2‖ = ‖x‖ = ‖y‖. Dáı vem ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖, donde,
por ii), x = 0 ou y = tx, t ≥ 0. Mas de x = 0 vem ‖y‖ = ‖x‖ = 0 donde y = 0. Caso

contrário, y = tx, t ≥ 0, donde ‖y‖ = t‖x‖ e como ‖y‖ = ‖x‖, t = 1 e, portanto, y = x.

iii) ⇒ i). Sejam x, y ∈ UX . Se (x+ y)/2 ∈ UX então

∥∥∥∥
x+ y

2

∥∥∥∥ = 1 = ‖x‖ = ‖y‖

donde, por iii), x = y e, portanto, o segmento de extremos x e y não é próprio.

A convexidade estrita é mais fraca que a uniforme como mostra a proposição a

seguir.

5.11 - Proposição: Todo espaço uniformemente convexo é estritamente convexo.

Demonstração: Sejam x e y pontos de UX com x 6= y. Teremos ‖x − y‖ > ε para

algum ε > 0 donde, pela hipótese, existe δ > 0 tal que ‖(x + y)/2‖ ≤ 1 − δ. Decorre

dáı que (x+ y)/2 /∈ UX , i.e., o segmento próprio de extremos x e y não está contido em

UX .

5.12 - Notação: Seja X um espaço normado e C ⊂ X ,C 6= ∅. Vamos por

|C| = inf{‖x‖; x ∈ C}

e

C0 = {x ∈ C; ‖x‖ = |C|}.

5.13 - Lema: Seja X um espaço de Banach e C 6= ∅ um subconjunto de X, convexo

e fechado. Se (xn) é uma sucessão de elementos de C tal que ‖xn‖ → |C| e xn ⇀ x

então x ∈ C0.

Demonstração: Como C é convexo e fechado, C é fracamente fechado; logo, x ∈ C

donde, ‖x‖ ≥ |C|. Por outro lado, pelo Exemplo 3.3a) tem-se ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖ =

lim ‖xn‖ = |C|. Segue-se que ‖x‖ = |C| e, portanto, x ∈ C0.

5.14 - Teorema: Seja X um espaço de Banach.
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i) X é reflexivo se, e só se, para cada subconjunto C de X,C 6= ∅, convexo e

fechado, tem-se C0 6= ∅.
ii) X é estritamente convexo se e só se para cada subconjunto C de X,C 6= ∅

convexo e fechado, C0 contém no máximo um elemento.

iii) X é reflexivo e estritamente convexo se, e só se, para cada C ⊂ X,C 6= ∅
convexo e fechado, C0 contém um único ponto.

Demonstração: i) Seja X reflexivo e (xn) ⊂ C tal que ‖xn‖ → |C|. Então (xn) é

um conjunto limitado donde, pela compacidade fraca dos subconjuntos limitados dos

espaços reflexivos, existe uma subsucessão (xnk
) de (xn) e um x ∈ X tais que xnk

⇀ x.

Pelo Lema 5.13, x ∈ C0. Logo, C0 6= ∅.
Vamos demonstrar a rećıproca fazendo uso do Teorema de James segundo o qual

X é reflexivo se todo x∗ ∈ X∗ atinge o valor ‖x∗‖ em algum ponto da bola unitária

fechada de X (Diestel [1]). Seja, então, x∗ ∈ X∗ e designemos por C o conjunto convexo

e fechado

{x ∈ X ; 〈x∗, x〉 ≥ ‖x∗‖}.

Seja (xn) tal que ‖xn‖ = 1,n = 1, . . . , ‖x∗‖ = lim〈x∗, xn〉 e yn = ‖x∗‖xn/〈x∗, xn〉.
Então 〈x∗, yn〉 = ‖x∗‖, donde yn ∈ C, n = 1, . . . e lim ‖yn‖ = 1 donde |C| ≤ 1.

Por hipótese, C0 6= ∅, isto é, existe um x0 ∈ C com ‖x0‖ = |C|. De x0 ∈ C vem

〈x∗, x0〉 ≥ ‖x∗‖ e de ‖x0‖ = |C| ≤ 1 vem 〈x∗, x0〉 ≤ ‖x∗‖. Logo 〈x∗, x0〉 = ‖x∗‖, com
x0 pertencente à bola unitária fechada.

ii) Seja X estritamente convexo, C um subconjunto convexo e fechado de X e x, y ∈ C0.

Então (x+y)/2 ∈ C, donde ‖(x+y)/2‖ ≥ |C|. Mas, ‖(x+y)/2‖ ≤ 1

2
‖x‖+ 1

2
‖y‖ = |C|.

Logo ‖(x+ y)/2‖ = |C| = ‖x‖ = ‖y‖, donde, por iii) do Teorema 5.10, x = y.

Reciprocamente, vamos supor que para cada C ⊂ X , convexo e fechado, C0

contenha no máximo um elemento e seja

C = {tx+ (1− t)y; 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ UX .



§5 CONVEXIDADE DOS ESPAÇOS DE BANACH 37

Então C é convexo e fechado e C0 = C. Logo, x = y donde X é estritamente convexo.

iii) Conseqüência trivial de i) e ii).

5.15 - Teorema: Seja X um espaço de Banach. São equivalentes:

i) X é reflexivo, estritamente convexo e goza da propriedade (5.2);

ii) Para cada C ⊂ X, convexo e fechado, e cada (xn) ⊂ C, tal que ‖xn‖ → |C|,
existe um x ∈ X tal que xn → x.

Demonstração: i) → ii). Vamos supor i) e seja C ⊂ X convexo e fechado e (xn) ⊂ C

tal que ‖xn‖ → |C|. Como (xn) é um conjunto limitado e X é um espaço reflexivo,

existe uma subsucessão (xnk
) de (xn) e x ∈ X tais que xnk

⇀ x. Pelo Lema 5.13,

x ∈ C0 e como X é reflexivo e estritamente convexo, x é, pelo Teorema 5.14, o único

ponto de C0. Logo, xn ⇀ x. Além disto ‖x‖ = |C| = lim
n→∞

‖xn‖ = lim sup
n→∞

‖xn‖. Por

(5.2) segue-se que xn → x.

ii)⇒ i) Vamos supor ii) e seja C convexo e fechado e (xn) ⊂ C tal que ‖xn‖ → |C|.
Por hipótese existe x ∈ X tal que xn → x. Pelo Lema 5.13x ∈ C0 donde C0 6= ∅ e,

portanto, X é reflexivo pelo Teorema 5.14. Se y ∈ C0 então a sucessão (zn), onde

z2n = xn e z2n+1 = y é tal que ‖zn‖ → |C|. Logo, existe z ∈ X tal que zn → z. Mas

dáı vem y = z = x. Logo, X é estritamente convexo pelo Teorema 5.14.

Resta demonstrar que é válida a propriedade (5.2). Seja, para isto, (xn) ⊂ X

tal que xn ⇀ x0 e lim sup
n→∞

‖xn‖ ≤ ‖x0‖. Pelo Exemplo 3.3, ‖x0‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖. Logo,

lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x0‖. Como dessas hipóteses resulta que
xn
‖x0‖

⇀
x0

‖x0‖
e lim

n→∞

∥∥∥∥
xn
‖x0‖

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
x0

‖x0‖

∥∥∥∥ = 1, pode-se, sem quebra da generalidade, supor que ‖x0‖ = 1, o que será

feito. Seja x∗0 ∈ F (x0); portanto 〈x∗0, x0〉 = ‖x∗0‖ = ‖x0‖ = 1. O conjunto C = {x ∈
X ; 〈x∗0, x〉 ≥ 1} é convexo e fechado e como x0 ∈ C e ‖x0‖ = 1 tem-se |C| < 1. Além
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disto, de z ∈ C e ‖z‖ < 1 vem

〈
x∗0,

z

‖z‖

〉
=

1

‖z‖ 〈x∗0, z〉 ≥
1

‖z‖ > 1,

absurdo porque

∥∥∥∥
z

‖z‖

∥∥∥∥ = 1 e 〈x∗0, x〉 ≤ ‖x∗0‖ = 1 para todo x tal que ‖x‖ = 1; logo,

|C| = 1 e, portanto, x0 ∈ C0. Segue-se, pelo Teorema 5.14, que x0 é o único elemento

de C0 pois, pelo que já foi demonstrado, X é reflexivo e estritamente convexo. Não

é restritivo supor que 〈x∗0, xn〉 > 0,n = 1, . . . , visto que lim
n→∞

〈x∗0, xn〉 = 〈x∗0, x0〉 = 1.

Pondo, então, yn = xn/〈x∗0, xn〉 temos 〈x∗0, yn〉 = 1 e ‖yn‖ → 1, ou seja, (yn) ⊂ C e

‖yn‖ → |C|. Segue-se dáı, por ii), que existe y ∈ X tal que yn → y; pelo Lema 5.13

y ∈ C0, donde y = x0 visto que x0 é o único elemento de C0. Logo yn → x0 e portanto,

xn = 〈x∗0, xn〉yn → x0 uma vez que 〈x∗0, xn〉 → 〈x∗0, x0〉 = 1. Logo, X tem a propriedade

(5.2).

5.16 - Teorema: Seja X um espaço de Banach reflexivo com norma ‖ · ‖. Então existe

uma norma | · |, equivalente a ‖ · ‖, tal que X e X∗ são estritamente convexos quando

munidos de | · | e | · |∗, respectivamente.

Esse importante teorema, cuja demonstração será omitida, é devido a Asplund [1].

5.17 - Definição: Diz-se que o espaço de Banach, X , é liso no ponto x ∈ X se F (x)

contém um único elemento; diz-se que X é liso se X é liso em todos os pontos de UX .

5.18 - Proposição: Se X é liso então X é liso em todos os seus pontos.

Demonstração: Decorrência imediata de iii) da Proposição 2.1.

5.19 - Teorema: i) Se X∗ é estritamente convexo, então X é liso;
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ii) Se X∗ é liso, então X é estritamente convexo.

Demonstração: i) Seja x ∈ UX . Pela Proposição 2.1, F (x) é convexo e F (x) ⊂ UX∗ .

Mas, por hipótese, UX∗ não contém segmentos próprios. Logo F (x) tem um único

elemento, i.e., X é liso no ponto x.

ii) Vamos supor que X∗ seja liso e que os elementos x, y ∈ UX são tais que o

segmento de extremos x e y está contido em UX . Decorre dáı que (x+ y)/2 ∈ UX . Seja

z∗ ∈ F ((x+ y)/2). Teremos

〈x
2
, z∗
〉
+
〈y
2
, z∗
〉
=

〈
x+ y

2
, z∗
〉

= ‖z∗‖2 = 1.

Mas,
〈x
2
, z∗
〉
≤ ‖x

2
‖.‖z∗‖ =

1

2

〈y
2
, z∗
〉
≤ ‖y

2
‖.‖z∗‖ =

1

2
.

Logo, 〈x, z∗〉 = 〈y, z∗〉 = 1, donde lembrando que X ⊂ X∗∗, x, y ∈ F (z∗).

Portanto, x = y uma vez que X∗ é, por hipótese, liso; assim, UX não contém segmentos

próprios, i.e., X é estritamente convexo.

5.20 - Corolário: Seja X reflexivo. Então:

i) X é estritamente convexo se, e só se, X∗ é liso;

ii) X é liso se, e só se, X∗ é estritamente convexo.

Demonstração: Ambas as afirmações decorrem do Teorema 5.19 e de X∗∗ = X .

6. Diferenciabilidade da norma de X

Seja X um espaço de Banach. Vamos por, ∀x, y ∈ X,

‖x+ λy‖ − ‖x‖
λ

= [x, y]
λ
, λ 6= 0.
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6.1 - Proposição: São válidas as seguintes propriedades:

i) ∀ x∗ ∈ F (x) tem-se

〈x∗, y〉 ≤ ‖x‖[x, y]
λ

se λ > 0.

ii) A função λ→ [· , ·]
λ
é não decrescente em R\{0};

〈x∗, y〉 ≥ ‖x‖[x, y]
λ

se λ < 0.

iii) ∀ z∗ ∈ F (x+ λy) tem-se

〈z∗, y〉 ≥ ‖x+ λy‖[x, y]
λ

λ > 0

〈z∗, y〉 ≤ ‖x+ λy‖[x, y]
λ

λ < 0

iv) −‖y‖ ≤ [x, y]
λ

se λ > 0

‖y‖ ≥ [x, y]
λ

se λ < 0.

Demonstração: i) De x∗ ∈ F (x) vem

〈x∗, x+ λy〉 = ‖x‖2 + λ〈x∗, y〉

e dáı,

λ〈x∗, y〉 = 〈x∗, x+ λy〉 − ‖x‖2 ≤ ‖x‖‖x+ λy‖ − ‖x‖2 = λ‖x‖[x, y]
λ

donde as desigualdades i).

ii) De 0 < λ < µ vem 0 <
λ

µ
< 1 donde

||x+ λy|| =
∥∥∥∥x− λ

µ
x+

λ

µ
x+

λ

µ
µy

∥∥∥∥ ≤
(
1− λ

µ

)
||x||+ λ

µ
||x+ µy||.

Logo,

||x+ λy|| − ||x|| ≤ λ

µ

(
||x+ µy|| − ||x||

)



§6 DIFERENCIABILIDADE DA NORMA 41

e, dáı,

||x+ λy|| − ||x||
λ

≤ ||x+ µy|| − ||x||
µ

, i.e., [x, y]λ ≤ [x, y]µ .

De λ < µ < 0 vem 0 <
µ

λ
< 1 donde

||x+ µy|| =
∥∥∥x− µ

λ
x+

µ

λ
x+

µ

λ
λy
∥∥∥ ≤

(
1− µ

λ

)
||x||+ µ

λ
||x+ λy||.

Logo,

||x+ µy|| − ||x|| ≤ µ

λ

(
||x+ λy|| − ||x||

)

e, dáı,

||x+ µy|| − ||x||
µ

≥ ||x+ λy|| − ||x||
λ

, i.e., [x, y]λ ≤ [x, y]µ .

Portanto [x, y]λ é não decrescente em (−∞, 0) e em (0,+∞) donde, por i) é não decres-

cente em R\{0}.
iii) Temos, ∀ z∗ ∈ F (x+ λy) e λ > 0

‖x+ λy‖[x, y]
λ
=

‖x+ λy‖2 − ‖x‖‖x+ λy‖
λ

≤ ‖x+ λy‖2 − |〈z∗, x〉|
λ

=

〈z∗, x+ λy〉 − |〈z∗, x〉|
λ

=
〈z∗, x〉+ λ〈z∗, y〉 − |〈z∗, x〉|

λ
≤ 〈z∗, y〉

Se λ < 0 as desigualdades são válidas com o sinal invertido.

iv) Por i) tem-se −‖x‖ · ‖y‖ ≤ 〈x∗, y〉 ≤ ‖x‖[x, y]
λ
, ∀λ > 0 e ∀x∗ ∈ F (x). Logo,

−‖y‖ ≤ [x, y]
λ
∀λ > 0.

A segunda desigualdade tem demonstração análoga.

Por ii) e iv) a função [x, y]
λ
tem, ∀x, y ∈ X , um limite à direita [x, y]

+
e um

limite à esquerda [x, y]
−
quando λ→ 0 e

[x, y]
+
= inf

λ>0
[x, y]

λ
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[x, y]
−
= sup

λ<0
[x, y]

λ
.

6.2 - Proposição: São válidas as seguintes propriedades da derivada [ ·, · ]
+
:

i) [αx, βy]
+
= |β|[x, y]

+
se αβ > 0

ii) [x, αx+ y]
+
= α‖x‖+ [x, y]

+

iii) −[x,−y]
+
≤ [x, y]

+

iv) |[x, y]
+
| ≤ ‖y‖

v) [x, βy]
+
≥ β[x, y]

+

Demonstração: i) Temos, para αβ > 0,

[αx, βy]
λ
=

‖αx+ λβy‖ − ‖αx‖
λ

=

= |β|
‖α
βx+ λy‖ − ‖α

βx‖
λ

= |β| ‖x+ λβ
αy‖ − ‖x‖
λβ

α

= |β|[x, y]
λβ

α

Tomando o limite quando λ→ 0, λ > 0, temos a igualdade i).

ii) Se α = 0 a igualdade ii) é trivial. Seja α 6= 0 e λ0 tal que 1 + λα > 0 se 0 < λ < λ0.

Para 0 < λ < λo temos, então,

|[x, αx+ y]
λ
− [x, y]

λ
− α‖x‖ |

=

∣∣∣∣
‖x+ λαx+ λy‖ − ‖x‖ − ‖x+ λy‖+ ‖x‖ − λα‖x‖

λ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
‖(1 + λα)x+ λy‖ − ‖x+ λy‖ − λα‖x‖

λ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

λ

(
(1 + λα)

∥∥∥∥x+
λ

1 + λα
y

∥∥∥∥− ‖x+ λy‖ − λα‖x‖
)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

λ

(∥∥∥∥x+
λ

1 + λα
y

∥∥∥∥− ‖x+ λy‖
)
+ α

(
‖x+

λ

1 + λα
y‖ − ‖x‖

)∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣
1

λ

(∥∥∥∥x+
λ

1 + λα
y

∥∥∥∥− ‖x+ λy‖
)∣∣∣∣+

∣∣∣∣α
(∥∥∥∥x+

λ

1 + λα
y

∥∥∥∥− ‖x‖
)∣∣∣∣

≤ 1

λ

∥∥∥∥x+
λ

1 + λα
y − x− λy

∥∥∥∥+
∣∣∣∣α
(∥∥∥∥x+

λ

1 + λα
y

∥∥∥∥− ‖x‖
)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

1 + λα
− 1

∣∣∣∣ ‖y‖+
∣∣∣∣α
(∥∥∥∥x+

λ

1 + λα
y

∥∥∥∥− ‖x‖
)∣∣∣∣→ 0

quando λ→ 0. Dáı vem [x, αx+ y]
+
= α‖x‖+ [x, y]

+
.

iii) Temos ∀λ > 0

[x, y]
λ
+ [x,−y]

λ
=

‖x+ λy‖ − ‖x‖+ ‖x− λy‖ − ‖x‖
λ

=
1

λ
(‖x+ λy‖+ ‖x− λy‖ − 2‖x‖) ≥ 1

λ
(‖x+ λy + x− λy‖ − 2‖x‖) = 0.

Logo, −[x,−y]
λ
≤ [x, y]

λ
, ∀λ > 0, donde −[x,−y]

+
≤ [x, y]

+
.

iv) Temos

[x, y]
λ
=

‖x+ λy‖ − ‖x‖
λ

≤ ‖x‖+ λ‖y‖ − ‖x‖
λ

= ‖y‖, ∀λ > 0,

donde [x, y]
+

≤ ‖y‖. Por outro lado, de iv) do Lema 6.1 vem −‖y‖ ≤ [x, y]
+
. Logo

|[x, y]
+
| ≤ ‖y‖.

v) Se β = 0 a desigualdade a demonstrar é trivial e se β > 0, é válida por i). Se β < 0

tem-se, por i) e iii),

β[x, y]
+
= −|β|[x, y]

+
= −[x, |β|y]

+
= −[x,−βy]

+
≤ [x, βy]

+
.

6.3 - Lema: Para cada x, y ∈ X existe x∗ ∈ F (x) tal que 〈x∗, y〉 = ‖x‖[x, y]
+
.

Demonstração: Se x e y forem linearmente dependentes, y = ρx para algum ρ ∈ R e

como, para λ suficientemente pequeno, 1 + λρ > 0, tem-se

[x, y]
λ
= [x, ρx]

λ
=

‖x+ λρx‖ − ‖x‖
λ

=
‖(1 + λρ)x‖ − ‖x‖

λ
= ρ‖x‖.



44 PRELIMINARES CAP. I

Por outro lado, para todo x∗ ∈ F (x) tem-se 〈x∗, y〉 = 〈x∗, ρx〉 = ρ‖x‖2. Nesse caso

tem-se, então, 〈x∗, y〉 = ‖x‖[x, y]
+
para todo x∗ ∈ F (x).

Sejam x e y linearmente independentes, V o subespaço de X gerado por x e y e

ξ∗ o funcional definido em V por

〈ξ∗, αx+ βy〉 = α‖x‖+ β[x, y]
+
,

i.e., o funcional que toma o valor ‖x‖ no ponto x e o valor [x, y]
+
no ponto y. Teremos,

por ii) , iv) e v) da Proposição 6.2,

〈ξ∗, αx+ βy〉 = α‖x‖+ β[x, y]
+
≤ α‖x‖+ [x, βy]

+
= [x, αx+ βy]

+
≤ ‖αx+ βy‖.

Logo, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ξ∗1 ∈ X∗ que estende ξ∗ a X e é tal que

‖ξ∗1‖ ≤ 1. Como ξ∗1 é uma extensão de ξ∗, ξ∗1 coincide com ξ∗ nos pontos x e y, i.e.,

〈ξ∗1 , x〉 = ‖x‖ e 〈ξ∗1 , y〉 = [x, y]
+
. Portanto, pondo x∗ = ‖x‖ξ∗1 temos

‖x‖2 = 〈x∗, x〉 ≤ ‖x∗‖ · ‖x‖.

Logo, ‖x‖ ≤ ‖x∗‖ e como de ‖ξ∗1‖ ≤ 1 vem ‖x∗‖ ≤ ‖x‖, tem-se ‖x∗‖ = ‖x‖. Portanto,

x∗ ∈ F (x) e 〈x∗, y〉 = ‖x‖[x, y]
+
.

6.4 - Teorema: Pondo 〈y, x〉
s
= sup{〈y, x∗〉, x∗ ∈ F (x)}, então

〈y, x〉
s
= ‖x‖[x, y]

+
. (6.1)

Demonstração: Temos, por ii) da Proposição 6.1, 〈y, x∗〉 ≤ ‖x‖[x, y]
λ
, ∀x∗ ∈ F (x) e

∀λ > 0. Logo, 〈y, x∗〉 ≤ ‖x‖[x, y]
+
, ∀x∗ ∈ F (x) e, portanto, 〈y, x〉

s
≤ ‖x‖[x, y]

+
. Por

outro lado, pelo Lema 6.3, 〈y, x〉s ≥ ‖x‖[x, y]
+
. Logo, 〈y, x〉s = ‖x‖[x, y]+.
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6.5 - Teorema: São válidas as propriedades:

i) 〈αx+ y, x〉
s
= α‖x‖2 + 〈y, x〉

s
;

ii) 〈βy, αx〉
s
= αβ〈y, x〉

s
se αβ ≥ 0;

iii) 〈y + z, x〉
s
≤ ‖x‖ · ‖z‖+ 〈y, x〉

s
;

iv) a função 〈· , ·〉
s
: X ×X → R é semicont́ınua superiormente;

v) |〈y, x〉
s
| ≤ ‖x‖ ‖y‖.

Demonstração: i), ii) e iii) são conseqüências imediatas da definição da função 〈·, ·〉
s

e das propriedades do supremo. iv) Para todo λ > 0, [·, ·]
λ
é uma função cont́ınua de

seus dois argumentos. Portanto o invólucro inferior, [·, ·]
+
, da famı́lia {[·, ·]

λ
;λ > 0} é

s.c.s.. Pelo Teorema 6.4, 〈·, ·〉
s
é, pois, s.c.s. . v) Temos, pelo Teorema 6.4, |〈y, x〉

s
| =

‖x‖ |[x, y]
+
|, donde v), por iv) da Proposição 6.2.

6.6 - Teorema: Seja x ∈ X, x 6= 0. São equivalentes:

i) X é liso no ponto x;

ii) Toda aplicação dualidade de X é demicont́ınua no ponto x (i.e., cont́ınua quando

X está munido da topologia da norma e X∗ da topologia fraca −∗ ).

iii) A norma de X é diferenciável à Gateaux no ponto x.

Demonstração: Vamos supor que a aplicação dualidade f não seja demicont́ınua no

ponto x. Então existe uma seqüência (xn) de elementos de X tal que xn → x mas

(f(xn)) não converge fraco–* a f(x). Passando a uma subseqüência, se necessário,

podemos determinar uma vizinhança fraca–*, V , de f(x) tal que f(xn) /∈ V , n = 1, . . . .

Pelo Teorema de Alaoglu, (f(xn)) tem um valor de aderência fraco–*, x∗. Temos

| 〈x∗, x〉 − ‖x‖2 | ≤ | 〈x∗, x〉 − 〈f(xn), x〉|+ |〈f(xn), x〉 − 〈f(xn), xn〉|+

+ |〈f(xn), xn〉 − ‖x‖2| = |〈x∗ − f(xn), x〉|+ |〈f(xn), x− xn〉|+

+ |‖xn‖2 − ‖x‖2 | ≤ |〈x∗ − f(xn), x〉|+ ‖f(xn)‖ ‖x− xn‖+ | ‖xn‖2 − ‖x‖2 |. (6.2)

Como xn → x tem-se que ‖x − xn‖ → 0, ‖xn‖ → ‖x‖ e que {f(xn)} é um conjunto
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limitado. Dado ε > 0 existe, pois, n0 tal que ‖f(xn)‖ ‖x − xn‖+ | ‖xn‖2 − ‖x‖2 | < ε

para todo n > n0. Além disto, como x∗ é valor de aderência de (f(xn)), existe m >

n0 tal que f(xm) pertence à vizinhança fraca–* {ξ ∈ X∗; |〈x∗ − ξ, x〉| < ε} de x∗,

i.e., |〈x∗ − f(xm), x〉| < ε. Logo, 〈x∗, x〉 = ‖x‖2, por (6.2) e, dáı, ‖x‖ ≤ ‖x∗‖. Por

outro lado, ainda de xn → x resulta que dado δ > 0 existe um ı́ndice n1 tal que

‖xn‖ ≤ ‖x‖+ δ ∀n ≥ n1 e, portanto, ‖f(xn)‖ ≤ ‖x‖+ δ ∀n ≥ n1. Além disto, a bola

{ξ ∈ X∗; ‖ξ‖ ≤ ‖x‖+ δ} é fechada na topologia fraca–*. Logo, ‖x∗‖ ≤ ‖x‖+ δ ∀ δ > 0,

donde ‖x∗‖ ≤ ‖x‖. Portanto, ‖x∗‖ = ‖x‖ e, assim, x∗ ∈ F (x). Mas supondo i), F (x)

tem um só elemento donde x∗ = f(x), i.e., f(x) é um valor de aderência de (f(xn)), o

que está em contradição com a escolha de (f(xn)).

ii) ⇒ iii). Fazendo x∗ = f(x) e z∗ = f(x + λy) em i) e iii) da Proposição 6.1

tem-se, para λ > 0,

〈f(x), y〉 ≤ ‖x‖[x, y]
λ

e 〈f(x+ λy), y〉 ≥ ‖x+ λy‖[x, y]
λ
.

Logo, por ii) vem 〈f(x), y〉 = ‖x‖[x, y]
+
. Analogamente, ainda por i) e iii) da Proposição 6.1

e a continuidade de f tem-se 〈f(x), y〉 = ‖x‖[x, y]
−
. Portanto,

lim
λ→0

[x, y]
λ
=

〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
, ∀ y ∈ X,

i.e., a norma de X é diferenciável à Gateaux no ponto x.

iii) ⇒ i). Se a norma de X é diferenciável à Gateaux no ponto x, então [x, y]
+
=

[x, y]
−

∀ y ∈ X . Mas, então, por i) da Proposição 6.1 tem-se, ∀x∗ ∈ F (x),

〈x∗, y〉 = ‖x‖[x, y]
+
, ∀ y ∈ X.

Logo, F (x) tem um só elemento, i.e., X é liso no ponto x.

6.7 - Proposição: Seja X∗ estritamente convexo. Então:

i) O operador dualidade é uńıvoco e demicont́ınuo.
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ii) A norma de X é diferenciável à Gateaux em todo ponto x 6= 0.

Demonstração: Decorrência imediata dos Teoremas 5.19 e 6.6.

6.8 - Observações: a) Pelo Teorema 6.6 a norma de X é diferenciável à Gateaux no

ponto x 6= 0 se e só se F (x) consta de um único ponto e, portanto, se e só se todas as

aplicações dualidade coincidem no ponto x. Logo, se a norma de X for diferenciável à

Gateaux no ponto x 6= 0, teremos

lim
λ→0

[x, y]
λ
=

〈
f(x)

‖x‖ , y
〉

para toda aplicação dualidade f , i. e., f(x)/‖x‖ é a derivada de Gateaux da norma de

X no ponto x, qualquer que seja a aplicação dualidade, f .

b) Para que a norma de X seja diferenciável à Gateaux no ponto x é suficiente

que, para todo h ∈ UX , exista o limite de [x, h]
λ
quando λ tende a zero. Com efeito,

se isto acontece e y ∈ X, y 6= 0, então, como y/‖y‖ ∈ U
X
, existe o limite de [x, y/‖y‖]

λ

quando λ tende a zero e

‖y‖ lim
λ→0

[
x,

y

‖y‖

]
λ
= ‖y‖ lim

λ→0

∥∥∥x+ λ y
‖y‖

∥∥∥− ‖x‖
λ

=

‖y‖ lim
λ→0

∥∥∥x+ λ‖y‖ y
‖y‖

∥∥∥− ‖x‖
λ‖y‖ = lim

λ→0

∥∥∥x+ λ‖y‖ y
‖y‖

∥∥∥− ‖x‖
λ

=

= lim
λ→0

‖x+ λy‖ − ‖x‖
λ

= lim
λ→0

[x, y]
λ

i.e., existe o limite de [x, y]
λ
quando λ→ 0 e, portanto, a norma de X é diferenciável à

Gateaux no ponto x por i) da Proposição 6.1.

c) Se a norma de X é diferenciável à Gateaux no ponto x, o mesmo acontece no

ponto kx, ∀ k > 0 e

lim
λ→0

[kx, y]
λ
=

〈
f(x)

‖x‖ , y
〉

∀ y ∈ X,
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i.e., a derivada à Gateaux da norma de X tem o valor constante f(x)/‖x‖ ao longo do

raio {kx; k > 0}. Com efeito, tem-se

[kx, y]
λ
=

‖kx+ λy‖ − ‖kx‖
λ

=

∥∥x+ λ
k
y
∥∥− ‖x‖

λ
k

= [x, y]
λ/k

. (6.3)

Logo, pondo λ/k = µ,

lim
λ→0

[kx, y]
λ
= lim

µ→0
[x, y]

µ
=

〈
f(x)

‖x‖ , y
〉

∀ y ∈ X.

Pela Observação 6.8a), se a norma de X for diferenciável à Gateaux em um

conjunto C ⊂ X , então todas as aplicações dualidade de X coincidem em C e, portanto,

se f é uma qualquer delas tem-se, levando em conta a Observação 6.8b),

lim
λ→0

[x, y]
λ
=

〈
f(x)

‖x‖ , y
〉

∀ y ∈ UX ,

em cada ponto x de C. Quando a convergência é uniforme em C, diz-se que a norma de

x é uniformemente diferenciável à Gateaux em C. Portanto, a norma de X é uniforme-

mente diferenciável à Gateaux em C se, e só se, dado ε > 0 pode-se, para cada y ∈ UX ,

determinar λ0 > 0 tal que, qualquer que seja a aplicação dualidade f , tem-se

∣∣∣∣
〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
− [x, y]

λ

∣∣∣∣ < ε ∀ x ∈ C se 0 < |λ| ≤ λ0.

6.9 - Proposição: Se C é limitado e tal que |C| > 0 então a norma de X é uni-

formemente diferenciável à Gateaux em C se e só se ela é uniformemente diferenciável

à Gateaux no conjunto C1 = {h; h = x/‖x‖, x ∈ C}.

Demonstração: Fazendo k = 1/‖x‖ e k = ||x|| em (6.3) tem-se, para todo x 6= 0,

[
x

‖x‖ , y
]
λ
= [x, y]

λ‖x‖
e [x, y]λ =

[
x

||x|| , y
]

λ/||x||

. (6.4)
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Suponhamos que a norma de X seja uniformemente diferenciável à Gateaux no

conjunto C. Então, dados ε > 0 e y ∈ UX existe λ0 > 0 tal que

∣∣∣∣
〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
− [x, y]

λ

∣∣∣∣ < ε ∀ x ∈ C se 0 < |λ| ≤ λ0

donde, por (6.4),
∣∣∣∣
〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
−
[
x

‖x‖ , y
]
λ/‖x‖

∣∣∣∣ < ε

∀x ∈ C se 0 < |λ| ≤ λ0 e, portanto, se 0 < |λ|/ ‖x‖ ≤ λ0/ ‖x‖. Mas, por hipótese, existe

M tal que ‖x‖ ≤ M ∀x ∈ C. Tem-se ||x|| ≥ |C|. Logo, |λ| / ‖x‖ ≤ λ0/|C| ∀x ∈ C,

então |λ| / ‖x‖ ≤ λ0/|C| ∀x ∈ C e, portanto,

∣∣∣∣
〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
−
[
x

‖x‖ , y
]
µ

∣∣∣∣ < ε ∀x ∈ C se 0 < |µ| ≤ λ0
|C| . (6.5)

i.e., a norma de X é uniformemente diferenciável à Gateaux em C1.

Reciprocamente, suponhamos que a norma deX seja uniformemente diferenciável

à Gateaux em C1. Então, dados ε > 0 e y ∈ UX existe λ0 > 0 tal que

∣∣∣∣
〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
−
[
x

‖x‖ , y
]
λ

∣∣∣∣ < ε ∀x ∈ C se 0 < |λ| ≤ λ0.

Portanto, por (6.4),

∣∣∣∣
〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
− [x, y]

λ‖x‖

∣∣∣∣ < ε ∀ x ∈ C se 0 < |λ| ≤ λ0,

donde ∣∣∣∣
〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
− [x, y]

µ

∣∣∣∣ < ε ∀ x ∈ C se 0 < |µ| ≤ λ0M,

i.e., a norma de X é uniformemente diferenciável à Gateaux em C.
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Vamos dizer que a norma de X é uniformemente diferenciável à Gateaux se

ela for uniformemente diferenciável à Gateaux em UX . A Proposição 6.9 justifica essa

definição.

6.10 - Teorema: São equivalentes:

i) A norma de X é uniformemente diferenciável à Gateaux;

ii) O operador dualidade de X é uńıvoco e uniformente demicont́ınuo em todo

conjunto limitado (i.e., uniformemente cont́ınuo estando X munido da topologia da

norma e X∗ da topologia fraca–*).

Demonstração: i) ⇒ ii). Vamos supor que a norma de X seja uniformemente dife-

renciável à Gateaux. Como dáı resulta, pelo Teorema 6.6, que F é uńıvoco, resta

mostrar que para cada ε > 0, M > 0 e z ∈ X existe δ > 0 tal que se ‖x‖ ≤ M e

‖x− y‖ < δ, então |〈F (x)− F (y), z〉| < ε. Isto equivale a mostrar que as hipóteses

‖xn‖ ≤ M , ‖xn − yn‖ → 0 e |〈F (xn)− F (yn), z〉| ≥ ε0 > 0, n = 1, . . . , levam a uma

contradição. Suponhamos satisfeitas essas hipóteses. Se xn → 0 então yn → 0 donde

‖F (xn)‖ = ‖xn‖ → 0 e ‖F (yn)‖ = ‖yn‖ → 0. Logo, ‖F (xn)− F (yn)‖ → 0 donde

|〈F (xn)− F (yn), z〉| ≤ ‖F (xn)− F (yn)‖ ‖z‖ → 0, i.e., |〈F (xn)− F (yn), z〉| → 0, uma

contradição. Passando a uma subseqüência, se necessário, podemos supor, então, que

‖xn‖ ≥ α > 0, n = 1, . . . . Resulta que existe n0 tal que ‖yn‖ ≥ α/2 para todo n > n0.

Seja µ > 0 e n ≥ n0. Por i) pode-se determinar λ0 tal que

∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
, z

〉
− [xn, z]λ

∣∣∣∣ <
µ

2
e

∣∣∣∣
〈
F (yn)

‖yn‖
, z

〉
− [yn, z]λ

∣∣∣∣ <
µ

2
se 0 < |λ| ≤ λo.

Mas
∣∣∣[xn, z]λ0

− [yn, z]λ0

∣∣∣ =
∣∣∣∣
‖xn + λ0z‖ − ‖xn‖

λ0
− ‖yn + λ0z‖ − ‖yn‖

λ0

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
‖xn + λ0z‖ − ‖yn + λ0z‖

λ0

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
‖xn‖ − ‖yn‖

λ0

∣∣∣∣ ≤
2

λ0
‖xn − yn‖ → 0
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quando n→ ∞ e como
∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
− F (yn)

‖yn‖
, z

〉∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
, z

〉
− [xn, z]λ0

∣∣∣∣+
∣∣∣[xn, z]λ0

− [yn, z]λ0

∣∣∣+

+

∣∣∣∣
〈
F (yn)

‖yn‖
, z

〉
− [yn, z]λ0

∣∣∣∣ < µ+
2

λ0
‖xn − yn‖

tem-se

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
− F (yn)

‖yn‖
, z

〉∣∣∣∣ < µ

e dáı,

∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
− F (yn)

‖yn‖
, z

〉∣∣∣∣ → 0 quando n → ∞, pela arbitrariedade de µ. Além

disto,

∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
− F (yn)

‖yn‖
, z

〉∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
− F (yn)

‖xn‖
, z

〉
−
〈
F (yn)

‖yn‖
− F (yn)

‖xn‖
, z

〉∣∣∣∣ ≥

≥
∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
− F (yn)

‖xn‖
, z

〉∣∣∣∣−
∣∣∣∣
〈
F (yn)

‖yn‖
− F (yn)

‖xn‖
, z

〉∣∣∣∣ =

=
1

‖xn‖
|〈F (xn)− F (yn), z〉| −

∣∣∣∣
1

‖yn‖
− 1

‖xn‖

∣∣∣∣ |〈F (yn), z〉| ≥

≥ 1

M
|〈F (xn)− F (yn), z〉| −

2

α2
‖F (yn)‖ · ‖z‖ · ‖xn − yn‖.

Logo,

|〈F (xn)− F (yn), z〉| ≤M

∣∣∣∣
〈
F (xn)

‖xn‖
− F (yn)

‖yn‖
, z

〉∣∣∣∣+
2M

α2
‖F (yn)‖ · ‖z‖ ‖xn − yn‖

e como ‖F (yn)‖ = ‖yn‖ é, por hipótese, limitado tem-se |〈F (xn)−F (yn), z〉| → 0, uma

contradição. Logo F é uniformemente demicont́ınuo em todo conjunto limitado.
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ii) ⇒ i)

Vamos supor ii) verdadeira. Pondo x∗ = F (x) e z∗ = F (x+λy) em i) e iii) da Proposição

6.1 temos, para x, y ∈ UX

〈
F (x+ λy)

‖x+ λy‖ , y
〉

≤ [x, y]
λ
≤ 〈F (x), y〉 se λ < 0

e

〈F (x), y〉 ≤ [x, y]
λ
≤
〈
F (x+ λy)

‖x+ λy‖ , y
〉

se λ > 0.

Logo,

|[x, y]
λ
− 〈F (x), y〉| ≤

∣∣∣∣
〈
F (x+ λy)

‖x+ λy‖ , y
〉
− 〈F (x), y〉

∣∣∣∣ . (6.6)

Mas sendo C = B(0, 1 + ρ)\B(0, 1 − ρ), 0 < ρ < 1, onde B(0, r) é a bola aberta de

centro na origem e raio r, um conjunto limitado, F é uniformemente demicont́ınuo em

C. Logo, dado ε > 0 e y ∈ UX existe λ0 > 0, λ0 < ρ, tal que para todo x ∈ UX tem-se

|〈F (x+ λy), y〉 − 〈F (x), y〉| < ε se 0 < |λ| ≤ λ0.

Mas, então, 〈F (x+λy), y〉 converge a 〈F (x), y〉 uniformemente em UX e como 1/‖x+λy‖
converge a 1/‖x‖ uniformemente em UX e essas funções são limitadas para x ∈ UX e 0 <

|λ| ≤ ρ, o produto delas

〈
F (x+ λy)

‖x+ λy‖ , y
〉

converge a 〈F (x), y〉 uniformemente em UX .

Por (6.6) segue-se que, para cada y ∈ UX , [x, y]λ converge a 〈F (x), y〉 uniformemente

em UX , i.e., a norma de X é uniformemente diferenciável à Gateaux.

Recorde-se que uma aplicação ϕ:X → Y , onde X e Y são espaços de Banach, é

diferenciável à Fréchet no ponto x ∈ X se existe uma aplicação L(x):X → Y , linear e

cont́ınua, tal que ∀ y ∈ X tem-se

ϕ(x+ y)− ϕ(x) = L(x)y + ω(x, y)
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onde

lim
y→0

ω(x, y)

‖y‖ = 0 , y 6= 0.

6.11 - Lema: Uma aplicação ϕ:X → Y é diferenciável à Fréchet no ponto x se, e só

se, ϕ é diferenciável à Gateaux no ponto x e

lim
λ→0

ϕ(x+ λy)− ϕ(x)

λ
= ϕ′(x)y (6.7)

uniformemente em y no conjunto UX , onde ϕ′(x) designa a derivada de Gateaux de ϕ

no ponto x.

Demonstração: Se ϕ é diferenciável à Fréchet no ponto x tem-se, para y ∈ X ,

ϕ(x+ λy)− ϕ(x) = L(x)λy + ω(x, λy),

onde

lim
λy→0

ω(x, λy)

‖λy‖ = 0. (6.8)

Mas de (6.8) vem lim
λ→0

ω(x, λy)/λ = 0 e a convergência é uniforme em y no conjunto

UX . Logo,

lim
λ→0

ϕ(x+ λy)− ϕ(x)

λ
= L(x)y

e esse limite é uniforme em y no conjunto UX , i.e. ϕ é diferenciável à Gateaux no ponto

x e o limite (6.7) é uniforme em y no conjunto UX . Reciprocamente, vamos supor que

essa condição seja satisfeita. Se y ∈ X , seja λ = ‖y‖, h = y/ ‖y‖ e

ω(x, λh) = ϕ(x+ λh) − ϕ(x)− ϕ′(x)λh.

Então

lim
λ→0

ω(x, λh)

λ
= 0 uniformente em h no conjunto UX (6.9)
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e, portanto,

0 = lim
λ→0

ω(x, λh)

λ
= lim

λh→0

ω(x, λh)

‖λh‖ = lim
y→0

ω(x, y)

‖y‖ ·

Logo, ϕ(x+ y)−ϕ(x) = ϕ′(x)y+ω(x, y) com lim
y→0

ω(x, y)/‖y‖ = 0 i.e., ϕ é diferenciável

à Frechet no ponto x.

6.12 - Teorema: Seja X um espaço de Banach. São equivalentes:

i) A norma de X é diferenciável à Fréchet no ponto x 6= 0;

ii) Toda aplicação dualidade, f , é cont́ınua no ponto x.

Demonstração: Seja i) válida. Vamos mostrar que se f :X → X∗ é uma aplicação

dualidade e xn → x em X , então f(xn) → f(x) em X∗. É bastante demonstrar que

f(xn)/‖xn‖ → f(x)/‖x‖ em X∗ porque se isto acontecer teremos

‖f(xn)− f(x)‖ = ‖xn‖
∥∥∥∥
f(xn)

‖xn‖
− f(x)

‖xn‖

∥∥∥∥ =

= ‖xn‖
∥∥∥∥
f(xn)

‖xn‖
− f(x)

‖x‖ +
f(x)

‖x‖ − f(x)

‖xn‖

∥∥∥∥ ≤

≤ ‖xn‖
(∥∥∥∥

f(xn)

‖xn‖
− f(x)

‖x‖

∥∥∥∥+
∣∣∣∣
1

‖x‖ − 1

‖xn‖

∣∣∣∣ ‖f(x)‖
)

→ 0

quando n → ∞ visto que a sucessão (‖xn‖) é limitada. Ponhamos para simplificar a

escrita, x/‖x‖ = u , xn/‖xn‖ = un , f(x)/‖x‖ = u∗ e f(xn)/‖xn‖ = u∗n. Teremos

|〈u∗n, u〉 − 1| = |〈u∗n, u〉 − 〈u∗n, un〉| = |〈u∗n, u− un〉| ≤ ‖u∗n‖‖u− un‖ → 0

uma vez que ‖u∗n‖ = 1 e un → u. Logo,

〈u∗n, u〉 → 1 quando n→ ∞. (6.10)
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Se existir no tal que u∗n = u∗ para todo n ≥ n0 nada há demonstrar. Caso contrário,

passando a uma subseqüência se necessário, podemos supor que u∗n 6= u∗, n = 1, . . . .

Dáı vem 〈u∗n, u〉 < 〈u∗, u〉, n = 1, . . . , pois de 〈u∗n, u〉 ≤ ‖u∗n‖ ‖u‖ = 1 e 〈u∗, u〉 = 1 vem

〈u∗n, u〉 ≤ 〈u∗, u〉 e se, para algum n, 〈u∗n, u〉 = 〈u∗, u〉, então u∗n ∈ F (u), donde u∗n = u∗

pois u∗ ∈ F (u) e, pelo Lema 6.11 e o Teorema 6.6, F (u) tem um único elemento. Tendo

em vista (6.10) temos então,

〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉 > 0, n = 1, . . . , 〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉 → 0. (6.11)

Suponhamos que u∗n 6→ u∗. Passando a uma subseqüência, se necessário, temos

para alguma seqüência (zn) de elementos de UX e algum α > 0

〈u∗n − u∗, zn〉 ≥ 2α > 0, n = 1, . . . .

Então

1

α
〈u∗n − u∗, zn〉 − 1 ≥ 1, n = 1, . . .

e temos

〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉 ≤ (〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉)(
1

α
〈u∗n − u∗, zn〉 − 1) =

= 〈u∗n, u〉 − 〈u∗, u〉+ 1

α
(〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉)〈u∗n − u∗, zn〉 =

〈u∗n − u∗, u+
1

α
(〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉)zn〉 ≤

≤ |〈u∗n, u+
1

α
(〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉)zn〉|−

−〈u∗, u+
1

α
(〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉)zn〉 ≤

≤ ‖u+
1

α
(〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉)zn‖ − ‖u‖−
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−〈u∗, 1
α
(〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉)zn〉.

Dáı, pondo yn =
1

α
(〈u∗, u〉− 〈u∗n, u〉)zn vem, por (6.11), yn 6= 0, n = 1, . . . , yn →

0 quando n→ ∞ e

0 < α =
〈u∗, u〉 − 〈u∗n, u〉

‖yn‖
≤ ‖u+ yn‖ − ‖u‖ − 〈u∗, yn〉

‖yn‖
=
ω(u, yn)

‖yn‖
,

pois a norma deX sendo, por hipótese, diferenciável à Fréchet no ponto x, é diferenciável

à Fréchet no ponto u e sua derivada à Fréchet no ponto u coincide com a de Gateaux

que é u∗. Mas isto é um absurdo visto que lim
n→∞

ω(u, yn)/‖yn‖ = 0. Logo, u∗n → u∗,

q.e.d..

Reciprocamente, seja ii) válida. Fazendo x∗ = f(x) e z∗ = f(x+ λy) em i) e iii)

da Proposição 6.1, decorre da continuidade de f que

lim
λ→0

‖x+ λy‖ − ‖x‖
λ

=

〈
f(x)

‖x‖ , y
〉
,

uniformemente em y no conjunto UX . Logo, pelo Lema 6.11, a norma de X é dife-

renciável à Fréchet no ponto x.

6.13 - Definição: Diz-se que a norma de X é uniformemente diferenciável à Fréchet

se ela for uniformemente diferenciável à Fréchet em UX .

Do Lema 6.11 resulta que a norma de X é uniformemente diferenciável à Fréchet

se, e só se, [x, y]λ →
〈
f(x)

‖x‖ , y
〉

quando λ→ 0, uniformemente em x, y no conjunto UX .

6.14 - Definição: Diz-se que um espaço de Banach X é uniformemente liso se dado

ε > 0 existir δ > 0 tal que se x ∈ UX e ‖y‖ < δ, então

‖x+ y‖+ ‖x− y‖ ≤ 2 + ε‖y‖.

Do teorema a seguir resulta que se X é uniformemente liso então X é liso.
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6.15 - Teorema: Seja X um espaço de Banach. São equivalentes:

i) X é uniformemente liso;

ii) X∗ é uniformemente convexo;

iii) O operador dualidade, F , é uńıvoco e uniformemente cont́ınuo, em todo conjunto

limitado;

iv) A norma de X é uniformemente diferenciável à Fréchet.

Demonstração: i) ⇒ ii). Seja ε > 0 e x∗, y∗ ∈ UX∗ tais que ‖x∗ − y∗‖ > ε. Supondo

i) verdadeira, existe δ > 0 tal que

‖x+ y‖+ ‖x− y‖ ≤ 2 +
ε

2
‖y‖

se x ∈ UX e ‖y‖ < δ; de ‖x∗ − y∗‖ > ε resulta que, para algum y tal que ‖y‖ = δ/2,

tem-se 〈x∗ − y∗, y〉 ≥ ε δ/2. Mas então

‖x∗ + y∗‖ = sup{〈x∗ + y∗, x〉; x ∈ UX} =

= sup{〈x∗, x+ y〉+ 〈y∗, x− y〉 − 〈x∗ − y∗, y〉; x ∈ UX} ≤

≤ sup{‖x+ y‖+ ‖x− y‖ − ε δ/2; x ∈ UX} ≤

≤ 2 +
ε

2
‖y‖ − εδ

2
= 2− εδ

4
,

o que mostra que X∗ é uniformemente convexo. ii) ⇒ iii). De ii) resulta pela Proposição

5.11 e o Corolário 5.20 que F é uńıvoco. Para demonstrar que F é uniformemente

demicont́ınuo devemos demonstrar que para cada ε > 0 e cada M > 0 existe δ > 0 tal

que ‖x‖ < M e ‖x− y‖ < δ implicam ‖F (x)− F (y)‖ < ε. É bastante demonstrar que

as condições

‖xn‖ ≤M, ‖xn − yn‖ → 0 e ‖F (xn)− F (yn)‖ ≥ ε0 > 0, n = 1, . . .

levam a uma contradição.
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De xn → 0 vem yn → 0, donde ‖F (xn)‖ = ‖xn‖ → 0 e ‖F (yn)‖ = ‖yn‖ → 0.

Logo, ‖F (xn) − F (yn)‖ → 0 e, nesse caso, tem-se uma contradição. Podemos, então,

supor que ‖xn‖ ≥ α > 0, n = 1, . . . . Resulta que para n suficientemente grande,

‖yn‖ ≥ α/2 > 0. Vamos por un = xn/‖xn‖ e vn = yn/‖yn‖. Então un, vn ∈ UX e

‖un − vn‖ =

∥∥∥∥
xn − yn
‖xn‖

+

(
1

‖xn‖
− 1

‖yn‖

)
yn

∥∥∥∥ ≤ 2
‖xn − yn‖

xn
→ 0.

Como F (un), F (vn) ∈ UX∗ tem-se

〈un, F (un) + F (vn)〉 = 〈un, F (un)〉+ 〈vn, F (vn)〉+ 〈un − vn, F (vn)〉 ≥

≥ 1 + 1− ‖un − vn‖ → 2

e, portanto, como 〈un, F (un) + F (vn)〉 ≤ ‖F (un) + F (vn)‖, tem-se

lim inf
n→∞

‖F (un) + F (vn)‖ ≥ 2.

Da convexidade uniforme de X∗ segue-se agora que ‖F (un)− F (vn)‖ → 0 e como de

F (xn)− F (yn) = ‖xn‖(F (un)− F (vn)) + (‖xn‖ − ‖yn‖)F (vn) (6.12)

e ‖xn‖ ≤ M vem ‖F (xn) − F (yn)‖ → 0, tem-se uma contradição. A igualdade (6.12)

é justificada por iii) da Proposição 2.1. iii) ⇒ iv). Suponha-se iii) verdadeira. Então,

exatamente como na demonstração do Teorema 6.10, F é uniformemente cont́ınua em

C = B(0, 1+ρ)\B(0, 1−ρ), 0 < ρ < 1. Logo, F (x+λy) converge a F (x) uniformemente

em UX , relativamente a x, y e como 1/‖x + λy‖ converge a 1/‖x‖ = 1 uniformemente

em UX relativamente a x, y, segue-se que F (x+λy)/‖x+λy‖ converge a F (x) uniforme-

mente em UX , em relação a x, y. Por (6.6) segue-se, dáı, que lim
λ→0

[x, y]λ = 〈F (x), y〉,

uniformemente em UX relativamente a x, y. Logo a norma de X é uniformemente dife-

renciável à Fréchet, pelo Lema 6.11. iv)⇒ i). Supondo-se a norma de X uniformemente

diferenciável à Fréchet temos, pelo Lema 6.11,

‖x+ λy‖ − ‖x‖ = 〈F (x), λy〉+ ω(x, λy),
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onde lim
λ→0

ω(x, λy)/λ = 0 uniformemente em UX relativamente a x, y. Então, dado ε > 0

existe δ > 0 tal que de 0 < λ < δ vem

ω(x, λy)

λ
+
ω(x,−λy)

λ
< ε,

i.e.,

‖x+ λy‖+ ‖x− λy‖ ≤ 2 + ǫ‖λy‖,

q.e.d. .

7. Teorema do ponto sela (Teorema Minimax)

7.1 - Definição: Sejam A e B conjuntos quaisquer. Diz-se que o ponto (x0, y0) de

A×B é ponto sela da aplicação f :A×B → R se

f(x0, y) ≤ f(x, y0), ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B. (7.1)

Nota: A desigualdade (7.1) sendo válida para todo x ∈ A e todo y ∈ B é, em particular,

válida para x = x0, donde f(x0, y) ≤ f(x0, y0), e para y = y0, donde f(x0, y0) ≤
f(x, y0). Logo (x0, y0) é ponto sela de f se e só se

f(x0, y) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x, y0), ∀ x ∈ A, ∀y ∈ B, (7.2)

condição que é freqüentemente tomada para definição de ponto sela.

7.2 - Lema: Para cada aplicação f :A×B → R tem-se

sup
y∈B

inf
x∈A

f(x, y) ≤ inf
x∈A

sup
y∈B

f(x, y).

Demonstração: Tem-se, com efeito,

inf
x∈A

f(x, y) ≤ f(x, y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B
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donde

sup
y∈B

inf
x∈A

f(x, y) ≤ sup
y∈B

f(x, y) ∀x ∈ A

e dáı,

sup
y∈B

inf
x∈A

f(x, y) ≤ inf
x∈A

sup
y∈B

f(x, y).

7.3 - Proposição: A aplicação f :A×B → R admite um ponto sela se, e só se,

min
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) = max
y∈B

inf
x∈A

f(x, y), (7.3)

onde substituiu-se inf por min e sup por max para indicar que o inf e o sup, respecti-

vamente, são atingidos.

Demonstração: Seja (x0, y0) ponto sela de f . Teremos por (7.2)

sup
y∈B

f(x0, y) = f(x0, y0) = inf
x∈A

f(x, y0) (7.4)

e como

inf
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) ≤ sup
y∈B

f(x0, y) (7.5)

e

inf
x∈A

f(x, y0) ≤ sup
y∈B

inf
x∈A

f(x, y) (7.6)

resulta que

inf
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) ≤ sup
y∈B

inf
x∈A

f(x, y).

Dáı e do Lema 7.2 tem-se

inf
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) = sup
y∈B

inf
x∈A

f(x, y)
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donde, tendo em vista (7.4), é válida a igualdade em (7.5) e (7.6). Portanto,

min
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) = sup
y∈B

f(x0, y)

inf
x∈A

f(x, y0) = max
y∈B

inf
x∈A

f(x, y).

Dáı e de (7.4) vem a igualdade (7.3).

Reciprocamente, vamos supor que (7.3) seja válida e designemos por x0 e y0

pontos onde o ı́nfimo e o supremo, respectivamente, são atingidos. Então,

inf
x∈A

f(x, y0) = sup
y∈B

f(x0, y)

e, dáı,

f(x, y0) ≥ f(x0, y), ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B

que é (7.1).

7.4 - Teorema: Sejam X e Y espaços de Banach reflexivos, A e B subconjuntos

convexos, limitados e fechados de X e Y , respectivamente. Vamos supor que a função

f :A×B → R satisfaz as condições: i) Para cada y ∈ B, f(x, y) é uma função convexa

e s.c.i.; ii) Para cada x ∈ A, f(x, y) é uma função côncava e s.c.s. .

Então f possui um ponto sela (x0, y0) ∈ A×B e

min
x∈A

max
y∈B

f(x, y) = max
y∈B

min
x∈A

f(x, y) = f(x0, y0) (7.7)

Demonstração: Vamos supor, inicialmente, que ∀ y ∈ B, f é estritamente convexa,

i.e.,

f

(
x1 + x2

2
, y

)
= f(x1, y) = f(x2, y), x1, x2 ∈ A, implica x1 = x2. (7.8)
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Das hipóteses resulta que A e B são fracamente compactos. Pelo Teorema 3.20,

∀ y ∈ B, f(x, y) é fracamente s.c.i. e ∀x ∈ A, f(x, y) é fracamente s.c.s. . Logo, pela

Proposição 3.15, ∀y ∈ B, f(x, y) atinge seu mı́nimo em um ponto de A o qual, por

argumento análogo ao usado em ii) do Teorema 5.14, é único. Representemos esse

ponto por ϕ(y) e o mı́nimo atingido em ϕ(y) por m(y). Desse modo,

m(y) = min
x∈A

f(x, y) = f(ϕ(y), y) (7.9)

A função m é côncava pois ∀y1, y2 ∈ B e ∀t ∈ [0, 1] tem-se

m(ty1 + (1− t)y2) = min
x∈A

f(x, ty1 + (1− t)y2) ≥

≥ min
x∈A

[tf(x, y1) + (1− t)f(x, y2)] ≥ t min
x∈A

f(x, y1) + (1− t)min
x∈A

f(x, y2) =

= tm(y1) + (1− t)m(y2)

e é fracamente s.c.s. pois, por (7.9), é o invólucro inferior de funções fracamente s.c.s..

Portanto, m atinge seu máximo em um ponto y0 ∈ B. Temos, então, por (7.9)

m(y0) = max
y∈B

m(y) = max
y∈B

min
x∈A

f(x, y) = f(ϕ(y0), y0)) ≤ f(x, y0) ∀ x ∈ A. (7.10)

Em particular, para x = ϕt = ϕ(ty + (1− t)y0), 0 < t < 1, y ∈ B, temos

m(y0) ≥ m(ty + (1− t)y0) = f(ϕt, ty + (1− t)y0) ≥

tf(ϕt, y) + (1− t)f(ϕt, y0) ≥ tf(ϕt, y) + (1− t)m(y0)

e dáı,

m(y0) ≥ f(ϕt, y), ∀ y ∈ B. (7.11)

Como X é reflexivo e A é limitado, A é fracamente seqüencialmente compacto. Existe,

pois, uma sucessão (tn), tn ≥ 0, tn → 0 e um x0 ∈ A tais que ϕtn ⇀ x0. Além disto,

tnf(ϕtn , y) + (1− tn)f(ϕtn , y0) ≤ f(ϕtn , tny + (1− tn)y0) ≤ f(x, tny + (1− tn)y0).
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Logo, pela semicontinuidade de f(x, y0) e o fato que, por (7.9), f(ϕt, y) é limitada

inferiormente por m(y), temos, no limite quando n→ ∞,

f(x0, y0) ≤ lim inf
n→∞

f(ϕtn , y0) ≤ lim sup
n→∞

f(x, tny + (1− tn)y0) ≤

≤ f(x, y0) , ∀x ∈ A.

Segue-se que x0 = ϕ(y0), donde x0 não depende de (tn) e de y. Podemos, pois, passar

(7.11) ao limite e temos

m(y0) ≥ f(x0, y), ∀ y ∈ B. (7.12)

Por (7.10) e (7.12), (x0, y0) é ponto sela de f . Devido à semicontinuidade, o sup e o

inf em (7.3) são atingidos, donde a primeira das igualdades (7.7). A segunda resulta de

(7.10) e de x0 = ϕ(y0).

Suponhamos agora que (7.8) não seja necessariamente satisfeita. O espaço X

sendo, por hipótese, reflexivo, podemos, pelo Teorema 5.16, substituir sua norma por

uma norma equivalente e estritamente convexa, | · |. Ponhamos,

fε(x, y) = f(x, y) + ε|x|, ε > 0.

Então, ∀ y ∈ B, fε(x, y) satisfaz (7.8), donde, pelo que já foi demonstrado, fε possui

um ponto sela (xε, yε) ∈ A×B. Portanto,

f(xε, y) + ε|xε| ≤ f(xε, yε) + ε|xε| ≤ f(x, yε) + ε|x|. (7.13)

Pela compacidade fraca de A e B existem (εn), x0 ∈ A e y0 ∈ B tais que εn → 0,

xεn ⇀ x0 e yεn ⇀ y0. Logo, passando (7.13) ao limite temos

f(x0, y) ≤ lim inf
n→∞

(f(xεn , y) + εn|xεn |) ≤ lim sup
n→∞

(f(x, yεn) + εn|x|) ≤

≤ f(x, y0) ∀ x ∈ A, ∀ y ∈ B.
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Logo, (x0, y0) é ponto sela de f .

8. Integração das funções vetoriais

Seja (Ω,A, µ) um espaço medida, X um espaço de Banach e u: Ω → X uma

aplicação de Ω em X .

8.1 - Definição: a) Diz-se que u é uma função simples se u toma apenas um número

finito de valores. b) Diz-se que a função simples u é A-mensurável se u−1(x) ∈ A
para cada x ∈ X . c) Diz-se que a função simples e A-mensurável u é µ-integrável se

µ(u−1(x)) <∞ para cada x ∈ X , x 6= 0; nesse caso a soma finita

∫

Ω

u dµ =
∑

x∈X
x6=0

µ(u−1(x))x

é dita µ-integral de u.

8.2 - Definição: Diz-se que u é fortemente A-mensurável se existir uma seqüência (un)

de funções simples e µ-integráveis tal que un → u µ-q.s. em Ω, i.e., ‖un(t)− u(t)‖ → 0

µ-q.s. em Ω.

8.3 - Proposição: Temos: i) Toda função simples e µ-integrável é fortemente A-

mensurável.

ii) Se u é fortemente A-mensurável, a função numérica t → ‖u(t)‖, que será

representada por ‖u‖, é A-mensurável.

iii) A soma de funções fortemente A-mensuráveis é fortemente A-mensurável;

os produtos de escalares e de funções numéricas A-mensuráveis por funções fortemente

A-mensuráveis são fortemente A-mensuráveis.

Demonstração: i) é trivial. ii) Se (un) é uma seqüência de funções simples e µ-integráveis
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tal que un → u µ-q.s. em Ω, então (‖un‖) é uma seqüência de funções numéricas simples

e µ-integráveis e tal que ‖un‖ converge a ‖u‖ µ-q.s. visto que |‖un‖−‖u‖| ≤ ‖un−u‖ → 0

µ-q.s. . iii) Demonstra-se como no caso das funções numéricas.

8.4 - Definição: a) Diz-se que u é fracamente A-mensurável se a função numérica

〈u, x∗〉 for A-mensurável ∀ x∗ ∈ X∗. b) Diz-se que u é uma função a valores separáveis

se Im(u) é um conjunto separável; diz-se que u é µ-quase a valores separáveis se existir

um conjunto N ∈ A tal que µ(N) = 0 e {u(t); t ∈ Ω\N} é separável.

A demonstração do Teorema a seguir será omitida (cf. Yosida [1], Hille e Phillips

[1]).

8.5 - Teorema (Pettis): A função u é fortemente A-mensurável se e só se u for

fracamente A-mensurável e µ-quase a valores separáveis.

8.6 - Proposição: Se u é o limite µ-q.s. de uma seqüência de funções fortemente

A-mensuráveis, então u é fortemente A-mensurável.

Demonstração: Se u é o limite µ-q.s. de uma seqüência (un) de funções fortemente

A-mensuráveis, então, pelo Teorema de Pettis, cada un é fracamente A-mensurável e

µ-quase a valores separáveis donde u tem idênticas propriedades e, desse modo é, ainda

pelo Teorema de Pettis, fortemente A-mensurável.

8.7 - Definição: Diz-se que u é µ-integrável (no sentido de Bochner) se existir uma

seqüência (un) de funções simples e µ-integráveis que converge a uµ-q.s. em Ω e tal que

lim
n→∞

∫

Ω

‖un − u‖ dµ = 0.

Diz-se que (un) é uma seqüência aproximante de u.

Observe-se que a Definição 8.7 tem sentido visto que, de acordo com a Proposição 8.3,

‖un − u‖ é uma função numérica A-mensurável.
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Seja u µ-integrável e (un) uma seqüência aproximante de u. Então,

∥∥∥∥
∫

Ω

undµ−
∫

Ω

umdµ

∥∥∥∥ ≤
∫

Ω

‖un − um‖dµ ≤

∫

Ω

‖un − u‖dµ+

∫

Ω

‖u− um‖dµ→ 0

quando m,n → ∞, o que mostra que a seqüência

(∫

Ω

undµ

)
é convergente. Além

disto, se (vn) é outra seqüência aproximante de u, então

∥∥∥∥
∫

Ω

undµ−
∫

Ω

vndµ

∥∥∥∥ ≤
∫

Ω

‖un − u‖dµ+

∫

Ω

‖vn − u‖dµ→ 0,

o que mostra que o limite de

∫

Ω

un dµ não depende de (un). O limite

∫

Ω

u dµ = lim
n→w

∫

Ω

un dµ

é dito µ-integral de u (no sentido de Bochner).

8.8 - Teorema (Bochner): A função fortemente A-mensurável u é µ-integrável se e só

se a função numérica ‖u‖ é µ-integrável.

Demonstração: Seja u µ-integrável. Como u é fortemente A-mensurável, ‖u‖ é A-

mensurável, por ii) da Proposição 8.3. Além disto, se (un) é uma seqüência aproximante

de u, então como ‖u‖ ≤ ‖u− un‖+ ‖un‖ tem-se

∫

Ω

‖u‖dµ ≤
∫

Ω

‖u− un‖dµ+

∫

Ω

‖un‖dµ <∞,

uma vez que ‖un‖ é µ-integrável e

∫

Ω

‖u− un‖ → 0.
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Reciprocamente, seja ‖u‖ µ-integrável e (un) uma seqüência de funções simples

e µ-integráveis tal que un → u µ-q.s. em Ω. Ponhamos, para ε > 0,

vn(t) =






un(t) se ‖un(t)‖ ≤ ‖u(t)‖(1 + ε)

0 se ‖un(t)‖ > ‖u(t)‖(1 + ε).

Então (vn) é uma seqüência de funções simples e µ-integráveis que satisfaz as condições

lim ‖u−vn‖ = 0 µ-q.s. e ‖vn‖ ≤ ‖u‖(1+ε), donde ‖u−vn‖ ≤ ‖u‖+‖vn‖ ≤ 2‖u‖(1+ε).
Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

lim
n→∞

∫
‖u− vn‖dµ = 0,

o que mostra que u é µ-integrável no sentido de Bochner.

Boa parte da teoria clássica da integral mantém-se na integral de Bochner. Vamos

citar apenas alguns resultados que serão usados. As respectivas demonstrações não

oferecem dificuldade.

8.9 - Teorema: a) Se u e v são funções µ-integráveis e α, β ∈ R, então αu + βv é

µ-integrável e
∫

Ω

(αu+ βv)dµ = α

∫

Ω

u dµ+ β

∫

Ω

v dµ;

b) Se u é µ-integrável, então

∥∥∥∥
∫

Ω

u dµ

∥∥∥∥ ≤
∫

Ω

‖u‖dµ;

c) Se u é µ-integrável e An ∈ A, n = 1, · · · , An∩Am = ∅ se m 6= n e A =
∞⋃

n=1
An,

então
∫

A

u dµ =
∞∑

n=1

∫

An

u dµ,
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onde a µ-integral de u sobre E ∈ A é definida por

∫

E

u dµ =

∫

Ω

χ
E
u dµ

(χ
E
(x) = 1 se x ∈ E, χ

E
(x) = 0 se x /∈ E).

d) Se Y é um espaço de Banach, T :X → Y um operador linear limitado e

u: Ω → X uma função µ-integrável, então Tu: Ω → Y é µ-integrável e

T

∫

Ω

u dµ =

∫

Ω

Tu dµ.

Em particular

〈x∗,
∫

Ω

u dµ〉 =
∫

Ω

〈x∗, u〉dµ, ∀x∗ ∈ X∗

e) (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue)

Seja (un) uma seqüência de funções µ-integráveis tal que un → u µ-quase sempre

em Ω e suponhamos que exista uma função f : Ω → R µ-integrável e tal que ‖un(t)‖ ≤
f(t) µ-q.s. em Ω, n = 1, . . . . Então u é µ-integrável e

lim
n→∞

∫

Ω

un dµ =

∫

Ω

u dµ.

f) (Lema de Fatou). Se (un) é uma seqüência de funções µ-integráveis tal que

un(t) → u(t) fracamente µ-q.s. em Ω e

lim inf
n→∞

∫

Ω

‖un‖ dµ <∞

então u é µ-integrável e

∫

Ω

‖u‖dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω

‖un‖dµ.
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g) Seja (Ω1,A1, µ1) e (Ω2,A2, µ2) dois espaços medida σ-finitos, A1 × A2 a σ-

álgebra gerada em Ω1 × Ω2 pela famı́lia dos conjuntos A1 × A2, A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 e

µ1 × µ2 a medida produto em A1 ×A2.

Teorema de Fubini: Se u : Ω1 ×Ω2 → X é µ1 × µ2-integrável, então para quase todo

t ∈ Ω1 a função s → u(t, s) é µ2-integrável e

∫

Ω2

u(t, s)dµ2 é µ1-integrável; analoga-

mente, para quase todo s ∈ Ω2 a função t → u(t, s) é µ1-integrável e

∫

Ω1

u(t, s)dµ1 é

µ2-integrável e tem-se

∫

Ω1

dµ1

∫

Ω2

u(t, s)dµ2 =

∫

Ω2

dµ2

∫

Ω1

u(t, s)dµ1 =

∫

Ω1×Ω2

u(t, s)d(µ1 × µ2).

h) Designando por Lp(Ω, X), 1 ≤ p ≤ ∞ a classe das funções u fortemente A-

mensuráveis e tais que a função numérica ‖u‖: Ω → R pertence a Lp(Ω), então ‖u‖p =

(∫

Ω

‖u‖p dµ
) 1

p

é uma semı́norma em Lp(Ω, X), 1 ≤ p < ∞, e ‖u‖∞ = supess
t∈Ω

‖u(t)‖

uma seminorma em L∞(Ω, X). Identificando funções iguais q.s. em Ω, o respectivo

espaço das classes de equivalência, representado ainda por Lp(Ω, X), é um espaço de

Banach. Se X for reflexivo, µ uma σ-medida e 1 < p < ∞, então o espaço dual de

Lp(Ω, X) é Lp′

(Ω, X∗), onde 1/p + 1/p′ = 1. Se X é um espaço de Hilbert, então

L2(Ω, X) é um espaço de Hilbert com o produto interno definido por

(u, v) =

∫

Ω

(u(t), v(t))dµ.

i) Se u ∈ Lp(Ω, X), 1 ≤ p <∞, então lim
h→0

‖u(t+ h) − u(t)‖p = 0.

j) Seja A a classe dos subconjuntos de R mensuráveis à Lebesgue e µ a usual

medida de Lebesgue em R.
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1 - Se ϕ ∈ L1(R) e u ∈ Lp(R, X) com 1 ≤ p ≤ ∞, então, para quase todo t ∈ R,

a função s→ ϕ(t− s)u(s) é integrável em R e pondo

ϕ ∗ u(t) =
∫

R

ϕ(t− s)u(s)ds, (convolução de ϕ por u)

tem-se ϕ ∗ u ∈ Lp(R, X), ‖ϕ ∗ u‖Lp(R,X) ≤ ‖ϕ‖L1(R).‖u‖Lp(R,X) e supp(ϕ ∗ u) ⊂
supp ϕ+ supp u.

2 - Se ϕ ∈ L1(R), u ∈ Lp(R, X) e ψ ∈ Lp′

(R), então

∫

R

(ϕ ∗ u)ψ =

∫

R

u(ϕ̆ ∗ ψ),

onde ϕ̆(t) = ϕ(−t).
3 - Se (ρn) é uma sucessão regularizante (i.e., ρn ∈ C∞

0 (R), ρn ≥ 0 em R,
∫

R

ρn = 1 e supp ρn ⊂
(
− 1

n
,
1

n

)
, n = 1, . . . , ) e ϕ:R → R é integrável, supp ϕ ⊂

[a+ η, b− η], η < (b− a)/2, então, para n > 1/η, ρn ∗ ϕ ∈ C∞
0 (a, b).

4 - Se (ρn) é uma sucessão regularizante e u ∈ Lp(R, X), 1 ≤ p < ∞, então

ρn ∗ u ∈ C∞(R, X) e ρn ∗ u→ u em Lp(R, X).

Vamos nos limitar, daqui por diante, ao caso em que Ω = [0, T ], 0 < T < ∞,

A é a classe dos subconjuntos de [0, T ] mensuráveis à Lebesgue e µ a usual medida de

Lebesgue.

8.10 - Teorema: Se u: [0, T ] → X é integrável em [0, T ], então para quase todo

t ∈ (0, T )

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

u(τ) dτ = u(t).

Demonstração: A afirmação é verdadeira no caso das funções numéricas (Teorema de

Lebesgue). Além disto temos

∥∥∥∥∥
1

h

∫ t+h

t

u(τ)dτ − u(t)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
1

h

∫ t+h

t

(u(τ)− u(t))dτ

∥∥∥∥∥ ≤
1

h

∫ t+h

t

‖u(τ)− u(t)‖dτ.
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Mas como ‖u(τ)− u(t)‖ é integrável temos

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

‖u(τ)− u(t)‖dτ = ‖u(t)− u(t)‖ = 0 q.s. .

Logo,

lim sup
h→0

∥∥∥∥∥
1

h

∫ t+h

t

u(τ)dτ − u(t)

∥∥∥∥∥ = 0 q.s.,

donde o resultado a demonstrar.

8.11 - Corolário: Se u é integrável em [0, T ], a função

v(t) =

∫ t

0

u(τ)dτ

é diferenciável quase sempre em (0, T ) e

dv

dt
(t) = u(t)

quase sempre em (0, T ).

8.12 - Definição: Seja u: [0, T ] → X uma aplicação.

a) Diz-se variação total de u em [a, b] ⊂ [0, T ] o número

sup
P

{
n∑

i=1

‖u(ai)− u(ai−1)‖
}

= V (u, [a, b]),

onde P é a famı́lia das partições ao = a < a1 < ... < an = b de [a, b]. Quando V (u, [0, T ])

é finito, diz-se que u é uma função de variação limitada.

Por simplicidade, poremos V (u, [0, t]) = Vu(t).
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b) Diz-se que u é absolutamente cont́ınua se para cada ε > 0 existe um δ > 0 tal

que para cada famı́lia {(ai, bi)}, i = 1, ..., n, de subintervalos de [0, T ], disjuntos dois a

dois, que verifica a condição
n∑

i=1

(bi − ai) < δ, tem-se
n∑

i=1

‖u(bi)− u(ai)‖ < ε.

Toda função absolutamente cont́ınua é, obviamente, de variação limitada.

8.13 - Teorema: Seja u : [0, T ] → X uma função de variação limitada. Então,

∫ T−h

0

‖u(t+ h) − u(t)‖dt ≤ Ch,

onde C é uma constante.

Demonstração: A função t → Vu(t) sendo crescente, o conjunto de suas descon-

tinuidades é, no máximo, numerável. O mesmo acontece, então, com u. Logo u é

quase sempre a valores separáveis. Além disto, para todo x∗ ∈ X∗ a função numérica

t → 〈x∗, u(t)〉 é de variação limitada e, portanto, mensurável. Segue-se pelo Teorema

de Pettis (Teorema 8.5) que u é fortemente mensurável, donde integrável no sentido de

Bochner (Teorema 8.8). Então, como

‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤ Vu(t+ h)− Vu(t) ∀ t ∈ [0, T − h],

temos
∫ T−h

0

‖u(t+ h)− u(t)‖dt ≤
∫ T−h

0

(Vu(t+ h)− Vu(t))dt ≤

≤
∫ T

T−h

Vu(t)dt ≤ hVu(T ) = Ch.

Quando X = R toda função de variação limitada é diferenciável q.s. . No caso

geral isto não é verdade. O exemplo a seguir mostra que não é verdade mesmo que a
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função seja absolutamente cont́ınua.

Exemplo: Seja u: [0, T ] → L1(0, T ) definida por u(t) = χ
[0,t]

, onde χ
[0,t]

é a função

caracteŕıstica do intervalo [0, t]. Portanto

u(t)(τ) =





1 se 0 ≤ τ ≤ t

0 se t < τ ≤ T.

Se {(ai, bi)}, i = 1, ..., n é uma famı́lia de subintervalos de [0, T ], disjuntos dois a dois,

e tal que

n∑

i=1

(bi − ai) < δ, então

n∑

i=1

‖u(bi)− u(ai)‖1 =

n∑

i=1

‖χ
[0,bi]

− χ
[0,ai]

‖1 =

n∑

i=1

‖χ
(ai,bi]

‖1 =

=

n∑

i=1

∫ T

0

|χ
(ai,bi]

(τ)|dτ =

n∑

i=1

∫ bi

ai

dτ =

n∑

i=1

(bi − ai) < δ.

Portanto u(t) é absolutamente cont́ınua. Vamos mostrar que u(t) não é diferenciável

em t0, ∀ t0 ∈ (0, T ).

Com efeito, se u(t) fosse diferenciável em um t0 ∈ (0, T ), então a função real de

variável real 〈u(t), f〉 seria diferenciável no ponto t0 para todo f ∈ L∞(0, T ). (Recorde-

se que L∞(0, T ) é o dual de L1(0, T )). Mas, se f é a função

f(τ) =





−1 se 0 ≤ τ ≤ t0

1 se t0 < τ ≤ T

então
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〈u(t), f〉 =
∫ T

0

u(t)(τ)f(τ)dτ =

∫ T

0

χ
[0,t]

(τ)f(τ)dτ =

∫ t

0

f(τ)dτ =





−t se t ≤ t0

t− 2t0 se t > t0,

que não é diferenciável no ponto t0, o que é uma contradição.

No entanto, é válido o teorema a seguir, devido a Komura [1], Apêndice.

8.14 - Teorema: Se X é reflexivo, cada função absolutamente cont́ınua, u: [0, T ] → X,

é diferenciável q.s. em (0, T ) e

u(t)− u(0) =

∫ t

0

du

dτ
(τ) dτ, ∀ t ∈ [0, T ]

Demonstração: Seja u: [0, T ] → X absolutamente cont́ınua. Então o subespaço de

X gerado por Im(u) é separável, uma vez que u sendo cont́ınua, Im(u) é um conjunto

compacto. Podemos, então, sem quebra da generalidade, supor que X é separável. A

variação total Vu(t) de u em [0, T ] é derivável q.s. em (0, T ) visto que Vu é uma função

numérica monótona crescente em [0, T ]. Logo, de

‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤ Vu(t+ h)− Vu(t) (8.1)

resulta que

lim sup
h→0

∥∥∥∥
u(t+ h) − u(t)

h

∥∥∥∥ ≤ dVu
dt

(t) q.s. em [0, T ]

e, portanto, o conjunto

{
t; lim sup

h→0

∥∥∥∥
u(t+ h)− u(t)

h

∥∥∥∥ = +∞
}

= N0
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tem medida nula.

Como X é, por hipótese, reflexivo e separável, seu dual, X∗, é separável, donde

existe uma seqüência {x∗k} de elementos de X∗ densa em X∗. Para cada k = 1, ..., a

função numérica 〈u, x∗k〉 é absolutamente cont́ınua em [0, T ], donde diferenciável q.s. em

[0, T ], i.e., para cada k existe

lim
h→0

〈
u(t+ h)− u(t)

h
, x∗k

〉
= lim

h→0

〈u(t+ h), x∗k〉 − 〈u(t), x∗k〉
h

=

d

dt
〈u(t), x∗k〉, (8.2)

exceto num subconjunto Nk de [0, T ] de medida nula e

〈u(t)− u(0), x∗k〉 =
∫ t

0

d

dt
〈u(τ), x∗k〉 dτ ∀ t ∈ [0, T ]. (8.3)

Mas no conjunto [0, T ]\N0 o conjunto {(u(t + h) − u(t))/h} é limitado; portanto, fra-

camente precompacto visto que X é reflexivo, por hipótese. Dáı, de (8.2) e do fato que

{x∗k} é denso em X∗ segue-se que, pondo N =
∞⋃

k=o

Nk, existe u
′(t) ∈ X tal que

u(t+ h)− u(t)

h
⇀ u′(t), (8.4)

∀ t ∈ [0, T ]\N . E, como a norma é semicont́ınua na topologia fraca, tem-se, então

‖u′(t)‖ ≤ lim inf
h→0

∥∥∥∥
u(t+ h) − u(t)

h

∥∥∥∥

para todo t ∈ [0, T ]\N . Além disto, pelo Teorema 8.13

∫ T−h

0

∥∥∥∥
u(t+ h)− u(t)

h

∥∥∥∥ dt ≤ C.
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Podemos, então, aplicar o Lema de Fatou uma vez que, u′ sendo fracamente mensurável

e X separável, u′ é fortemente mensurável, pelo Teorema de Pettis. Logo, u′ ∈ L1(0,

T − h;X), 0 < h < T . Ponhamos

ũ(t) = u(0) +

∫ t

0

u′(τ) dτ.

Tendo em vista (8.2) - (8.4) e d) do Teorema 8.9 temos

〈u(t)− u(0), x∗k〉 =
∫ t

0

d

dτ
〈u(τ), x∗k〉 dτ =

∫ t

0

〈u′(τ), k∗k〉 dτ =

=

〈∫ t

0

u′(τ)dτ, x∗k

〉
= 〈ũ(t)− u(0), x∗k〉, q.s. em [0, T ], k = 1, ... .

Logo, u(t) = ũ(t) q.s. em [0, T ] i.e.,

u(t)− u(0) =

∫ t

0

u′(τ) dτ,

donde
du

dt
(t) = u′(t) q.s. em [0, t], q.e.d. .

Corolário 8.15: Se X é reflexivo e f :X → R é absolutamente cont́ınua, então, ∀h > 0,

h ≤ T , tem-se

lim
h→0

∫ T−h

0

e−ωt

∥∥∥∥
f(t+ h)− f(t)

h

∥∥∥∥ dt ≤
∫ T

0

e−ωt

∥∥∥∥
df

dt
(t)

∥∥∥∥ dt.

Demonstração: De acordo com o Teorema 8.14 temos

f(t+ h)− f(t) =

∫ t+h

t

f ′(τ) dτ, h > 0, h ≤ T,
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donde, pondo τ = t+ sh,

f(t+ h)− f(t) = h

∫ 1

0

f ′(t+ sh) ds

e, portanto,

||f(t+ h) − f(t)|| ≤ h

∫ 1

0

||f ′(t+ sh)|| ds

ou, ainda,

e−ωt||f(t+ h) − f(t)|| ≤ h

∫ 1

0

e−ωt||f ′(t+ sh)|| ds.

Logo,
∫ T−h

0

e−ωt||f(t+ h)− f(t)|| dt ≤ h

∫ T−h

0

dt

∫ 1

0

e−ωt||f ′(t+ sh)|| ds =

= h

∫ 1

0

ds

∫ T−h

0

e−ωt||f ′(t+ sh)|| dt.

Mas como 0 ≤ s ≤ 1 tem-se
∫ T−h

0

eωt||f ′(t+ sh)|| dt =
∫ T−(1−s)h

sh

e−ω(τ−sh)||f ′(τ)|| dτ ≤

≤ eωsh

∫ T

0

e−ωτ ||f ′(τ)|| dτ.

Logo,
∫ T−h

0

e−ωt||f(t+ h)− f(t)|| dt ≤ h

∫ 1

0

eωsh ds

∫ T

0

e−ωτ ||f ′(τ)|| dτ =

=
eωh − 1

ω

∫ T

0

e−ωτ ||f ′(τ)|| dτ.

Portanto,

∫ T−h

0

e−ωt

∥∥∥∥
f(t+ h)− f(t)

h

∥∥∥∥ dt ≤
eωt − 1

ωh

∫ T

0

e−ωt||f ′(τ)|| dτ
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donde

lim
h→0

∫ T−h

0

e−ωt

∥∥∥∥
f(t+ h)− f(t)

h

∥∥∥∥ dt ≤
∫ T

0

e−ωt||f ′(τ)|| dτ =

=

∫ T

0

e−ωt

∥∥∥∥
df

dt
(t)

∥∥∥∥ dt.

8.16 - Lema (Du Bois Reymond): Se u ∈ L1(0, T ;X) e

∫ T

0

uϕ = 0 ∀ ϕ ∈ C∞
0 (0, T ), (8.6)

então u = 0 q.s. em (0, T ).

Demonstração: a) Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que X = R e u é

cont́ınua em (0, T ). Se num ponto t0 ∈ (0, T ) tivéssemos u(t0) 6= 0, então u(t) teria

o mesmo sinal de u(t0) em uma vizinhança V de x0 donde,

∫ T

0

uϕ 6= 0 para toda

ϕ ∈ C∞
0 (0, T ) tal que ϕ 6= 0, ϕ ≥ 0 e supp ϕ ⊂ V , o que está em desacordo com a

hipótese (8.6). Logo u(t) = 0 ∀ t ∈ (0, T ).

b) Seja agora X um espaço de Banach qualquer, (ρn) uma sucessão regularizante

e η > 0 tal que η < T/2. Se ϕ ∈ C∞
0 (η, T − η), então por j) do Teorema 8.9, ρn ∗ ϕ ∈

C∞
0 (0, T ) para n > 1/η. Logo, designando por ũ a função igual a u em (0, T ) e zero

fora de (0, T ) temos para n > 1/η e ϕ ∈ C∞
0 (η, T − η)

∫ T−η

η

(ρn ∗ ũ)ϕ =

∫ ∞

−∞

(ρn ∗ ũ)ϕ =

∫ ∞

−∞

ũ(ρn ∗ ϕ) =
∫ T

0

u(ρn ∗ ϕ) = 0.

Dáı vem para n > 1/η

∫ T−η

η

〈x∗, ρn ∗ ũ〉ϕ =

〈
x∗,

∫ T−η

η

(ρn ∗ ũ)ϕ
〉

= 0 ∀ x∗ ∈ X∗ e ∀ ϕ ∈ C∞
0 (η, T − η).
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Mas por j) do Teorema 8.9 ρn ∗ ũ é cont́ınua, donde 〈x∗, ρn ∗ ũ〉 é cont́ınua. Logo, pelo

que foi demonstrado em a), para n > 1/η, 〈x∗, ρn ∗ ũ〉 = 0 em (η, T − η) ∀x∗ ∈ X∗ e,

portanto, ρn ∗ ũ = 0 em (η, T − η). Segue-se dáı que ũ = 0 q.s. em (η, T − η), visto que,

ainda por j) do Teorema 8.9, ũ = limρn ∗ ũ em L1(R, X). Logo u = 0 q.s. em (η, T − η)
donde u = 0 q.s. em (0, T ), pela arbitrariedade de η.

8.17 - Lema: Seja u ∈ L1(0, T ;X) tal que

∫ T

0

u
dϕ

dt
= 0 ∀ ϕ ∈ C∞

0 (0, T ). (8.7)

Então existe c ∈ X tal que u = c q.s. em (0, T ).

Demonstração: Seja ϕ0 ∈ C∞
0 (0, T ) tal que

∫ T

0

ϕ0 = 1 e ϕ ∈ C∞
0 (0, T ). Ponhamos

λ =

∫ T

0

ϕ e ψ(t) =

∫ t

0

(ϕ− λϕ0).

Teremos ψ ∈ C∞
0 (0, T ) e ψ′ = ϕ− λϕ0. Logo, por (8.7)

0 =

∫ T

0

u
dψ

dt
=

∫ T

0

u(ϕ− λϕ0) =

∫ T

0

uϕ−
∫ T

0

uϕ0

∫ T

0

ϕ =

=

∫ T

0

uϕ−
∫ T

0

ϕ

∫ T

0

uϕ0 =

∫ T

0

(
u−

∫ T

0

uϕ0

)
ϕ.

Pelo Lema de Du Bois Reymond temos, então, u =

∫ T

0

uϕ0 = c ∈ X q.s. em (0.T ).

8.18 - Lema: Se u ∈ L1(0, T ;X) e

v(t) =

∫ t

a

u(τ)dτ, a ∈ [0, T ],
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então
∫ T

0

v
dϕ

dt
= −

∫ T

0

uϕ, ∀ ϕ ∈ C∞
0 (0, T ).

Demonstração: Tem-se

∫ T

0

v(t)
dϕ

dt
(t) dt =

∫ T

0

[∫ t

a

u(τ) dτ

]
dϕ

dt
(t) dt =

∫ T

0

[∫ t

a

u(τ)
dϕ

dt
(t) dτ

]
dt =

−
∫ a

0

[∫ a

t

u(τ)
dϕ

dt
(t) dτ

]
dt+

∫ T

a

[∫ t

a

u(τ)
dϕ

dt
(t) dτ

]
dt.

Mas, pelo Teorema de Fubini temos, observando que ϕ(0) = ϕ(T ) = 0 ∀ ϕ ∈ C∞
0 (0, T ),

∫ a

0

dt

∫ a

t

u(τ)
dϕ

dt
(t) dτ =

∫ a

0

dτ

∫ τ

0

u(τ)
dϕ

dt
(t) dt =

∫ a

0

[ϕ(τ)− ϕ(0)]u(τ) dτ =

∫ a

0

u(τ)ϕ(τ) dτ

e
∫ T

a

dt

∫ t

a

u(τ)
dϕ

dt
(t) dτ =

∫ T

a

dτ

∫ T

τ

u(τ)
dϕ

dt
dt =

∫ T

a

[ϕ(T )− ϕ(τ)]u(τ) dτ = −
∫ T

a

u(τ)ϕ(τ) dτ.

Logo,
∫ T

0

v
dϕ

dt
= −

∫ T

0

uϕ ∀ ϕ ∈ C∞
0 (0, T ).

8.19 - Definição: O espaço de Sobolev W 1,p(0, T ;X) é o conjunto das funções

u ∈ Lp(0, T ;X) para as quais existe uma função Du ∈ Lp(0, T ;X) que satisfaz à

condição
∫ T

0

u
dϕ

dt
= −

∫ T

0

(Du)ϕ, ∀ ϕ ∈ C∞
0 (0, T ).
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8.20 - Teorema: São equivalentes:

i) u ∈W 1,p(0, T ;X)

ii) u(t) = ũ(t) q.s. em (0, T ) onde ∀ t ∈ [0, T ],

ũ(t) = c+

∫ t

0

v(τ)dτ, c ∈ X, v ∈ Lp(0, T ;X).

Demonstração: i) ⇒ ii). Seja, com efeito, u ∈W 1,p(0, T ;X) e

ū(t) =

∫ t

a

(Du)(s) ds.

Pelo Lema 8.18
∫ T

0

ū
dϕ

dt
= −

∫ T

0

(Du)ϕ ∀ ϕ ∈ C∞
0 (0, T ).

Mas, pela definição de Du,

∫ T

0

u
dϕ

dt
= −

∫ T

0

(Du)ϕ.

Logo,
∫ T

0

(u− ū)
dϕ

dt
= 0 ∀ ϕ ∈ C∞

0 (0, T ),

donde, pelo Lema 8.17, u − ū = c ∈ X q.s. em (0, T ). A função ũ = ū + c satisfaz ii)

com v = Du.

ii) ⇒ i) Com efeito, pondo

ū(t) =

∫ t

0

v(τ)dτ
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temos, pelo Lema 8.18,

∫ T

0

u
dϕ

dt
=

∫ T

0

ũ
dϕ

dt
=

∫ T

0

c
dϕ

dt
+

∫ T

0

ū
dϕ

dt
= −

∫ T

0

vϕ.

Logo u satisfaz a Definição 8.19 com Du = v.

8.21 - Lema: Seja a uma constante não negativa, m ∈ L1(s, t) tal que m ≥ 0 q.s. em

(s, T ) e ϕ: [s, T ] → R uma função cont́ınua tal que

1

2
ϕ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

s

m(τ)ϕ(τ) dτ ∀ t ∈ [s, T ].

Então,

|ϕ(t)| ≤ a+

∫ t

s

m(τ) dτ ∀ t ∈ [s, T ].

Demonstração: Seja ε > 0 e

ψε(t) =
1

2
(a+ ε)2 +

∫ t

s

m(τ)ϕ(τ) dτ, t ∈ [s, T ].

Então,

1

2
ϕ2(t) +

ε2

2
≤ ψε(t) ∀ t ∈ [s, T ].

Temos

d

dt

√
ψε(t) =

1

2
√
ψε(t)

dψε

dt
(t) =

1

2
√
ψε(t)

m(t)ϕ(t) ≤ 1√
2
m(t)

q.s. em [s, T ]. E como
√
ψε é absolutamente cont́ınua temos, integrando de s a t,

√
ψε(t) ≤

√
ψε(s) +

1√
2

∫ t

s

m(τ) dτ,
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donde

|ϕ(t)| ≤
√
2
√
ψε(t) ≤

√
2
√
ψε(s) +

∫ t

s

m(τ) dτ = a+ ε+

∫ t

s

m(τ) dτ

ou, ainda,

|ϕ(t)| ≤ a+

∫ t

s

m(τ) dτ,

pela arbitrariedade de ε.

8.22 - Lema de Gronwall: Seja a uma constante não negativa, m ∈ L1(s, T ) tal que

m ≥ 0 q.s. em (s, T ) e ϕ: [s, T ] → R uma função cont́ınua tal que

ϕ(t) ≤ a+

∫ t

s

m(τ)ϕ(τ) dτ ∀ t ∈ [s, T ].

Então

ϕ(t) ≤ a e

∫
t

s
m(τ)dτ ∀ t ∈ [s, T ].

Demonstração: Pondo

ψ(t) = a+

∫ t

s

m(τ)ϕ(τ) dτ ∀ t ∈ [s, T ]

temos

dψ

dt
(t) = m(t)ϕ(t) ≤ m(t)ψ(t) q.s. em [s, T ].

Logo,

d

dt

(
ψ(t)e

−
∫

t

s
m(τ)dτ

)
≤ 0 q.s. em [s, T ]

e, como a função t → ψ(t)e
−
∫

t

s
m(τ)dτ

é absolutamente cont́ınua, essa função é decres-

cente. Portanto,

ψ(t) e
−
∫

t

s
m(τ)dτ) ≤ ψ(s) = a ∀ t ∈ [s, T ],
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donde

ψ(t) ≤ a e

∫
t

s
m(τ)dτ

, ∀ t ∈ [s, T ],

q.e.d. .

9. Equações Diferenciais

9.1 - Teorema: Seja X um espaço de Banach, C ⊂ X um cone convexo e fechado de

vértice 0 e J uma aplicação lipschitziana de C em C, i.e., tal que

‖Jx− Jy‖ ≤ α‖x− y‖, ∀ x, y ∈ C,

onde α é uma constante. Se f ∈ L1(0, T ;X), T > 0, é tal que f(t) ∈ C para quase todo

t ∈ (0, T ), então para cada x0 ∈ C existe uma única função u : [0, T ] → C tal que:

i) u é absolutamente cont́ınua em [0, T ], derivável quase sempre em (0, T ) e

u(t) ∈ C ∀ t ∈ [0, T ]; (9.1)

ii)
du

dt
(t) + (I − J)u(t) = f(t) q.s. em (0, T ); (9.2)

iii) u(0) = x0. (9.3)

Demonstração: Recorde-se que C satisfaz as condições C+C ⊂ C e λC ⊂ C ∀ λ > 0.

Pondo j(t)x = Jx+f(t), x ∈ C, t ∈ [0, T ], então, para quase todo t ∈ (0, T ), j(t) é uma

aplicação de C em C tal que ‖j(t)x− j(t)y‖ ≤ α‖x− y‖, ∀ x, y ∈ C, j(t)x é integrável

em [0, T ] ∀ x ∈ C e (9.2) toma a forma

du

dt
(t) + (I − j(t)) u(t) = 0 q.s. em (0,T).

Logo, pondo v(t) = etu(t),

dv

dt
(t) = etj(t)(e−tv(t)),
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que, juntamente com (9.3), dá

v(t) = xo +

∫ t

0

esj(s)(e−sv(s)) ds.

Portanto, as condições (9.1), (9.2) e (9.3) são equivalentes a

u(t) = e−txo +

∫ t

0

es−tj(s)(u(s)) ds. (9.4)

Vamos mostrar que (9.4) tem uma única solução.

Indiquemos por C̃ o subconjunto convexo e fechado

{u; u ∈ C(0, T ;X) e u(t) ∈ C ∀ t ∈ [0, T ]},

do espaço C(0, T ;X), munido da norma do supremo

(
‖u‖ = sup

t∈[0,T ]

‖u(t)‖
)

e seja

φ:C(0, T ;X) → C(0, T ;X) definida por

φu(t) = e−tx0 +

∫ t

0

es−t j(s)(u(s)) ds, t ∈ [0, T ].

Pondo µ(s) =

∫ s

0

eρ−tdρ temos, para u ∈ C̃,

1

1− e−t

∫ t

0

es−t j(s)(u(s)) ds =
1

µ(t)

∫ t

0

j(s)(u(s)) dµ(s)

e, como a média que figura no segundo membro é o limite de uma sucessão de com-

binações convexas de elementos de C,

1

1− e−t

∫ t

0

es−t j(s)(u(s)) ds ∈ C ∀ t ∈ [0, T ].
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Dáı e de x0 ∈ C vem

φu(t) = e−tx0 +

∫ t

0

es−t j(s)(u(s)) ds ∈ C ∀ t ∈ [0, T ].

Portanto, φ: C̃ → C̃. Vamos mostrar que φn, para n suficientemente grande, é uma

contração estrita. Temos

‖φu(t)− φv(t)‖ ≤
∫ t

0

es−t‖j(s)(u(s))− j(s)(v(s))‖ds ≤

≤ α

∫ t

0

es−t‖u(s)− v(s)‖ds ≤ αt‖u− v‖
C([0,T ];X)

.

Dáı vem

∥∥φ2u(t)− φ2v(t)
∥∥ ≤ α

∫ t

0

es−t ‖φu(s)− φv(s)‖ ds ≤ α2t2

2!
‖u− v‖

C([0,T ];X)
,

e, por indução,

‖φnu(t)− φnv(t)‖ ≤ αntn

n!
‖u− v‖

C([0,T ];X)
≤ αnTn

n!
‖u− v‖

C([0,T ];X)
.

Resulta dáı que, para n suficientemente grande, φn é, de fato, uma contração estrita.

Logo, φ tem um e um só ponto fixo em C̃, i.e., (9.4) tem uma única solução.

9.2 - Corolário: Nas mesmas hipóteses do Teorema 9.1, para cada x0 ∈ C e cada

λ > 0, existe uma única função u: [0, T ] → C que satisfaz (9.1), (9.3) e

du

dt
(t) +

1

λ
(I − J)u(t) = f(t) q.s. em (0, T ). (9.5)
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Demonstração: Pondo v(t) = u(λt), (9.5) toma a forma (9.2).

9.3 - Corolário: Seja C um subconjunto convexo e fechado de X, J :C → C lip-

schitziana com constante α, λ > 0 e T > 0. Então, ∀x0 ∈ C existe uma única

u: [0, T ] → C que satisfaz (9.1), (9.3) e

du

dt
(t) +

1

λ
(I − J)u(t) = 0 q.s. em (0, T ). (9.6)

Demonstração: Com a transformação v(t) = u(λt), (9.6) toma a forma (9.2) com

f = 0 e a demonstração do Teorema 9.1 é, então, aplicável visto que j(t) = J :C → C,

não sendo, pois, necessário supor que C seja um cone.

9.4 Colorário: Nas condições do Corolário 9.3, se x0, y0 ∈ C e u e v satisfazem (9.1),

(9.6) e u(0) = x0, v(0) = y0, então:

i) ‖u(t)− v(t)‖ ≤ e
(α−1)t

λ ‖x0 − y0‖;

ii)

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ ≤ e
(α−1)t

λ

∥∥∥∥
du

dt
(0)

∥∥∥∥.

Demonstração: i) Temos

u(t) = e−
t
λx0 +

1

λ

∫ t

0

e
s−t
λ Ju(s) ds

v(t) = e−
t
λ y0 +

1

λ

∫ t

0

e
s−t
λ Jv(s) ds,

donde

e
t
λ ‖u(t)− v(t)‖ ≤ ‖x0 − y0‖+

α

λ

∫ t

0

e
s
λ ‖u(s)− v(s)‖ ds.
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e, portanto,

‖u(t)− v(t)‖ ≤ e
(α−1)t

λ ‖x0 − y0‖,

pelo Lema 8.22.

ii) Seja h ∈ (0, T ) e t ∈ [0, T − h). Pondo v(t) = u(t+ h) temos, por i),

∥∥∥∥
u(t+ h)− u(t)

h

∥∥∥∥ ≤ e
(α−1)t

λ

∥∥∥∥
u(h)− u(0)

h

∥∥∥∥ ,

donde, no limite, quando h→ 0,

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ ≤ e
(α−1)t

λ

∥∥∥∥
du

dt
(0)

∥∥∥∥ .

A estimativa que será estabelecida a seguir é devida a Chernoff [1] no caso linear

e a Miyadera e Oharu [1] no caso geral. A demonstração que daremos é encontrada em

Brezis [4] e Pazy [2].

9.5 - Teorema: Seja C um subconjunto convexo e fechado de X, J :C → C uma

aplicação lipschitziana com constante α ≥ 1, x0 ∈ C, T > 0 e u: [0, T ] → C satisfazendo

(9.1), (9.3) e (9.6). Então, ∀ inteiro positivo n e ∀ t ≥ 0 tem-se

‖u(t)− Jnx0‖ ≤ αne
(α−1)t

λ ‖x0 − Jx0‖
[(

n− α
t

λ

)2

+ α
t

λ

]1/2
. (9.7)

Demonstração: É bastante demonstrar (9.7) para λ = 1. Por ii) do Corolário 9.4

temos, para λ = 1,

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ ≤ e(α−1)t

∥∥∥∥
du

dt
(0)

∥∥∥∥ ≤ e(α−1)t‖(J − I)xo‖.
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Portanto, se Jx0 = x0, então u(t) = x0 ∀ t ≥ 0 e, nesse caso, é válida a estimativa (9.7).

Seja, então, Jx0 6= x0 e ponhamos para n = 0, 1, . . .

ϕn(t) = ‖u(t)− Jnx0‖‖x0 − Jx0‖−1. (9.8)

Como, para λ = 1,

u(t) = e−tx0 +

∫ t

0

es−tJu(s)ds

tem-se

‖u(t)− Jnx0‖ ≤ e−t‖x0 − Jnx0‖+
∫ t

0

es−t‖Ju(s)− Jnx0‖ds ≤

≤ e−t‖x0 − Jnx0‖+ α

∫ t

0

es−t‖u(s)− Jn−1x0‖ds.

Logo,

ϕn(t) ≤ e−t‖x0 − Jnx0‖‖x0 − Jx0‖−1 + α

∫ t

0

es−tϕn−1(s)ds. (9.9)

Mas

‖x0 − Jnx0‖ = ‖J0x0 − Jx0 + Jx0 − · · · − Jnx0‖ ≤

≤
n∑

i=1

‖J i−1x0 − J ix0‖ ≤
n∑

i=1

αi−1‖x0 − Jx0‖

e como, por hipótese, α ≥ 1, ‖x0 − Jnx0‖ ≤ nαn‖x0 − Jx0‖. Dáı e de (9.9) vem, para

n = 1 . . . ,

ϕn(t) ≤ nαne−t + α

∫ t

0

es−tϕn−1(s) ds. (9.10)

Além disto,

u(t)− x0 =

∫ t

0

es−t(Ju(s)− x0) ds =



90 PRELIMINARES CAP. I

=

∫ t

0

es−t(J − I)u(s) ds+

∫ t

0

es−t(u(s)− x0) ds.

Mas, pelo Corolário 9.4,

‖(J − I)u(s)‖ =

∥∥∥∥
du

dt
(s)

∥∥∥∥ ≤ e(α−1)s

∥∥∥∥
du

dt
(0)

∥∥∥∥ = e(α−1)s‖x0 − Jx0‖.

Logo,

‖u(t)− x0‖ ≤ ‖x0 − Jx0‖
∫ t

0

eαs−t ds+

∫ t

0

es−t‖u(s)− x0‖ ds =

= e−t‖x0 − Jx0‖
∫ t

0

eαs ds+ e−t

∫ t

0

es‖u(s)− x0‖ ds,

isto é, a fórmula

‖u(t)− x0‖ ≤ e−t‖x0 − Jx0‖
∫ t

0

n∑

k=0

(t− s)k

k!
eαs ds+

+
e−t

n!

∫ t

0

(t− s)n es‖u(s)− xo‖ ds

é válida para n = 0. Por indução vê-se que é válida para todo inteiro não negativo

donde, no limite quando n→ ∞

‖u(t)− x0‖ ≤ ‖x0 − Jx0‖
∫ t

0

e(α−1)sds ≤ te(α−1)t ‖x0 − Jx0‖.

Logo,

ϕ0(t) = ‖u(t)− x0‖‖x0 − Jx0‖−1 ≤ te(α−1)t. (9.11)

De (9.8), (9.10) e (9.11) vem (9.7) pelo lema a seguir

9.6 - Lema: Seja (ϕn) uma seqüência de funções localmente integráveis em [0,∞) tal

que

ϕn(t) ≤ nαne−t + α

∫ t

0

es−tϕn−1(s) ds, n = 1, ..., α ≥ 1,
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e ϕ0(t) ≤ te(α−1)t. Então, para todo inteiro não negativo, n, e t ≥ 0 tem-se

ϕn(t) ≤ αne(α−1)t
[
(n− αt)2 + αt

]1/2
. (9.12)

Demonstração: Tem-se

ϕ0(t) ≤ te(α−1)t ≤ e(α−1)t(α2t2 + αt)1/2

visto que α ≥ 1 e t ≥ 0; logo, (9.12) é válida para n = 0. Supondo válida para n − 1

teremos, pelas hipóteses,

ϕn(t) ≤ nαne−t + αn

∫ t

0

e(s−t)e(α−1)s
[
(n− 1− αs)2 + αs

]1/2
ds.

Logo, (9.12) estará demonstrada se demonstrarmos que

nαne−t + αn

∫ t

0

es−te(α−1)s
[
(n− 1− αs)2 + αs

]1/2
ds ≤

≤ αne(α−1)t
[
(n− αt)2 + αt

]1/2

ou, equivalentemente,

n+

∫ t

0

eαs
[
(n− 1− αs)2 + αs

]1/2
ds ≤ eαt

[
(n− αt)2 + αt

]1/2

e como ambos os membros são iguais a n no ponto t = 0 é bastante demonstrar que a

derivada do primeiro é menor ou igual à derivada do segundo, i.e., que

eαt
[
(n− 1− αt)2 + αt

]1/2 ≤ αeαt
[
(n− αt)2 + αt

]1/2
+

+αeαt
[
(n− αt)2 + αt

]−1/2
(
1

2
− n+ αt).

Mas essa desigualdade é verdadeira porque o segundo membro é positivo, visto que
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[
(n− αt)2 + αt

]1/2
+
[
(n− αt)2 + αt

]−1/2
(
1

2
− n+ αt) =

=
[
(n− αt)2 + αt

]−1/2
[
(n− αt)2 + αt+

1

2
− n+ αt

]
=

=
[
(n− αt)2 + αt

]−1/2
[
(n− 1− αt)2 + n− 1

2

]
≥ 0,

e o quadrado do primeiro é menor ou igual ao quadrado do segundo porque de

0 ≤ (
1

2
− n+ αt)2 vem

[
(n− αt)2 + αt

]2
+ 2

[
1

2
− n+ αt

] [
(n− αt)2 + αt

]
≤

≤
[
(n− αt)2 + αt

]2
+ 2

[
1

2
− n+ αt

] [
(n− αt)2 + αt

]
+ (

1

2
− n+ αt)2

donde, por ser (n− αt)2 + αt > 0 para n ≥ 1,

(n− αt)2 + αt+ 2 (
1

2
− n+ αt) ≤

≤ (n− αt)2 + αt+ 2 (
1

2
− n+ αt) +

( 12 − n+ αt)2

(n− αt)2 + αt

ou seja

(n− 1− αt)2 + αt ≤ {
[
(n− αt)2 + αt

] 1

2 +
[
(n− αt)2 + αt

]− 1

2 (
1

2
− n+ αt)}2,

donde a afirmação tendo em vista que α ≥ 1. �



CAPÍTULO II

OPERADORES MONÓTONOS E ACRETIVOS

1. Operadores Monótonos

1.1 - Seja f :R → R uma função monótona crescente. Isto quer dizer que se x, y ∈ D(f)

e x ≤ y então f(x) ≤ f(y). Equivalentemente,

(x− y) · (f(x)− f(y)) ≥ 0, ∀ x, y ∈ D(f). (1.1)

Observe-se que se Rθ é a rotação do plano, do ângulo θ, 0 ≤ θ ≤ π/2, tem-se,

para todo par de vetores x, y ∈ R
2, (x − y|Rθ(x) − Rθ(y)) ≥ 0, onde (·|·) é o produto

interno de R
2. E, de um modo geral, se T é um operador linear positivo de um espaço

de Hilbert X , i.e., (x|Tx) ≥ 0 ∀ x ∈ X , onde (·|·) é o produto interno de X , então

(x− y|Tx− Ty) = (x− y|T (x− y)) ≥ 0, ∀x, y ∈ X,

que é a desigualdade (1.1) quando o produto de números reais é ali visto como o produto

interno do espaço R.

Um outro exemplo: seja β:R → R uma função monótona crescente e Ω um

subconjunto aberto de R
n. Podemos definir um operador β̃ no espaço L2(Ω) pondo

β̃ = {(u, v); u, v ∈ L2(Ω) e v(x) = βu(x), q.s. em Ω}.

Tem-se, ∀ (u1, v1), (u2, v2) ∈ β̃,

(u1 − u2|v1 − v2)L2(Ω) =

∫

Ω

(u1(x)− u2(x)) · (v1(x)− v2(x))dx ≥ 0

93



94 OPERADORES MONÓTONOS E ACRETIVOS CAP. II

uma vez que, sendo β uma função monótona crescente, tem-se

(u1(x)− u2(x)) · (v1(x)− v2(x)) ≥ 0 q.s. em Ω.

Em todos esses exemplos tem-se um operador, A, de um espaço de Hilbert com

a propriedade:

(x1 − x2|y1 − y2) ≥ 0 ∀ (x1, y1), (x2, y2) ∈ A. (1.2)

Tais operadores são conhecidos por operadores monótonos. A noção de operador

monótono de um espaço de Hilbert é, desse modo, uma generalização natural da noção

de função monótona crescente.

Para generalizar ainda mais a noção de função monótona crescente, observe-se

que, no caso dos espaços de Hilbert, X∗ pode ser identificado com X e, assim, os

operadores monótonos de X podem ser considerados como operadores A:X → X∗,

sendo o produto em (1.2) encarado como o produto interno derivado da dualidade de

X e X∗. Esta observação nos leva a considerar operadores como ∂f :X → X∗ pois iv)

da Proposição I-4.11 diz que se X é um espaço vetorial normado qualquer, então

〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0 ∀ (x, x∗), (y, y∗) ∈ ∂f.

Neste mesmo caso está o operador dualidade F :X → X∗, estudado no §2 do

Caṕıtulo I: de (x, x∗), (y, y∗) ∈ F vem

〈x− y, x∗ − y∗〉 = 〈x, x∗〉+ 〈y, y∗〉 − 〈x, y∗〉 − 〈y, x∗〉 ≥

≥ ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2‖x‖ · ‖y‖ = (‖x‖ − ‖y‖)2 ≥ 0.

Essas considerações nos levam à definição a seguir.

1.2 - Definição: Seja X um espaço vetorial topológico real, X∗ seu dual e A:X → X∗.

Diz-se que A é um operador monótono de X se

〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0, ∀ (x, x∗), (y, y∗) ∈ A. (1.3)
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No caso dos espaços de Hilbert a monotonia de um operador pode ser expressa

pela condição a seguir, que envolve apenas a norma.

1.3 - Proposição: Um operador A de um espaço de Hilbert é monótono se, e só se,

‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖ ≥ ‖x1 − x2‖, ∀ (x1, y1), (x2, y2) ∈ A e ∀λ > 0. (1.4)

Demonstração: Temos, com efeito,

‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖
2 = ‖x1 − x2‖

2 + λ2‖y1 − y2‖
2 + 2λ〈x1 − x2, y1 − y2〉.

Dáı, trivialmente, (1.2) implica (1.4). Supondo (1.4) verdadeira temos

λ‖y1 − y2‖
2 + 2〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0 ∀ λ > 0

e dáı vem (1.2), no limite, quando λ→ 0.

1.4 - Proposição: Seja M a famı́lia dos operadores monótonos de X. Então:

i) A,B ∈ M ⇒ A+B ∈ M;

ii) A ∈ M e λ > 0 ⇒ λA ∈ M;

iii) A ∈ M ⇒ A−1:X∗ → X∗∗ é monótono;

iv) A ∈ M ⇒ Ā ∈ M, onde o fecho é tomado no espaço X × X∗, estando X∗

munido da topologia fraca−∗;

v) A ∈ M ⇒ Â ∈ M, onde Âx = convA(x), ∀ x ∈ D(A).

Demonstração: Todas essas propriedades decorrem diretamente das definições.

1.5 - Proposição: A monotonia do operador A de X é equivalente à do operador Ã

definido por

D(Ã) = D(A)− a e Ãx = A(x+ a)− a∗, ∀ a ∈ X e ∀ a∗ ∈ X∗.
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Demonstração: Com efeito, ∀ a ∈ X e a∗ ∈ X∗, (x, x∗) ∈ A ⇔ (x− a, x∗ − a∗) ∈ Ã.

Além disto,

〈x1 − x2, x
∗
1 − x∗2〉 = 〈(x1 + a)− (x2 + a), (x∗1 + a∗)− (x∗2 + a∗)〉.

1.6 - Definição: Diz-se que o operador A de X , X normado, é localmente limitado no

ponto x0 ∈ X se existir um ρ > 0 tal que o conjunto ∪Ax, x ∈ D(A), ‖x− x0‖ < ρ, é

limitado.

1.7 - Teorema: Todo operador monótono é localmente limitado em cada ponto do

interior de seu domı́nio.

A demonstração deste teorema envolve o lema a seguir.

1.8 - Lema: Sejam (xn) e (x∗n) sucessões de elementos de X e X∗, respectivamente,

tais que ‖xn‖ → 0 e ‖x∗n‖ → ∞, quando n→ ∞. Então, dado ρ > 0, existe um elemento

z(ρ) de X e duas subseqüências (xni
) e (x∗ni

), de (xn) e (x∗n), respectivamente, tais que

i) ‖z(ρ)‖ < ρ

ii) lim
i→∞

〈x∗ni
, z(ρ)− xni

〉 = ∞.

Demonstração: Seja ω∗
n = x∗n/(1 + |〈x∗n, xn〉|). Tem-se

‖ω∗
n‖ =

‖x∗n‖

1 + |〈x∗n, xn〉|
≥

‖x∗n‖

1 + ‖x∗n‖ · ‖xn‖
=

1
1

‖x∗

n
‖
+ ‖xn‖

,

donde, ‖ω∗
n‖ → ∞ quando n→ ∞. Pelo Teorema da Limitação Uniforme existe, então,

uma subseqüência (ω∗
ni
) de (ω∗

n) e um ponto z ∈ X tais que 〈ω∗
ni
, z〉 → ∞. Pondo

z(ρ) = ρz/2‖z‖ tem-se ‖z(ρ)‖ < ρ e como, além disto, |〈ω∗
n, xn〉| ≤ 1 vem

〈x∗ni
, z(ρ)− xni

〉 = (1 + |〈x∗ni
, xni

〉|) · 〈ω∗
ni
, z(ρ)− xni

〉 ≥

≥ 〈ω∗
ni
, z(ρ)− xni

〉 ≥ 〈ω∗
ni
, z(ρ)〉 − 1 → ∞.



§1 OPERADORES MONÓTONOS 97

Demonstração do Teorema 1.7: Seja A um operador monótono de X , x ∈ intD(A)

e ρ > 0 tal que D(A) contenha a bola de centro x e raio ρ. Se o teorema fosse falso,

existiriam seqüências (xn) e (x∗n) em X e X∗, respectivamente, tais que (xn, x
∗
n) ∈ A,

xn → x, ‖x∗n‖ → ∞. Pelo Lema 1.8 existiriam, então, duas subseqüências (xni
) e (x∗ni

)

de (xn) e (x∗n), respectivamente, e um z(ρ) ∈ X tais que ‖z(ρ)‖ < ρ e

〈x∗ni
, z(ρ)− (xni

− x)〉 → ∞ quando i→ ∞. (1.5)

De ‖z(ρ)‖ < ρ resulta que z(ρ) + x pertence à bola de centro x e raio ρ; logo z(ρ) +

x ∈ D(A). Pela monotonia de A tem-se, então,

〈y∗ − x∗ni
, z(ρ) + x− xni

〉 ≥ 0 ∀ y∗ ∈ A(z(ρ) + x).

Mas, desta última desigualdade vem

〈y∗, z(ρ) + x− xni
〉 ≥ 〈x∗ni

, z(ρ) + x− xni
〉,

donde, por (1.5) teŕıamos 〈y∗, z(ρ) + x − xni
〉 → ∞, em contradição com xni

→ x,

q.e.d. .

1.9 - Proposição: Seja X um espaço vetorial topológico localmente convexo, C um

subconjunto convexo e compacto de X, A:X → X∗ um operador monótono tal que

D(A) ⊂ C e H:X → X∗ uma aplicação cont́ınua tal que D(H) = C. Então existe um

x em C tal que

〈x− y,Hx+ y∗〉 ≤ 0, ∀ (y, y∗) ∈ A.

Demonstração: Ponhamos, para cada z ∈ C,

Tz = {x ∈ C; 〈x− y,Hz + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A}.

Se x1, x2 ∈ Tz e t ∈ [0, 1] então, ∀ (y, y∗) ∈ A tem-se

t〈x1 − y,Hz + y∗〉 ≤ 0 , (1− t)〈x2 − y,Hz + y∗〉 ≤ 0
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donde, pondo x = tx1 + (1− t)x2 temos x ∈ C e

〈x− y,Hz + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A,

i.e., Tz é convexo. Além disto, seja (zn) uma seqüência de elementos de C e

xn ∈ Tzn ∀ n ∈ N; então

〈xn − y,Hzn + y∗〉 ≤ 0 ∀(y, y∗) ∈ A e ∀ n ∈ N,

donde, se zn → z e xn → x, tem-se, pela continuidade de H,

〈x− y,Hz + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A.

Logo, T :C → C é um operador fechado. Portanto, se demonstrarmos que D(T ) = C,

i.e., que Tz 6= ∅ para todo z ∈ C, decorrerá, pelo Teorema do Ponto Fixo de Kakutany,

que T admite um ponto fixo, i.e., existe um x ∈ C tal que x ∈ T (x). E é exatamente essa

a conclusão a que se deseja chegar. Vamos, então, demonstrar que Tz 6= ∅, ∀ z ∈ C.

Seja z ∈ C e ponhamos, para cada (y, y∗) ∈ A,

C(y, y∗) = {x ∈ C; 〈x− y,Hz + y∗〉 ≤ 0}.

Temos C(y, y∗) 6= ∅ ∀ (y, y∗) ∈ A, uma vez que y ∈ C(y, y∗). Se xn ∈ C(y, y∗),

i.e., 〈xn − y,Hz+ y∗〉 ≤ 0 ∀ n ∈ N e xn → x, então 〈x− y,Hz+ y∗〉 ≤ 0; logo, C(y, y∗)

é fechado. Portanto, para demonstrar que Tz 6= ∅ é bastante demonstrar que a famı́lia,

{C(y, y∗)}, (y, y∗) ∈ A, de subconjuntos não vazios e fechados de C, tem a propriedade

da interseção finita. Para demonstrar isto vamos por

K = {(λ1, · · · , λn);
n∑

1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, · · · , n}.

Então K é um subconjunto convexo e compacto de R
n. Seja (yi, y

∗
i ) ∈ A, i = 1, . . . , n.

Se x(λ):K → X é definida por x(λ) =

n∑

i=1

λiyi então a função f :K ×K → R definida
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por

f(λ, µ) =

n∑

1

µi〈x(λ)− yi, Hz + y∗i 〉

é bilinear e cont́ınua, donde admite um ponto sela, pelo Teorema Minimax. Assim,

existem λ0 e µ0 tais que

f(λ0, µ) ≤ f(λ0, µ0) ≤ f(λ, µ0), ∀ λ, µ ∈ K

e, portanto,

f(λ0, µ) ≤ f(µ0, µ0) ≤ sup
λ∈K

f(λ, λ), ∀ µ ∈ K. (1.6)

Mas,

f(λ, λ) =
n∑

1

λi〈
n∑

j=1

λjyj − yi, Hz + y∗i 〉 =
n∑

i,j=1

λiλj〈yj − yi, Hz + y∗i 〉

e como
n∑

i,j=1

λiλj〈yj −yi, Hz〉 = 0, uma vez que λiλj〈yj −yi, Hz〉 = −λjλi〈yi−yj , Hz〉,

temos

f(λ, λ) =
n∑

i,j=1

λiλj〈(yj − yi, y
∗
i 〉 = −

n∑

i,j=1

λiλj〈yj − yi, y
∗
j 〉

= (1/2)

n∑

i,j=1

λiλj〈yj − yi, y
∗
i − y∗j ).

Dáı, f(λ, λ) ≤ 0 visto que A é monótono, por hipótese. Por (1.6) tem-se, então,

f(λ0, µ) ≤ 0 ∀ µ ∈ K e, em particular, para µi ∈ K definido por

µi = (δi1, . . . , δin), i = 1, · · · , n,

onde δij é o delta de Kronecker. Temos, para µ = µi,

〈x(λ0)− yi, Hz + y∗i 〉 ≤ 0, i = 1, . . . , n,
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relação que mostra que x(λ0) ∈ C(yi, y
∗
i ), i = 1, · · · , n e, assim, a famı́lia

{C(y, y∗); (y, y∗) ∈ A} tem, de fato, a propriedade da interseção finita.

1.10 - Proposição: Seja E um espaço de Banach de dimensão finita, A:E → E∗

um operador monótono tal que 0 ∈ D(A) ⊂ C ⊂ E, onde C é um conjunto convexo e

fechado, e H:E → E∗, D(H) = E, uma aplicação cont́ınua e coerciva, i.e., tal que

α(‖x‖)‖x‖ ≤ 〈x,Hx〉, ∀ x ∈ E,

onde α:R → R é tal que α(ρ) → ∞ quando ρ→ ∞. Então, para cada y∗0 ∈ A(0) existe

uma constante M , que só depende de y∗0 e da função α, e um x ∈ C tais que ‖x‖ ≤M

e

〈x− y,Hx+ y∗〉 ≤ 0, ∀ (y, y∗) ∈ A.

Demonstração: Designando por Ar e Hr, respectivamente, as restrições de A e H a

D(A) ∩ rB e Cr = C ∩ rB, onde B é bola unitária fechada de E e r > 0, existe, pela

Proposição 1.9 aplicada a Ar e Hr, um xr ∈ Cr tal que

〈xr − y,Hxr + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ Ar.

Dáı vem

〈xr, Hxr〉 ≤ 〈y,Hxr〉 − 〈xr, y
∗〉+ 〈y, y∗〉, ∀ (y, y∗) ∈ Ar,

e essa desigualdade é válida, em particular, para y = 0 e y∗0 ∈ A(0). Logo,

〈xr, Hxr〉 ≤ −〈xr, y
∗
0〉

donde

α(‖xr‖)‖xr‖ ≤ 〈xr, Hxr〉 ≤ ‖xr‖ ‖y
∗
0‖ (1.7)

e, se xr 6= 0, α(‖xr‖) ≤ ‖y∗0‖. Pela definição da função α segue-se, então, que existe M ,

dependendo apenas de α e de y∗0 , tal que ‖xr‖ ≤M, ∀ r > 0.
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Seja

Sr = {x ∈ E; x ∈ Cr e 〈x− y,Hx+ y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ Ar}.

Vê-se, imediatamente, que Sr é fechado e, portanto, Sr ∩MB é compacto e não vazio

∀ r > 0. Além disto, de M ≤ r1 ≤ r2 vem Sr1 ∩MB ⊃ Sr2 ∩MB. Portanto,

⋂

r≥M

(Sr ∩MB) 6= ∅,

donde, se x é um ponto qualquer dessa interseção, então x ∈ C e

〈x− y,Hx+ y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A, q.e.d. .

2. Operadores máximo monótonos e m-monótonos

2.1 - Definição: Diz-se que o operador monótono, A, é máximo monótono se A não

admitir extensão monótona própria.

Seja C ⊂ X e designemos por M(C) a famı́lia dos operadores monótonos de X

com domı́nio contido em C. Ordenemos M(C) por inclusão.

2.2 - Observação: i) M(X) = M e os operadores máximo monótonos são justamente

os elementos máximos de M, i.e., A ∈ M é máximo monótono se, e só se, de A ⊂ B

e B ∈ M vem B = A. ii) A famı́lia M(C) é indutiva superiormente como é imediato.

Pelo Lema de Zorn segue-se, então, que cada elemento de M(C) está contido em um

elemento máximo de M(C). Em particular, cada elemento de M está contido em um

elemento máximo de M; logo, por i) cada operador monótono de X está contido em

um operador máximo monótono de X .

2.3 - Teorema: São equivalentes as duas seguintes condições:
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i) A é máximo de M(C);

ii) x ∈ C e 〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A⇒ (x, x∗) ∈ A.

Em particular, A é máximo monótono se, e só se,

〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A⇒ (x, x∗) ∈ A. (2.1)

Demonstração: Se A é máximo de M(C) e (x, x∗) satisfaz a hipótese de ii), então

o operador B = A ∪ {(x, x∗)} ∈ M(C) e A ⊂ B. Logo A = B, donde (x, x∗) ∈ A e,

assim, a condição ii) é satisfeita. Reciprocamente, vamos supor que ii) seja satisfeita e

seja B ∈ M(C) uma extensão de A. De (x, x∗) ∈ B vem, então, x ∈ C e 〈x−y, x∗−

y∗〉≥0 ∀ (y, y∗) ∈ B e, portanto, ∀ (y, y∗) ∈ A. Logo (x, x∗) ∈ A, donde A não tem

extensão própria em M(C), isto é, i) é satisfeita.

2.4 - Corolário: a) São equivalentes as afirmações :

i) A é máximo de M(C);

ii) λA,λ > 0, é máximo de M(C);

iii) O operador Ã, definido na Proposição 1.5 é máximo de M(C − a)

b) Nos espaços reflexivos são equivalentes as afirmações:

iv) A é máximo monótono;

v) A−1 é máximo monótono.

Demonstração: Essas equivalências decorrem imediatamente das definições.

2.5 - Proposição: i) Se A é máximo de M(C), então Ax é convexo e fechado para

todo x ∈ D(A). Em particular, se A é máximo monótono, então Ax é convexo e fechado

∀ x ∈ D(A).

ii) Se A é máximo de M(C), então A é fechado em C, i.e., se (xn) ⊂ D(A), xn →

x ∈ C, x∗n ∈ Axn e x∗n → x∗ então x ∈ D(A) e x∗ ∈ Ax. Em particular todo operador
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máximo monótono é fechado.

Demonstração: i) Seja A máximo de M(C), x ∈ D(A) e x∗1, x
∗
2 ∈ Ax. Então,

〈x− y, x∗1 − y∗〉 ≥ 0 e 〈x− y, x∗2 − y∗〉 ≥ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A,

pela monotonia de A. Logo, se 0 ≤ λ ≤ 1,

〈x− y, λx∗1 + (1− λ)x∗2 − y∗〉 ≥ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A

e, dáı, λx∗1 + (1− λ)x∗2 ∈ Ax, pelo Teorema 2.3. Portanto Ax é convexo.

Seja x∗n ∈ Ax, n = 1, . . . e x∗n → x∗0. Pela monotonia de A temos 〈x−y, x∗n−y
∗〉 ≥ 0

∀ (y, y∗) ∈ A, donde 〈x − y, x∗0 − y∗〉 ≥ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A, pela continuidade do produto

interno, e dáı, (x, x∗0) ∈ A pela maximalidade de A. Logo, x∗0 ∈ Ax e, assim, Ax é

fechado.

ii) Das hipóteses vem

〈xn − y, x∗n − y∗〉 ≥ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A, n = 1, . . . .

Logo,

〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A

e, como x ∈ C, (x, x∗) ∈ A pela maximalidade de A. Portanto, x ∈ D(A) e x∗ ∈ Ax.

2.6 - Definição: Diz-se que o operador monótono A:X → X∗ é m-monótono se

Im(F + A) = X∗, onde F é o operador dualidade.

2.7 - Exemplo: Vamos mostrar que se X é um espaço de Banach reflexivo e liso, e

se f :X → (−∞,+∞] é uma função convexa, própria e s.c.i., então o operador ∂f é

m-monótono.

Seja x∗0 ∈ X∗. Devemos mostrar que existe x0 ∈ X tal que x∗0 ∈ (F + ∂f)x0.

Consideremos a função

ϕ(x) = f(x) +
‖x‖2

2
− 〈x∗0, x〉
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que é convexa, própria e s.c.i. . Pela Proposição I-3.26 existe um x∗1 ∈ X∗ e um β ∈ R

tais que f(x) ≥ 〈x∗1, x〉 − β. Logo,

ϕ(x) ≥ 〈x∗1, x〉 − β +
‖x‖2

2
− 〈x∗0, x〉 =

‖x‖2

2
− 〈x∗0 − x∗1, x〉 − β ≥

≥
‖x‖2

2
− ‖x∗0 − x∗1‖ · ‖x‖ − β → ∞

quando ‖x‖ → ∞. Pelo Teorema I-3.25 existe x0 ∈ X tal que ϕ(x0) ≤ ϕ(x), ∀ x ∈ X .

Mas dáı vem

f(x)− f(x0) ≥ 〈x∗0, x− x0〉+
1

2
(‖x0‖

2 − ‖x‖2).

Como X é liso o operador F é uńıvoco. Podemos, então, escrever

1

2
(‖x0‖

2 − ‖x‖2) =
1

2
(‖x0‖

2 + ‖x‖2)− ‖x‖2 ≥ ‖x0‖ · ‖x‖ − ‖x‖2 =

= ‖x0‖ · ‖F (x)‖ − ‖x‖2 ≥ 〈F (x), x0〉 − 〈F (x), x〉 = 〈F (x), x0 − x〉.

Portanto, f(x)− f(x0) ≥ 〈x∗0 −F (x), x−x0〉, donde, fazendo x = tx0 + (1− t)y, tem-se

pela convexidade de f ,

f(y)− f(x0) ≥ 〈x∗0 − F (tx0 + (1− t)y), y− x0〉.

Pela demicontinuidade de F (Corolário I-5.20 e Proposição I-6.7) dáı vem, quando

t→ 1,

f(y)− f(x0) ≥ 〈x∗0 − F (x0), y − x0〉

donde x∗0 − F (x0) ∈ ∂f(x0), i.e., x
∗
0 ∈ (F + ∂f)x0, q.e.d. .

Observações: i) As restrições impostas a X neste exemplo, são desnecessárias. Foram

introduzidas apenas para simplicidade da demonstração. O caso geral é tratado por

Rockafellar ([5]).
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ii) Com as mesmas hipóteses, o operador λ∂f , λ > 0, é m-monótono. É bastante

notar que se λ > 0 e f é convexa e s.c.i., então λf é convexa e s.c.i. e λ∂f = ∂λf .

iii) Por i) e o Exemplo I-4.9, o operador dualidade F , é m-monótono.

2.8 - Exemplo: Todo operador monótono, hemicont́ınuo e definido em todos os pontos

de um espaço de Banach, é máximo monótono. (Recorde-se que um operador uńıvoco

H:X → X∗ é dito hemicont́ınuo se ∀ x, y ∈ X,H(x+ ty)⇀ Hx quando t→ 0).

Seja, com efeito, (y, y∗) ∈ X ×X∗ tal que

〈x− y,Hx− y∗〉 ≥ 0, ∀ x ∈ X.

Pondo xt = tz + (1 − t)y, onde z é um ponto qualquer de X e 0 ≤ t ≤ 1, e fazendo

x = xt nessa desigualdade temos 〈z − y,Hxt − y∗〉 ≥ 0; como H é hemicont́ınuo,

〈z − y,Hy − y∗〉 ≥ 0. Dáı, y∗ = Hy, pela arbitrariedade de z. Logo H é máximo

monótono, pelo Teorema 2.3.

Em particular se H for uńıvoco, monótono, cont́ınuo e D(H) = X , então H é

máximo monótono. Portanto:

i) Os operadores lineares limitados e positivos de um espaço de Hilbert são

máximo monótonos (o que implica A = ∂f no Exemplo I-4.8);

ii) As funções f :R → R monótonas crescentes, cont́ınuas e definidas em todos os

pontos de R são operadores máximo monótonos de R.

2.9 - Lema: Seja E um espaço de Banach de dimensão finita e H:E → E∗ um operador

monótono e hemicont́ınuo. Então:

i) H é limitado nos conjuntos limitados;

ii) H é cont́ınuo.

Demonstração: i) Vamos supor que H não seja limitado em um conjunto limitado.

Da precompacidade dos conjuntos limitados decorre, então, que existe uma seqüência
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(xn) de elementos desse conjunto e um x0 ∈ E tais que xn → x0 e ‖Hxn‖ → ∞ quando

n→ ∞. Como H é, por hipótese, monótono,

〈xn − x,Hxn −Hx〉 ≥ 0 ∀ x ∈ E

e, portanto,
〈
xn − x,

Hxn −Hx

‖Hxn‖

〉
≥ 0 ∀x ∈ E. (2.2)

Como Hxn/‖Hxn‖ ∈ UE e, portanto, {Hxn/‖Hxn‖} é um conjunto limitado , não é

restrito supor que Hxn/‖Hxn‖ → y∗ ∈ E∗. Temos ‖y∗‖ = lim
n→∞

‖Hxn/‖Hxn‖‖) = 1.

Mas de (2.2) vem, no limite, quando n→ ∞,

〈x0 − x, y∗〉 ≥ 0 ∀ x ∈ E

e, portanto, y∗ = 0, o que está em contradição com ‖y∗‖ = 1. Logo H é limitado nos

conjuntos limitados.

ii) Seja xn → x0. Como {xn} é limitado, {Hxn} é limitado, por i), donde

uma subseqüência de Hxn converge a um certo y∗ ∈ E∗. Sem quebra da generalidade

podemos supor que Hxn → y∗. Pela monotonia,

〈x− xn, Hx−Hxn〉 ≥ 0 ∀ x ∈ E,

donde, no limite quando n→ ∞

〈x− x0, Hx− y∗〉 ≥ 0 ∀ x ∈ E.

Pondo x = tz+(1− t)x0 nessa última desigualdade temos, para um elemento arbitrário

z de E,

〈tz + (1− t)x0 − x0, H(tz + (1− t)x0)− y∗ ≥ 0 ∀ t ∈ [0, 1]

e, dáı,

〈z − x0, H(x0 + t(z − x0)− y∗〉 ≥ 0 ∀ t ∈ [0, 1].
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No limite, quando t→ 0 temos, então, pela hemicontinuidade de H,

〈z − x0, Hx0 − y∗〉 ≥ 0

donde Hx0 = y∗ pela arbitrariedade de z, q.e.d. .

2.10 - Teorema: Seja X um espaço de Banach reflexivo, A:X → X∗ um operador

monótono tal que 0 ∈ D(A) ⊂ C, onde C é um conjunto convexo e fechado de X, e

H:X → X∗ um operador monótono, hemicont́ınuo, coercivo, que transforma conjuntos

limitados em conjuntos limitados e tal que D(H) = X. Então existe um ponto x0 em

C tal que

〈x0 − y,Hx0 + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A. (2.3)

Demonstração: Seja Λ a famı́lia dos subespaços de X de dimensão finita, jE :E → X

a inclusão de E ∈ Λ em X e j∗E :X
∗ → E∗ a projeção adjunta de jE . Designemos por

A
E

o operador j∗EAjE . Temos A
E
:E → E∗ e D(A

E
) = D(A) ∩ E. Analogamente,

HE = j∗EHjE :E → E∗ e D(HE) = E. Observe-se que para todo x, y ∈ E tem-se

〈x,HEy〉 = 〈x, j∗EHjEy〉 = 〈jEx,HjEy〉 = 〈x,Hy〉

e, analogamente, se x ∈ E, y ∈ D(A
E
) e y∗ ∈ Ay, então

〈x, j∗Ey
∗〉 = 〈jEx, y

∗〉 = 〈x, y∗〉.

Logo, da monotonia de A decorre a de A
E
, da monotonia de H, a de HE e da coercivi-

dade de H, a de HE com a mesma func ao α. Observe-se ainda que, estando X∗ munido

da topologia fraca, HjE é cont́ınua, pelo Lema 2.9, e j∗E é seqüêncialmente cont́ınua,

pois jE é um operador compacto. Logo HE é cont́ınua.

Seja y∗0 ∈ A(0). Então j∗Ey
∗
0 ∈ AE(0), donde, pela Proposição 1.10, existe xE ∈

CE = C ∩E e uma constante ME tais que ‖xE‖ ≤ME e

〈xE − y,HExE + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A
E
.
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Por (1.7) tem-se α(‖xE‖) ≤ ‖j∗Ey
∗
0‖ e como ‖j∗E‖ = ‖jE‖ = 1, α(‖xE‖) ≤ ‖y∗0‖. Pode-

mos, pois, supor que ME é uma constante M que independe de E. Portanto, ∀ E ∈ Λ

existe xE ∈ CE tal que ‖xE‖ ≤M e

〈xE − y,HxE + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ AE .

Como, por hipótese, H transforma conjuntos limitados em conjuntos limitados, existe

uma constante M ′ tal que ‖HxE‖ ≤M ′, ∀ E ∈ Λ. Os conjuntos

WE0
= {(xE , HxE);E ⊃ E0}, E0 ∈ Λ,

são, portanto, subconjuntos do conjunto limitado (C∩MB)×M ′B∗ ⊂ X×X∗, onde B

é a bola unitária fechada de X e B∗ a de X∗. Além disto, a famı́lia {WE0
;E0 ∈ Λ} tem a

propriedade da interseção finita. Logo, existe (x0, x
∗
0) ∈ X×X∗ tal que (x0, x

∗
0) pertence

ao fecho fraco de cada WE0
e como C ∩ MB ’e convexo e fechado, logo fracamente

fechado, x0 ∈ C.

Seja (y, y∗) ∈ A, u ∈ X e E0 ∈ Λ tais que y, u ∈ E0. Se E ⊃ E0 temos, então,

〈xE − y,HxE + y∗〉 ≤ 0 e como, por hipótese, H é monótono, 〈xE −u,Hu−HxE〉 ≤ 0.

Logo,

〈xE − y,HxE + y∗〉+ 〈xE − u,Hu−HxE〉 ≤ 0 (2.4)

para cada (y, y∗) ∈ AE , cada u ∈ X e cada E ⊃ E0. Consideremos a função g:X×X∗ →

R definida por

g(x, x∗) = 〈x− y, x∗ + y∗〉+ 〈x− u,Hu− x∗〉.

Por (2.4), g(x, x∗) ≤ 0 ∀ (x, x∗) ∈WE0
, onde E0 é tal que y, u ∈ E0. Além disto, de

g(x, x∗) = 〈u− y, x∗〉+ 〈x,Hu+ y∗〉 − 〈y, y∗〉 − 〈u,Hu〉

segue-se que g é uma função cont́ınua em X ×X∗, quando os fatores est ao munidos da

topologia fraca. Logo, g(x, x∗) ≤ 0 no fecho fraco deWE0
e, em particular, g(x0, x

∗
0) ≤ 0.

Portanto,

〈x0 − y, x∗0 + y∗〉+ 〈x0 − u,Hu− x∗0〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A e ∀ u ∈ X. (2.5)
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Fazendo-se u = x0 em (2.5) temos

〈x0 − y, x∗0 + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A. (2.6)

Logo, A′ = A∪{(x0,−x
∗
0)} é uma extensão monótona de A e como x0 ∈ C,A′ ∈ M(C).

Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que A é máximo de M(C). Nesse caso,

A′ = A, donde (x0,−x
∗
0) ∈ A e, portanto, x0 ∈ D(A). Logo, podemos fazer y = x0 em

(2.5) e, assim,

〈x0 − u,Hu− x∗0〉 ≤ 0 ∀ u ∈ X.

Mas dáı vem x∗0 = Hx0, pelo Teorema 2.3, uma vez que H é máximo monótono, pelo

Exemplo 2.8. Substituindo x∗0 por Hx0 em (2.6) temos

〈x0 − y,Hx0 + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A

e o teorema está demonstrado nesse caso particular. Se A não for máximo de M(C)

existe, por ii) da Observação 2.2 , um operador, Ã, máximo de M(C) e tal que A ⊂ Ã.

Mas, pelo que já foi demonstrado, o teorema é válido para Ã, isto é, existe x0 ∈ C tal

que

〈x0 − y,Hx0 + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ Ã.

Logo, com mais forte raz ao,

〈x0 − y,Hx0 + y∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A,

e, assim, o teorema está demonstrado no caso geral.

2.11 - Teorema: Seja X um espaço de Banach reflexivo, C um subconjunto convexo

e fechado de X, A:X → X∗ um operador máximo de M(C) e tal que 0 ∈ D(A), e

H:X → X∗ um operador monótono, hemicont́ınuo, coercivo, que transforma conjuntos

limitados en conjuntos limitados e tal que D(H) = X. Então, ℑ(H + A) = X∗.

Demonstração: Seja x∗ um elemento arbitrário de X∗ e Ã:X → X∗ o operador

definido por Ãx = Ax − x∗. Então Ã é máximo de M(C), pelo Corolário 2.4. Pelo
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Teorema 2.10, existe x0 ∈ C tal que

〈x0 − y,Hx0 + ỹ∗〉 ≤ 0 ∀ (y, ỹ∗) ∈ Ã.

Mas, (y, ỹ∗) ∈ Ã⇔ (y, y∗) ∈ A, onde y∗ = ỹ∗ + x∗. Logo,

〈x0 − y,Hx0 + y∗ − x∗〉 ≤ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A.

Segue-se dáı, pelo Teorema 2.3, que (x0, x
∗−Hx0) ∈ A, i.e., x∗−Hx0 ∈ Ax0 e, portanto,

x∗ ∈ (H + A)x0. Logo, Im(H + A) = X∗, q.e.d. .

2.12 - Corolário: Seja X um espaço de Banach reflexivo e liso e C um subconjunto

convexo e fechado de X. Então, todo operador, A, máximo de M(C) é m-monótono.

Demonstração: Suponhamos satisfeitas as hipóteses. Então, o operador dualidade é

uńıvoco porque X é liso, é monótono pelas considerações feitas em 1.1, é demicont́ınuo

e, portanto, hemicont́ınuo pelo Teorema I-6.6, D(F ) = X por i) da Proposição I-2.1

e, trivialmente, satisfaz as demais condições impostas ao operador H no Teorema 2.11.

Além disto, se x0 é um ponto qualquer de D(A), o operador F̃ definido por F̃ (x) =

F (x−x0) ainda satisfaz essas mesmas hipóteses e, se A é máximo de M(C), o operador

Ã definido por Ãx = A(x − x0) satisfaz a condição 0 ∈ D(Ã) e, por iii) do Corolário

2.4, é máximo de M(C−x0). Pelo Teorema 2.11 tem-se, então, ℑ(F̃ + Ã) = X∗ e como

ℑ(F +A) = ℑ(F̃ + Ã) segue-se que A é m-monótono.

2.13 - Teorema: Seja X um espaço de Banach reflexivo e sejam X e X∗ lisos. Então,

o operador monótono A:X → X∗ é máximo monótono se e só se A é m-monótono.

Demonstração: Suponhamos satisfeitas as hipóteses. Então, pelo Corolário 2.12, se

A é máximo monótono, A é m-monótono.

Reciprocamente, vamos supor que ℑ(F + A) = X∗ e seja (x, x∗) ∈ X ×X∗ tal

que

〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0 ∀ (y, y∗) ∈ A. (2.6)
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Como Fx+ x∗ é um elemento de X∗, existe um x1 ∈ X tal que Fx+ x∗ ∈ Fx1 +Ax1;

portanto, existe um x∗1 ∈ Ax1 tal que

Fx+ x∗ = Fx1 + x∗1. (2.7)

Fazendo (y, y∗) = (x1, x
∗
1) em (2.6) e levando (2.7) em consideração temos

〈x− x1, Fx− Fx1〉 ≤ 0.

Dáı,

‖x‖2 + ‖x1‖
2 − 〈x, Fx1〉 − 〈x1, Fx〉 ≤ 0 (2.8)

e, com mais forte razão,

‖x‖2 + ‖x1‖
2 − 2‖x‖ ‖x1‖ ≤ 0. (2.9)

De (2.9) vem ‖x1‖ = ‖x‖ donde, por (2.8),

2‖x‖2 ≤ 〈x, Fx1〉+ 〈x1, Fx〉 ≤ 2‖x‖2.

Dáı, 〈x1, Fx〉 = ‖x‖2 e, como ‖x1‖
2 = ‖x‖2 = ‖Fx‖2 = 〈x, Fx〉, segue-se que x, x1 ∈

F ∗(Fx), onde F ∗:X∗ → X é o operador dualidade de X∗; logo, x1 = x visto que X é,

por hipótese, liso. Novamente por (2.7) tem-se x∗1 = x∗. Logo, (x, x∗) = (x1, x
∗
1) ∈ A,

donde A é máximo monótono.

2.14 - Corolário: Seja X um espaço de Banach reflexivo e sejam X e X∗ lisos.

Então para que A seja m-monótono é necessário e suficiente que λA seja m-monótono,

∀ λ > 0.

Demonstração: Conseqüência imediata do Teorema 2.13 e de ii) do Corolário 2.4.

A proposição a seguir refina ii) da Observação 2.2, quando X é reflexivo e X e

X∗ são lisos.

2.15 - Proposição: Seja X um espaço de Banach reflexivo, X e X∗ lisos, C um

subconjunto convexo e fechado de X e A um operador monótono e tal que D(A) ⊂ C.
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Então A admite uma extensão máximo monótona com domı́nio contido em C. Em

particular, todo operador monótono de um espaço de Banach nas condições especificadas

admite uma extensão máximo monótona com domı́nio contido em convD(A).

Demonstração: Por ii) da Observação 2.2, A admite uma extensão máxima em C,

extensão essa que é m-monótona pelo Corolário 2.12 e, portanto, máximo monótona

pelo Teorema 2.13.

A segunda asserção é, agora, imediata visto que convD(A) é um conjunto con-

vexo e fechado que contém D(A).

2.16 - Teorema: Seja X reflexivo, X e X∗ lisos e A:X → X∗ num operador máximo

monótono, coercivo e tal que 0 ∈ D(A). Então, Im(A) = X∗ (Recorde-se que um

operador A:X → X∗ é coercivo se existir uma função α:R → R tal que α(ρ) → ∞

quando ρ→ ∞ e α(‖x‖)‖x‖ ≤ 〈x, x∗〉 ∀ (x, x∗) ∈ A ).

Demonstração: Para cada λ > 0 o operador λF está nas condições do operador H do

Teorema 2.11; logo, Im(λF +A) = X∗. Portanto, se y∗ ∈ X∗, existe xλ ∈ D(A) tal que

(λF + A)xλ ∋ y∗, donde existe x∗λ ∈ Axλ tal que

λFxλ + x∗λ = y∗. (2.10)

Como, por hipótese, A é coercivo,

α(‖xλ‖)‖xλ‖ ≤ 〈xλ, x
∗
λ〉+ 〈xλ, λFxλ〉 = 〈xλ, λFxλ + x∗λ〉 = 〈xλ, y

∗〉 ≤ ‖xλ‖‖y
∗‖,

donde, se xλ 6= 0, α(‖xλ‖) ≤ ‖y∗‖ e, portanto, o conjunto {xλ;λ > 0} é limitado. Mas

dáı decorre que o conjunto {Fxλ;λ > 0} é limitado; por (2.10) tem-se, então,

x∗λ = y∗ − λFxλ → y∗ quando λ→ 0 (2.11)

na topologia da norma de X∗. Além disto, sendo {xλ} um conjunto limitado e X

reflexivo, existe uma seqüência (xλn
), λn → 0, e um y ∈ X tais que xλn

⇀ y quando



§2 OPERADORES MÁXIMO MONÓTONOS E m-MONÓTONOS 113

n→ ∞. Dáı, para cada (x, x∗) ∈ A,

〈x− xλn
, x∗ − x∗λn

〉 ≥ 0

donde, levando 2.11 em conta,

〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0 ∀ (x, x∗) ∈ A.

Logo, (y, y∗) ∈ A pela maximalidade de A, i.e., y∗ ∈ Im(A).

2.17 - Corolário: Seja X reflexivo, X liso e H:X → X∗ um operador monótono,

hemicont́ınuo, coercivo e tal que D(H) = X. Então, Im(H) = X∗.

Com efeito, H sendo, por hipótese, monótono, hemicont́ınuo e definido em todos

os pontos de X , H é máximo monótono, pelo Exemplo 2.8. Portanto, Im(H) = X∗,

pelo Teorema 2.16.

2.18 - Exemplo: Se f é uma função convexa própria e s.c.i., ∂f é um operador m-

monótono (Exemplo 2.7, Observação iii)). Quando X é reflexivo e X e X∗ são lisos,

∂f é, pelo Teorema 2.13, máximo monótono. Em particular, se C ⊂ X é convexo e

fechado, X é reflexivo e X e X∗ são lisos, então ∂IC é máximo monótono.

2.19 - Exemplo: O operador β̃ descrito em 1.1 é monótono. Demonstra-se (Gomes

[1], pag.20) que, quando 0 ∈ β(0) ou Ω é limitado, β̃ é m-monótono. Logo, β̃ é máximo

monótono, uma vez que os espaços de Hilbert satisfazem as hipóteses do Teorema 2.13.

2.20 - Exemplo: Seja Ω um subconjunto aberto e limitado do R
n com fronteira regular

e ∆ o laplaciano. O operador A de L2(Ω) definido por

D(A) =

{
u ∈ H2(Ω);

∂u

∂n
= 0 em ∂Ω

}

Au = −∆u ∀ u ∈ D(A)
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(onde ∂u/∂n é a derivada de u na direção da normal exterior a ∂Ω) é máximo monótono.

É monótono porque

〈Au−Av, u−v〉 = 〈A(u−v), u−v〉 =

∫

Ω

(−∆(u−v))(u−v)dx =

∫

Ω

|∇(u−v)|2dx ≥ 0.

É m-monótono porque, pelo que se sabe da teoria das equações diferenciais eĺıticas, para

cada v ∈ L2(Ω) existe um u ∈ D(A) tal que u−∆u = v, i.e., Im(I+A) = L2(Ω). Logo,

pelo Teorema 2.13, A é máximo monótono.

Como foi visto no Exemplo I-3.5, a função ϕ : L2(Ω) → (−∞,+∞] definida por

ϕ(u) =
1

2

∫

Ω

|∇u|2dx

é s.c.i. e, como foi visto no Exemplo I-3.17, essa função é convexa e própria. Seu domı́nio

efetivo é H1(Ω). De acordo com o Exemplo 2.18, ∂ϕ é, então, um operador máximo

monótono de L2(Ω). Vamos mostrar que A = ∂ϕ.

Seja, de fato, u ∈ D(A) e v ∈ De(ϕ). Tem-se

〈Au, v − u〉 =

∫

Ω

(−∆u)(v − u)dx =

∫

Ω

∇u∇vdx−

∫

Ω

|∇u|2dx ≤

≤
1

2

∫

Ω

(|∇u|2 + |∇v|2)dx−

∫

Ω

|∇u|2dx =
1

2

∫

Ω

|∇v|2dx−
1

2

∫

Ω

|∇u|2 dx = ϕ(v)−ϕ(u),

donde se segue que Au ∈ ∂ϕ(u), ∀ u ∈ D(A). Logo, A ⊂ ∂ϕ e, como A é máximo

monótono, A = ∂ϕ.

2.21 - Exemplo: Se A é máximo monótono e X é reflexivo, então A−1 é máximo

monótono por b) do Corolário 2.4. Em particular se X é reflexivo, X e X∗ são lisos e

f :X → (−∞,+∞] é convexa, própria e s.c.i., (∂f)−1 é um operador máximo monótono.

Vamos mostrar que (∂f)−1 = ∂f∗, onde f∗ é função polar de f .
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Seja, com efeito, (x∗, x) ∈ (∂f)−1. Dáı vem (x, x∗) ∈ ∂f ou, o que é o mesmo,

x∗ ∈ ∂f(x). Pela Proposição I-4.10 tem-se, então, f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 − f(x) e, como

f∗(y∗) = sup
x∈X

{〈y∗, x〉 − f(x)} ≥ 〈y∗, x〉 − f(x)

segue-se que

f∗(y∗)− f∗(x∗) ≥ 〈x, y∗ − x∗〉,

o que mostra que x ∈ ∂f∗(x∗), ou seja (x∗, x) ∈ ∂f∗. Logo (∂f)−1 ⊂ ∂f∗ e, como

(∂f)−1 é máximo monótono, (∂f)−1 = ∂f∗.

3. O resolvente e a aproximação de Yosida

3.1 - Proposição: Seja X um espaço de Banach reflexivo, X e X∗ lisos e A um

operador máximo monótono de X. Então, para cada x0 ∈ X e cada λ > 0 a equação

F (x− x0) + λAx ∋ 0 (3.1)

tem uma única solução x = xλ e tem-se xλ ∈ D(A).

Demonstração: Seja Ã:X→X∗ o operador definido por

D(Ã) = D(A)− x0,

Ãx = A(x+ x0), ∀x ∈ D(A)− x0.

Pela Proposição 1.5, Ã é um operador monótono e pelo Corolário 2.4 é máximo monótono;

logo, m-monótono, pelo Teorema 2.13. Portanto, a equação

(F + λÃ)x ∋ 0

tem uma solução x̃λ ∈ D(Ã). Pondo xλ = x0 + x̃λ temos, então, xλ∈D(A) e

F (xλ − x0) + λÃ(xλ − x0) ∋ 0
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ou seja

F (xλ − x0) + λAxλ ∋ 0

i.e., (3.1) tem, realmente, uma solução. Tem uma só solução porque, se x′λ também é

solução de (3.1), temos

(xλ − x0,−F (xλ − x0)) ∈ λÃ, (x′λ − x0,−F (x
′
λ − x0)) ∈ λÃ

donde

〈(xλ − x0)− (x′λ − x0),−F (xλ − x0) + F (x′λ − x0)〉 ≥ 0.

Logo

0≥‖xλ − x0‖
2 + ‖x′λ − x0‖

2 − 〈xλ − x0, F (x
′
λ − x0)〉 − 〈x′λ − x0, F (xλ − x0)〉 ≥

≥ ‖xλ − x0‖
2 + ‖x′λ − x0‖

2 − 2‖xλ − x0‖·‖x
′
λ − x0‖ = (‖xλ − x0‖ − ‖x′λ − x0‖)

2≥0

e, dáı,

〈xλ − x0, F (x
′
λ − x0)〉 = ‖xλ − x0‖

2 = ‖F (x′λ − x0)‖
2.

Mas X e X∗ sendo lisos, dessa relação vem x′λ = xλ.

3.2 - Definição: Diz-se resolvente de A:X→X∗, onde X é um espaço de Banach

reflexivo e X e X∗ são lisos, a aplicação Jλ:X→X definida por Jλx0 = xλ, onde xλ

é a única solução da equação (3.1); diz-se aproximação de Yosida de A a aplicação

Aλ:X → X∗ definida por Aλx0 = (1/λ)F (x0 − xλ).

3.3 - Proposição: ∀ λ > 0 e ∀ x ∈ X, (Jλx,Aλx) ∈ A.

Com efeito, ∀ x ∈ X ,

F (xλ − x) + λAxλ ∋ 0 ⇒ (−1/λ)F (xλ − x) ∈ Axλ ⇒

(1/λ)F (x− xλ) ∈ Axλ ⇒ Aλx ∈ AJλx⇒ (Jλx,Aλx)∈A.
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3.4 - Caso Particular: Quando X é um espaço de Hilbert, F = I. Nesse caso tem-se,

pois,

Jλ = (I + λA)−1 e Aλ =
1

λ
(I − Jλ).

3.5 - Lema: Seja X reflexivo e A um operador máximo monótono de X.

Se (un, u
∗
n) ∈ A, n = 1, . . . , un ⇀ u, u∗n ⇀ u∗ e

lim sup
m,n→∞

〈un − um, u
∗
n − u∗m〉 ≤ 0, (3.2)

então (u, u∗) ∈ A e 〈un, u
∗
n〉→〈u, u∗〉.

Demonstração: De (3.2) e da monotonia de A vem

lim
m,n→∞

〈un − um, u
∗
n − u∗m〉 = 0. (3.3)

Como (un) e (u∗n) são, por hipótese, seqüências fracamente convergentes, resulta que

(un) e (u∗n) são limitadas, donde (〈un, u
∗
n〉) é limitada pois |〈un, u

∗
n〉| ≤ ‖un‖‖u

∗
n‖; logo,

uma subseqüência (〈unk
, u∗nk

〉) converge. Seja l = lim
k→∞

〈unk
, u∗nk

〉. Por (3.3) tem-se

0 = lim
i→∞

( lim
k→∞

〈uni
− unk

, u∗ni
− u∗nk

〉) =

lim
i→∞

(〈uni
, u∗ni

〉 − 〈uni
, u∗〉 − 〈u, u∗ni

〉+ l) = 2l − 2〈u, u∗〉,

donde 〈u, u∗〉 = l e, portanto, 〈un, u
∗
n〉→〈u, u∗〉, pela unicidade de l. Além disto,

〈v − un, v
∗ − u∗n〉 ≥ 0 ∀ (v, v∗) ∈ A e n ∈ N; logo

〈v − u, v∗ − u∗〉 = lim
n→∞

〈v − un, v
∗ − u∗n〉 ≥ 0 ∀ (v, v∗) ∈ A,
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donde (u, u∗) ∈ A, pelo Teorema 2.3.

3.6 - Nota: O Lema 3.5 continua válido se (3.2) for substitúıda por

lim
n→∞

sup〈un − u, u∗n − u∗〉 ≤ 0.

3.7 - Teorema: Sejam X reflexivo, X e X∗ lisos e A:X → X∗ máximo monótono.

Então,

i) Jλ e Aλ são aplicações limitadas nos conjuntos limitados;

ii) Aλ é um operador monótono;

iii) Aλ é demicont́ınuo e Jλ cont́ınuo de X, com a topologia da norma, em X com

a topologia fraca;

iv) ‖Aλx‖≤|Ax|, ∀ x ∈ D(A);

v) D(A) é convexo e lim
λ→0+

Jλx = x, ∀x ∈ D(A).

Demonstração: i) Seja (y, y∗) ∈ A. Como (J
λ
x,A

λ
x) ∈ A temos 〈J

λ
x−y, A

λ
x−y∗〉 ≥

0. Dáı vem

〈J
λ
x− x+ x− y,

1

λ
F (x− J

λ
x)− y∗〉 ≥ 0,

donde

‖x− J
λ
x‖2 − λ‖x− J

λ
x‖·‖y∗‖ − ‖x− y‖·‖x− J

λ
x‖ − λ‖x− y‖·‖y∗‖≤0.

Logo, ‖x− J
λ
x‖ está compreendido entre as ráızes do trinômio ξ2 − p(x)ξ − q(x) ≤ 0,

onde p(x) = λ‖y∗‖+‖x−y‖ e q(x) = λ‖x−y‖·‖y∗‖. E como p e q são funções limitadas

nos conjuntos limitados, ‖x− J
λ
x‖ é limitado nesses conjuntos, o mesmo acontecendo,

pois, com J
λ
x. De A

λ
x = (1/λ)F (x− J

λ
x), e do que se acaba de demonstrar, resulta,

imediatamente, que A
λ
é uma aplicação limitada nos conjuntos limitados.

ii) Temos, ∀ x, y ∈ X ,

〈x− y, A
λ
x−A

λ
y〉 = 〈(x− J

λ
x)− (y − J

λ
y), A

λ
x− A

λ
y〉+

+ 〈J
λ
x− J

λ
y, A

λ
x− A

λ
y〉 ≥ 0,
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uma vez que a primeira parcela do segundo membro é minorada por (1/λ)(‖x− Jλx‖−

‖y − Jλy‖)
2 e a segunda é positiva porque (Jλz, Aλz) ∈ A ∀z ∈ X e A é monótono.

iii) Seja xn→x. Para simplicidade da escrita ponhamos yn = J
λ
xn e y∗n = A

λ
xn. Então

{xn} é um conjunto limitado, donde, por i), {yn} e {y∗n} são conjuntos limitados, o

mesmo acontecendo com {F (yn−xn)} uma vez que F conserva a norma. Pela reflexivi-

dade de X existem, então, uma seqüência (nk) de inteiros positivos, y∈X e y∗, w∗∈X∗

tais que

ynk
⇀y, y∗nk

⇀y∗ e F (ynk
− xnk

)⇀w∗. (3.4)

Além disto, pela definição de A
λ
,

F (yn − xn) + λy∗n = 0. (3.5)

Dáı vem

〈xm − xn, F (yn − xn)− F (ym − xm)〉 =

= 〈(yn − xn)− (ym − xm), F (yn − xn)− F (ym − xm)〉+ λ〈yn − ym, y
∗
n − y∗m〉.

Mas o primeiro membro dessa igualdade tende a zero quando m,n→∞, uma vez que

a seqüência (F (yk − xk)) é, como já foi dito, limitada, e ambas as parcelas do segundo

são não negativas, visto que F e A são operadores monótonos. Logo,

lim
m,n→∞

〈(yn − xn)− (ym − xm), F (yn − xn)− F (ym − xm)〉 = 0 (3.6)

e

lim
m,n→∞

〈yn − ym, y
∗
n − y∗m〉 = 0. (3.7)

De (3.4) e (3.7) vem, pelo Lema 3.5,

(y, y∗) ∈ A. (3.8)

Das hipóteses decorre, pelo Exemplo 2.8, que F é máximo monótono. Além disto, pondo

unk
= ynk

− xnk
tem-se, por (3.4), unk

⇀ y − x, F (unk
)⇀ ω∗ e, por (3.6),

lim
i,k→∞

〈unk
− uni

, F (unk
)− F (uni

)〉 = 0.
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Segue-se, pelo Lema 3.5, que ω∗ = F (y − x). Mas, então, por (3.5) e levando (3.4)

em consideração, tem-se F (y − x) + λy∗ = 0 . Decorre dáı e de (3.8) que y = Jλx e

y∗ = A
λ
x. Logo, por (3.4), J

λ
xn ⇀ Jλx e A

λ
xn ⇀ A

λ
x, q.e.d. .

iv) Seja (x, x∗) ∈ A. Como (Jλx,Aλ
x) ∈ A temos 〈Jλx− x,A

λ
x− x∗〉 ≥ 0, donde

〈
Jλx− x,

1

λ
F (x− Jλx)

〉
− 〈Jλx− x, x∗〉 ≥ 0

ou
〈
x− Jλx,

1

λ
F (x− J

λ
x)

〉
≤ 〈x− Jλx, x

∗〉

ou, ainda,
∥∥A

λ
x
∥∥ ≤ ‖x∗‖ ∀x∗ ∈ Ax.

Logo,
∥∥A

λ
x
∥∥ ≤ |Ax|.

v) Seja (y, y∗) ∈ A e x ∈ X . Temos 〈Jλx − y, A
λ
x − y∗〉 ≥ 0, donde 〈J

λ
x− y, A

λ
x〉 −

〈Jλx− y, y∗〉 ≥ 0. Dáı vem 〈Jλx− x+ x− y, A
λ
x〉 − 〈Jλx− y, y∗〉 ≥ 0 e, portanto,

‖x− Jλx‖
2 − 〈x− y, F (x− Jλx)〉+ λ〈Jλx− y, y∗〉 ≤ 0 (3.8)

Seja (λn) tal que λn > 0 e λn → 0. Por i), tem-se ‖x− Jλn
x‖ ≤ C(λn||z

∗||,

||x−z||) onde (z, z∗) ∈ A. Portanto, o conjunto {F (x−Jλn
x)}, n = 1, . . . , é limitado em

X∗. Existe, pois, uma subseqüência (λ′n) de (λn) e um x∗ ∈ X∗ tais que F (x−Jλ′

n
x)⇀

x∗. Segue-se, então, de (3.8) que

lim sup
n→∞

∥∥x− Jλ′

n
x
∥∥2 − 〈x− y, x∗〉 ≤ 0,

para cada y ∈ D(A) e, portanto, para cada y ∈ convD(A) = C. Logo, se x ∈ C,

lim
λ→0

Jλx = x. Mas Jλx ∈ D(A), ∀x ∈ X e, portanto, lim
λ→0

Jλx ∈ D(A), se existir. Em
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particular, se x ∈ C temos x = lim
λ→0

Jλx ∈ D(A), o que vem mostrar que C ⊂ D(A),

i.e., D(A) é convexo e lim
λ→0

Jλx = x ∀x ∈ D(A).

3.8 - Corolário: A
λ
é um operador máximo monótono.

Demonstração: Decorrência imediata do Exemplo 2.8 e de ii) e iii) do Teorema 3.7.

3.9 - Proposição: Seja X um espaço de Hilbert e A um operador máximo monótono.

Então, J
λ
é uma contração e A

λ
uma aplicação lipschitziana com constante 2/λ.

Demonstração: Sejam x, y ∈ X . Temos J
λ
x = (I + λA)−1x (Caso Particular 3.4),

donde (I + λA)J
λ
x = x e, dáı, x = J

λ
x + λAJ

λ
x = J

λ
x + λA

λ
x. Pondo x1 = Jλx e

y1 = A
λ
x tem-se, então, x = x1 + λy1 com (x1, y1) ∈ A. Analogamente, y = x2 + λy2,

(x2, y2) ∈ A. Portanto,

‖x− y‖2 = ‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖
2

= 〈(x1 − x2) + λ(y1 − y2), (x1 − x2) + λ(y1 − y2)〉

= ‖x1 − x2‖
2
+ λ2 ‖y1 − y2‖

2
+ 2λ〈x1 − x2, y1 − y2〉.

Mas A sendo monótono, 〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0; logo

‖x− y‖ ≥ ‖x1 − x2‖ =
∥∥J

λ
x− J

λ
y
∥∥

i.e., J
λ
é uma contração. Dáı vem

∥∥A
λ
x−A

λ
y
∥∥ =

∥∥∥∥
1

λ
(I − J

λ
)x−

1

λ
(I − J

λ
)y

∥∥∥∥

≤
1

λ
(‖x− y‖+

∥∥J
λ
x− J

λ
y
∥∥) ≤ 2

λ
‖x− y‖
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i.e., A
λ
é lipschitziana com constante 2/λ.

4. Perturbação dos operadores máximo monótonos

4.1 - A soma de dois operadores monótonos é um operador monótono, como foi visto na

Proposição 1.4. Porém a soma de dois operadores máximo monótonos não é necessari-

amente máximo monótona. Para ver isto é bastante considerar os operadores máximo

monótonos ∂IC1
e ∂IC2

, onde C1 e C2 são dois subconjuntos convexos e fechados de

X e tais que C1 ∩ C2 = φ. A soma desses dois operadores é o operador φ, contido

propriamente em todo operador monótono não vazio.

A esse respeito vamos inicialmente estudar um resultado obtido por Browder [3].

4.2 - Teorema: Seja X um espaço de Banach reflexivo, X e X∗ lisos, A:X → X∗ um

operador máximo monótono e H um operador hemicont́ınuo, monótono, que transforma

conjuntos limitados em conjuntos limitados e tal que D(H) = X. Então, H + A é

máximo monótono.

Demonstração: Por iii) do Corolário 2.4 não é restritivo supor que 0 ∈ D(A). Das

condições impostas a H e das propriedades do operador dualidade decorre, imediata-

mente, que o operador F + H é monótono e hemicont́ınuo, transforma conjuntos li-

mitados em conjuntos limitados e D(F +H) = X . Além disto F +H é coercivo. Com

efeito, de

〈x,Hx〉 = 〈x− 0, Hx−H(0)〉+ 〈x,H(0)〉 ≥ −‖H(0)‖ · ‖x‖

vem

〈x, (F +H)x〉 = 〈x, Fx〉+ 〈x,Hx〉 ≥ ‖x‖2 − ‖H(0)‖ · ‖x‖ = (‖x‖ − ‖H(0)‖) ‖x‖ .

Pondo α(‖x‖) = ‖x‖ − ‖H(0)‖ temos α(‖x‖) ‖x‖ ≤ 〈x, (F + H)x〉, com α:R → R e

α(ρ) → ∞ quando ρ → ∞. Logo, pelo Teorema 2.11, Im(F + H + A) = X∗, donde

H + A é m-monótono e, portanto, máximo monótono, pelo Teorema 2.13, q.e.d. .
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Usando o resultado que se acaba de demonstrar, Brezis, Crandall e Pazy [1]

estabeleceram um critério geral que passaremos a estudar. Preliminarmente um lema.

4.3 - Lema: Seja X reflexivo, X e X∗ lisos e A:X → X∗ um operador máximo

monótono. Se λn → 0, xn ⇀ x, A
λn

xn ⇀ y∗ e

lim sup
m,n→∞

〈xn − xm, Aλn

xn − A
λm

xm〉 ≤ 0,

então (x, y∗) ∈ A e

lim
m,n→∞

〈xn − xm, Aλn

xn −A
λm

xm〉 = 0.

Demonstração: De A
λn

xn ⇀ y∗ segue-se que
∥∥∥Aλn

xn

∥∥∥ é limitado quando n → ∞ e

como, pela Definição 3.2, F (xn − J
λn

xn) = λnAλn

xn tem-se

∥∥∥xn − J
λn

xn

∥∥∥ = λn

∥∥∥Aλn

xn

∥∥∥→ 0 quando n→ ∞.

Mas, então, J
λn

xn → x e

lim sup
m,n→∞

〈J
λn

xn − J
λm

xm, Aλn

xn − A
λm

xm〉 =

= lim sup
m,n→∞

〈Jλn
xn − xn, Aλn

xn − Aλm
xm〉+ lim sup

m,n→∞
〈xm − Jλm

xm, Aλn
xn −Aλm

xm〉+

+ lim sup
m,n→∞

〈xn − xm, Aλn

xn − A
λm

xm〉 = lim sup
m,n→∞

〈xn − xm, Aλn

xn −A
λm

xm〉 ≤ 0.

Segue-se dáı, pelo Lema 3.5 com un = J
λn

xn e u∗n = A
λn

xn que (x, y∗) ∈ A e, como A

é monótono e (J
λ
x,A

λ
x) ∈ A ∀x ∈ X , que

lim
m,n→∞

〈J
λn

xn − J
λm

xm, Aλn

xn − A
λm

xm〉 = 0.
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Portanto,

lim
m,n→∞

〈xn − xm, Aλn

xn −A
λm

xm〉 = 0.

4.4 - Das propriedades da aproximação de Yosida (Teorema 3.7) e do Teorema 4.2

decorre que, se X for reflexivo, X e X∗ forem lisos e A e B operadores máximo

monótonos de X , então A + Bλ é máximo monótono e, portanto, m-monótono, pelo

Teorema 2.13. Logo a equação

Fx+ x∗ +B
λ
x = y∗, x∗ ∈ Ax (4.1)

tem uma solução para todo y∗ ∈ X∗ e os argumentos usados na Proposição 3.1 mostram

que é única.

4.5 - Teorema: Seja X reflexivo, X e X∗ lisos, A e B operadores máximo monótonos

de X e x
λ
a solução de (4.1). Então, y∗ ∈ Im(F+A+B) se, e só se,

∥∥B
λ
x
λ

∥∥ é limitado

quando λ→ 0.

Demonstração: Se y∗ ∈ Im(F +A+B) então existe x ∈ X tal que y∗ = Fx+x∗1 +x
∗
2,

(x, x∗1) ∈ A, (x, x∗2) ∈ B. Dáı vem, levando em conta que x
λ
é a solução de (4.1) e que

F e A são monótonos,

0 ≤ 〈x
λ
− x, Fx

λ
− Fx〉 = 〈x

λ
− x, x∗1 − x∗

λ
〉+ 〈x

λ
− x, x∗2 −B

λ
xλ〉

≤ 〈x
λ
− x, x∗2 −B

λ
x
λ
〉.

Mas como, por definição, B
λ
x
λ
= (1/λ)F (x

λ
−J

λ
xλ) tem-se x

λ
= J

λ
x
λ
+λF−1(B

λ
x
λ
)

e, portanto,

0 ≤ 〈J
λ
x
λ
+ λF−1(B

λ
x
λ
)− x, x∗2 −B

λ
x
λ
〉

= 〈J
λ
x
λ
− x, x∗2 −B

λ
x
λ
〉+ 〈λF−1(B

λ
x
λ
), x∗2 −B

λ
x
λ
〉

≤ 〈λF−1(B
λ
x
λ
), x∗2 −B

λ
x
λ
〉
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uma vez que B é monótono e (J
λ
x
λ
, B

λ
x
λ
) ∈ B. Mas dáı vem

∥∥B
λ
x
λ

∥∥2 ≤ 〈F−1(B
λ
x
λ
), x∗2〉

e, portanto, tendo em vista que X e X∗ são lisos,
∥∥B

λ
x
λ

∥∥ ≤ ‖x∗2‖, donde a necessidade

da condição.

Reciprocamente, vamos supor que
∥∥B

λ
x
λ

∥∥ seja limitado quando λ → 0 e seja

(x0, x
∗
0) ∈ A. Como x

λ
é solução de (4.1) tem-se

Fx
λ
+ x∗

λ
+B

λ
x
λ
= y∗. (4.2)

Dáı vem

〈x
λ
− x0, Fxλ + x∗

λ
+B

λ
x
λ
− y∗〉 = 0

donde

∥∥x
λ

∥∥2 − 〈x0, Fxλ〉+ 〈x
λ
− x0, x

∗
λ
〉+ 〈x

λ
− x0, Bλ

x
λ
〉 − 〈x

λ
− x0, y

∗〉 = 0.

Mas A sendo monótono, 〈x
λ
− x0, x

∗
λ
− x∗0〉 ≥ 0, donde 〈x

λ
− x0, x

∗
λ
〉 ≥ 〈x

λ
− x0, x

∗
0〉.

Logo,

∥∥x
λ

∥∥2 − ‖x0‖
∥∥x

λ

∥∥−
∥∥x

λ
− x0

∥∥ ‖x∗0‖ −
∥∥x

λ
− x0

∥∥ ∥∥B
λ
x
λ

∥∥−
∥∥x

λ
− x0

∥∥ ‖y∗‖ ≤ 0

e, portanto,
∥∥x

λ

∥∥2 −P
∥∥x

λ

∥∥−Q ≤ 0, onde P e Q são funções limitadas quando λ→ 0.

Logo
∥∥x

λ

∥∥ é limitado quando λ → 0 e, portanto, por (4.2),
∥∥x∗

λ

∥∥ é limitado quando

λ → 0. Como o espaço X é, por hipótese, reflexivo existe, então, uma seqüência (λn),

x ∈ X e x∗1, x
∗
2, ω

∗ ∈ X∗ tais que λn → 0, x
λn

⇀ x, x∗
λn

⇀ x∗1, Bλn

x
λn

⇀ x∗2 e

Fx
λn

⇀ ω∗. Tem-se por (4.2)

Fx
λn

+ x∗
λn

+B
λn

x
λn

= Fx
λm

+ x∗
λm

+B
λm

x
λm

= y∗.
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Logo,

〈x
λn

− x
λm

, (Fx
λn

+ x∗
λn

)− (Fx
λm

+ x∗
λm

)〉+ 〈x
λn

− x
λm

, B
λn

x
λn

−B
λm

x
λm

〉 = 0

e, como F + A é monótono,

lim sup
n→∞

〈x
λn

− x
λm

, B
λn

x
λn

−B
λm

x
λm

〉 ≤ 0.

Dáı vem, pelo Lema 4.3, (x, x∗2) ∈ B e

lim
n→∞

〈x
λn

− x
λm

, B
λn

x
λn

−B
λm

x
λm

〉 = 0.

Logo,

lim
n→∞

〈x
λn

− x
λm

, (Fx
λn

+ x∗
λn

)− (Fx
λm

+ x∗
λm

)〉 = 0

e como F e A são monótonos

lim
n→∞

〈x
λn

− x
λm

, Fx
λn

− Fx
λm

〉 = 0

e

lim
n→∞

〈x
λn

− x
λm

, x∗
λn

− x∗
λm

〉 = 0.

Pelo Lema 3.5 segue-se, dáı, que (x, ω∗) ∈ F e (x, x∗1) ∈ A. Finalmente, de

Fx
λn

+ x∗
λn

+B
λn

x
λn

= y∗

vem, no limite quando n→ ∞, Fx+x∗1 +x
∗
2 = y∗ com (x, x∗1) ∈ A e (x, x∗2) ∈ B, donde

y ∈ Im(F + A+B), q.e.d. .

Com o uso do Teorema 4.5 tem-se uma demonstração da generalização do Teo-

rema 4.2, devida a Rockafellar [1], que segue.

4.6 - Teorema: Seja X reflexivo e X e X∗ lisos. Sejam A e B dois operadores máximo

monótonos de X tais que (intD(A)) ∩D(B) 6= φ. Então A+B é máximo monótono.

Demonstração: Vamos supor que 0 ∈ (intD(A)) ∩D(B), 0 ∈ A(0) e 0 ∈ B(0) o que,

pelo Corolário 2.4, não afeta a generalidade. Seja y∗ ∈ X∗ e λ > 0. Pelas considerações
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feitas em 4.4, existe xλ ∈ X tal que

Fx
λ
+ x∗

λ
+B

λ
x
λ
= y∗, (x

λ
, x∗

λ
) ∈ A. (4.3)

Dáı vem
∥∥x

λ

∥∥2 + 〈x
λ
, x∗

λ
〉+ 〈x

λ
, B

λ
x
λ
〉 = 〈x

λ
, y∗〉, (x

λ
, x∗

λ
) ∈ A. (4.4)

Como 0 ∈ A(0) temos 〈x
λ
, x∗

λ
〉 ≥ 0 e, como de 0 ∈ B(0) vem B

λ
(0) = 0, temos

〈x
λ
, B

λ
x
λ
〉 ≥ 0. Portanto, de (4.4) vem

∥∥x
λ

∥∥ ≤ ‖y∗‖ . (4.5)

Dáı e, novamente, de (4.4),

〈x
λ
, x∗

λ
〉 ≤ 〈x

λ
, y∗〉 ≤

∥∥x
λ

∥∥ ‖y∗‖ ≤ ‖y∗‖2 . (4.6)

Além disto, como 0 ∈ intD(A), A é localmente limitado no ponto 0, pelo Teorema 1.7.

Logo existe ρ > 0 tal que se ‖x‖ < ρ então x ∈ D(A) e ‖x∗‖ ≤ C1, ∀x∗ ∈ Ax. Mas pela

monotonia de A, 〈x− x
λ
, x∗ − x∗

λ
〉 ≥ 0 donde

〈x, x∗
λ
〉 ≤ 〈x

λ
, x∗

λ
〉+ 〈x, x∗〉 − 〈x

λ
, x∗〉.

Portanto, ∀x tal que ‖x‖ < ρ tem-se, levando (4.5) e (4.6) em conta,

〈x, x∗
λ
〉 ≤ ‖y∗‖2 + ‖x‖ ‖x∗‖+ ‖y∗‖ . ‖x∗‖ ≤ ‖y∗‖2 + C1ρ+ C1 ‖y

∗‖ .

Pelo Teorema de Banach-Steinhaus resulta, então, que
∥∥x∗

λ

∥∥ é limitado, i.e., existe

uma constante C2 tal que
∥∥x∗

λ

∥∥ ≤ C2, ∀λ > 0. Dáı, de (4.3) e de (4.5) vem
∥∥B

λ
x
λ

∥∥ ≤

2 ‖y∗‖+C2 = C = constante. Logo, pelo Teorema 4.5, A+B é m-monótono e, portanto,

máximo monótono pelo Teorema 2.13.

O lema a seguir, que admitiremos sem demonstração (a demonstração encontra-se

em Brezis, Crandall e Pazy [1]), é um refinamento do Teorema de Asplund (Teor.I-5.16).

4.7 - Lema: Seja X um espaço de Banach reflexivo e ‖·‖ sua norma. A cada a > 1

corresponde uma norma ‖·‖a de X tal que:
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i) X e X∗ são estritamente convexos quando munidos das normas ‖·‖a e sua dual

‖·‖∗a, respectivamente.

ii) a−1 ‖·‖a ≤ ‖·‖ ≤ a ‖·‖a, a−1 ‖·‖∗a ≤ ‖·‖∗ ≤ a ‖·‖∗a.

4.8 - Teorema: Sejam X um espaço de Banach reflexivo e A e B dois operadores

máximo monótonos de X tais que

i) D(A) ⊂ D(B).

ii) |Bx| ≤ k(‖x‖) |Ax| + c(‖x‖), onde k e c são funções reais não decrescentes e

k(r) < 1 ∀ r > 0.

Então, A+B é máximo monótono.

Demonstração: Vamos supor que 0 ∈ D(A), 0 ∈ A(0) e 0 ∈ B(0) o que, pelo Corolário

2.4, não implica em quebra da generalidade. Pelo Teorema 2.13 e levando o Lema 4.7

em consideração, é bastante demonstrar que existe um a > 1 tal que relativamente às

normas ‖·‖a e ‖·‖∗a, A+B é m-monótono. É bastante, pois, demonstrar que se y∗ ∈ X∗,

então existe a > 1 e x ∈ X tais que

(Fa + A+B)x ∋ y∗,

onde Fa é o operador dualidade relativo às normas ‖·‖a e ‖·‖∗a. Mas, então, pelo Teo-

rema 4.5, é bastante demonstrar que
∥∥Ba

λ
x
λ

∥∥∗
a
é limitado quando λ → 0, onde Ba

λ
é a

aproximação de Yosida derivada de ‖·‖a e ‖·‖∗a, e xλ satisfaz

Faxλ + x∗
λ
+Ba

λ
x
λ
= y∗, (x

λ
, x∗

λ
) ∈ A. (4.7)

Para simplificar a escrita escreveremos simplesmente ‖·‖ e ‖·‖a em vez de ‖·‖∗ e ‖·‖∗a.

De (4.7) vem, para todo a > 1,

〈x
λ
, Faxλ〉+ 〈x

λ
, x∗

λ
〉+ 〈xλ, B

a
λ
x
λ
〉 = 〈x

λ
, y∗〉. (4.8)

Mas de 0 ∈ A(0) vem, pela monotonia de A, 〈x
λ
, x∗

λ
〉 ≥ 0 e de 0 ∈ B(0) vem, por iv)

do Teorema 3.7, Ba
λ
(0) = 0, donde 〈x

λ
, Ba

λ
x
λ
〉 ≥ 0, pela monotonia de Ba

λ
. Por (4.8)
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tem-se, pois,
∥∥x

λ

∥∥
a
≤ ‖y∗‖a, donde, por ii) do Lema 4.7,

∥∥x
λ

∥∥
a
≤ a ‖y∗‖ . (4.9)

Seja r = 4 ‖y∗‖ e o número a tal que 1 < a < 2 e a2k(r) < 1. Tendo em vista ii) do

Lema 4.7, iv) do Teorema 3.7, (4.7) e (4.9) temos

a−1 |Axλ| ≤
∣∣Ax

λ

∣∣
a
≤
∥∥x∗

λ

∥∥
a
≤ ‖y∗‖a +

∥∥Faxλ
∥∥
a
+
∥∥Ba

λ
x
λ

∥∥
a

= ‖y∗‖a +
∥∥x

λ

∥∥
a
+
∥∥Ba

λ
x
λ

∥∥
a
≤ 2a ‖y∗‖+

∣∣Bx
λ

∣∣
a

≤ 2a ‖y∗‖+ a
∣∣Bx

λ

∣∣ ≤ 2a ‖y∗‖+ a[k(
∥∥x

λ

∥∥) |Axλ|+ c(
∥∥x

λ

∥∥)]

≤
ar

2
+ ak(r)

∣∣Ax
λ

∣∣+ a c(r) (4.10)

e, dáı,
∣∣Ax

λ

∣∣ ≤ a2(1− a2k(r))−1
(r
2
+ c(r)

)
.

Logo,
∣∣Ax

λ

∣∣ é limitado quando λ → 0 donde, ainda por (4.10), o mesmo acontece com
∣∣Bx

λ

∣∣
a
. Logo,

∥∥Ba
λ
x
λ

∥∥
a
é limitado por iv) do Teorema 3.7, q.e.d. .

5. Operadores ciclicamente monótonos

5.1 - Definição: Diz-se que o operador A de X é monótono de ordem n se, para toda

seqüência (x1, x
∗
1), . . . , (xn, x

∗
n) de elementos de A, tem-se

n∑

i=1

〈x∗i , xi − xi−1〉 ≥ 0,

onde, por convenção, x0 = xn. Um operador monótono de ordem n ∀n ∈ N é dito

ciclicamente monótono.

5.2 - Exemplo: Os operadores monótonos são, justamente, os operadores monótonos

de ordem 2 porque se (x1, x
∗
1), (x2, x

∗
2) são pontos de A, as condições

〈x1 − x2, x
∗
1 − x∗2〉 ≥ 0 e 〈x∗1, x1 − x0〉+ 〈x∗2, x2 − x1〉 ≥ 0,
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onde x0 = x2, são equivalentes. Desse modo, todo operador ciclicamente monótono é

monótono.

5.3 - Exemplo: O subdiferencial de uma função convexa, f , é ciclicamente monótono

porque de (xi, x
∗
i ) ∈ ∂f , i = 1, . . . , n, vem

f(xi−1)− f(xi) ≥ 〈x∗i , xi−1 − xi〉

que, por adição ordenada, dá

n∑

i=1

〈x∗i , xi−1 − xi〉 ≤ 0, x0 = xn.

Se, além de convexa, f é s.c.i., então ∂f é, como se sabe, m-monótono. Logo, ∂f é

ciclicamente m-monótono.

5.4 - Teorema: Um operador A é ciclicamente monótono se e só se existir uma função,

f , convexa, própria e s.c.i. tal que A ⊂ ∂f .

Demonstração: Do Exemplo 5.3 decorre imediatamente que se A ⊂ ∂f , onde f é

convexa, própria e s.c.i., então A é ciclicamente monótono. Reciprocamente, seja A

ciclicamente monótono, (x0, x
∗
0) ∈ A (se D(A) = φ o resultado é trivial) e ponhamos

f(x) = sup{〈x− xn, x
∗
n〉+ 〈xn − xn−1, x

∗
n−1〉+ · · ·+ 〈x1 − x0, x

∗
0〉},

onde o supremo é tomado na famı́lia de todas as seqüências finitas (x1, x
∗
1), . . . , (xn, x

∗
n),

(xi, x
∗
i ) ∈ A, i = 1, . . . , n. A função f é convexa e s.c.i., visto que é o invólucro

superior de uma famı́lia de funções afins cont́ınuas. Além disto, como A é, por hipótese,

ciclicamente monótono, tem-se −∞ < f(x0) ≤ 0 e como tem-se, para a cadeia cujo

único elemento é (x0, x
∗
0),

f(x) ≥ 〈x− x0, x
∗
0〉+ 〈x0 − x0, x

∗
0〉
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e, portanto, f(x0) ≥ 0, segue-se que f(x0) = 0. A função f é, pois, própria. Vamos

mostrar que A ⊂ ∂f . Seja, para isto, (x, x∗) ∈ A. Pela definição de f tem-se, para toda

seqüência finita {(xi, x
∗
i )} de elementos de A, i = 1, . . . , n,

f(u) ≥ 〈u− x, x∗〉+ 〈x− xn, x
∗
n〉+ · · ·+ 〈x1 − x0, x

∗
0〉.

Dáı vem

f(u)− 〈u− x, x∗〉 ≥ 〈x− xn, x
∗
n〉+ · · ·+ 〈x1 − x0, x

∗
0〉

donde

f(u)− 〈u− x, x∗〉 ≥ sup{〈x− xn, x
∗
n〉+ · · ·+ 〈x1 − x0, x

∗
0〉} = f(x).

Portanto

f(u)− f(x) ≥ 〈x∗, u− x〉

donde (x, x∗) ∈ ∂f , q.e.d. .

5.5 - Corolário: Todo operador ciclicamente máximo monótono é do tipo ∂f , onde

f :X → (−∞,+∞] é convexa, própria e s.c.i. .

5.6 - Teorema: Seja X reflexivo, X e X∗ lisos e f :X → (−∞,+∞] uma função

convexa, própria e s.c.i.; ponhamos A = ∂f e seja f
λ
a função

f
λ
(x) = min

y∈X

{
1

2λ
‖y − x‖2 + f(y)

}
, ∀x ∈ X e λ > 0. (5.1)

Então:

i) f
λ
(x) =

λ

2

∥∥A
λ
x
∥∥2 + f(J

λ
x), ∀x ∈ X, e λ > 0; (5.2)

ii) f
λ
é uma função convexa, diferenciável no sentido de Gateaux e ∂fλ = Aλ =

(∂f)λ;
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iii) fλ(x) ≤ f(x) ∀x ∈ X, ∀λ > 0; f
λ
é, para cada x ∈ X, uma função monótona

decrescente de λ e lim
λ→0

f
λ
(x) = f(x), ∀x ∈ X.

Demonstração: i) Pelo Exemplo I-4.9 e iii) da Proposição I-4.11, pondo

ϕ(y) = (1/2λ) ‖y − x‖2 + f(y),

tem-se

∂ϕ(y) ⊃
1

λ
F (y − x) + ∂f(y).

Como J
λ
(x) é, por definição, a única solução de 0 ∈ (1/λ)F (y − x) + ∂f(y), segue-se,

por v) da Proposição I-4.11, que J
λ
(x) é ponto de mı́nimo de ϕ; portanto,

f
λ
(x) =

1

2λ

∥∥J
λ
x− x

∥∥2 + f(J
λ
x) =

λ

2

∥∥A
λ
x
∥∥2 + f(J

λ
x).

ii) Como A
λ
x ∈ ∂f(J

λ
x) segue-se que

f(J
λ
y)− f(J

λ
x) ≥ 〈A

λ
x, J

λ
y − J

λ
x〉;

logo,

f
λ
(y)− f

λ
(x) ≥

λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥2 −

∥∥A
λ
x
∥∥2) + 〈A

λ
x, J

λ
y − J

λ
x〉

=
λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥2 −

∥∥A
λ
x
∥∥2) + 〈A

λ
x, J

λ
y − y + y − x+ x− J

λ
x〉

=
λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥2 −

∥∥A
λ
x
∥∥2)− 〈A

λ
x, y − J

λ
y〉+ 〈A

λ
x, x− J

λ
x〉+ 〈A

λ
x, y − x〉

≥
λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥2 +

∥∥A
λ
x
∥∥2)− λ

∥∥A
λ
x
∥∥ ·
∥∥A

λ
y
∥∥+ 〈A

λ
x, y − x〉

=
λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥−

∥∥A
λ
x
∥∥)2 + 〈A

λ
x, y − x〉. (5.3)

Portanto,

f
λ
(y)− f

λ
(x)− 〈A

λ
x, y − x〉 ≥

λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥−

∥∥A
λ
x
∥∥)2 ≥ 0.
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Por (5.3) temos

f
λ
(x)− f

λ
(y) ≤ −

λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥−

∥∥A
λ
x
∥∥)2 − 〈A

λ
x, y − x〉

= −
λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥−

∥∥A
λ
x
∥∥)2 − 〈A

λ
x, y − x〉+ 〈A

λ
y, x− y〉 − 〈A

λ
y, x− y〉

= −
λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥−

∥∥A
λ
x
∥∥)2 + 〈A

λ
y − A

λ
x, y − x〉+ 〈A

λ
y, x− y〉,

donde

f
λ
(x)− f

λ
(y)− 〈A

λ
y, x− y〉 ≤ −

λ

2
(
∥∥A

λ
y
∥∥−

∥∥A
λ
x
∥∥)2 + 〈A

λ
y − A

λ
x, y − x〉

≤ 〈A
λ
y − A

λ
x, y − x〉, ∀x, y ∈ X, λ > 0. (5.4)

Permutando x com y em (5.4) temos

f
λ
(y)− f

λ
(x)− 〈A

λ
x, y − x〉 ≤ 〈A

λ
y −A

λ
x, y − x〉

e, portanto,

0 ≤ f
λ
(y)− f

λ
(x)− 〈A

λ
x, y − x〉 ≤ 〈A

λ
y − A

λ
x, y − x〉. (5.5)

Pondo y = x+ tz, t > 0, temos

f
λ
(x+ tz) − f

λ
(x)

t
− 〈A

λ
x, z〉 ≤ 〈A

λ
(x+ tz)− A

λ
x, z〉

donde

lim
t→0

f
λ
(x+ tz) − f

λ
(x)

t
= 〈A

λ
x, z〉

visto que A
λ
é, de acordo com iii) do Teorema 3.7, demicont́ınua. Logo, f

λ
é difer-

enciável à Gateaux.

Além disto, f
λ
é convexa. Com efeito, de (5.3) vem

f
λ
(y)− f

λ
(x) ≥ 〈A

λ
x, y − x〉, (5.6)
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desigualdade que é válida para todo x, y ∈ X . Logo é válida quando nela se substitui y

por x e x por (1− t)x+ ty, 0 ≤ t ≤ 1. Temos, então,

f
λ
(x)− f

λ
((1− t)x+ ty) ≥ t〈A

λ
((1− t)x+ ty), x− y〉. (5.7)

Substituindo, em (5.6), x por (1− t)x+ ty temos

f
λ
(y)− f

λ
((1− t)x+ ty) ≥ −(1− t)〈A

λ
((1− t)x+ ty), x− y〉. (5.8)

Multiplicando (5.7) por 1− t e (5.8) por t e somando membro a membro temos

(1− t)f
λ
(x) + t f

λ
(y)− f

λ
((1− t)x+ ty) ≥ 0,

donde f
λ
é convexa. Agora, sendo f

λ
convexa e diferenciável no sentido de Gateaux

segue-se, pela Proposição I-4.4, que f
λ
é subdiferenciável e sua subdiferencial no ponto

x ∈ X consta apenas de A
λ
x. Portanto, ∂f

λ
= A

λ
= (∂f)

λ
, o que completa a demon-

stração de ii).

iii) Pela definição de f
λ
tem-se, ∀ y ∈ X ,

f
λ
(x) ≤

1

2λ
‖y − x‖2 + f(y)

donde, para y = x, f
λ
(x) ≤ f(x), o que demonstra a primeira asserção de iii). Ainda

por (5.1) tem-se, trivialmente, f
λ
(x) ≤ fµ(x), ∀µ ≤ λ, i.e., f

λ
é uma função monótona

decrescente de λ. Vamos, finalmente, demonstrar que lim
λ→0

f
λ
(x) = f(x), ∀x ∈ X .

Suponhamos que isto não seja verdade, i.e., existe uma constante c tal que

f
λ
(x) < c < f(x) ∀λ > 0. (5.9)

Então, ∀λ > 0 existe y
λ
tal que

1

2λ

∥∥x− y
λ

∥∥2 + f(y
λ
) < c. (5.10)
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Como f é convexa própria e s.c.i., f admite uma minorante afim cont́ınua, i.e., existe

x∗ ∈ X∗ e β ∈ R tais que 〈x∗, y
λ
〉 − β ≤ f(y

λ
). Mas dáı vem,

〈x∗, y
λ
− x〉+ 〈x∗, x〉 − β = 〈x∗, y

λ
− x+ x〉 − β = 〈x∗, y

λ
〉 − β ≤ f(y

λ
)

donde

−‖x∗‖ ·
∥∥x− y

λ

∥∥− ‖x∗‖ · ‖x‖ − β ≤ f(y
λ
)

ou, pondo µ = max{‖x∗‖ , ‖x∗‖ · ‖x‖+ β},

−µ
∥∥x− y

λ

∥∥− µ ≤ f(y
λ
). (5.11)

De (5.10) e (5.11) tem-se

1

2λ

∥∥x− y
λ

∥∥2 < c− f(y
λ
) ≤ c+ µ

∥∥x− y
λ

∥∥+ µ (5.12)

isto é,
∥∥x− y

λ

∥∥2 < 2λµ
∥∥x− y

λ

∥∥+ 2λµ+ 2λc

o que mostra que y
λ
é limitado quando λ varia nos conjuntos limitados. Portanto f(y

λ
)

é limitada inferiormente quando λ→ 0 e como de (5.12) vem

0 ≤
∥∥x− y

λ

∥∥2 ≤ 2λ(c− f(y
λ
))

segue-se que y
λ
→ x quando λ → 0. Portanto, f(x) ≤ lim

λ→0
f(y

λ
) ≤ c, o que contraria

(5.9). Logo,

lim
λ→0

f
λ
(x) = f(x) ∀x ∈ X.

Quando X é um espaço de Hilbert ii) do teorema anterior pode ser melhorado

como mostra o corolário a seguir.

5.7 - Corolário: Se X é um espaço de Hilbert, então f
λ
é diferenciável no sentido de

Fréchet.
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De fato, pela Proposição 3.9, A
λ
é uma função lipschitziana com constante 2/λ.

Por (5.5) temos, então,

∣∣f
λ
(y)− f

λ
(x)− 〈A

λ
x, y − x〉

∣∣ ≤ 2

λ
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ X,

donde f
λ
é diferenciável à Fréchet.

5.8 - Proposição: Seja X um espaço de Banach reflexivo, X e X∗ lisos e f :X →

(−∞,+∞] convexa pr’opria e s.c.i. . Então, D(∂f) = De(f).

Demonstração: Pela definição de subdiferencial, D(∂f) ⊂ De(f). Basta, então,

demonstrar que D(∂f) é denso em De(f). Seja x ∈ De(f). Como ∂f é máximo

monótono existe, pela Proposição 3.1, um x
λ
∈ D(∂f) tal que

F (x
λ
− x) + λ∂f(x

λ
) ∋ 0.

Dáı vem,

F (x− x
λ
) ∈ ∂(λf)(x

λ
)

donde, pela definição de subdiferencial,

λf(x)− λf(x
λ
) ≥ 〈F (x− x

λ
), x− x

λ
〉

e, dáı,

f(x
λ
) ≤ −

1

λ

∥∥x− x
λ

∥∥2 + f(x).

Mas, pela Proposição I-3.26, f é minorada por uma função afim cont́ınua; segue-se,

então, por essa última desigualdade, que x
λ
→ x quando λ→ 0.

Nota: Essa propriedade de D(∂f) decorre também da demonstração de iii) do Teorema

5.6.
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6. Operadores acretivos

De acordo com a Proposição 1.3, a monotonia é, no caso dos espaços de Hilbert,

equivalente à condição (1.4). Como (1.4) envolve apenas a norma, ela tem sentido em

qualquer espaço normado, o que permite uma outra generalização da noção de operador

monótono dos espaços de Hilbert.

6.1 - Definição: Seja X um espaço de Banach. Diz-se que um operador A:X → X é

acretivo se, para todo par (x1, y1), (x2, y2) de pontos de A e todo λ ≥ 0 tem-se

‖x1 − x2‖ ≤ ‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖ . (6.1)

Diz-se que A é dissipativo se −A é acretivo.

6.2 - Teorema: Sejam x, y ∈ X. são equivalentes:

i) ‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖ ∀λ > 0.

ii) [x, y]+ ≥ 0.

iii) 〈y, x〉s ≥ 0.

iv) Existe x∗ ∈ F (x) tal que 〈x∗, y〉 ≥ 0.

Demonstração: i) ⇔ ii). De i) vem

[x, y]
λ
=

‖x+ λy‖ − ‖x‖

λ
≥ 0 ∀λ > 0,

donde [x, y]+ = lim
λ→0+

[x, y]
λ
≥ 0. De ii) vem

‖x+ λy‖ − ‖x‖

λ
= [x, y]

λ
≥ inf

λ>0
[x, y]

λ
= [x, y]+ ≥ 0 ∀λ > 0,

e, portanto, ‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖, ∀λ > 0. Além disto, iii) ⇔ ii) pelo Teorema I-6.4 e iv) ⇔

ii) pelo Lema I-6.3 e i) da Proposição I-6.1.

6.3 -Corolário: Seja A:X → X um operador. são equivalentes:
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i) A é acretivo;

ii) [x1 − x2, y1 − y2]+ ≥ 0 ∀ (x1, y1), (x2, y2) ∈ A;

iii) 〈y1 − y2, x1 − x2〉s ≥ 0 ∀ (x1, y1), (x2, y2) ∈ A;

iv) ∀ (x1, y1), (x2, y2) ∈ A existe x∗ ∈ F (x1 − x2) tal que

〈x∗, y1 − y2〉 ≥ 0. (6.2)

Demonstração: Conseqüência imediata da Definição 6.1 e do Teorema 6.2 com

x = x1 − x2 e y = y1 − y2.

6.4 - Notas: a) No caso dos espaços de Hilbert o único elemento da classe F (x1 − x2)

é o próprio x1 − x2; nesse caso a condição (6.2) é, pois, a condição de monotonia (1.2).

b) Quando se trata dos espaços de Banach complexos a condição (6.2) é substitúıda

pela condição Re 〈x∗, y1 − y2〉 ≥ 0. No caso dos operadores dissipativos dos espaços de

Banach complexos, a condição de dissipatividade é, pois, Re 〈x∗, y1 − y2〉 ≤ 0.

Vejamos alguns exemplos de operadores acretivos.

6.5 - Exemplo: a) Se T :X → X é uma contração, então I − T é acretivo.

Sejam, com efeito, xi ∈ D(I − T ), yi = (I − T )xi, i = 1, 2. Então

‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖ = ‖x1 − x2 + λ(x1 − Tx1 − x2 + Tx2)‖

= ‖(1 + λ)(x1 − x2)− λ(Tx1 − Tx2)‖ ≥ (1 + λ) ‖x1 − x2‖ − λ ‖Tx1 − Tx2‖

≥ (1 + λ) ‖x1 − x2‖ − λ ‖x1 − x2‖ = ‖x1 − x2‖ .

b) Seja β:R → R um operador monótono e Ω um aberto do R
n. Vamos definir

β̃:Lp(Ω) → Lp(Ω), 1 < p <∞, por

D(β̃) = {u ∈ Lp(Ω); ∃ v ∈ Lp(Ω) tal que v(x) ∈ β(u(x)) q.s. em Ω},

β̃(u) = {v ∈ Lp(Ω); v(x) ∈ β(u(x)) q.s. em Ω}, ∀u ∈ D(β̃),
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e mostrar que β̃ é acretivo. Observemos, em primeiro lugar, que sendo o dual de Lp(Ω)

um espaço uniformemente convexo, o operador dualidade, F , é uńıvoco pelas proposições

I-5.11 e I-6.7 e, como se vê imediatamente,

F (u) = u. |u|p−2
. ‖u‖2−p

p ∀u ∈ Lp(Ω). (6.3)

Logo, se (u1, v1), (u2, v2) ∈ β̃,

〈v1 − v2, F (u1 − u2)〉

= ‖u1 − u2‖
2−p
p

∫

Ω

(u1(x)− u2(x)) · |u1(x)− u2(x)|
p−2

· (v1(x)− v2(x))dx ≥ 0

visto que (u1(x)− u2(x)).(v1(x)− v2(x)) ≥ 0 pois β é monótono.

c) Vamos definir A:Lp(Ω) → Lp(Ω), 1 < p <∞, por

D(A) =W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω)

Au = −∆u, ∀u ∈ D(A),

onde ∆ é o laplaciano, e mostrar que A é acretivo.

Como A é uńıvoco e linear temos, ∀u1, u2 ∈ D(A),

〈Au1 − Au2, F (u1 − u2)〉 = 〈A(u1 − u2), F (u1 − u2)〉 = −〈∆u, F (u)〉,

onde u = u1 − u2. Levando em conta (6.3) e integrando por partes temos

〈∆u, F (u)〉 = ‖u‖
2−p
p

∫

Ω

u. |u|
p−2

∆u dx

= −(p− 1) ‖u‖2−p
p

∫

Ω

|u|p−2
. |∇u|2 dx ≤ 0.

6.6 - Exemplo: a) Seja ϕ:R → R uma função cont́ınua, estritamente crescente e tal

que ϕ(0) = 0, ϕ(R) = R. Então o operador A:L1(0, 1) → L1(0, 1), definido por

D(A) = {u ∈ C([0, 1]); u(0) = 0 e ϕ(u) é absolutamente cont́ınua}
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e

Au = ϕ(u)′ =
d

dx
ϕ(u(x))

é acretivo.

Seja, com efeito, p:R → R uma função lipschitziana, não decrescente, tal que

|p| ≤ 1 e p(0) = 0, e j:R → R definida por

j(s) =

∫ s

0

p(τ)dτ.

Teremos, para u, v ∈ D(A),

‖u− v + λ(Au− Av)‖
L1(0,1)

=

∫ 1

0

|u− v + λ(ϕ(u)− ϕ(v))′| dx

≥

∫ 1

0

|u− v + λ(ϕ(u)− ϕ(v))′| |p(ϕ(u)− ϕ(v))|dx

≥

∫ 1

0

[u− v + λ(ϕ(u)− ϕ(v))′]p(ϕ(u)− ϕ(v))dx

=

∫ 1

0

(u− v)p(ϕ(u)− ϕ(v))dx+ λ

∫ 1

0

(ϕ(u)− ϕ(v))′p(ϕ(u)− ϕ(v))dx.

Mas

∫ 1

0

(ϕ(u)− ϕ(v))′p(ϕ(u)− ϕ(v))dx =

∫ 1

0

(j(ϕ(u)− ϕ(v)))′dx

= j(ϕ(u(1))− ϕ(v(1))) ≥ 0

visto que ϕ(0) = 0 e j ≥ 0. Logo,

‖u− v + λ(Au− Av)‖
L1(0,1)

≥

∫ 1

0

(u− v)p(ϕ(u)− ϕ(v))dx,
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relação que, em particular, é válida para p = pn onde, para cada n, pn:R → R é definida

por

pn(s) =





ns se |s| < 1/n,

sign(s) se |s| ≥ 1/n,

onde sign(s) = +1 se s > 0, sign(s) = −1 se s < 0 e sign(0) = 0. Mas pn converge em

todo ponto s ∈ R a sign(s). Logo, pn(ϕ(u) − ϕ(v)) converge, em cada ponto de [0, 1],

a sign(ϕ(u) − ϕ(v)). Além disto, ϕ sendo estritamente crescente, sign(ϕ(u) − ϕ(v)) =

sign(u−v). Logo, pn(ϕ(u)−ϕ(v)) converge em cada ponto de [0, 1] a sign(u−v) e como

|(u− v)pn(ϕ(u)− ϕ(v))| ≤ |u− v|

e, por hipótese, |u− v| é integrável, segue-se pelo Teorema da Convergência Dominada

que

‖u− v + λ(Au−Av)‖
L1(0,1)

≥

∫ 1

0

(u− v) sign(u− v)dx =

∫ 1

0

|u− v| dx

ou seja,

‖u− v + λ(Au− Av)‖
L1(0,1)

≥ ‖u− v‖
L1(0,1)

,

i.e., A é acretivo.

b) Seja ϕ:R → R cont́ınua, estritamente crescente e tal que ϕ(0) = 0 e ϕ(R) = R, como

no exemplo anterior. Então, o operador A:L1(0, 1) → L1(0, 1) definido por

D(A) = {u ∈ C([0, 1]); u(0) = u(1) = 0, ϕ(u) e ϕ(u)′ absolutamente cont́ınuas}

e

Au = −ϕ(u)′′ ∀u ∈ D(A)

é acretivo.
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Com efeito, usando a notação do Exemplo a) temos, como naquele exemplo,

‖u− v + λ(Au− Av)‖
L1(0,1)

=

∫ 1

0

|u− v − λ(ϕ(u)− ϕ(v))′′| dx

≥

∫ 1

0

(u− v)p(ϕ(u)− ϕ(v))dx− λ

∫ 1

0

(ϕ(u)− ϕ(v))′′p(ϕ(u)− ϕ(v))dx.

Mas das hipóteses resulta que, pondo s = ϕ(u) − ϕ(v), a função (j(s))′ = s′p(s) é

absolutamente cont́ınua, donde

∫ 1

0

(j(s))′′dx = (j(s))′(1) − (j(s))′(0) = 0. Além disto,

das hipóteses resulta, ainda, que (s′)2p′(s) e s′′p(s) são integráveis e como (j(s))′′ =

(s′)2p′(s) + s′′p(s) segue-se que

∫ 1

0

(ϕ(u)− ϕ(v))′′p(ϕ(u)− ϕ(v))dx

= −

∫ 1

0

[(ϕ(u)− ϕ(v))′]2p′(ϕ(u)− ϕ(v))dx ≤ 0,

porque p′ ≥ 0 visto que p é não decrescente. Logo,

‖u− v + λ(Au− Av)‖
L1(0,1)

≥

∫ 1

0

(u− v)p(ϕ(u)− ϕ(v))dx→ ‖u− v‖
L1(0,1)

quando se toma p = pn e faz n tender ao infinito como no Exemplo a).

c) Seja ϕ:R → R cont́ınua, não decrescente e tal que ϕ(0) = 0. Então, o operador

A:C([0, 1]) → C([0, 1]) definido por

D(A) = {u ∈ C([0, 1]); u(0) = u(1) = 0 e u, u′, u′′ são cont́ınuas}

e

Au = {w ∈ C([0, 1]); ϕ(−w) = u′′} ∀u ∈ D(A)

é acretivo.



§6. OPERADORES ACRETIVOS 143

De fato, sejam u1, u2 ∈ D(A), w1 ∈ Au1 e w2 ∈ Au2. é bastante considerar o

caso em que u1 6= u2. Supondo, então, que este seja o caso tem-se

‖u1 − u2‖ C([0,1])
= max

0≤x≤1
|u1(x)− u2(x)| = |u1(x0)− u2(x0)| > 0 (6.4)

para algum x0 ∈ [0, 1] e, como u1(x) = u2(x) = 0 para x = 0 e x = 1, tem-se 0 < x0 < 1.

Pela continuidade, o conjunto dos pontos de [0, 1] onde u1 − u2 atinge seu máximo é

fechado, donde tem um menor elemento. Seja x0 esse elemento e, para fixar idéias,

u1(x0) > u2(x0). Deve-se ter, então, w1(x0) ≥ w2(x0). Com efeito, pela continuidade

de w1 e w2, se w1(x0) < w2(x0), então w1 < w2 em algum intervalo J = [x0 − δ, x0 + δ]

com δ > 0 e como ϕ é não decrescente,

(u1 − u2)
′′(x) = ϕ(−w1(x))− ϕ(−w2(x)) ≥ 0 ∀x ∈ J.

Portanto, u1 − u2 seria uma função convexa em J e como ela assume seu máximo no

ponto x0, interior a J , seria constante em J , em contradição com a escolha de x0.

Portanto, w1(x0) ≥ w2(x0) e, tendo (6.4) em vista, segue-se que, ∀λ > 0,

‖u1 − u2 + λ(w1 − w2)‖C([0,1]) = max
0≤x≤1

|u1(x)− u2(x) + λ(w1(x)− w2(x))|

≥ |u1(x0)− u2(x0) + λ(w1(x0)− w2(x0)| ≥ |u1(x0)− u2(x0)| = ‖u1 − u2‖C([0,1]) ,

i.e., a condição (6.1) é satisfeita.

6.7 - Definição: Seja X um espaço de Banach, A:X → X e λ ∈ R. O operador

(I+λA)−1, que será representado por J
λ
(ou, quando houver possibilidade de confusão,

por JA
λ
) é dito resolvente de A; ∀λ 6= 0, o operador (1/λ)(I − (I + λA)−1), que será

representado por A
λ
, é dito aproximação de Yosida de A.

De acordo com essa definição temos imediatamente:

6.8 - Proposição: i)D(A
λ
) = D(J

λ
) = Im(I + λA) = D

λ
, Im(J

λ
) = D(A);
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ii) J
λ
= (I + λA)−1 = {(x+ λy, x); (x, y) ∈ A}, ∀λ ∈ R.

iii) A
λ
=

1

λ
(I − J

λ
) = {(x+ λy, y); (x, y) ∈ A}, ∀λ 6= 0;

iv) Se x ∈ J
λ
z, então existe y ∈ X tal que (x, y) ∈ A e z = x+ λy;

v) Se λ 6= 0 e y ∈ A
λ
z, então existe x ∈ X tal que (x, y) ∈ A e z = x+ λy.

6.9 - Observação: Os śımbolos J
λ
e A

λ
e as respectivas denominações já foram usa-

dos anteriormente para representar operadores semelhantes da teoria dos operadores

monótonos. Isto porém não apresenta inconveniente algum porque nos espaços de

Hilbert, i.e., nos espaços onde as noções de operador monótono e operador acretivo

coincidem, os operadores J
λ
e A

λ
ora definidos e os definidos anteriormente também

coincidem (recorde-se que, nos espaços de Hilbert, F = I).

6.10 - Proposição: Seja A acretivo. Se λ ≥ 0, então J
λ
é um operador uńıvoco; se

λ > 0, A
λ
é uńıvoco e (J

λ
z, A

λ
z) ∈ A ∀ z ∈ D

λ
.

Demonstração: Se x1, x2 ∈ J
λ
z, então existem yi ∈ Axi, i = 1, 2, tais que z =

x1 + λy1 = x2 + λy2. Logo, pela acretividade de A

‖x1 − x2‖ ≤ ‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖ = ‖z − z‖ = 0 ∀λ ≥ 0,

donde x1 = x2. Analogamente, se λ > 0, Aλ =
1

λ
(I − J

λ
) é uńıvoco. De z ∈ D

λ
vem

z = x + λy, onde (x, y) ∈ A, e como J
λ
e A

λ
são uńıvocos se λ > 0 tem-se J

λ
z = x,

A
λ
z = y, donde (J

λ
z, A

λ
z) = (x, y) ∈ A.

Podemos agora determinar mais uma condição equivalente à acretividade.

6.11 - Teorema: O operador A:X → X é acretivo se, e só se, J
λ
é uma contração

para todo λ ≥ 0.

Demonstração: Sejam z1, z2 ∈ D
λ
. Então zi = xi + λyi, (xi, yi) ∈ A, i = 1, 2. Se
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λ ≥ 0 e A é acretivo, J
λ
é uńıvoco, pela Proposição 6.10. Logo, J

λ
zi = xi, i = 1, 2, e

∥∥J
λ
z1 − J

λ
z2
∥∥ = ‖x1 − x2‖ ≤ ‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖ = ‖z1 − z2‖ ,

i.e., J
λ
é uma contração ∀λ ≥ 0. Reciprocamente, se J

λ
for uma contração para todo

λ ≥ 0, então J
λ
é uńıvoco, donde J

λ
zi = xi, i = 1, 2, e

‖x1 − x2‖ =
∥∥J

λ
z1 − J

λ
z2
∥∥ ≤ ‖z1 − z2‖ = ‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖

para todo λ ≥ 0, i.e., A é acretivo.

Vamos designar por A(ω), onde ω ∈ R, a classe de todos os operadores A:X → X

tais que A+ ωI é acretivo. A(0) é, portanto, a classe dos operadores acretivos.

6.12 - Proposição: A ∈ A(ω) se e só se ∀ (x, y), (u, v) ∈ A, existir ξ∗ ∈ F (x− u) tal

que

〈y − v, ξ∗〉+ ω ‖x− u‖2 ≥ 0.

Demonstração: Conseqüência imediata de iv) do Corolário 6.3.

6.13 - Teorema: Seja ω um real, λ ≥ 0 tal que λω < 1 e A ∈ A(ω). Então são válidas

as seguintes asserções:

i) J
λ
é um operador uńıvoco e lipschitziano com constante (1−λω)−1, i.e., ∀x, y ∈

D
λ ∥∥J

λ
x− J

λ
y
∥∥ ≤ (1− λω)−1 ‖x− y‖ ;

ii)
∥∥J

λ
x− x

∥∥ ≤ λ(1− λω)−1 |Ax|, ∀x ∈ D(A) ∩D
λ
;

iii) Se n é um inteiro positivo, x ∈ D(Jn
λ
) e λ |ω| < 1, então

∥∥Jn
λ
x− x

∥∥ ≤ n(1− λ |ω|)−n+1
∥∥J

λ
x− x

∥∥ ;

iv) Se x ∈ D
λ
, λ 6= 0 e µ ∈ R, então

µ

λ
x+

λ− µ

λ
J
λ
x ∈ Dµ e J

λ
x = Jµ

(
µ

λ
x+

λ− µ

λ
J
λ
x

)
;
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v) A
λ
∈ A(ω(1− λω)−1);

vi)
∥∥A

λ
x− A

λ
y
∥∥ ≤ λ−1(1 + (1− λω)−1) ‖x− y‖, ∀x, y ∈ D

λ
, λ > 0;

vii) Se x ∈ D
λ
∩Dµ e 0 < µ ≤ λ, então

(1− λω)
∥∥A

λ
x
∥∥ ≤ (1− µω) ‖Aµx‖ ;

viii) lim
λ→0

J
λ
x = x, ∀x ∈ D(A) ∩

(
⋂

λ>0

D
λ

)
.

Demonstração: i) Seja z ∈ D
λ
e x1, x2 ∈ J

λ
z. Vamos mostrar que x1 = x2. De

x1 ∈ J
λ
z segue-se, por iv) da Proposição 6.8, que existe y1 ∈ Ax1 tal que z = x1 + λy1.

Analogamente, existe y2 ∈ Ax2 tal que z = x2 + λy2. Logo, ∀x
∗ ∈ F (x1 − x2) tem-se

0 = 〈0, x∗〉 = 〈x1 − x2 + λ(y1 − y2), x
∗〉

= 〈x1 − x2 + λ(y1 + ωx1 − ωx1 − y2 − ωx2 + ωx2), x
∗〉

= ‖x1 − x2‖
2
+ λ〈y1 + ωx1 − y2 − ωx2, x

∗〉 − λω ‖x1 − x2‖
2

= (1− λω) ‖x1 − x2‖
2
+ λ〈y1 + ωx1 − y2 − ωx2, x

∗〉.

Mas, para algum x∗ ∈ F (x1−x2), tem-se, pelo Corolário 6.3, 〈y1+ωx1−y2−ωx2, x
∗〉 ≥ 0

e, como λω < 1, ‖x1 − x2‖ = 0, i.e., x1 = x2, o que mostra que J
λ
é uńıvoco. Como

A+ωI é acretivo, seu resolvente, isto é, o operador (I + t(A+ωI))−1 é uma contração

para todo t ≥ 0. Mas, se 1 + ωt 6= 0,

(I + t(A+ ωI))−1 = ((1 + ωt)I + tA)−1 =

(
I +

tA

1 + ωt

)−1

(1 + ωt)−1.

Logo o operador (I+tA/(1+ωt))−1 é uma aplicação lipschitziana com constante |1 + ωt|,

∀ t ≥ 0, tal que 1+ωt 6= 0. Além disto, por hip’otese, λω < 1; portanto (1− λω)−1 > 0

e como λ ≥ 0 podemos fazer t = λ(1 − λω)−1. Teremos 1 + ωt > 0, donde |1 + ωt| =
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1+ωt = (1−λω)−1 e, como J
λ
= (I+λA)−1 = (I+tA/(1+ωt))−1, J

λ
é uma aplicação

lipschitziana com constante (1− λω)−1.

ii) Seja x ∈ D(A) ∩D
λ
. Para cada y ∈ Ax temos J

λ
(x+ λy) = x, donde, por i),

∥∥J
λ
x− x

∥∥ =
∥∥J

λ
x− J

λ
(x+ λy)

∥∥ ≤ (1− λω)−1 ‖x− (x+ λy)‖ = λ(1− λω)−1 ‖y‖ ,

donde ii) pela arbitrariedade de y em Ax.

iii) Por i) temos

∥∥Jn
λ
x− x

∥∥ =

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

(Jn−i+1
λ

x− Jn−i
λ

x)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=1

(1− λω)−n+i
∥∥J

λ
x− x

∥∥

≤ n(1− λ |ω|)−n+1
∥∥J

λ
x− x

∥∥ .

iv) Seja x ∈ D
λ
e λ > 0. Então, x = x1 + λy1 para algum (x1, y1) ∈ A. Mas, então,

x1 + µy1 ∈ Dµ, donde

µ

λ
x+

λ− µ

λ
J
λ
x =

µ

λ
(x1 + λy1) +

λ− µ

λ
x1 = x1 + µy1 ∈ Dµ

e

J
λ
x = x1 = Jµ(x1 + µy1) = Jµ

(
µ

λ
x+

λ− µ

λ
J
λ
x

)
.

v) Sejam x, y ∈ Dλ e t > 0. Temos, por i),
∥∥∥∥x− y + t

(
A

λ
x+

ωx

1− λω
−A

λ
y −

ωy

1− λω

)∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥x− y +
t

λ
(x− Jλx) +

ωtx

1− λω
−
t

λ
(y − Jλy)−

ωty

1− λω

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥
(
1 +

t

λ
+

ωt

1− λω

)
(x− y)−

t

λ
(Jλx− Jλy)

∥∥∥∥ ≥

≥

∣∣∣∣1 +
t

λ
+

ωt

1− λω

∣∣∣∣ ‖x− y‖ −
t

λ(1− λω)
‖x− y‖ ≥

≥

(
1 +

t

λ
+

ωt

1− λω
−

t

λ(1− λω)

)
‖x− y‖ = ‖x− y‖ .
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vi) Se x, y ∈ D
λ
, então, por i),

∥∥A
λ
x− A

λ
y
∥∥ =

1

λ

∥∥x− J
λ
x− y + J

λ
y
∥∥

≤
1

λ
(‖x− y‖+

∥∥J
λ
x− J

λ
y
∥∥)

≤
1

λ
(‖x− y‖+ (1− λω)−1 ‖x− y‖)

= λ−1(1 + (1− λω)−1) ‖x− y‖ .

vii) Se 0 < µ ≤ λ e x ∈ Dµ ∩D
λ
, então, por iv),

∥∥A
λ
x
∥∥ =

1

λ

∥∥x− J
λ
x
∥∥ ≤

1

λ
(‖x− Jµx‖+

∥∥Jµx− J
λ
x
∥∥)

≤
µ

λ
‖Aµx‖+

1

λ

∥∥∥∥Jµx− Jµ

(
µ

λ
x+

λ− µ

λ
J
λ
x

)∥∥∥∥

≤
µ

λ
‖Aµx‖+

1

λ
(1− µω)−1(λ− µ)

∥∥A
λ
x
∥∥ ,

donde (1− λω)
∥∥A

λ
x
∥∥ ≤ (1− µω) ‖Aµx‖.

viii) Por ii),

∥∥x− J
λ
x
∥∥ ≤ λ(1− λω)−1 |Ax| , ∀x ∈ D(A) ∩

(
⋂

λ>0

D
λ

)
,

donde, nesse caso, lim
λ→0

J
λ
x = x. Seja x ∈ D(A) ∩ (

⋂
λ>0

D
λ
) e y ∈ D(A)∩ (

⋂
λ>0Dλ

) tal

que ‖x− y‖ < ε/2, onde ε > 0 é dado. Temos, por i),
∥∥x− J

λ
x
∥∥ ≤ ‖x− y‖+

∥∥y − J
λ
y
∥∥+

∥∥J
λ
y − J

λ
x
∥∥

≤ [1 + (1− λω)−1] ‖x− y‖+
∥∥y − J

λ
y
∥∥ .

Logo,

0 ≤ lim sup
λ→0

∥∥x− J
λ
x
∥∥ ≤ lim

λ→0
[1 + (1− λω)−1] ‖x− y‖+ lim

λ→0

∥∥y − J
λ
y
∥∥

≤ 2 ‖x− y‖ < ε,
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donde lim
λ→0

∥∥x− J
λ
x
∥∥ = 0, pela arbitrariedade de ε.

6.14 - Exemplo: Seja T :X → X lipschitziana com constante α. Então, para todo

t > 0, (I −T )/t ∈ A((α− 1)/t). Em particular, se T é não expansiva, então I −T é um

operador acretivo.

Com efeito, se λ ≥ 0 temos
∥∥∥∥x1 − x2 + λ

[(I − T

t
+
α− 1

t
I

)
x1 −

(
I − T

t
+
α− 1

t
I

)
x2
]∥∥∥∥

=

∥∥∥∥(1 +
λα

t
)(x1 − x2)−

λ

t
(Tx1 − Tx2)

∥∥∥∥

≥ (1 +
λα

t
) ‖x1 − x2‖ −

λ

t
‖Tx1 − Tx2‖

≥ (1 +
λα

t
) ‖x1 − x2‖ −

λα

t
‖x1 − x2‖ = ‖x1 − x2‖ .

O caso em que T é não expansiva já foi tratado no Exemplo 6.5-a).

6.15 - Seja A ∈ A(ω), λω < 1 e

D =
⋃

µ>0


 ⋂

0<λ<µ

D
λ


 .

Por vii) do Teorema 6.13, (1− λω)
∥∥A

λ
x
∥∥, x ∈ D, é uma função decrescente em

um intervalo (0, λ0). Logo, essa função tem um limite quando λ→ 0+. Ponhamos

|||Ax||| = lim
λ→0

(1− λω)
∥∥A

λ
x
∥∥ , x ∈ D, λ > 0. (6.5)

6.16 - Proposição: Seja A ∈ A(ω), λ > 0 e λω < 1.

i)
∥∥A

λ
x
∥∥ ≤ (1− λω)−1|||Ax||| ∀x ∈ D ∩D

λ
;

ii) A função
∥∥A

λ
x
∥∥, x ∈ D, tem um limite quando λ→ 0 e

lim
λ→0

∥∥A
λ
x
∥∥ = |||Ax|||;
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iii) |||Ax||| ≤ |Ax|, ∀x ∈ D(A) ∩ D.

Demonstração: De λω < 1, (1− λω)
∥∥A

λ
x
∥∥ decrescente e (6.5) vem i); de (6.5) e de

lim
λ→0

(1− λω) = 1 vem ii) e de ii) do Teorema 6.13 vem iii).

Em (6.5) o limite pode ser +∞. Vamos por

D̂(A) = {x ∈ D; |||Ax||| < +∞}. (6.6)

6.17 - Proposição: Seja A ∈ A(ω), λω < 1 e D(A) ⊂ D. Então

D(A) ⊂ D̂(A) ⊂ D(A).

Demonstração: D(A) ⊂ D̂(A), por iii) da Proposição 6.16. Seja x ∈ D e x /∈ D(A).

Como J
λ
x ∈ D(A) para todo λ > 0, temos

∥∥x− J
λ
x
∥∥ ≥ inf

y∈D(A)
‖x− y‖ = d > 0.

Portanto,

lim
λ→0

∥∥A
λ
x
∥∥ = lim

λ→0

1

λ

∥∥x− J
λ
x
∥∥ = +∞,

i.e., x /∈ D̂(A). Logo D̂(A) ⊂ D(A), q.e.d. .

6.18 - Definição: Diz-se que o operador A é fechado se de xn ∈ D(A), n = 1, . . . ,

xn → x, yn ∈ Axn, n = 1, . . . , e yn → y resulta que x ∈ D(A) e y ∈ Ax.

6.19 - Proposição: Seja A fechado, A ∈ A(ω) e λ > 0 tal que λω < 1. Então:

i) J
λ
é um operador fechado;

ii) D
λ
é um conjunto fechado.

Demonstração: i) Seja (zn) uma seqüência de elementos de D
λ

convergente a z,

xn = J
λ
zn, n = 1, . . . , e (xn) convergente a x. Como zn = xn + λyn, onde yn ∈ Axn,
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segue-se que (yn) converge a um certo y ∈ X e como A é fechado, por hipótese, segue-se

que (x, y) ∈ A. Logo, z = x+ λy ∈ D
λ
e J

λ
z = x mostrando que J

λ
é fechado.

ii) Seja (zn) uma seqüência de elementos de D
λ
convergente a z. Temos zn = xn + λyn

e J
λ
zn = xn, n = 1, . . . , com (xn, yn) ∈ A. Como, por i) do Teorema 6.13, J

λ
é

lipschitziana com constante (1− λω)−1 tem-se

‖xn − xm‖ =
∥∥J

λ
zn − J

λ
zm
∥∥ ≤ (1− λω)−1 ‖zn − zm‖

i.e., (xn) é uma sucessão de Cauchy e, portanto, convergente. Seja x = limxn. Então,

yn = (1/λ)(zn − xn), converge a um certo y ∈ X e como, por hipótese, A é fechado,

segue-se que (x, y) ∈ A. Logo, z = lim zn = lim(xn + λyn) = x + λy com y ∈ Ax.

Portanto, z ∈ D
λ
e, assim, D

λ
é fechado.

7. Operadores máximo acretivos e m-acretivos

7.1 - Definição: Seja A:X → X um operador acretivo e D(A) ⊂ C ⊂ X . Diz-se que

A é máximo acretivo em C se A não admitir extensão acretiva própria com domı́nio

contido em C. Diz-se que A é máximo acretivo se A for máximo acretivo em X . Diz-se

que A é m-acretivo se A é acretivo e Im(I + A) = X .

Da Proposição 6.10 resulta que todo operador m-acretivo é máximo acretivo.

Com efeito, seja A:X → X m-acretivo, A ⊂ B com B acretivo e (x, y) ∈ B. Pondo

z = x+ y tem-se z ∈ X e

JB
1
z = x. (7.0)

De z ∈ X e A m-acretivo segue-se que existe x1 ∈ D(A) tal que z ∈ (I+A)x1. Portanto

z = x1 + y1 com (x1, y1) ∈ A. Dáı e de A ⊂ B vem (x1, y1) ∈ B donde

JB
1
z = x1. (7.1)

Mas B sendo acretivo, JB
1

é uńıvoco pela Proposição 6.10. De (7.0) e (7.1) vem, então,

x = x1 e, portanto, y = y1 pois z = x+ y = x1 + y1. Desse modo (x, y) = (x1, y1) ∈ A.
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Logo, B = A e, assim, A é máximo acretivo. A rećıproca que, pelo Teorema 2.13,

é válida nos espaços de Hilbert, não tem validade geral. Um exemplo de Calvert [1]

mostra que não é válida mesmo que X e X∗ sejam uniformemente convexos.

7.2 - Proposição: Seja A um operador acretivo tal que Im(I + µA) = X para algum

µ > 0. Então, Im(I + λA) = X ∀λ > 0.

Demonstração: Sejam Im(I + µA) = X , µ > 0, λ > 0, x ∈ X e ponhamos k = λ/µ.

Se

z = Jµ

(
x

k
+

(
1−

1

k

)
y

)
, y ∈ X,

então z ∈ D(A), uma vez que Jµ:X → D(A). Ponhamos z = By. Então B é um

operador de X e, como Jµ é uma contração (Teorema 6.11), ∀ y1, y2 ∈ X temos

‖By1 −By2‖ =

∥∥∥∥Jµ(
x

k
+ (1−

1

k
)y1)− Jµ(

x

k
+ (1−

1

k
)y2)

∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥
x

k
+ (1−

1

k
)y1 −

x

k
− (1−

1

k
)y2

∥∥∥∥ ≤

∣∣∣∣1−
1

k

∣∣∣∣ ‖y1 − y2‖ .

Logo, se k > 1/2, B é uma contração estrita, donde B tem um ponto fixo y0. Mas,

então, de

y0 = Jµ

(
x

k
+

(
1−

1

k

)
y0

)

vem

x

k
+

(
1−

1

k

)
y0 ∈ (I + µA)y0,

donde x ∈ (I + λA)y0. Desse modo, Im(I + λA) = X para todo λ > µ/2. Segue-se,

dáı, que Im(I + (ε+
µ

2
)A) = X para cada ε > 0 e o mesmo argumento, aplicado agora

a µε = ε +
µ

2
mostra que Im(I + λA) = X para cada λ > µ/4. Por iteração vê-se que



§7. OPERADORES MÁXIMO ACRETIVOS E m-ACRETIVOS 153

para cada n ∈ N, Im(I + λA) = X , ∀λ > µ/2n.

7.3 - Corolário: i) O operador acretivo A é m-acretivo se, e só se, Im(I + λA) = X,

∀λ > 0.

ii) Se A é m-acretivo, então D(A
λ
) = D(J

λ
) = D

λ
= X ∀λ > 0.

7.4 - Proposição: Todo operador m-acretivo é fechado.

Demonstração: Seja, com efeito, A:X → X um operador m-acretivo, (xn) ⊂ D(A)

tal que xn → x e yn ∈ Axn tal que yn → y. Então, xn + yn ∈ (I + A)xn donde,

J1(xn + yn) = xn, n = 1, . . . . Mas A sendo m-acretivo temos D(J1) = X , pelo

Corolário 7.3; logo x + y ∈ D(J1) e como, pelo Teorema 6.11, J1 é uma aplicação

cont́ınua, J1(x+ y) = x. Dáı vem x ∈ D(A) e x+ y ∈ (I + A)x, donde y ∈ Ax.

7.5 - Exemplo: a) O operador β̃ do Exemplo 6.5-b) é m-acretivo nos dois seguintes

casos: i) Ω é limitado; ii) 0 ∈ β(0).

Para mostrar que β̃ é m-acretivo basta mostrar que Im(I + β̃) = Lp(Ω), ou seja,

que para cada v ∈ Lp(Ω) existe um u ∈ D(β̃) tal que v ∈ (I + β̃)u. Mas como β

é, por hipótese, acretivo, (I + β)−1 é um operador uńıvoco donde, pondo, para cada

x ∈ Ω, u(x) = (I + β)−1v(x), basta mostrar que u ∈ Lp(Ω) uma vez que dáı vem

v(x) ∈ (I + β)u(x) ou seja, v(x) − u(x) ∈ β(u(x)) com v − u ∈ Lp(Ω). Pelo Teorema

6.11, (I + β)−1 sendo uma contração, u é mensurável donde, pondo c = (I + β)−1(0),

|u(x)| = |u(x) + c− c| ≤ |u(x)− c|+ |c|

=
∣∣(I + β)−1v(x)− (I + β)−1(0)

∣∣+ |c| ≤ |v(x)− (0)|+ |c| = |v(x)|+ |C|.

Se Ω for limitado, c ∈ Lp(Ω). Logo, u ∈ Lp(Ω). Se 0 ∈ β(0) então (I + β)−10 = 0,

donde |u(x)| ≤ |v(x)|. Logo, u ∈ Lp(Ω).

b) O operador A, definido no Exemplo 6.5-c), é m-acretivo porque é acretivo e,

como se mostra na teoria das equações diferenciais parciais, para cada v ∈ Lp(Ω) existe
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u ∈W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) tal que u−∆u = v, i.e., Im(I −∆) = Lp(Ω).

Em particular, o operador A de L2(Ω) definido por D(A) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω),

Au = −∆u ∀u ∈ D(A) é m-acretivo e, portanto, máximo monótono pelo Teorema 2.13.

c) Se A ∈ A(ω) e Im(I + λA) = X para algum λ > 0 tal que λω < 1, então

A+ ωI é m-acretivo.

Pela Proposição 7.2 e tendo em vista que, por hipótese, A + ωI é acretivo, é

bastante mostrar que existe um real µ > 0 tal que Im(I + µ(A + ωI)) = X . Como

λω < 1 temos 1−λω > 0. Ponhamos µ = λ/(1−λω) e, portanto, λ = µ/(1+µω). Seja

y ∈ X . Por hipótese existe x ∈ D(A) tal que

1

1 + µω
y ∈ (I + λA)x

ou seja

y ∈ (1 + µω)x+ µAx

e, portanto,

y ∈ (I + µ(A+ ωI))x.

Logo Im(I + µ(A+ ωI)) = X .

d) Seja C um subconjunto convexo e fechado de um espaço de Banach, X , T :C →

C uma aplicação lipschitziana com constante α. Seja t > 0 e ponhamos A = (I − T )/t.

Então A ∈ A((α − 1)/t), pelo Exemplo 6.14. Vamos mostrar que Jλ aplica C em C

quando

i) λ > 0, se α ≤ 1;

ii) 0 < λ < t/(α− 1), se α > 1.

Com efeito, sejam x ∈ C, λ > 0 e ponhamos

G(y) =
t

t+ λ
x+

λ

t+ λ
T (y).
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Como C é convexo, G:C → C. Além disto,

‖G(y)−G(z)‖

=

∥∥∥∥
(

t

t+ λ
x+

λ

t+ λ
T (y)

)
−

(
t

t+ λ
x+

λ

t+ λ
T (z)

)∥∥∥∥

≤
λ

t+ λ
‖T (y)− T (z)‖ ≤

λα

t+ λ
‖y − z‖ .

Portanto, G é uma contração estrita para todo λ > 0 se α ≤ 1 e, uma contração estrita

para 0 < λ < t/(α− 1) se α > 1. Em ambos os casos G admite um e um só ponto fixo

y ∈ C, i.e.,

y =
t

t+ λ
x+

λ

t+ λ
T (y)

ou, equivalentemente, y = Jλx.

Se C = X , de ii) segue-se, pelo exemplo anterior que, se α > 1, então A+
α − 1

t
I

é m-acretivo.

7.6 - Exemplo: a) O operador descrito no Exemplo 6.6-a) é m-acretivo. Para demons-

trar que isto é verdade devemos mostrar que para todo h ∈ L1(0, 1) existe u ∈ D(A) tal

que u+Au = u+ϕ(u)′ = h ou, pondo β = ϕ−1 e v = ϕ(u), que existe v absolutamente

cont́ınua satisfazendo as condições v(0) = 0 e v′ + β(v) = h.

Seja, em primeiro lugar, h ∈ C([0, 1]). Com aux́ılio do Teorema de Existência de

Peano vê-se que, nesse caso, a equação v′ + β(v) = h tem uma solução local v em um

intervalo [0, a), 0 < a ≤ 1, tal que v(0) = 0. E v é única porque se ω for outra teremos

(v − ω)′ + β(v)− β(ω) = 0, donde

1

2

d

dx
|v − ω|2 + (β(v)− β(ω))(v − ω) = 0

ou, como (β(v)− β(ω))(v − ω) ≥ 0 uma vez que β é monótono,

1

2

d

dx
|v − ω|2 ≤ 0.
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Dáı, |v(x)− ω(x)|2 = 0, 0 ≤ x < a, pois v(0) = ω(0) = 0; portanto, ω = v.

Para estender v a [0, 1] observe-se que, exatamente como foi mostrado que A é

um operador acretivo em L1(0, 1), mostra-se que A é acretivo em L1(0, a). Observe-se,

ainda, que 0 ∈ D(A) e A(0) = 0. Tem-se, pois, pondo u = β(v),

∫ a

0

|u| dx =

∫ a

0

|u− 0| dx ≤

∫ a

0

|u− 0 +Au− A0| dx

=

∫ a

0

|u+Au| dx ≤

∫ 1

0

|h| dx = ‖h‖1

e, portanto, se 0 ≤ x < a,

|v(x)| ≤

∫ a

0

|v′| ds =

∫ a

0

|h− β(v)| ds ≤ 2 ‖h‖1 .

Segue-se que v pode ser estendida ao intervalo [0, 1].

Seja agora h ∈ L1(0, 1) e (hn) ⊂ C([0, 1]) tal que hn → h em L1(0, 1). Pelo que

já foi demonstrado, ∀n ∈ N existe un tal que un + Aun = hn e, como da acretividade

de A vem

‖un − um‖1 ≤ ‖un − um + Aun − Aum‖1 = ‖hn − hm‖1 → 0,

quando m,n→ ∞, segue-se que existe u ∈ L1([0, 1]) tal que un → u em L1(0, 1). Mas,

então, Aun = hn−un → h−u em L1(0, 1). Para completar a demonstração é bastante,

pois, demonstrar que A é um operador fechado. Seja, para isto, {un} ⊂ D(A), un → u e

Aun → ω em L1(0, 1). Devemos mostrar que u ∈ D(A) e Au = ω. Como, por hipótese,

ϕ(un) é absolutamente cont́ınua temos

∣∣∣∣ϕ(un)(x)−
∫ x

0

ω(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤
∫ x

0

|(ϕ(un)
′ − ω)(τ)|dτ

≤

∫ 1

0

|(ϕ(un)
′ − ω)(τ)|dτ = ‖Aun − ω‖1 , ∀x ∈ [0, 1];
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portanto,

lim
n→∞

ϕ(un)(x) =

∫ x

0

ω(τ)dτ

e, pela continuidade de β,

lim
n→∞

un(x) = lim
n→∞

β(ϕ(un))(x) = β

(∫ x

0

ω(τ)dτ

)
.

Por outro lado, como un → u em L1(0, 1), existe uma seqüência (nk) tal que

lim
k→∞

unk
(x) = u(x) q.s. em [0, 1].

Portanto,

u(x) = β

(∫ x

0

ω(τ)dτ

)
q.s. em [0, 1]

donde redefinindo u de modo que essa igualdade seja verificada em todo ponto de [0, 1],

resulta que u é cont́ınua, u(0) = 0 e

ϕ(u)(x) =

∫ x

0

ω(τ) dτ

é absolutamente cont́ınua; logo u ∈ D(A) e Au = ϕ(u)′ = ω, q.e.d. .

b) O operador A, descrito no Exemplo 6.6-b), ém-acretivo. Para demonstrar essa

afirmação é bastante demonstrar que ∀h ∈ L1(0, 1) existe u ∈ D(A) tal que u+Au = h,

ou seja, u− ϕ(u)′′ = h, uma vez que já foi demonstrado que A é acretivo.

Pondo, como no exemplo anterior, β = ϕ−1 e v = ϕ(u) devemos, então, demons-

trar que para todo h ∈ L1(0, 1) existe v tal que v e v′ são absolutamente cont́ınuas,

v(0) = v(1) = 0 e β(v)− v′′ = h.

Observe-se, inicialmente, que se v satisfaz essas condições, então v é limitada.

Com efeito, da acretividade de A e de A(0) = 0 vem

‖β(v)‖1 = ‖u‖1 = ‖u− 0‖1 ≤ ‖u− 0 + (Au− A0)‖1 = ‖h‖1 .
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Além disto, de v(0) = v(1) = 0 segue-se que existe ξ ∈ (0, 1) tal que v′(ξ) = 0 e, assim,

|v′(x)| ≤

∫ x

ξ

|v′′(τ)|dτ ≤

∫ 1

0

|β(v)(τ)− h(τ)|dτ ≤ 2 ‖h‖1 .

Portanto

|v(x)| ≤

∫ x

0

|v′(τ)|dτ ≤ 2 ‖h‖1 ∀x ∈ [0, 1],

i.e. ‖v‖
∞

≤ 2 ‖h‖1. Isto posto, seja β̃ definida por

β̃(s) =





β(2‖h‖1) se s ≥ 2‖h‖1

β(s) se |s| ≤ 2‖h‖1

β(−2‖h‖1) se s ≤ −2‖h‖1.

Teremos β̃(v) = β(v) ∀ v tal que ‖v‖
∞

≤ 2 ‖h‖1, donde v é solução de β(v) − v′′ = h

se, e só se, v é solução de β̃(v)− v′′ = h. Ponhamos

T (v)(x) =

∫ 1

0

g(x, y)(β̃(v)(y)− h(y))dy, v ∈ L1(0, 1),

onde

g(x, y) =





y(x− 1) se 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

x(y − 1) se 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Imediatamente se tem T (v)(0) = T (v)(1) = 0, Tv e (Tv)′ são absolutamente cont́ınuas,

(T (v))′′ = β̃(v)− h, ∀ v ∈ L1(0, 1). Assim, para demonstrar a asserção feita é bastante

demonstrar que o operador T :S → S, S ⊂ C([0, 1]) tem um ponto fixo. Seja K =

max{β(2 ‖h‖
1
), |β(−2 ‖h‖

1
)|}; então

∣∣∣β̃(s)
∣∣∣ ≤ K ∀ s ∈ R e

|T (v)(x)| ≤

∫ 1

0

|g(x, y)|
∣∣∣β̃(v)(y)− h(y)

∣∣∣ dy

≤

∫ 1

0

∣∣∣β̃(v)(y)− h(y)
∣∣∣ dy ≤ K + ‖h‖1 .
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Logo, ‖T (v)‖C([0,1]) ≤ K + ‖h‖1. Analogamente, ‖(T (v))′‖C([0,1]) ≤ K + ‖h‖1. Por-

tanto, T aplica L1(0, 1) em S = {ω, ω ∈ C([0, 1]), ω(0) = ω(1) = 0, ||ω||
∞

≤ K +

‖h‖1 , ||ω
′||

∞
≤ K + ‖h‖1}, onde ‖ω‖∞ = max

0≤x≤1
|ω(x)| = ||w||

C([0,1])
. Pelo Teorema

de Arzelá-Ascoli, S é relativamente compacto em C([0, 1]). Vamos mostrar que T é

cont́ınua em C([0, 1]). Seja (vn) ⊂ C([0, 1]), vn → v em C([0, 1]). Então β̃(vn)(y) →

β̃(v)(y) e

T (vn)(x)− T (v)(x) =

∫ 1

0

g(x, y)(β̃(vn)(y)− β̃(v)(y)) dy

donde

|T (vn)(x)− T (v)x| ≤

∫ 1

0

|β̃(vn)(y)− β̃(v)(y)|dy → 0.

Assim ||T (vn)− T (v)||
∞

→ 0.

Logo T (vn) converge a Tv em C([0, 1]). Segue-se, pelo Teorema de Schauder,

que T tem um ponto fixo.

c) O operador acretivo, A, definido no Exemplo 6.6-c), é m-acretivo. Para

demonstrar essa afirmação, i.e., que para todo h ∈ C([0, 1]) existe u ∈ D(A) tal que

h ∈ (I + A)u, ou, o que é o mesmo, u′′ = ϕ(u− h), suponhamos inicialmente, que ϕ é

limitada, |ϕ(s)| ≤ K ∀ s ∈ R e consideremos o operador T :C([0, 1]) → C([0, 1]) definido

por

T (u)(x) =

∫ 1

0

g(x, y)ϕ(u(y)− h(y))dy, u ∈ C([0, 1]),

onde g é a função de Green, definida no exemplo precedente. Do mesmo modo que

anteriormente, vê-se que T (u)′′ = ϕ(u − h) e, dáı, que todo ponto fixo de T é uma

solução da equação u′′ = ϕ(u − h). Vamos, então, demonstrar que T tem um ponto

fixo. Temos

|T (u)(x)| ≤

∫ 1

0

|ϕ(u(t)− h(t))| dt ≤ K
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donde ‖T (u)‖∞ ≤ K. Analogamente, ‖(T (u))′‖∞ ≤ K e, portanto, T aplica C([0, 1])

no conjunto

{ω;ω ∈ C([0, 1]), ‖ω‖∞ ≤ K, ‖ω′‖∞ ≤ K}

que é um subconjunto relativamente compacto de C([0, 1]). Além disto, T é cont́ınuo.

Seja, com efeito, un → u em C([0, 1]). Como ϕ é cont́ınua e limitada, ϕ é uniformemente

cont́ınua. Logo,

|T (un)(x)− T (u)(x)| ≤

∫ 1

0

|ϕ(un(y)− h(y))− ϕ(u(y)− h(y))| dy → 0

donde ‖T (un)− T (u)‖∞ → 0, i.e., Tun → Tu em C([0, 1]). Logo, T é, de fato, cont́ınua

e, assim, tem um ponto fixo, pelo Teorema de Schauder. Como Tu = u⇒ u ∈ D(A).

Observe-se, agora, que as soluções do problema em estudo são limitadas, quer ϕ

seja limitada quer não. De fato, se v é uma qualquer delas temos

‖v‖∞ = ‖v − 0‖∞ ≤ ‖v − 0 + (h− v)− 0‖∞ = ‖h‖∞ .

Seja, então, ϕ não limitada. Pondo

ϕ̃(s) =





ϕ(2 ‖h‖∞) se s ≥ 2 ‖h‖∞
ϕ(s) se |s| ≤ 2 ‖h‖∞
ϕ(−2 ‖h‖∞) se s ≤ −2 ‖h‖∞

ϕ̃ é limitada e satisfaz as condições impostas a ϕ. Logo, se u é uma solução de u′′ = ϕ̃(u−

h), solução que existe pelo que ficou estabelecido anteriormente, então ‖u‖∞ ≤ ‖h‖∞,

donde ϕ̃(u− h) = ϕ(u− h) e, desse modo, u é solução de u′′ = ϕ(u− h). Portanto, em

todos os casos, h ∈ Im(I + A).

Condições equivalentes à maximalidade dos operadores acretivos são dadas pelo

teorema a seguir.

7.7 - Teorema: Seja A acretivo. São equivalentes:
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i) A é máximo acretivo em C ⊃ D(A);

ii) Se x ∈ C, y ∈ X, e ∀ (u, v) ∈ A, ‖x− u+ λ(y − v)‖ ≥ ‖x− u‖ ∀λ > 0, então

(x, y) ∈ A;

iii) Se x ∈ C, y ∈ X e para cada (u, v) ∈ A existe ξ∗ ∈ F (x−u) tal que 〈y−v, ξ∗〉 ≥ 0,

então (x, y) ∈ A.

Demonstração: Análoga à do Teorema 2.3.

Os operadores acretivos, máximo acretivos e m-acretivos têm uma propriedade

análoga à dos operadores monótonos dada pela Proposição 1.5:

7.8 - Proposição: Se A é acretivo, máximo acretivo ou m-acretivo, então o operador

obtido de A por translações de D(A) e Im(A) é, respectivamente, acretivo, máximo

acretivo ou m-acretivo.

A demonstração não oferece dificuldade.

7.9 - Proposição: Seja X liso, A ∈ A(ω), D(A) ⊂ C ⊂ X e A + ωI máximo em C.

Então, Ax é convexo e fechado ∀x ∈ D(A).

Demonstração: Seja x ∈ D(A) e yi ∈ Ax, i = 1, 2. Como, por hipótese, A ∈ A(ω),

para cada (u, v) ∈ A tem-se

〈yi + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 ≥ 0, i = 1, 2.

Mas dáı vem, para cada (u, v) ∈ A e 0 ≤ t ≤ 1,

〈ty1 + (1− t)y2 + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 = t〈y1 + ωx− v − ωu, F (x− u)〉

+ (1− t)〈y2 + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 ≥ 0

donde, pelo Teorema 7.7, ty1 + (1− t)y2 ∈ Ax, i.e., Ax é convexo.

Seja yn ∈ Ax, n = 1, . . . e yn → y. Então, para cada (u, v) ∈ A,

〈yn + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 ≥ 0, n = 1, . . . ,
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visto que A ∈ A(ω). Mas dáı vem

〈y + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 ≥ 0 ∀ (u, v) ∈ A.

Pelo Teorema 7.7, y ∈ Ax, o que mostra que Ax é fechado.

7.10 - Definição: Diz-se que um operador A:X → X , onde X é um espaço de Banach,

é demifechado se as condições (xn, yn) ∈ A, n = 1, . . . , xn → x e yn ⇀ y implicam

(x, y) ∈ A.

7.11 - Proposição: Seja X um espaço de Banach, cuja norma é diferenciável à Fréchet,

A ∈ A(ω) e A+ ωI máximo em D(A). Então A é demifechado.

Demonstração: Como, por hipótese, a norma de X é diferenciável à Fréchet, o

operador dualidade é uńıvoco e cont́ınuo, pelo Teorema I-6.6 e Lema I-6.12. Sejam

(xn, yn) ∈ A, n = 1, . . . , xn → x e yn ⇀ y. Tem-se, então, ∀ (u, v) ∈ A,

|〈yn + ωxn − v − ωu, F (xn − u)〉 − 〈y + ωx− v − ωu, F (x− u)〉|

≤ |〈yn − y, F (x− u)〉|+ |〈yn − v, F (xn − u)− F (x− u)〉|

+ |ω〈xn − u, F (xn − u)− F (x− u)〉|+ |ω〈xn − x, F (x− u)〉|

≤ |〈yn − y, F (x− u)〉|+ (‖yn − v‖+ ‖ω(xn − u)‖) ‖F (xn − u)− F (x− u)‖

+ |ω〈xn − x, F (x− u)〉| → 0

quando n→ ∞. Logo,

〈y + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 = lim
n→∞

〈yn + ωxn − v − ωu, F (xn − u)〉 ≥ 0

para todo (u, v) ∈ A. Como xn → x e xn ∈ D(A), n = 1, . . . segue-se que x ∈ D(A).

Logo, (x, y) ∈ A pelo Teorema 7.7.

7.12 - Proposição: Todo operador A ∈ A(ω), tal que A + ωI é máximo em D(A), é
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um subconjunto fechado de X ×X.

Demonstração: Sejam (xn, yn) ∈ A, xn → x e yn → y quando n → ∞. Como

A ∈ A(ω),

‖xn − u‖ ≤ ‖xn − u+ λ(yn + ωxn − v − ωu)‖ ∀ (u, v) ∈ A,

donde no limite quando n→ ∞,

‖x− u‖ ≤ ‖x− u+ λ(y + ωx− v − ωu)‖ ∀ (u, v) ∈ A.

Como xn ∈ D(A), n = 1, . . . , e xn → x tem-se x ∈ D(A) e como, por hip’otese, A+ωI

é máximo acretivo em D(A) tem-se (x, y) ∈ A, pelo Teorema 7.7, q.e.d. .

7.13 - Proposição: Seja X um espaço de Banach e A ∈ A(ω). Se λ0ω < 1 então,

para cada x ∈
⋂

0<λ≤λ0

Dλ = D,
∥∥J

λ
x
∥∥ é limitado em 0 < λ ≤ λ0.

Demonstração: Seja x ∈ D e 0 < λ, µ ≤ λ0. Então, A
λ
x ∈ AJ

λ
x e Aµx ∈ AJµx,

donde, para algum ξ∗ ∈ F (J
λ
x− Jµx) tem-se

〈A
λ
x+ ωJ

λ
x− Aµx− ωJµx, ξ

∗〉 ≥ 0

pois, por hipótese, A ∈ A(ω). Logo,

0 ≤ λ〈A
λ
x−Aµx, ξ

∗〉+ λω ‖ξ∗‖2

= 〈λA
λ
x− µAµx+ µAµx− λAµx, ξ

∗〉+ λω ‖ξ∗‖
2

= 〈λA
λ
x− µAµx, ξ

∗〉+ (µ− λ)〈Aµx, ξ
∗〉+ λω ‖ξ∗‖2

≤ −〈µAµx− λA
λ
x, ξ∗〉+ |µ− λ| ‖Aµx‖ · ‖ξ

∗‖+ λω ‖ξ∗‖2 .

Mas

F (J
λ
x− Jµx) = F (x− λA

λ
x− x+ µAµx) = F (µAµ(x)− λA

λ
x).
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Logo,

(1− λω)
∥∥J

λ
x− Jµx

∥∥ ≤ |µ− λ| ‖Aµx‖

e, portanto, de 0 < λ ≤ µ = λ0 vem

∥∥∥Jλ
x− J

λ0

x
∥∥∥ ≤ λ0

∥∥∥Aλ0

x
∥∥∥ , se ω ≤ 0

e ∥∥∥Jλ
x− J

λ0

x
∥∥∥ ≤ λ0(1− λ0ω)

−1
∥∥∥Aλ0

x
∥∥∥ , se ω > 0,

q.e.d. .

7.14 - Proposição: Seja X∗ uniformemente convexo, A ∈ A(ω), A+ ωI máximo em

D(A) e D(A) ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0. Então,

lim
λ→0

∥∥A
λ
x
∥∥ = |Ax| ∀x ∈ D(A).

Demonstração: Temos, por hipótese, D(A) ⊂ D
λ
, 0 < λ < λ0, donde pela Proposição

6.16,
∥∥A

λ
x
∥∥ tem um limite quando λ→ 0 e

lim
λ→0

∥∥A
λ
x
∥∥ = |||Ax||| ≤ |Ax| , ∀x ∈ D(A).

Por outro lado, de acordo com o Teorema de Milman, X∗ é reflexivo e, portanto, X é

reflexivo. Existe, então, uma seqüência (λn), λn → 0 quando n → ∞, e um y ∈ X tais

que A
λn

x ⇀ y quando n→ ∞. Segue-se dáı que

‖y‖ ≤ lim inf
n→∞

‖Aλn
x‖ = |||Ax|||

pois a norma é seqüencialmente s.c.i. em relação à topologia fraca de X . Mas, A
λn

x ∈

AJ
λn

x e, por viii) do Teorema 6.13, J
λn

x → x ∀x ∈ D(A). Além disto, pelo Teorema
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I-6.15 e a Proposição 7.11, A é demifechado. Logo, y ∈ Ax e, portanto, |Ax| ≤ ‖y‖ ≤

|||Ax|||, donde

lim ‖Aλx‖ = |||Ax||| = |Ax| ∀x ∈ D(A),

q.e.d. .

7.15 - Lema: Seja X um espaço de Banach reflexivo e estritamente convexo, D um

subconjunto convexo de X e Pn:D → X, n = 1, . . . , uma aplicação lipschitziana cuja

constante ln → 1, quando n → ∞. Se x, y ∈ D, Pnx ⇀ x e Pny ⇀ y, então Pn(tx +

(1− t)y)⇀ tx+ (1− t)y quando n→ ∞, 0 ≤ t ≤ 1.

Demonstração: Ponhamos z = tx+ (1− t)y, 0 ≤ t ≤ 1. Temos z ∈ D. De Pnx ⇀ x

segue-se que o conjunto {Pnx}, n = 1, . . . , é limitado donde, por

‖Pnz − x‖ ≤ ‖Pnz − Pnx‖+ ‖Pnx− x‖ ≤ ln ‖z − x‖+ ‖Pnx− x‖

= ln(1− t) ‖y − x‖+ ‖Pnx− x‖ ,

o conjunto {Pnz}, n = 1, . . . , é limitado. Pela reflexividade de X segue-se, então, que

existe uma seqüência {nk}, nk → ∞ quando k → ∞, e um ω ∈ X tais que P
nk

z ⇀ ω

quando k → ∞. Mas então,

‖ω − x‖ ≤ lim inf
k→∞

‖Pnk
z − Pnk

x‖ ≤ lim inf
k→∞

lnk
‖z − x‖ = ‖z − x‖ = (1− t) ‖y − x‖ .

‖ω − y‖ ≤ lim inf
k→∞

∥∥∥Pnk

z − P
nk

y
∥∥∥ ≤ lim inf

k→∞
l
nk

‖z − y‖ = ‖z − y‖ = t ‖y − x‖

e, dáı,

‖y − x‖ = ‖y − ω + ω − x‖ ≤ ‖y − ω‖+ ‖ω − x‖ ≤ ‖y − x‖

i.e.,

‖(y − ω) + (ω − x)‖ = ‖y − ω‖+ ‖ω − x‖ = ‖y − x‖ . (7.2)

Portanto,

‖ω − x‖ = (1− t) ‖y − x‖ e ‖ω − y‖ = t ‖y − x‖ . (7.3)
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Mas X sendo estritamente convexo, de (7.2) resulta, pelo Teorema I-5.10, que, ou

ω − x = 0 donde por (7.3), t = 1 e, portanto, ω = x = z, ou y − ω = λ(ω − x). Dáı,

ainda por (7.3), λ = t/(1−t) e, portanto, ω = z. Pela unicidade do limite tem-se, então,

Pnz ⇀ z.

7.16 - Proposição: Seja X um espaço de Banach reflexivo, estritamente convexo e que

satisfaz a condição I-(5.2) da Proposição I-5.8. Então, se A+ωI é m-acretivo, D(A) é

convexo.

Demonstração: Sejam x e y pontos arbitrários de D(A). É bastante demonstrar que

(x + y)/2 ∈ D(A). Se λn → 0, então J
λn

x → x e J
λn

y → y, por viii) do Teorema

6.13, donde Jλn
((x + y)/2) ⇀ (x + y)/2, pelo Lema 7.15. Além disto, se λnω < 1,

n = 1, . . . , então, por i) do Teorema 6.13,

lim sup
λn→0

∥∥∥∥Jλn

(
x+ y

2

)
− J

λn

x

∥∥∥∥ ≤ lim
λn→0

(1− λnω)
−1

∥∥∥∥
y − x

2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
y − x

2

∥∥∥∥ .

Logo,

Jλn

(
x+ y

2

)
− Jλn

x→
y − x

2

pela hipótese I-(5.2). Portanto, Jλn
((x + y)/2) → (x + y)/2, donde Jλ((x + y)/2) →

(x+y)/2, pela unicidade do limite. Finalmente, como Im(Jλ) = D(A) tem-se (x+y)/2 ∈

D(A).

Seja X um espaço normado e C ⊂ D ⊂ X . Diz-se que P :D → C é uma retração

de D em C se P é cont́ınua e P (x) = x ∀x ∈ C. Quando existe uma retração de D em

C diz-se que C é uma retração de D. A retração P :D → C e a retração C são ditos

não expansivos se ‖P (x)− P (y)‖ ≤ ‖x− y‖; são ditos irradiantes se de P (x) = z vem

P (z + λ(x− z)) = z ∀λ > 0 tal que z + λ(x− z) ∈ D.

7.17 - Teorema: Seja X um espaço de Banach reflexivo e estritamente convexo e

A:X → X tal que A+ωI é m-acretivo. Então, convD(A) é uma retração não expansiva
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de X onde convD(A) é o conjunto das combinações convexas dos elementos de D(A).

Demonstração: Seja C = {x ∈ X ; J
λ
x ⇀ x quando λ → 0}. Pelo Lema 7.15, com

D = X ,C é um conjunto convexo. Além disto, seja (xn) ⊂ C, xn → x e ω∗ ∈ X∗.

Escolhendo λ0 > 0 de modo que λ0ω < 1 então (1− λω)−1 é limitada e menor que um

certo M , para 0 < λ < λ0. Logo, dado ε > 0 existe um n0 tal que ‖x− xn‖ < ε/2(M +

1) ‖ω∗‖ ∀n > n0 e, para cada n, um λn, 0 < λn < λ0, tal que |〈Jλxn − xn, ω
∗〉| <

ε/2 ∀λ que satisfaz a condição 0 < λ < λn. Portanto, se n > n0 e 0 < λ < λn, então

|〈Jλx− x, ω∗〉| ≤ |〈Jλx− Jλxn, ω
∗〉|+ |〈Jλxn − xn, ω

∗〉|+ |〈xn − x, ω∗〉|

≤ ‖Jλx− Jλxn‖ · ‖ω
∗‖+

∣∣〈J
λ
xn − xn, ω

∗〉
∣∣+ ‖xn − x‖ · ‖ω∗‖

≤ (1 + (1− λω)−1) ‖x− xn‖ ‖ω
∗‖+ |〈Jλxn − xn, ω

∗〉| < ε

i.e., Jλx ⇀ x e, assim, C é fechado.

Como por viii) do Teorema 6.13, D(A) ⊂ C e C é convexo e fechado tem-se

convD(A) ⊂ C. Por outro lado, de J
λ
x ∈ D(A) ∀x ∈ X resulta, pela definição de

C, que C está contido no fecho fraco de D(A). Mas D(A) ⊂ convD(A) e convD(A) é

fracamente fechado. Logo, C ⊂ convD(A) e, portanto, C = convD(A).

Para cada x ∈ X existe, pela Proposição 7.13, um λ0 > 0 e uma constante M(x)

tais que ‖Jλx‖ ≤M(x) para todo λ ∈ (0, λ0]. Seja

Cx = {y ∈ C; ‖y‖ ≤M(x)}.

Cada Cx é fracamente compacto donde
∏

x∈X

Cx = Q é compacto na topologia produto

correspondente. Para cada λ, 0 < λ ≤ λ0, Jλ é um ponto de Q. Seja λn → 0 e P

o limite de J
λn

em Q. Então, Px ∈ C ∀x ∈ X visto que Cx é fracamente fechado.

Portanto, P :X → C e

‖Px− Py‖ ≤ lim inf
n→∞

‖Jλn
x− Jλn

y‖ ≤ lim
n→∞

(1− λnω)
−1 ‖x− y‖ = ‖x− y‖ ,
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i.e., P é uma retração não expansiva e, assim, convD(A) é uma retração não expansiva

de X .

7.18 - Nota: Os operadores acretivos dos espaços de Banach nem sempre têm uma

extensãom-acretiva em convD(A), como ocorre com os operadores acretivos dos espaços

de Hilbert (Proposição 2.15). Seja, por exemplo, C um subconjunto convexo e fechado

de um espaço de Banach, X , que não seja uma retração não expansiva de X . (Se

a dimensão de X é maior ou igual a 3 e X não é um espaço de Hilbert, certamente

existe um C nessas condições; com efeito, demonstra-se (Reich [1] pag. 381) que todo

subconjunto convexo e fechado de um espaço de Banach, X , de dimensão maior ou igual

a 3, é uma retração não expansiva de X se, e só se, X é um espaço de Hilbert). Então,

pelo Teorema 7.17, o operador acretivo A:X → X , definido por A = {(x, 0); x ∈ C},

não tem extensão m-acretiva em convD(A) = C.

7.19 - Lema: Seja C um subconjunto convexo, fechado e não vazio de um espaço de

Banach liso. Então, x ∈ Co se, e só se,

x ∈ C e ‖x‖2 ≤ 〈y, F (x)〉, ∀ y ∈ C. (7.4)

Demonstração: Se x satisfaz (7.4), então ‖x‖2 ≤ ‖y‖ ‖x‖ e dáı, ‖x‖ ≤ ‖y‖ ∀ y ∈ C;

logo x ∈ Co. Reciprocamente, de x ∈ Co vem, ∀ y ∈ C e t ∈ (0, 1),

‖(1− t)x+ ty‖2 = 〈(1− t)x+ ty, F ((1− t)x+ ty)〉

= 〈x, F ((1− t)x+ ty)〉+ t〈y − x, F ((1− t)x+ ty)〉

≤ ‖x‖ ‖(1− t)x+ ty‖+ t〈y − x, F ((1− t)x+ ty)〉

≤ ‖(1− t)x+ ty‖2 + t〈y − x, F ((1− t)x+ ty)〉.

Logo,

t〈y − x, F ((1− t)x+ ty)〉 ≥ 0
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donde, dividindo por t, fazendo t tender a zero e levando em conta o Teorema I-6.6,

tem-se (7.4).

7.20 - Lema: Seja D um subconjunto convexo e fechado de um espaço de Banach liso

e P :D → C uma retração de D em C. São equivalentes as condições:

i) 〈x− Px, F (Px− y)〉 ≥ 0 ∀x ∈ D e ∀ y ∈ C.

ii) P é não expansiva e irradiante.

Demonstração: Seja i) verdadeira. Então

〈x− Px, F (Px− Py)〉 ≥ 0, 〈y − Py, F (Py − Px)〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ D.

Portanto,

〈x− Px+ Py − y, F (Px− Py)〉 ≥ 0

e, dáı,

‖Px− Py‖2 ≤ 〈x− y, F (Px− Py)〉 ≤ ‖x− y‖ · ‖Px− Py‖ ∀x, y ∈ D.

Logo, P é não expansiva. Seja λ tal que Px+λ(x−Px) ∈ D. Pondo ω = Px+λ(x−Px)

tem-se

〈x− Px, F (Px− Pω)〉 ≥ 0 e 〈ω − Pω, F (Pω − Px)〉 ≥ 0.

Logo, tendo em vista que ω − Px = λ(x− Px), segue-se que

〈ω − Px+ Pω − ω, F (Px− Pω)〉 ≥ 0,

ou seja

−‖Px− Pω‖2 ≥ 0

e, dáı, Pω = Px. Logo P é irradiante e, assim, i) ⇒ ii). Reciprocamente, suponhamos

ii) verdadeira e sejam x ∈ D, y ∈ C e K = D ∩ {Px+ λ(x− Px);λ ≥ 0}. Então, K é

um conjunto convexo e fechado, Py = y e se ω ∈ K, Pω = Px. Logo, para todo ω ∈ K,

‖Px− y‖ = ‖Pω − Py‖ ≤ ‖ω − y‖ ,
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i.e., Px− y ∈ (K − y)0 e pelo Lema 7.19 aplicado a K − y,

‖Px− y‖2 ≤ 〈ω − y, F (Px− y)〉.

Dáı

〈Px− y, F (Px− y)〉 ≤ 〈ω − y, F (Px− y)〉

e portanto

〈ω − Px, F (Px− y)〉 ≥ 0 ∀x ∈ D ∀ y ∈ C.

Em particular, para ω = x, tem-se 〈x− Px, F (Px− y)〉 ≥ 0, que é a condição i).

7.21 - Corolário: Existe no m’aximo uma retração não expansiva e irradiante de um

espaço de Banach liso, X, em um subconjunto C de X, não vazio.

Demonstração: Com efeito, se P e Q forem duas retrações não expansivas e irradiantes

de X sobre C então, pelo Lema 7.20 tem-se

〈x− Px, F (Px−Qx)〉 ≥ 0, 〈x−Qx, F (Qx− Px)〉 ≥ 0,

donde 〈Qx− Px, F (Px−Qx)〉 ≥ 0 e, dáı, Qx = Px.

O operador dualidade, F , de um espaço de Banach liso é dito fracamente seqüen-

cialmente cont́ınuo se a condição xn ⇀ x implica F (xn)
∗
⇀ F (x). É o caso, por exemplo,

dos operadores dualidade dos espaços de Hilbert.

7.22 - Teorema: Seja X um espaço de Banach reflexivo, estritamente convexo e liso

e suponhamos que o operador dualidade F seja fracamente seqüencialmente cont́ınuo.

Se A:X → X é tal que A + ωI é m-acretivo, então a retração não expansiva P :X →

convD(A), definida no Teorema 7.17, é irradiante e P = lim
λ→0

Jλ em Q =
∏

x∈X

Cx .

Demonstração: Pelo que foi demonstrado no Teorema 7.17, existe uma seqüência

{λn}, 0 < λn < λ0, λ0ω < 1, λn → 0 quando n → ∞ e tal que, quando n → ∞, Jλn
x
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tende fraco a Px, ∀x ∈ X . Pela acretividade de A+ ωI temos

〈
A

λn

x+ ωJλn
x−Aλn

y − ωJλn
y, F (Jλn

x− Jλn
y)
〉
≥ 0, ∀x, y ∈ X.

Dáı vem

(1− λnω) ‖Jλn
x− Jλn

y‖2 ≤ 〈x− y, F (Jλn
x− Jλn

y)〉 ∀x, y ∈ X.

Portanto, se x ∈ X e y ∈ convD(A) tem-se Jλn
x− Jλn

y ⇀ Px− y donde

‖Px− y‖2 ≤ lim inf
n→∞

‖Jλn
x− Jλn

y‖2

≤ lim
n→∞

(1− λnω)
−1〈x− y, F (Jλn

x− Jλn
y)〉 = 〈x− y, F (Px− y)〉.

Dáı,

||Px− y||2 = 〈Px− y, F (Px− y)〉 ≤ 〈x− y, F (Px− y)〉

e, portanto,

〈x− Px, F (Px− y)〉 ≥ 0 ∀x ∈ X e y ∈ convD(A).

Pelo Lema 7.20, P é irradiante donde, pelo Corolário 7.21, P = lim
λ→0

Jλ em Q =
∏

x∈X

Cx,

q.e.d. .

Um operador PC :X → C é dito projeção de X sobre C se

‖x− PCx‖ ≤ ‖x− y‖ ∀ y ∈ C.

É bem sabido que se C for um subconjunto convexo e fechado de um espaço de Hilbert,

então existe uma e uma só projeção de X sobre C e que PC é a projeção de X sobre C

se, e só se,

〈x− PCx, PCx− y〉 ≥ 0 ∀ y ∈ C. (7.5)

7.23 - Corolário: Seja X um espaço de Hilbert e A:X → X um operador tal que

A+ ωI é m-acretivo. Então:
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i) D(A) é um conjunto convexo;

ii) A retração não expansiva e irradiante P :X → convD(A) definida no

Teorema 7.17 é a projeção P
D(A)

de X sobre D(A);

iii) Jλx→ P
D(A)

x, ∀x ∈ X, quando λ→ 0.

Demonstração: i)D(A) é convexo pela Proposição 7.16. ii) Como, no caso dos espaços

de Hilbert, F = I temos, pelo Teorema 7.22 e o Lema 7.20,

〈x− Px, Px− y〉 ≥ 0 ∀ y ∈ D(A)

donde, por (7.5), P é a projeção P
D(A)

. iii) Seja u ∈ D(A) e v ∈ Au. Temos, pela

acretividade

〈Aλx+ ωJλx− v − ωu, Jλx− u〉 ≥ 0

donde

‖Jλx‖
2 ≤ 〈x− λv, Jλx− u〉+ 〈Jλx, u〉+ λω ‖Jλx− u‖2 .

Logo,

lim sup
λ→0

∥∥J
λ
x
∥∥2 ≤ 〈x, P

D(A)
x− u〉+ 〈P

D(A)
x, u〉,

∀u ∈ D(A) e, portanto, para todo u ∈ D(A); fazendo u = P
D(A)

x temos

lim sup
λ→0

‖Jλx‖
2 ≤

∥∥∥P
D(A)

x
∥∥∥
2

e, como Jλx ⇀ P
D(A)

x, segue-se que Jλx→ P
D(A)

x.

Para que um operador acretivo A:X → X , onde X é reflexivo e estritamente con-

vexo, tenha uma extensão m-acretiva com domı́nio contido em convD(A) é necessário

que convD(A) seja uma retração não expansiva de X , como decorre do Teorema 7.17.
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Essa condição não é, porém, suficiente. Condições suficientes são encontradas em Reich

[1] pag. 384.

8. Secções

Ao operador A:X → X associemos o operador A0:X → X definido por A0x =

(Ax)0, i.e.,

A0x = {y; y ∈ Ax, ‖y‖ = |Ax|}.

O operador A0 é dito secção mı́nima de A.

8.1 - Teorema: Seja X reflexivo, estritamente convexo e liso e A ∈ A(ω) um operador

demifechado e tal que

D(A) ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0. (8.1)

Então A0 é um operador uńıvoco, D(Ao) = D(A) e A0x = y onde y = lim
λ→0

fraco Aλx .

Demonstração: Seja B o operador definido por D(B) = D(A) e Bx = convAx, onde

convAx é o conjunto das combinações convexas dos elementos de Ax. Das condições

impostas a X decorre que Bx tem um único elemento de norma mı́nima, B0x (Teorema

I-5.14). Vamos mostrar que B0x ∈ Ax e, portanto, que B0x é o único elemento de

norma mı́nima de Ax.

Se y ∈ Ax e v ∈ Au, então

〈y + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 ≥ 0 (8.2)

uma vez que A ∈ A(ω). Portanto, se yi ∈ Ax, λi ≥ 0, i = 1, . . . , n, e
n∑

i=1

λi = 1, então

〈
n∑

i=1

λiyi + ωx− v − ωu, F (x− u)

〉
≥ 0,



174 OPERADORES MONÓTONOS E ACRETIVOS CAP. II

i.e., (8.2) é válida para todo y ∈ convAx. Logo é válida para todo y ∈ convAx = Bx.

Analogamente, (8.2) é válida para todo v ∈ convAu = Bu; segue-se que B ∈ A(ω).

Como de (8.1) vem D(A) ⊂ Im(I + λA) ⊂ Im(I + λB), 0 < λ < λ0, segue-se, por ii) do

Teorema 6.13, que para cada x ∈ D(A),
∥∥A

λ
x
∥∥ ≤ (1−λω)−1 |Ax|, 0 < λ < λ0, λω < 1;

logo, pela reflexividade de X , existe uma seqüência (λn), λn → 0 quando n → ∞, e

y ∈ X tais que A
λn

x ⇀ y quando n → ∞. Mas JA
λn

x → x quando n → ∞, pelo

Teorema 6.13, (JA
λn

x,A
λn

x) ∈ A, pela Proposição 6.10 e A é demifechado, por hipótese.

Logo, y ∈ Ax. Além disto, pela definição de B, tem-se JB
λ
x = JA

λ
x, 0 < λ < λ0, donde

B
λ
x = A

λ
x. Portanto, para 0 < λ < λ0 e λω < 1 tem-se

‖y‖ ≤ lim
n→∞

∥∥∥Aλn

x
∥∥∥ = lim

n→∞

∥∥∥Bλn

x
∥∥∥ ≤ lim

n→∞
(1− λnω)

−1 |Bx| = |Bx| ,

pela semicontinuidade da norma em relação à topologia fraca e pelo Teorema 6.13. Logo

y = B0x visto que y ∈ Ax ⊂ Bx, q.e.d. .

8.2 - Teorema: Sejam X e X∗ uniformemente convexos e A ∈ A(ω) um operador

fechado e tal que

D(A) ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0. (8.3)

Então existe uma extensão demifechada, Ã, de A tal que:

i) Ã ∈ A(ω) e D(Ã) ⊂ Im(I + λA) ⊂ Im(I + λÃ), 0 < λ < λ0, λω < 1.

ii) D(Ã) = D(Ã0) = D(A0) = D(A) e Ã0x = A0x ∀x ∈ D(A).

Demonstração: É imediato que, ordenada por inclusão, a famı́lia dos operadores de

A(ω) com domı́nio contido em D(A) é indutiva superiormente. Pelo Lema de Zorn, A

está, pois, contido em um elemento máximo, dessa famı́lia, i.e., existe uma extensão Ã de

A tal que D(Ã) ⊂ D(A), Ã ∈ A(ω) e Ã+ωI é máxima em D(A). Pela Proposição 7.11

Ã é demifechado. Além disto A sendo, por hipótese, fechado e λ > 0, λω < 1, o conjunto

Im(I + λA) é fechado pela Proposição 6.19. Logo, de (8.3) vem D(A) ⊂ ℑ(I + λA),
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0 < λ < λ0, λω < 1 e, como D(Ã) ⊂ D(A),

D(Ã) ⊂ Im(I + λA) ⊂ Im(I + λÃ), 0 < λ < λ0, λω < 1.

ii) Seja x ∈ D(Ã). Por i) temos x ∈ Im(I + λÃ), 0 < λ < λ0, λω < 1 donde, por ii)

do Teorema 6.13, {‖Ã
λ
x‖}, 0 < λ < λ0, λω < 1, é um conjunto limitado. Como, pelo

Teorema de Milman, X é reflexivo, segue-se que existe uma seqüência (λn), λn → 0, e

y ∈ X tais que Ã
λn

x ⇀ y. Mas de x ∈ D(Ã) vem J Ã
λn

x → x quando n → ∞. Logo,

como Ã é demifechado, (x, y) ∈ Ã, i.e., y ∈ Ãx. Além disto, da semicontinuidade da

norma na topologia fraca, do Teorema 6.13 e do Teorema 8.1 vem

‖y‖ ≤ lim inf
n→∞

∥∥∥Ãλn
x
∥∥∥ ≤ lim inf

n→∞
(1− λnω)

−1
∣∣∣Ãx

∣∣∣ =
∣∣∣Ãx

∣∣∣ =
∥∥∥Ã0x

∥∥∥ .

Logo, y = Ã0x e, portanto, ‖y‖ = lim
∥∥∥Ãλn

x
∥∥∥. Pela Proposição I-5.8 segue-se que

Ã
λn

x → y. Tendo agora em vista que J Ã
λ
x = JA

λ
x e, conseqüentemente Ã

λ
x = A

λ
x,

pois, pelo que ficou demonstrado em i), x ∈ Im(I+λA), e que A é fechado por hipótese,

segue-se que (x, y) ∈ A. Logo, x ∈ D(A) e Ã0x = y ∈ Ax. Portanto, D(Ã) = D(Ã0) =

D(A0) = D(A) e Ã0x = A0x, ∀x ∈ D(A).

8.3 - Lema: Seja X∗ um espaço uniformente convexo e A ∈ A(ω) tal que A + ωI é

máximo em C, D(A) ⊂ C ⊂ X. Então F (A0x) tem um único elemento ∀x ∈ D(A).

Demonstração: Pela Proposição 7.9, Ax é convexo e fechado ∀x ∈ D(A). Logo,

A0x 6= φ, ∀x ∈ D(A), pelo Teorema I-5.14. Sejam y1, y2 ∈ A0x. Tem-se ‖y1‖ = ‖y2‖;

além disto, como X é liso, F (y1) e F (y2) são conjuntos de um só elemento. Pelo Lema

7.19,

‖y1‖
2 ≤ 〈y2, F (y1)〉 ≤ ‖y1‖ ‖y2‖ = ‖y1‖

2
.

Logo,

〈y2, F (y1)〉 = ‖y2‖
2
= ‖y1‖

2
= ‖F (y1)‖

2
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donde F (y1) ∈ F (y2) e, portanto, F (y1) = F (y2), q.e.d. .

8.4 - Proposição: Seja X∗ um espaço uniformemente convexo, A ∈ A(ω), A + ωI

máximo em D(A) e D(A) ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0. Então:

i) lim
λ→0

F (A
λ
x) = F (Aox), ∀x ∈ D(A);

ii) Se X também é uniformemente convexo, então lim
λ→0

A
λ
x = A0x.

Demonstração: Como A ∈ A(ω) e A
λ
x ∈ AJλx, λ > 0, tem-se ∀x ∈ D(A)

〈y + ωx− A
λ
x− ωJλx, F (x− Jλx)〉 ≥ 0 ∀ y ∈ Ax

e, dáı,

(1− λω)
∥∥A

λ
x
∥∥2 ≤ 〈y, F (A

λ
x)〉 ∀ y ∈ Ax. (8.4)

Por ii) do Teorema 6.13, se λω < 1 e 0 < λ < λ0, então Aλ
x é limitado ∀x ∈ D(A).

Portanto, ∀x ∈ D(A), F (A
λ
x) é limitado se λω < 1 e 0 < λ < λ0. Como, além disto,

X∗ é reflexivo, existe uma seqüência (λn), λn → 0, λnω < 1, n = 1, . . . , e u∗ ∈ X∗ tais

que F (Aλn
x)⇀ u∗. Dáı, de (8.4) e da Proposição 7.14 vem

|Ax|2 ≤ 〈y, u∗〉 ∀ y ∈ Ax. (8.5)

Como essa propriedade é válida, em particular, para y ∈ A0x temos ‖u∗‖ ≥ |Ax|. Por

outro lado,

‖u∗‖ ≤ lim inf
n→∞

‖F (Aλn
x)‖ = lim inf

n→∞
‖Aλn

x‖

≤ lim
n→∞

(1− λnω)
−1 |Ax| = |Ax| .

Logo ‖u∗‖ = |Ax|. Mas então, para y ∈ A0x tem-se, novamente por (8.5),

|Ax|2 ≤ 〈y, u∗〉 ≤ |Ax|2 ,
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i.e.,

〈y, u∗〉 = |Ax|2 = ‖y‖2 ∀ y ∈ A0x,

o que mostra que u∗ ∈ F (A0x). Mas F (A0x) tem um único elemento, pelo Lema 8.3;

logo u∗ = F (A0x). Pela Proposição I-5.8 tem-se, então,

lim
n→∞

F (Aλn
x) = F (A0x)

e, dáı,

lim
λ→0

F (A
λ
x) = F (A0x),

pela unicidade do limite, o que demonstra i).

ii) Pelo Teorema I-6.15,F−1 é uma função cont́ınua e, pelo Teorema I-5.14, A0x

tem um só elemento. Logo, por i) temos lim
λ→0

A
λ
x = A0x, ∀x ∈ D(A), q.e.d. .

8.5 - Definição: Seja A+ωI m-acretivo. Diz-se que o operador uńıvoco A′ ⊂ A é uma

secção principal de A se D(A′) = D(A) e de (x, y) ∈ D(A)×X , ξ∗ ∈ F (x− u) e

〈y + ωx− v − ωu, ξ∗〉 ≥ 0 ∀ (u, v) ∈ A′

vem (x, y) ∈ A, i.e., as extensões de A′ com domı́nio contido em D(A) e pertencentes a

A(ω) estão contidas em A.

Em Brezis [4], Gomes [1] e Pazy [2] está demonstrado que se X é um espaço de

Hilbert e A é m-acretivo, então a secção mı́nima A0 é uma secção principal. A este

respeito voltaremos oportunamente para demonstrar um resultado mais geral (Caṕıtulo

III - Teorema 3.18). Por ora será demonstrado apenas o resultado auxiliar a seguir.

8.6 - Teorema: Seja X∗ uniformemente convexo, A + ωI m-acretivo e A′ ⊂ A um

operador tal que D(A′) = D(A) e ∀u ∈ D(A) existe v ∈ A′u que satisfaz a condição

‖v‖ ≤ θ(|Au|), (8.6)
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onde θ: [0,∞) → R é limitada nos intervalos limitados. Se x ∈ D(A) e y ∈ X são tais

que

〈y + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 ≥ 0 ∀ (u, v) ∈ A′,

então, (x, y) ∈ A.

Demonstração: Satisfeitas as hipóteses, o operador Ã + ωI, onde Ã = A − y, é m-

acretivo e, pondo θ̃(|Ãu|) = θ(|Au|) + ‖y‖, Ã′ = A′ − y, θ̃ é limitado nos intervalos

limitados e, por (8.6), ∀u ∈ D(Ã) = D(A) existe v − y ∈ Ã′u tal que ‖v − y‖ ≤

‖v‖+ ‖y‖ ≤ θ(|Au|) + ‖y‖ = θ̃(|Ãu|), i.e., Ã satisfaz condições análogas às impostas a

A. Além disto, (x, y) ∈ A se, e só se, (x, 0) ∈ Ã. Sem quebra da generalidade podemos,

pois, supor que y = 0. Supondo, então, y = 0 tem-se, por hipótese,

〈ωx− v − ωu, F (x− u)〉 ≥ 0 ∀ (u, v) ∈ A′

donde, para u = Jλx,λ > 0,

〈ωx− v − ωJλx, F (x− Jλx)〉 ≥ 0, ∀ v ∈ A′Jλx.

Dáı,

〈v, F (A
λ
x)〉 ≤ λω

∥∥A
λ
x
∥∥2 , ∀ v ∈ A′Jλx. (8.7)

Como A
λ
x ∈ AJλx tem-se, ∀λ tal que λω < 1,

0 ≤ |AJλx| ≤
∥∥A

λ
x
∥∥ ≤ (1− λω)−1 |Ax| .

Segue-se dáı que, se v
λ
é um elemento de A′Jλx, 0 < λ < λ0, λω < 1, que satisfaz (8.6),

então o conjunto {
∥∥v

λ

∥∥} é limitado. Logo existe uma seqüência (λn), λn → 0 quando

n→ ∞, e z ∈ X tais que vλn
⇀ z, uma vez que das hipóteses resulta que X é reflexivo.

Tendo em vista i) da Proposição 8.4 segue-se dáı e de (8.7) que 〈z, F (A0x)〉 ≤ 0. Além

disto, pela Proposição 7.11, A é demifechado e por viii) do Teorema 6.13, Jλn
x → x.
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Logo, z ∈ Ax. Mas Ax é convexo e fechado pela Proposição 7.9, donde A0x 6= φ pelo

Teorema I-5.14. Logo, A0x = {0} pelo Lema 7.19, donde (x, 0) ∈ A, q.e.d. .

8.7 - Corolário: Seja X∗ uniformemente convexo, D(A) = D(B), A+ωI e B+ωI m-

acretivos e A0x ∩ B0x 6= φ ∀x ∈ D(A). Então A = B. Em particular, se A0 = B0,

então A = B.

Demonstração: Para cada x ∈ D(A) = D(B) seja S o operador definido por Sx =

A0x ∩B0x. Então S ⊂ A, S ⊂ B e se y ∈ Sx

‖y‖ = |Ax| , ‖y‖ = |Bx| ∀x ∈ D(A) = D(B),

isto é, a condição (8.6) é satisfeita. Além disto, de (x, y) ∈ A e (u, v) ∈ S vem

〈y + ωx− v − ωu, F (x− u)〉 ≥ 0 ∀u ∈ D(A) = D(B);

logo (x, y) ∈ B, pelo Teorema 8.6. Portanto, A ⊂ B e, analogamente, B ⊂ A.

9. Perturbação dos operadores acretivos

A soma de dois operadores acretivos de um espaço de Banach liso é um operador

acretivo e, de um modo geral, se A ∈ A(ω1) e B ∈ A(ω2), então A + B ∈ A(ω1 + ω2),

como decorre imediatamente de iv) do Corolário 6.3. Entretanto, se A+ω1I e B+ω2I são

m-acretivos, A+B+(ω1+ω2)I não é necessariamente m-acretivo. Serão estabelecidas,

a seguir, algumas condições suficientes para que a soma de um operador m-acretivo

A+ ωI com um operador m-acretivo B seja um operador m-acretivo.

9.1 - Lema: Seja X um espaço de Banach liso, A+ ωI um operador m-acretivo de X

e B um operador uńıvoco, lipschitziano, acretivo e definido em todos os pontos de X.

Então A+B + ωI é m-acretivo.

Demonstração: Pela Proposição 7.2 temos que demonstrar que Im(I+λ(A+B+ωI)) =

X para algum λ > 0, i.e. que ∀ y ∈ X existe x ∈ D(A) tal que y ∈ (I+λ(A+B+ωI))x
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ou, o que é o mesmo, y − λBx ∈ (I + λ(A + ωI))x ou, ainda, x = JA+ωI
λ (y − λBx).

Portanto o que se tem a demonstrar é que dado y ∈ X a aplicação

x→ JA+ωI
λ

(y − λBx), (9.1)

que, pela m-acretividade de A + ωI, transforma X em D(A), tem um ponto fixo para

algum λ > 0. Seja, então, λ =
1

2L
, onde L é a constante de Lipschitz de B. Tem-se

pelo Teorema 6.11,

∥∥JA+ωI
λ

(y − λBx1)− JA+ωI
λ

(y − λBx2)
∥∥ ≤

≤ λ ‖Bx1 −Bx2‖ ≤ λL ‖x1 − x2‖ =
1

2
‖x1 − x2‖ .

Logo, para λ =
1

2L
, (9.1) tem um ponto fixo.

9.2 - Proposição: Seja X liso e A + ωI e B operadores m-acretivos de X. Então,

para cada y ∈ X e cada λ > 0 existem x
λ
∈ D(A) e u

λ
∈ Ax

λ
tais que

y = (1 + ω)x
λ
+ u

λ
+B

λ
x
λ
. (9.2)

Se além disto, D(A) ∩D(B) 6= φ, então x
λ
é limitado quando λ→ 0.

Demonstração: O operador B
λ
é uńıvoco, lipschitziano e acretivo pelo Teorema 6.13

e definido em todo ponto de X pelo Corolário 7.3. Logo, A+B
λ
+ωI é m-acretivo pelo

Lema 9.1. Portanto, Im(I + (A+B
λ
+ ωI)) = X ou seja Im((1 + ω)I + A+B

λ
) = X

donde, se y ∈ X , existe x
λ
∈ D(A) e u

λ
∈ Ax

λ
tais que y = (1 + ω)x

λ
+ u

λ
+B

λ
x
λ
, o

que demonstra a primeira das asserções feitas. Seja x0 ∈ D(A)∩D(B), y
λ
∈ (1+ω)x0+

Ax0 + B
λ
x0 e y ∈ X . Pelo que se acaba de demonstrar, y ∈ (1 + ω)x

λ
+ Ax

λ
+ B

λ
x
λ

para algum x
λ
∈ D(A). Tem-se, então,

y
λ
− x0 ∈ (A+B

λ
+ ωI)x0 e y − x

λ
∈ (A+B

λ
+ ωI)x

λ
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donde, pela acretividade de A+B
λ
+ ωI,

〈(y − x
λ
)− (y

λ
− x0), F (xλ − x0)〉 ≥ 0.

Dáı vem
∥∥x

λ
− x0

∥∥2 ≤ 〈y − y
λ
, F (x

λ
− x0)〉 ≤

∥∥y − y
λ

∥∥ ∥∥x
λ
− x0

∥∥ ,

i.e.,
∥∥x

λ
− x0

∥∥ ≤
∥∥y − y

λ

∥∥. Mas y
λ
é limitado quando λ → 0 pois, por ii) do Teorema

6.13,
∥∥B

λ
x0
∥∥ ≤ (1−λω)−1 |Bx0|, ∀λ > 0, λω < 1. Logo, x

λ
é limitado quando λ→ 0,

q.e.d. .

9.3 - Teorema: Seja X∗ uniformemente convexo, A+ ωI e B operadores m-acretivos

de X tais que D(A) ∩D(B) 6= φ, y ∈ X e suponhamos que x
λ
satisfaça (9.2) e B

λ
x
λ

seja limitado quando λ→ 0. Então a equação y ∈ (1 + ω)x+ Ax+Bx tem uma única

solução x e x
λ
→ x quando λ→ 0.

Demonstração: Sejam λ, µ > 0. Então, pela Proposição 9.2,

y = (1 + ω)x
λ
+ u

λ
+B

λ
x
λ
, u

λ
∈ Ax

λ
(9.3)

y = (1 + ω)xµ + uµ +Bµxµ, uµ ∈ Axµ.

Dáı vem xλ − xµ +Bλxλ −Bµxµ + uλ + ωxλ − uµ − ωxµ = 0 e portanto,

∥∥x
λ
− xµ

∥∥2 + 〈B
λ
x
λ
−Bµxµ, F (xλ − xµ)〉

+ 〈u
λ
+ ωx

λ
− u

µ
− ωxµ, F (xλ − xµ)〉 = 0

donde, pela acretividade de A+ ωI,

∥∥x
λ
− xµ

∥∥2 + 〈B
λ
x
λ
−Bµxµ, F (xλ − xµ)〉 ≤ 0

e, pela de B,

∥∥x
λ
− xµ

∥∥2 + 〈B
λ
x
λ
−Bµxµ, F (xλ − xµ)− F (JB

λ
x
λ
− JB

µ xµ)〉 ≤ 0
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ou seja

∥∥x
λ
− xµ

∥∥2 ≤ 〈Bµxµ −B
λ
x
λ
, F (x

λ
− xµ)− F (JB

λ
x
λ
− JB

µ xµ)〉.

Dáı vem, supondo ‖Bνxν‖ < C para todo ν tal que 0 < ν < ν0,

∥∥x
λ
− xµ

∥∥2 ≤ 2C
∥∥F (x

λ
− xµ)− F ((x

λ
− xµ) + (JB

λ
x
λ
− x

λ
) + (xµ − JB

µ xµ))
∥∥

e como

∥∥(JB
λ
x
λ
− x

λ
) + (xµ − JB

µ xµ)
∥∥ =

∥∥µBµxµ − λB
λ
x
λ

∥∥ ≤ (λ+ µ)C

segue-se, pela continuidade uniforme de F , (Teorema I-6.15) que x
λ
satisfaz o Critério

de Cauchy para a existência do limite no ponto 0. Seja x = limx
λ
. Quando λ → 0

x
λ
é limitado pela Proposição 9.2 e B

λ
x
λ
, por hipótese. Segue-se por (9.3) que u

λ
é

limitado quando λ→ 0. Existe, então, uma sucessão (λn) e um u ∈ X tais que λn → 0

e uλn
⇀ u quando n → ∞ e como, para cada λn, (xλn

, uλn
) ∈ A, tem-se (x, u) ∈ A

visto que A é demifechado pela Proposição 7.11. Novamente por (9.3), existe v ∈ X

tal que Bλn
xλn

⇀ v e v = y − (1 + ω)x− u. Vamos mostrar que x ∈ D(B) e v ∈ Bx.

Tem-se, com efeito,

∥∥JB
λ
x
λ
− x
∥∥ =

∥∥JB
λ
x
λ
− x

λ
+ x

λ
− x
∥∥ ≤

∥∥JB
λ
x
λ
− x

λ

∥∥+
∥∥x

λ
− x
∥∥

= λ
∥∥B

λ
x
λ

∥∥+
∥∥x

λ
− x
∥∥ ,

donde JB
λ
x
λ
→ x quando λ→ 0. Mas (JB

λn
xλn

, Bλn
xλn

) ∈ B ∀n ∈ N, donde (x, v) ∈ B,

pela Proposição 7.11. Portanto, y = (1 + ω)x+ u + v, u ∈ Ax e v ∈ Bx. A unicidade

resulta imediatamente da acretividade de A+B + ωI.

9.4 - Teorema: Sejam X∗ uniformemente convexo e A + ωI e B dois operadores

m-acretivos de X tais que:

i) D(A) ⊂ D(B)
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ii) Para cada r > 0 existem constantes k(r) e C(r), k(r) < 1, tais que

|Bx| ≤ k(r) |Ax|+ C(r) se x ∈ D(A) e ‖x‖ ≤ r. (9.4)

Então A+B + ωI é m-acretivo.

Demonstração: Para todo y ∈ X e todo λ > 0 existe, pela Proposição 9.2, x
λ
∈ D(A)

tal que

y = (1 + ω)x
λ
+ u

λ
+B

λ
x
λ
, u

λ
∈ Ax

λ
,

e
∥∥x

λ

∥∥ ≤ r para λ suficientemente pequeno. Logo, por (9.4),
∣∣Ax

λ

∣∣ ≤
∥∥u

λ

∥∥ ≤ ‖y‖+
∥∥(1 + ω)x

λ

∥∥+
∥∥B

λ
x
λ

∥∥

≤ ‖y‖+
∥∥(1 + ω)x

λ

∥∥+
∣∣Bx

λ

∣∣

≤ ‖y‖+
∥∥(1 + ω)x

λ

∥∥+ k(r)
∣∣Ax

λ

∣∣+ C(r),

para λ suficientemente pequeno donde

∣∣Ax
λ

∣∣ ≤ 1

1− k(r)

(
‖y‖+

∥∥(1 + ω)x
λ

∥∥+ C(r)
)

e, portanto,
∣∣Ax

λ

∣∣ é limitado quando λ → 0. Dáı e de
∥∥B

λ
x
λ

∥∥ ≤
∣∣Bx

λ

∣∣ segue-se,
novamente por (9.4), que B

λ
x
λ
é limitado quando λ → 0 e, assim, A + B + ωI é

m-acretivo pelo Teorema 9.3.

9.5 - Teorema: Seja X∗ uniformemente convexo e A + ωI e B dois operadores m-

acretivos de X tais que:

i) D(A) ∩D(B) 6= φ

ii) 〈u+ωx, F (B
λ
x)〉 ≥ −ψ(‖x‖)−b

∥∥B
λ
x
∥∥2, ∀u ∈ Ax, onde 0 ≤ b < 1 e ψ é

uma função não decrescente e não negativa em [0,∞). Então, A+B+ωI é m-acretivo.

Demonstração: Pela Proposição 9.2, ∀ y ∈ X e ∀λ > 0 existe x
λ
∈ D(A), x

λ
limitado

quando λ→ 0, tal que

y = (1 + ω)x
λ
+ u

λ
+B

λ
x
λ
, (x

λ
, u

λ
) ∈ A.
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Dáı e de ii) vem

〈y − x
λ
, F (B

λ
x
λ
)〉 = 〈u

λ
+ ωx

λ
+B

λ
x
λ
, F (B

λ
x
λ
)〉

≥ −ψ(
∥∥x

λ

∥∥)− b
∥∥B

λ
x
λ

∥∥2 +
∥∥B

λ
x
λ

∥∥2 ,

donde
∥∥B

λ
x
λ

∥∥ satisfaz a desigualdade do segundo grau

(1− b)
∥∥B

λ
x
λ

∥∥2 −
∥∥y − x

λ

∥∥ ∥∥B
λ
x
λ

∥∥− ψ(
∥∥x

λ

∥∥) ≤ 0.

Logo,

(1− b)
∥∥B

λ
x
λ

∥∥ ≤
∥∥y − x

λ

∥∥+ [(1− b)ψ(
∥∥x

λ

∥∥)] 12

e, como x
λ
é limitado quando λ → 0, B

λ
x
λ
é limitado quando λ → 0. Segue-se, pelo

Teorema 9.3, que A+B + ωI é m-acretivo, q.e.d. .

9.6 - Corolário: Nas mesmas condições do Teorema 9.5, se 〈u+ ωx, F (B
λ
x)〉 ≥ 0

∀u ∈ Ax, então A+B + ωI é m-acretivo.

Demonstração: Caso particular do Teorema 9.5 com b = 0 e ψ = 0 em [0,+∞).

9.7 - Teorema: Seja X∗ uniformemente convexo. Se A + ωI e B são operadores

m-acretivos, B é linear e são satisfeitas as condições

i) D(B) ⊂ D(A)

ii) 〈u + ωx, F (Bx)〉 ≥ −ψ(‖x‖) − b ‖Bx‖2 ∀u ∈ Ax, onde 0 ≤ b < 1 e ψ é

uma função não decrescente e não negativa em [0,+∞), então A+B+ωI é m-acretivo.

Demonstração: Seja x ∈ D(A),u ∈ Ax e v ∈ AJB
λ
x. Então

λ〈u+ ωx, F (B
λ
x)〉 = 〈u+ ωx, F (λB

λ
x)〉 = 〈u+ ωx, F (x− JB

λ
x)〉

= 〈u+ ωx− v − ωJB
λ
x, F (x− JB

λ
x)〉+ 〈v + ωJB

λ
x, F (x− JB

λ
x)〉

≥ 〈v + ωJB
λ
x, F (λB

λ
x)〉 = λ〈v + ωJB

λ
x, F (BJB

λ
x)〉
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pela acretividade de A+ ωI. Usando a hipótese ii) temos

〈u+ ωx, F (B
λ
x)〉 ≥ −ψ(

∥∥JB
λ
x
∥∥)− b

∥∥BJB
λ
x
∥∥2 ≥ −ψ(‖x‖)− b

∥∥B
λ
x
∥∥2

visto que B sendo, por hipótese, acretivo e linear tem-se
∥∥JB

λ
x
∥∥ ≤ ‖x‖, Bλx = BJB

λ x .

Pelo Teorema 9.5 segue-se que A+B + ωI é m-acretivo.

9.8 - Exemplo: Seja X = Lp(Ω), 1 < p < ∞, onde Ω ⊂ R
n é aberto, limitado e tem

fronteira regular, β̃ e A = −∆u os operadores m-acretivos descritos nos Exemplos 7.5

a) e b), respectivamente. Então o operador A+ β̃ é m-acretivo. Para ver isto é bastante

observar que se u ∈ Lp(Ω) então

F (u)(x) = u(x) |u(x)|p−2 ‖u‖2−p
p

e, portanto, se (u, v) ∈ A,

〈
v, F (β̃

λ
u)
〉
=
∥∥β

λ
u
∥∥2−p

p

∫

Ω

−∆u(x)
(
β
λ
(u(x))

∣∣β
λ
(u(x))

∣∣p−2
)
dx

= (p− 1)
∥∥β

λ
u
∥∥2−p

p

∫

Ω

∣∣β
λ
(u(x))

∣∣p−2
|∇u(x)|2 β′

λ
(u(x))dx ≥ 0

pois a derivada β′
λ
de β

λ
é não negativa uma vez que, pelo Teorema 6.13, β

λ
é acretivo.

Pelo Corolário 9.6, A+ β̃ é, então, m-acretivo.





CAPÍTULO III

SEMIGRUPOS NÃO LINEARES E EQUAÇÃO DE EVOLUÇÃO

1. Semigrupo não linear

1.1 - Definição: Seja X um espaço de Banach e C um subconjunto de X . Diz-se que

uma função S de [0,∞) na famı́lia das aplicações de C em C é um semigrupo sobre C

se:

i) S(0) = I

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), t, s ≥ 0.

Diz-se que o semigrupo S é cont́ınuo se

iii) lim
t→0+

S(t)x = x, ∀x ∈ C,

e que S é do tipo ω, ω ∈ R, se

iv) ‖S(t)x− S(t)y‖ ≤ eωt ‖x− y‖.
Quando ω ≤ 0 diz-se que S é um semigrupo de contrações. Escreve-se S ∈ Qω(C) para

exprimir que S é um semigrupo cont́ınuo do tipo ω, sobre C.

2. Fórmula Exponencial

2.1 - Teorema: Se A ∈ A(ω) e D(A) ⊂ Im(I + λA) para 0 < λ < λ0, então o limite

S(t)x = lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n

x (2.1)

existe para todo x ∈ D(A) e t > 0 e a convergência é uniforme em todo intervalo [0, T ],

0 < T < ∞. Além disto, S ∈ Qω(D(A)) e para cada x ∈ D(A), S(t)x é lipschitziana
187
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nos intervalos limitados.

A demonstração deste teorema funda-se nos dois lemas a seguir.

2.2 - Lema: Seja A ∈ A(ω), 0 < µ ≤ λ, λω < 1 e x ∈ D(Jm
λ )∩D(Jn

µ ) onde m e n são

inteiros positivos e m ≤ n. Então,

∥∥Jn
µx− Jm

λ x
∥∥ ≤ (1− µω)−n

m−1∑

j=0

αjβn−j

(
n

j

)∥∥∥Jm−j
λ x− x

∥∥∥

+

n∑

j=m

(1− µω)−jαmβj−m

(
j − 1

m− 1

)∥∥Jn−j
µ x− x

∥∥ , (2.2)

onde α = µ/λ e β = (λ− µ)/λ.

Demonstração: Sejam j e k inteiros tais que 0 ≤ j ≤ n e 0 ≤ k ≤ m. Ponhamos

ak,j =
∥∥Jj

µx− Jk
λx
∥∥ .

Temos, pelo Teorema II-6.13, para j > 0 e k > 0

ak,j =

∥∥∥∥J
j
µx− Jµ

(
µ

λ
Jk−1
λ x+

λ− µ

λ
Jk
λx

)∥∥∥∥

≤ (1− µω)−1

∥∥∥∥J
j−1
µ x−

(
µ

λ
Jk−1
λ x+

λ− µ

λ
Jk
λx

)∥∥∥∥

≤ (1− µω)−1

{
µ

λ

∥∥Jj−1
µ x− Jk−1

λ x
∥∥+ λ− µ

λ

∥∥Jj−1
µ x− Jk

λx
∥∥
}

= α1ak−1,j−1 + β1ak,j−1,

onde α1 = (1− µω)−1 µ/λ e β1 = (1− µω)−1(λ− µ)/λ.

Usando a fórmula

ak,j ≤ α1ak−1,j−1 + β1ak,j−1 (2.3)
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vamos demonstrar (2.2) por indução. Indiquemos por Pm,n a asserção (2.2). Então P1,1

é válida, por (2.3). Supondo P1,n−1 verdadeira, temos

a1,n ≤ α1a0,n−1 + β1a1,n−1 ≤ α1a0,n−1

+ β1


βn−1

1

(
n− 1

0

)
a1,0 +

n−1∑

j=1

α1β
j−1
1

(
j − 1

0

)
a0,n−1−j




= βn
1 a1,0 +

n−1∑

j=0

α1β
j
1a0,n−1−j = βn

1 a1,0 +

n∑

k=1

α1β
k−1
1 a0,n−k .

Como Pm,n é amn ≤
m−1∑
j=0

αj
1β

n−j
1

(
n

j

)
am−j,0 +

n∑
j=m

αm
1 β

j−m
1

(
j − 1

m− 1

)
a0,n−j então P1,n

é verdadeira. Vamos, então, supor Pm−1,n verdadeira para todo n tal que n ≥ m − 1.

Por aplicação repetida de (2.3) teremos

am,m ≤ α1am−1,m−1 + β1am,m−1

≤ α1(α1am−2,m−2 + β1am−1,m−2)

+ β1(α1am−1,m−2 + β1am,m−2)

= α2
1am−2,m−2 + 2α1β1am−1,m−2 + β2

1am,m−2

≤
m−1∑

j=0

αj
1β

m−j
1

(
m

j

)
am−j,0,

i.e., Pm,m é verdadeira. A seguir, seja Pm,n−1 verdadeira para algum n > m. Teremos,

por (2.3) e por

(
p− 1

q

)
+

(
p− 1

q − 1

)
=

(
p

q

)
,
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am,n ≤ α1am−1,n−1 + β1am,n−1

≤ α1



m−2∑

j=0

αj
1β

n−j−1
1

(
n− 1

j

)
am−j−1,0 +

n−1∑

j=m−1

αm−1
1 βj−m+1

1

(
j − 1

m− 2

)
a0,n−j−1




+ β1



m−1∑

j=0

αj
1β

n−j−1
1

(
n− 1

j

)
am−j,0 +

n−1∑

j=m

αm
1 β

j−m
1

(
j − 1

m− 1

)
a0,n−j−1




=

m−1∑

i=0

αi
1β

n−i
1

(
n

i

)
am−i,0 +

n∑

i=m

αm
1 β

i−m
1

(
i− 1

m− 1

)
a0,n−i,

i.e., Pm,n é verdadeira para todo n ≥ m, o que completa a demonstração.

2.3 - Lema: Sejam m e n inteiros positivos tais que m ≤ n e α, β números reais

positivos tais que α+ β = 1. Então,

i)
m∑
j=0

(
n
j

)
αjβn−j(m− j) ≤

√
(nα−m)2 + nαβ

ii)
n∑

j=m

(
j−1
m−1

)
αmβj−m(n− j) ≤

√
mβ
α2 + (mβ

α +m− n)2.

Demonstração: i) Temos, pela Desigualdade de Schwartz,

m∑

j=0

(
n

j

)
αjβn−j(m− j) ≤

n∑

j=0

(
n

j

)
αjβn−j |m− j|

≤




n∑

j=0

(
n

j

)
αjβn−j




1
2



n∑

j=0

(
n

j

)
αjβn−j(m− j)2




1
2

. (2.4)



§2 FÓRMULA EXPONENCIAL 191

Mas, por cálculo direto, verifica-se que

n∑

j=0

(
n

j

)
αjβn−j = (α+ β)n

n∑

j=0

j

(
n

j

)
αjβn−j = αn(α+ β)n−1

n∑

j=0

j2
(
n

j

)
αjβn−j = α2n(n− 1)(α+ β)n−2 + αn(α+ β)n−1

relações essas que, juntamente com (2.4) e α+ β = 1, demonstram i).

ii) Temos,

n∑

j=m

(
j − 1

m− 1

)
αmβj−m(n− j) ≤

∞∑

j=m

(
j − 1

m− 1

)
αmβj−m |n− j|

≤




∞∑

j=m

(
j − 1

m− 1

)
αmβj−m




1
2



∞∑

j=m

(
j − 1

m− 1

)
αmβj−m(n− j)2




1
2

. (2.5)

Pondo

Fm(β) =

∞∑

j=m

(
j − 1

m− 1

)
βj−m, 0 < β < 1

temos

F1(β) =
∞∑

j=1

(
j − 1

0

)
βj−1 =

∞∑

k=0

βk =
1

1− β

e, por indução,

Fm(β) = (1− β)−m. (2.6)

Derivando em relação a β temos

F ′
m(β) =

∞∑

j=m

(
j − 1

m− 1

)
(j −m)βj−m−1 = m(1− β)−m−1 (2.7)
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F ′′
m(β) =

∞∑

j=m

(
j − 1

m− 1

)
(j −m)(j −m− 1)βj−m−2 = m(m+ 1)(1− β)−m−2. (2.8)

Das relações (2.5)-(2.8) resulta ii).

Demonstração do Teorema 2.1: Seja x ∈ D(A) e 0 < µ ≤ λ < λ0, m ≤ n e

λ |ω| < 1. Por hipótese, temos x ∈ D(Jm
λ ) ∩D(Jn

µ ). Por ii) e iii) do Teorema II-6.13 e

o Lema 2.2 temos, tendo em vista que 1− λ |ω| < 1,

∥∥Jn
µx− Jm

λ x
∥∥ ≤ (1− µ |ω|)−n(1− λ |ω|)−mλ

m−1∑

j=0

αjβn−j

(
n

j

)
(m− j) |Ax|

+ (1− µ |ω|)−nµ
n∑

j=m

αmβj−m

(
j − 1

m− 1

)
(n− j) |Ax| , (2.9)

onde α = µ/λ e β = (λ − µ)/λ. Como a função f(t) = (1 − t)n e2nt tem derivada não

negativa para 0 ≤ t ≤ 1/2 e como f(0) = 1, segue-se que (1 − t)−n ≤ e2nt. De (2.9)

resulta, então, para λ |ω| ≤ 1/2, levando o Lema 2.3 em consideração,

∥∥Jn
µx− Jm

λ x
∥∥ ≤ e2|ω|(nµ+mλ)λ[(nα−m)2 + nαβ]

1
2 |Ax|

+ e2|ω|nµµ

[
mβ

α2
+

(
mβ

α
+m− n2

)] 1
2

|Ax| .

Mas

λ[(nα−m)2 + nαβ]
1
2 = [(nµ−mλ)2 + nµ(λ− µ)]

1
2 ,

µ

[
mβ

α2
+

(
mβ

α
+m− n2

)] 1
2

= [mλ(λ− µ) + (mλ− nµ)2]
1
2 .

Logo,

∥∥Jn
µ x− Jm

λ x
∥∥ ≤ e2|ω|(nµ+mλ)[(nµ−mλ)2 + nµ(λ− µ)]

1
2 |Ax|

+ e2|ω|nµ[mλ(λ− µ) + (mλ− nµ)2]
1
2 |Ax| . (2.10)
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Dáı vem, fazendo µ = t/n, λ = t/m e levando em conta que e2|ω|t ≥ 1, para t > 0,

∥∥∥Jn
t/nx− Jm

t/mx
∥∥∥ ≤ 2t e4|ω|t

(
1

m
− 1

n

) 1
2

|Ax| . (2.11)

Desse modo, lim
n→∞

Jn
t/nx existe e a convergência é uniforme em todo intervalo limitado,

[0, T ], 0 < T <∞.

Como a constante de Lipschitz de Jn
t/n é menor ou igual a (1− ωt/n)−n e

lim
n→∞

(
1− ωt

n

)−n

= eωt,

segue-se que S(t)x = lim
n→∞

Jn
t/nx existe para todo x ∈ D(A) e S(t) é lipschitziana com

constante menor ou igual a eωt. Imediatamente se tem, S(t)(D(A)) ⊂ D(A). Seja

x ∈ D(A) e 0 ≤ t < τ ; tomando o limite em (2.10) com m = n, µ = t/n e λ = τ/n

tem-se

‖S(τ)x− S(t)x‖ ≤ [e2|ω|(t+τ) + e2|ω|t] |Ax| |τ − t| (2.12)

o que mostra que S(t)x é lipschitziana em t nos intervalos limitados. Segue-se dáı que

S(t)x, x ∈ D(A), é fortemente cont́ınua em t.

Resta demonstrar que S satisfaz a condição ii) da Definição 1.1, já que a condição

i) é trivial. Temos

S(mt)x = lim
n→∞

Jn
mt/n x = lim

k→∞
Jmk
mt/mk x = lim

k→∞
(Jk

t/k x)
m

= S(t)m x, ∀x ∈ D(A) e ∀m ∈ N.

Sejam, agora, l, k, r e s inteiros positivos. Então

S

(
l

k
+
r

s

)
= S

(
ls+ kr

ks

)
=

(
S

(
1

ks

))ls+kr

=

(
S

(
1

ks

))ls (
S

(
1

ks

))kr

= S

(
l

k

)
· S
(r
s

)
,
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i.e., S(t+ τ) = S(t)S(τ), para t e τ racionais, donde, para t e τ reais, pela continuidade

de S.

2.5 - Corolário: Seja (εn) uma seqüência de reais positivos tal que εn → 0 quando

n → ∞, [t/εn] a parte inteira de t/εn e A um operador que satisfaz as hipóteses do

Teorema 2.1. Então, se x ∈ D(A),

S(t)x = lim
n→∞

(I + εnA)
−[t/εn]x = lim

n→∞
(I + εnA)

−[t/εn]−1x,

uniformemente nos intervalos limitados.

Demonstração: Para x ∈ D(A) a primeira dessas igualdades é uma conseqüência

imediata de (2.10), de t− [t/εn]εn ≤ εn e de

∥∥Jkn

εn x− S(t)x
∥∥ ≤

∥∥∥Jkn

εn x− Jkn

t/kn
x
∥∥∥+

∥∥∥Jkn

t/kn
x− S(t)x

∥∥∥ ,

onde kn = [t/εn]. Para x ∈ D(A) segue dáı pelos argumentos usuais. A segunda tem

demonstração análoga.

2.6 - Nota: De um modo mais geral, se (εn) é uma seqüência de reais não negativos e

tal que εn → 0 quando n → ∞, (kn) uma seqüência de inteiros não negativos tal que

knεn → t quando n→ ∞ e A é um operador satisfazendo as condições do Teorema 2.1,

então,

S(t)x = lim(I + εnA)
−kn x ∀x ∈ D(A).

2.7 - Proposição: Se x ∈ D(A) e 0 ≤ τ ≤ t tem-se, supondo satisfeitas as hipóteses

do Teorema 2.1,

‖S(t)x− S(τ)x‖ ≤ eω
+(t−τ)eωτ (t− τ) |Ax| , (2.13)

onde ω+ = max{ω, 0}.

Demonstração: Como S ∈ Qω(D(A)) temos

‖S(t)x− S(τ)x‖ = ‖S(τ)S(t− τ)x− S(τ)x‖ ≤ eωτ ‖S(t− τ)x− x‖ . (2.14)
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a) Se ω ≤ 0 temos, pelo Teorema II-6.13, para n suficientemente grande e s ≥ 0,

∥∥∥Jn
s/n x− x

∥∥∥ ≤
n∑

i=1

(
1− s

n
w
)−i s

n
|Ax| ≤ s |Ax| .

Dáı vem, no limite quando n→ ∞, pelo Teorema 2.1,

‖S(s)x− x‖ ≤ s |Ax|

donde, por (2.14), segue-se (2.13) uma vez que, neste caso, ω+ = 0.

b) Se ω > 0 temos, ainda pelo Teorema II-6.13, para n suficientemente grande e s ≥ 0,
∥∥∥Jn

s/n x− x
∥∥∥ ≤

n∑

i=1

(
1− s

n
ω
)−i+1 ∥∥Js/n x− x

∥∥

=
1− (1− s

nω)
−n

1− (1− s
nω)

−1
·

s
n

1− s
nω

|Ax| = (1− s
nω)

−n − 1

ω
|Ax|

donde, pelo Teorema 2.1, no limite quando n→ ∞,

‖S(s)x− x‖ ≤ eωs − 1

ω
|Ax| .

Mas para ω > 0, eωs − 1 ≤ ωs eωs, donde

‖S(s)x− x‖ ≤ s eωs |Ax| .

Dáı e de (2.14) segue-se (2.13) tendo em vista que, neste caso, ω+ = ω, q.e.d. .

Note-se que a estimativa (2.13) melhora consideravelmente a (2.12).

2.8 - Definição: O semigrupo associado a A ∈ A(ω) pelo Teorema 2.1 será dito

semigrupo gerado por −A e −A o gerador exponencial de S.

3. Problema de Cauchy Abstrato

Seja X um espaço de Banach, A:X → X um operador e consideremos o seguinte

Problema de Cauchy Abstrato

du

dt
+Au ∋ 0 (3.1)
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u(0) = x. (3.2)

3.1 - Definição: Uma função u: [0,∞) → X diz-se solução forte de (3.1) se

i) u é cont́ınua em [0,∞) e lipschitziana em cada subconjunto compacto de (0,∞);

ii) u é diferenciável em quase todo ponto de (0,∞);

iii) u(t) ∈ D(A) para quase todo t ∈ (0,∞);

iv) −du
dt

(t) ∈ Au(t) para quase todo t ∈ (0,∞).

Observe-se que, se u for solução forte de (3.1), então por i) e iii), u(t) ∈ D(A),

∀t ∈ [0, T ]. Em particular, se u satisfaz (3.2), então x ∈ D(A).

3.2 - Lema: Seja u uma função definida em um intervalo e com valores em um espaço

de Banach X. Suponhamos que u tenha uma derivada fraca, u′(t) no ponto t (isto é,

que exista a derivada d〈u(t), x∗〉/dt no ponto t e d〈u(t), x∗〉/dt = 〈u′(t), x∗〉 para cada

x∗ ∈ X∗) e que a função ‖u(t)‖ seja diferenciável no ponto t. Então,

‖u(t)‖ d

dt
‖u(t)‖ = 〈u′(t), u∗〉 ∀u∗ ∈ F (u(t)).

Demonstração: Temos ∀u∗ ∈ F (u(t))

〈u(t+ h), u∗〉 − 〈u(t), u∗〉 ≤ ‖u(t+ h)‖ ‖u(t)‖ − ‖u(t)‖2 =

= (‖u(t+ h)‖ − ‖u(t)‖) ‖u(t)‖ .

Logo, se h > 0 temos, dividindo por h e passando ao limite quando h→ 0,

〈u′(t), u∗〉 ≤ ‖u(t)‖ d

dt
‖u(t)‖

e, se h < 0,

〈u′(t), u∗〉 ≥ ‖u(t)‖ d

dt
‖u(t)‖ .
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3.3 - Proposição: Seja A:X → X, A ∈ A(ω) e u e v soluções fortes de (3.1) com

u(0) = x e v(0) = y. Então

‖u(t)− v(t)‖ ≤ eωt ‖x− y‖ ∀t ∈ [0,∞). (3.3)

Demonstração: Temos −du/dt ∈ Au q.s. em (0,∞), −dv/dt ∈ Av q.s. em (0,∞)

donde, pela acretividade de A+ ωI, existe u∗ ∈ F (u(t)− v(t)) tal que

〈
− du

dt
(t) + ωu(t) +

dv

dt
(t)− ωv(t), u∗

〉
≥ 0 q.s. em (0,∞).

Dáı, vem
〈
du

dt
(t)− dv

dt
(t), u∗

〉
≤ ω ‖u(t)− v(t)‖2 q.s. em (0,∞)

donde, tendo em vista o Lema 3.2,

d

dt
‖u(t)− v(t)‖ ≤ ω ‖u(t)− v(t)‖ q.s. em (0,∞).

E como por hipótese, u e v são lipschitzianas, ‖u(t)− v(t)‖ é absolutamente cont́ınua.

Multiplicando por e−ωt e integrando de 0 a t temos (3.3).

3.4 - Corolário: Seja A ∈ A(ω). Então, (3.1) tem no máximo uma solução forte que

satisfaz (3.2).

Demonstração: Conseqüência imediata da Proposição 3.3.

3.5 - Lema: Seja A ∈ A(ω), u uma solução forte de (3.1) e h > 0. Então a função

ϕ(t) = e−ωt ‖u(t+ h)− u(t)‖
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é monótona decrescente.

Demonstração: Pondo v(t) = u(t+ h) resulta que v(t) é a solução forte de (3.1) com

valor inicial v(0) = u(h). Logo, como na Proposição 3.3,

d

dt
‖v(t)− u(t)‖ ≤ ω ‖v(t)− u(t)‖ , q.s. em [0,∞).

Dáı,

d

dt

(
e−ωt ‖v(t)− u(t)‖

)
≤ 0, q.s. em [0,∞)

e, como a função ϕ(t) = e−ωt ‖u(t+ h)− u(t)‖ = e−ωt ‖v(t)− u(t)‖ é absolutamente

cont́ınua, ϕ é monótona decrescente.

3.6 - Teorema: Seja A ∈ A(ω) e u solução forte de (3.1). Então:

i) ‖u(t)− u(s)‖ ≤ eω
+(t−s)(t − s) |Au(s)| para quase todo t ∈ (0,∞) e todo s tal

que u(s) ∈ D(A), 0 ≤ s ≤ t;

ii)

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ = |Au(t)| q.s. em (0,∞);

iii) A função e−ωt |Au(t)| é monótona decrescente.

Demonstração: Seja Ω o conjunto dos pontos t de (0,∞) tais que u(t) ∈ D(A), u é

diferenciável no ponto t e du(t)/dt + Au(t) ∋ 0. Segue-se das hipóteses que (0,∞)\Ω
tem medida nula.

i) Fixemos s tal que u(s) ∈ D(A), 0 ≤ s ≤ t e seja y ∈ Au(s). Pela acretividade

de A+ ωI existe um u∗ ∈ F (u(t)− u(s)) tal que

〈
− du

dt
(t) + ωu(t)− y − ωu(s), u∗

〉
≥ 0.

Dáı, vem 〈
du

dt
(t), u∗

〉
≤ −〈y, u∗〉+ ω ‖u(t)− u(s)‖2 ≤ ‖y‖ · ‖u(t)− u(s)‖

+ ω ‖u(t)− u(s)‖2
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e, tendo em vista o Lema 3.2 e que u(s) não depende de t,

d

dt
‖u(t)− u(s)‖ ≤ ‖y‖+ ω ‖u(t)− u(s)‖ ≤ ‖y‖+ ω+ ‖u(t)− u(s)‖ . (3.4)

Logo,

d

dt

(
e−ω+(t−s) ‖u(t)− u(s)‖

)
≤ e−ω+(t−s) ‖y‖ .

Se ω+ > 0 temos, integrando de s a t

e−ω+(t−s) ‖u(t)− u(s)‖ ≤ 1− e−ω+(t−s)

ω+
‖y‖ ,

donde

‖u(t)− u(s)‖ ≤ eω
+(t−s) − 1

ω+
‖y‖ ≤ ω+(t− s)eω

+(t−s)

ω+
‖y‖

= (t− s)eω
+(t−s) ‖y‖

e, como essa desigualdade é válida para todo y ∈ Au(s), i) é válida para ω+ > 0. Se

ω+ = 0 temos, por (3.4),

‖u(t)− u(s)‖ ≤ (t− s) ‖y‖ ∀y ∈ Au(s).

Logo

‖u(t)− u(s)‖ ≤ (t− s) |Au(s)| = eω
+(t−s)(t− s) |Au(s)| ,

e, assim, i) também é válida se ω+ = 0.

ii) Para s, t ∈ Ω, 0 ≤ t ≤ s temos, por i),

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ = lim
s→t

‖u(s)− u(t)‖
s− t

≤ lim
s→t

eω
+(s−t) |Au(t)| = |Au(t)|

e, como

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ ≥ |Au(t)|, visto que −du
dt

(t) ∈ Au(t), segue-se a igualdade em ii).
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iii) Pelo Lema 3.5, vem, para h > 0 e 0 ≤ s ≤ t,

e−ωt ‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤ e−ωs ‖u(s+ h) − u(s)‖

donde, supondo que s, t ∈ Ω tem-se, dividindo ambos os membros por h e passando ao

limite quando h→ 0,

e−ωt

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ ≤ e−ωs

∥∥∥∥
du

dt
(s)

∥∥∥∥ .

Levando ii) em consideração tem-se iii).

3.7 - Corolário: Seja X reflexivo, estritamente convexo e liso e A + ωI acretivo e

máximo em C,D(A) ⊂ C ⊂ Im(I + λA). Se u é uma solução forte de (3.1), então

A0u(t) tem um único elemento e

du

dt
(t) + Aou(t) = 0 q.s. em (0,∞).

Demonstração: Para todo t tal que u(t) ∈ D(A), Au(t) é convexo e fechado pela

Proposição II-7.9, donde (Au(t))0 tem um único elemento, pelo Teorema I-5.14. Além

disto,

−du
dt

(t) ∈ Au(t) q.s. em (0,∞).

Logo, levando em conta ii) do Teorema 3.6 e notando que, por definição, A0u(t) =

(Au(t))0, tem-se o resultado que se queria demonstrar.

3.8 - Definição: Seja π a partição 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T de [0, T ]. O esquema

xi − xi−1

ti − ti−1
+ Axi ∋ 0, i = 1, . . . , N, (3.5)

será dito discretização da equação (3.1). Se max
1≤i≤N

{ti − ti−1} ≤ ε, (3.5) será dita ε-

discretização de (3.1) em [0, T ].
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Se a seqüência x0, x1, . . . , xN satisfaz (3.5), a função uπ, definida por uπ(0) = x0

e uπ(t) = xi se t ∈ (ti−1, ti], é dita solução de (3.5) em [0, T ] com valor inicial x0.

Se (3.5) for uma ε-discretização, uπ será dita solução ε-aproximada de (3.1) com valor

inicial x0; se uπ for uma solução ε-aproximada de (3.1) em [0, T ] com valor inicial x0 e

‖x− x0‖ ≤ ε, uπ será dita solução ε-aproximada do problema (3.1)-(3.2) em [0, T ].

3.9 - Proposição: Seja A um operador nas condições do Teorema 2.1. Então, para

cada partição de [0, T ], 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T tal que ti − ti−1 < λ0 e cada

x0 ∈ D(A), a discretização (3.5) admite uma única solução com valor inicial x0.

Demonstração: Para i = 1 a discretização (3.5) com valor inicial x0 é equivalente a

x1 − x0
t1

+Ax1 ∋ 0

e, portanto, a (I + t1A)x1 ∋ x0. Mas, por hipótese, A ∈ A(ω) e x0 ∈ Im(I + t1A),

0 < t1 < λ0 . Logo, existe um único x1 ∈ D(A) tal que x0 ∈ (I + t1A)x1 e tem-se

x1 = (I + t1A)
−1x0. Por recorrência, vê-se que, para cada i = 2, . . . , N existe um só

xi ∈ D(A) que satisfaz (3.5) ou, equivalentemente,

xi = (I + (ti − ti−1)A)
−1xi−1 0 < ti − ti−1 < λ0 (3.6)

ou, ainda,

xi = (I + (ti − ti−1)A)
−1(I + (ti−1 − ti−2)A)

−1 . . . (I + t1A)
−1x0. (3.7)

A seqüência x0, x1, . . . , xN define a única solução de (3.5) com valor inicial x0.

3.10 - Proposição: Seja A um operador que satisfaz as condições do Teorema 2.1,

x0 ∈ D(A) e uεN a solução da εN -discretização (3.5), onde ti − ti−1 = T/N = εN ,

i = 1, . . . , N , com valor inicial x0. Então,

lim
N→∞

uεN (t) = S(t)x0, (3.8)
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uniformemente em [0, T ], onde S é o semigrupo gerado por −A.

Demonstração: Tem-se, por (3.7),

uεN (t) = (I + εNA)
−[t/εN ]−1x0 ∀t ∈ [0, T ],

onde [t/εN ] é a parte inteira de t/εN . Logo, pelo Corolário 2.5,

lim
N→∞

uεN (t) = S(t)x0,

uniformemente em [0, T ].

Pode-se demonstrar o resultado mais geral a seguir.

3.11 - Teorema: Seja A ∈ A(ω), x0 ∈ D(A) e suponha-se que para cada ε > 0 exista

uma solução ε-aproximada, uε, de (3.1)-(3.2). Então uε converge uniformemente para

uma função cont́ınua.

Não usaremos este teorema e omitiremos sua demonstração. (A demonstração

encontra-se em Pazy [3] e Crandall e Evans [1]).

3.12 - Teorema: Seja A um operador que satisfaz as condições do Teorema 2.1, x ∈
D(A) e u uma solução forte de (3.1) com u(0) = x. Então, u(t) = S(t)x, t ∈ [0,∞),

onde S é o semigrupo gerado por −A.

Demonstração: Vamos supor, em primeiro lugar, que x ∈ D(A). Seja T > 0 e N tal

que (T/N)ω < 1, ε = T/N e ponhamos u(t) = x, se t < 0, e

gε(t) =
u(t)− u(t− ε)

ε
− du

dt
(t).

Como −du
dt

(t) ∈ Au(t) q.s. em (0, T ) segue-se dáı que u(t) = (I+εA)−1(u(t−ε)+εgε(t))

q.s. em (0, T ). Por outro lado, pondo uε(t) = x para t ≤ 0 temos por (3.6)

uε(t) = (I + εA)−1uε(t− ε), t ≥ 0.
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Logo, por i) do Teorema II-6.13 e tendo em vista que (1− εω)−1 ≤ (1− ε |ω|)−1 temos

‖uε(t)− u(t)‖ = ‖Jεuε(t− ε)− Jε(u(t− ε) + εgε(t))‖

≤ (1− ε |ω|)−1[‖uε(t− ε)− u(t− ε)‖+ ε ‖gε(t)‖] q.s. em (0, T ).

Portanto,

∫ T

0

‖uε(t)− u(t)‖ dt ≤ (1− ε |ω|)−1

∫ T

0

‖uε(t− ε) − u(t− ε)‖ dt

+ ε(1− ε |ω|)−1

∫ T

0

‖gε(t)‖ dt,

donde,

1

ε

∫ T

T−ε

‖uε(t)− u(t)‖ dt ≤ (1− ε |ω|)−1 − 1

ε

∫ T−ε

0

‖uε(t)− u(t)‖ dt

+ (1 + ε |ω|)−1

∫ T

0

‖gε(t)‖ dt. (3.9)

Mas, de acordo com as hipóteses, se T > 0 tem-se, pelo Teorema 3.6

‖u(t)− u(t− ε)‖ ≤ eω
+εε|Au(t− ε)| ≤ eω

+εε eω(t−ε)|Ax| ≤ eω
+T ε|Ax|

q.s. em (ε, T ), 0 < ε < T , e

‖u(t)− u(t− ε)‖ = ‖u(t)− x‖ = ‖u(t)− u(0)‖ ≤ eω
+tt |Ax| ≤ eω

+T ε |Ax| q.s. em (0, ε)

i.e., ‖u(t)− u(t− ε)‖ ≤ eω
+T ε |Ax| q.s. em (0, T ). Além disto, ainda pelo Teorema 3.6,

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ = |Au(t)| ≤ eωt |Ax| ≤ eω
+T |Ax| q.s. em(0, T ).

Logo, ‖gε(t)‖ ≤ 2eω
+T |Ax| e, portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada,

lim
ε→0

∫ T

0

‖gε(t)‖ dt = 0.
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Logo, de (3.9) vem, por (3.8), no limite quando ε→ 0,

‖S(T )x− u(T )‖ ≤ |ω|
∫ T

0

‖S(t)x− u(t)‖ dt

donde, pelo Lema de Gronwall (Lema I-8.21), u(t) = S(t)x, ∀t ≥ 0.

Seja agora, x ∈ D(A) e (εn) uma seqüência tal que εn → 0 e u(εn) ∈ D(A),

n = 1, . . . . Então, a função vn(t) = u(t + εn) é solução da equação
dvn
dt

+ Avn(t) ∋ 0

com vn(0) = u(εn). Mas pelo que já foi demonstrado, S(t)u(εn) = vn(t); logo, no limite

quando n→ ∞, S(t)x = u(t).

A rećıproca do Teorema 3.12 envolve o lema que segue.

3.13 - Lema: Seja A ∈ A(ω) tal que Im(I + λA) ⊃ D(A) para 0 < λ < λ0 e S o

semigrupo gerado por −A. Se x ∈ D(A) e (x0, y0) ∈ A, então

sup
ζ∗∈F (x−x0)

lim sup
t→0

〈
S(t)x− x

t
+ ω(x0 − x), ζ∗

〉
≤ 〈y0, x0 − x〉s.

Demonstração: Vamos designar por [t/λ] a parte inteira de t/λ, t ≥ 0, λ > 0. Por ii)

e iii) do Teorema II-6.13 temos, para λ suficientemente pequeno

∥∥∥J [t/λ]
λ x0 − x0

∥∥∥ ≤ [t/λ](1− λ |ω|)−[t/λ]+1 ‖Jλx0 − x0‖

≤ t(1− λ |ω|)−[t/λ] |Ax0| .

Por hipótese, x ∈ Dλ, 0 < λ < λ0. Por i) do Teorema II-6.13 tem-se, então, para λ

suficientemente pequeno,

∥∥∥J [t/λ]
λ x− x0

∥∥∥ ≤
∥∥∥J [t/λ]

λ x− J
[t/λ]
λ x0

∥∥∥+
∥∥∥J [t/λ]

λ x0 − x0

∥∥∥

≤ (1− λω)−[t/λ] ‖x− x0‖+ t(1− λ |ω|)−[t/λ] |Ax0| , λ > 0, t ≥ 0. (3.10)
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Ponhamos, para λ > 0 e k ∈ N,

yλ,k = λ−1(Jk−1
λ x− Jk

λx).

Teremos,

yλ,k = λ−1(I − Jλ)J
k−1
λ x = AλJ

k−1
λ x ∈ AJk

λx.

Como A+ ωI é acretivo, existe η∗ ∈ F (x0 − Jk
λx) tal que

〈yλ,k − y0, η
∗〉 ≤ ω

∥∥x0 − Jk
λx
∥∥2 . (3.11)

Mas,

〈yλ,k, η∗〉 = λ−1〈Jk−1
λ x− Jk

λx, η
∗〉 = λ−1〈(x0 − Jk

λx)− (x0 − Jk−1
λ x), η∗〉

≥ λ−1(
∥∥x0 − Jk

λx
∥∥2 −

∥∥x0 − Jk
λx
∥∥ ·
∥∥x0 − Jk−1

λ x
∥∥)

≥ (2λ)−1(
∥∥x0 − Jk

λx
∥∥2 −

∥∥x0 − Jk−1
λ x

∥∥2).

Portanto, por (3.11),
∥∥x0 − Jk

λx
∥∥2 −

∥∥x0 − Jk−1
λ x

∥∥2 ≤ 2λ〈yλ,k, η∗〉

= 2λ〈yλ,k − y0, η
∗〉+ 2λ〈y0, η∗〉 ≤ 2λ〈y0, η∗〉+ 2λω

∥∥x0 − Jk
λx
∥∥2

≤ 2λ〈y0, x0 − Jk
λx〉s + 2λω

∥∥x0 − Jk
λx
∥∥2 .

Mas, para kλ ≤ τ < (k + 1)λ tem-se J
[τ/λ]
λ x = Jk

λx. Logo,

∥∥x0 − Jk
λx
∥∥2 −

∥∥x0 − Jk−1
λ x

∥∥2 ≤ 2

∫ λ(k+1)

λk

〈
y0, x0 − J

[τ/λ]
λ x

〉

s

dτ

+ 2λω
∥∥x0 − Jk

λx
∥∥2 . (3.12)

Seja t ≥ λ. Somando (3.12) de k = 1 a k = [t/λ] teremos

∥∥∥x0 − J
[t/λ]
λ x

∥∥∥
2

− ‖x− x0‖2 ≤ 2

∫ ([t/λ]+1)λ

λ

〈
y0, x0 − J

[τ/λ]
λ x

〉

s

dτ

+ 2λω

[t/λ]∑

k=1

∥∥x0 − Jk
λx
∥∥2 . (3.13)
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Por iv) do Teorema I-6.5 e o Corolário 2.5 temos

lim sup
λ→0+

〈
y0, x0 − J

[τ/λ]
λ x

〉

s

≤ 〈y0, x0 − S(τ)x〉s.

Mas, por v) do Teorema I-6.5,

|〈y0, x0 − S(τ)x〉s| ≤ ‖y0‖ · ‖x0 − S(τ)x‖

e, por (3.10),

‖x0 − S(τ)x‖ ≤ eωτ ‖x− x0‖+ τ e|ω|τ |Ax0| .

Portanto, se τ > 0 temos, para λ suficientemente pequeno,

∣∣∣∣
〈
y0, x0 − J

[τ/λ]
λ x

〉

s

∣∣∣∣ ≤ f(τ),

onde f(τ) é uma função integrável. Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada

temos, tomando o limite superior, quando λ→ 0, de ambos os membros de (3.13),

‖x0 − S(t)x‖2 − ‖x− x0‖2 ≤ 2

∫ t

0

〈y0, x0 − S(τ)x〉sdτ + I,

onde

I = lim sup
λ→0

2λω

[t/λ]∑

k=1

∥∥x0 − Jk
λx
∥∥2 .

Fazendo λ = t/n temos [t/λ] = t/λ = n. Logo, por (3.10),

2λω

n∑

k=1

∥∥x0 − Jk
λx
∥∥2 ≤ 2λω

n∑

k=1

[(1− λω)−k ‖x− x0‖+ λk(1− λ |ω|)−k |Ax0| ]2

= 2ω
t

n

n∑

k=1

[(
1− t

n
ω

)−k

‖x− x0‖+
tk

n

(
1− t

n
|ω|
)−k

|Ax0|
]2
. (3.14)
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Observe-se, agora, que pondo

ϕn(τ) =

[(
1− t

n
ω

)−[τn/t]

‖x− x0‖+ τ

(
1− t

n
|ω|
)−[τn/t]

|Ax0|
]2

tem-se, quando n→ ∞,

ϕn(τ) → [eωτ ‖x− x0‖+ τe|ω|τ |Ax0| ]2, 0 < τ < t,

uniformemente em [0, t] e que a expressão pela qual 2ω é multiplicada no membro da

direita de (3.14) é justamente a soma de Riemann de ϕn relativamente à decomposição

de (0, t) em n partes iguais. Logo,

I ≤ 2ω

∫ t

0

(eωτ ‖x− x0‖+ τ e|ω|τ |Ax0|)2dτ.

Seja ζ∗ ∈ F (x− x0). Teremos

2〈S(t)x− x, ζ∗〉 = 2〈S(t)x− x0, ζ
∗〉+ 2〈x0 − x, ζ∗〉

≤ 2 ‖x0 − S(t)x‖ · ‖x− x0‖ − 2 ‖x− x0‖2

≤ ‖x0 − S(t)x‖2 − ‖x− x0‖2

≤ 2

∫ t

0

〈y0, x0 − S(τ)x〉sdτ + I.

Mas 〈y0, x0 − S(τ)x〉s é semicont́ınua superiormente e x0 − S(τ)x converge fortemente

a x0 − x quando τ → 0. Logo, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

〈y0, x0 − S(τ)x〉s ≤ 〈y0, x0 − x〉s + ε,

para 0 ≤ τ < δ e, portanto, se 0 < t < δ
〈
S(t)x− x

t
, ζ∗

〉
≤ 1

t

∫ t

0

〈y0, x0 − S(τ)x〉sdτ +
I

2t

≤ 〈y0, x0 − x〉s +
I

2t
+ ε. (3.15)
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Como

lim
t→0

I

2t
≤ ω ‖x− x0‖2 = ω〈x− x0, ζ

∗〉

temos, tomando o limite superior de ambos os membros de (3.15),

lim sup
t→0

〈
S(t)x− x

t
, ζ∗

〉
≤ 〈y0, x0 − x〉s + ω〈x− x0, ζ

∗〉,

donde a desigualdade a demonstrar.

3.14 - Teorema: Seja A ∈ A(ω), D(A) ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0, A um operador

fechado, S ∈ Qω(D(A)) o semigrupo gerado por −A, z ∈ D(A) e S(t)z diferenciável

q.s. em (0,∞). Então, S(t)z é uma solução forte de (3.1).

Demonstração: Seja z ∈ D(A) e t0 > 0 tal que
d

dt
S(t)z existe no ponto t = t0.

Podemos, então, escrever

S(t0)z − S(t0 − h)z = h
d

dt
S(t0)z + α(h), 0 < h < t0, (3.16)

onde ‖α(h)‖ /h → 0 quando h → 0. Como S(t0 − h)z ∈ D(A), segue-se das hipóteses

que se h < λ0, então existe um (xh, yh) ∈ A tal que S(t0 − h)z = xh + hyh. Logo, de

(3.16) vem

S(t0)z − xh = h

(
d

dt
S(t0)z + yh

)
+ α(h). (3.17)

Fazendo (x0, y0) = (xh, yh) e x = S(t0)z no Lema 3.13 e tendo em vista que

F (xh−S(t0)z) é um conjunto compacto na topologia fraca-∗ de X∗, segue-se que existe

um η∗ ∈ F (xh − S(t0)z) tal que

〈
d

dt
S(t0)z + ω(xh − S(t0)z, ζ

∗

〉
≤ 〈yh, η∗〉, ∀ζ∗ ∈ F (S(t0)z − xh).
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Em particular, para ζ∗ = −η∗ temos, levando (3.17) em consideração,

〈S(t0)z − xh + hω(xh − S(t0)z)− α(h), η∗〉 ≥ 0.

Logo,

(1− hω)〈xh − S(t0)z, η
∗〉+ 〈α(h), η∗〉 ≤ 0

donde

(1− hω) ‖xh − S(t0)z‖2 ≤ ‖α(h)‖ · ‖xh − S(t0)z‖ .

Segue-se que

lim
h→0

S(t0)z − xh
h

= 0.

Portanto lim
h→0

xh = S(t0)z e, tendo em vista (3.17),

lim
h→0

yh = − d

dt
S(t0)z.

Mas (xh, yh) ∈ A e A é fechado. Logo,

(S(t0)z,−
d

dt
S(t0)z) ∈ A

que é o que se queria demonstrar.

Nota: No teorema que se acaba de demonstrar é bastante supor queD(A) ⊂ Im(I+λA).

Com efeito, A é fechado por hipótese, donde Im(I + λA) é um conjunto fechado pela

Proposição II-6.19. Portanto de D(A) ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0 vem D(A) ⊂
Im(I + λA).

3.15 - Corolário: Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se A satisfaz as hipóteses

do Teorema 3.14 e S é o semigrupo gerado por −A, então S(t)x é a solução forte de
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(3.1)-(3.2), ∀x ∈ D(A).

Demonstração: Pelo Teorema 2.1, S(t)x é, para todo x ∈ D(A), uma função lips-

chitziana, portanto diferenciável q.s., visto que o espaço é reflexivo (Teorema I-8.14).

Pelo Teorema 3.14S(t)x é, então, solução forte de (3.1)-(3.2).

3.16 - Nota: Se A satisfaz as hipóteses do Teorema 3.14, os Teoremas 3.12 e 3.14

mostram que o problema (3.1)-(3.2) tem uma solução forte se e só se a função S(t)x

é diferenciável q.s. e, no caso da diferenciabilidade, a solução forte é S(t)x. Este

fato, aliado ao que ficou estabelecido na Proposição 3.10, sugere considerar S(t)x como

solução do problema (3.1)-(3.2) mesmo que S(t)x não seja diferenciável e, portanto, não

satisfaça as condições ii) e iv) da Definição 3.1. Assim, quando A estiver nas condições

do Teorema 2.1, a função S(t)x será dita solução generalizada de (3.1)-(3.2).

Estamos agora em condições de demonstrar o teorema a seguir

3.17 - Teorema: Seja X∗ uniformemente convexo, A + ωI e B + ωI m-acretivos e

SA e SB os semigrupos gerados por −A e −B em D(A) e D(B), respectivamente. Se

SA(t) = SB(t) ∀t ≥ 0, então A = B.

Demonstração: Vamos inicialmente demonstrar que D(A) = D(B). Seja x ∈ D(A).

Por hipótese, D(A) = D(B) donde pondo S(t) = SA(t) = SB(t) tem-se pelo Lema 3.13

lim sup
t→0

〈
S(t)x− x

t
+ ω(x0 − x), F (x− x0)

〉
≤ 〈y0, F (x0 − x)〉, ∀(x0, y0) ∈ B.

Como, pelo Corolário 3.15, S(t)x é a solução forte de (3.1), (3.2) segue-se, por i) do

Teorema 3.6 com s = 0, que

∥∥∥∥
S(t)x− x

t

∥∥∥∥ ≤ eω
+T |Ax| , 0 < t < T.

Sem quebra da generalidade pode-se, pois, supor que (S(t)x− x)/t ⇀ y quando t→ 0.
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Tem-se, então,

〈y + ω(x0 − x), F (x− x0)〉 ≤ 〈y0, F (x0 − x)〉, ∀(x0, y0) ∈ B,

donde

〈−y + ωx− y0 − ωx0, F (x− x0)〉 ≥ 0, ∀(x0, y0) ∈ B.

Pela maximalidade de B + ωI segue-se que (x,−y) ∈ B, donde x ∈ D(B). Logo

D(A) ⊂ D(B). Analogamente, D(B) ⊂ D(A).

Vamos por D = D(A) = D(B). Se x ∈ D, u(t) = S(t)x é a solução forte de

(3.1)-(3.2), pelo Corolário 3.15. Logo, pondo ϕ(t) = −dS(t)x/dt, tem-se ϕ(t) ∈ AS(t)x

e ϕ(t) ∈ BS(t)x q.s. em (0,∞) donde, por ii) do Teorema 3.6, ϕ(t) ∈ AoS(t)x∩BoS(t)x

q.s. em (0,∞). Além disto,

‖ϕ(t)‖ = |AS(t)x| ≤ eω
+T |Ax| e ‖ϕ(t)‖ = |BS(t)x| ≤ eω

+T |Bx| q.s. em (0,∞),

por ii) e iii) do Teorema 3.6. Como X é reflexivo existe uma seqüência (tn) tal que

tn → 0 e ϕ(tn) ⇀ y quando n → ∞. Pela continuidade forte, S(tn)x → x e como

ϕ(tn) ∈ AS(tn)x∩BS(tn)x segue-se que y ∈ Ax∩Bx pois A e B são demifechados pela

Proposição II-7.11. Mas, pelo Exemplo I-3.3a), ‖y‖ ≤ lim inf
n→∞

‖ϕ(tn)‖ ≤ |Ax|. Logo,

y ∈ A0x ∩B0x, donde A = B pelo Corolário II-8.7.

Os resultados já obtidos permitem demonstrar um teorema relativo às secções

principais estudadas no §8 do Caṕıtulo II.

3.18 - Teorema: Seja X∗ uniformemente convexo. Se A + ωI é um operador m-

acretivo, então A0 é uma secção principal de A.

Demonstração: Seja x0 ∈ D(A) e y0 ∈ X tais que

〈y0 + ωx0 − v − ωu, F (x0 − u)〉 ≥ 0, ∀(u, v) ∈ A0 (3.18)
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e S o semigrupo gerado por −A sobre D(A). Como X é reflexivo, S(t)x é, pelo Corolário

3.15, solução de (3.1)-(3.2), para todo x ∈ D(A). Logo,

− d

dt
S(t)x ∈ A0S(t)x q.s. em (0,∞),

por ii) do Teorema 3.6. De (3.18) vem, então,

〈
y0 + ωx0 +

d

dt
S(t)x− ωS(t)x, F (x0 − S(t)x)

〉
≥ 0 q.s. em (0,∞).

Dáı,

−
〈
d

dt
S(t)x, F (x0 − S(t)x)

〉
≤ ω〈x0 − S(t)x, F (x0 − S(t)x)〉

+ 〈y0, F (x0 − S(t)x)〉 ≤ ω ‖S(t)x− x0‖2 + ‖y0‖ ‖S(t)x− x0‖ q.s. em (0,∞)

donde, pelo Lema 3.2,

d

dt
‖S(t)x− x0‖ ≤ ω+ ‖S(t)x− x0‖+ ‖y0‖ , q.s. em (0,∞).

Integrando de 0 a t temos ‖S(t)x− x0‖ ≤ ‖x− x0‖+ t ‖y0‖ se ω+ = 0 e

e−ω+t ‖S(t)x− x0‖ ≤ ‖x− x0‖+
∫ t

0

e−ω+τ ‖y0‖ dτ ≤ ‖x− x0‖+
1− e−ω+t

ω+
‖y0‖

donde ‖S(t)x− x0‖ ≤ eω
+t ‖x− x0‖ + t eω

+t ‖y0‖, se ω+ > 0, desigualdades que são

válidas para todo x ∈ D(A). Como x0 ∈ D(A) dáı vem, em ambos os casos

‖S(t)x0 − x0‖ ≤ t eω
+t ‖y0‖ ,

i.e., ‖(S(t)x0 − x0)/t‖ é limitado em todo intervalo limitado. Logo, existe uma seqüência

(tn), tn → 0 quando n→ ∞, e um z ∈ X tais que

S(tn)x0 − x0
tn

⇀ z quando n→ ∞.
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Pelo Lema 3.13 tem-se, então,

〈z + ω(u− x0), F (x0 − u)〉 ≤ 〈v, F (u− x0)〉, ∀(u, v) ∈ A,

ou seja

〈−z + ωx0 − v − ωu, F (x0 − u)〉 ≥ 0, ∀(u, v) ∈ A.

Dáı, pela maximalidade de A + ωI, (x0,−z) ∈ A e, portanto, x0 ∈ D(A). De (3.18)

segue-se, então, pelo Teorema II-8.6 que (x0, y0) ∈ A. Logo A0 é uma secção principal

de A.

3.19 - Teorema: Sejam X e X∗ uniformemente convexos, A ∈ A(ω) e A fechado e tal

que

D(A) ⊂ Im(I + λA), 0 < λ ≤ λ0.

Então, ∀x ∈ D(A):

i) O conjunto Ax tem um único elemento, A0x, de norma mı́nima.

ii) Se S é o semigrupo gerado por −A, S(t)x é a única solução forte de (3.1), (3.2).

iii) A função ϕ(t) = e−ωt
∥∥A0S(t)x

∥∥ é monótona decrescente.

iv) A0S(t)x é cont́ınua à direita em todo t ≥ 0.

v) S(t)x é diferenciável à direita em todo t ≥ 0 e

d+

dt
S(t)x+A0S(t)x = 0 ∀t ≥ 0.

vi) A função S(t)x é continuamente diferenciável exceto em um conjunto, no máximo,

numerável e

− d

dt
S(t)x = AoS(t)x

nos pontos onde é diferenciável.

Demonstração: Seja Ã demifechado, a extensão de A garantida pelo Teorema II-8,2.

Então Ã0x = A0
x e i) é válida ; ii) decorre do Corlário 3.15 tendo em vista o Teorema
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de Milman; iii) é conseqüência imediata de iii) do Teorema 3.6. Vamos demonstrar iv).

Seja, para isto, t ≥ 0, (tn) uma seqüência tal que tn ≥ t, n = 1, . . . , tn → t quando

n→ ∞ e S(tn)x ∈ D(A), n = 1, . . . . Por iii) temos

e−ωtn ‖AoS(tn)x‖ ≤ ‖Aox‖ , n = 1, . . . .

Devido à reflexividade de X existe, então, uma subseqüência (tnk
) de (tn) e um y ∈ X

tais que AoS(tnk
)x ⇀ y quando k → ∞. Como S(t)x é uma função cont́ınua e Ã é

demifechado segue-se, dáı, que S(t)x ∈ D(Ã) = D(A) e y ∈ ÃS(t)x. Mas a norma

sendo semicont́ınua inferiormente na topologia fraca de X tem-se

e−ωt ‖y‖ ≤ lim inf
k→∞

e−ωtnk

∥∥∥Ã0S(tnk
)x
∥∥∥ ≤ lim sup

k→∞
e−ωtnk ‖AoS(tnk

)x‖

≤ e−ωt ‖AoS(t)x‖ = e−ωt||Ã0S(t)x||. (3.19)

Portanto, y = A0S(t)x e, assim, A0S(tnk
)x ⇀ A0S(t)x. Logo, A0S(tnk

)x → A0S(t)x,

pela Proposição I-5.8. Como A0S(t)x independe de (tnk
), A0S(tn)x → A0S(t)x, o que

demonstra iv).

Como, pelo Corolário 3.15, S(t)x é solução de (3.1)-(3.2)

− d

dt
S(t)x ∈ AS(t)x q.s. em (0,∞),

donde, por ii) do Teorema 3.6,

− d

dt
S(t)x = A0S(t)x q.s. em (0,∞).

Para todo t ≥ 0 e ∀h > 0 temos, então, pelo Teorema I-8.14,

S(t+ h)x− S(t)x = −
∫ t+h

t

A0S(τ)xdτ,
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donde,

∥∥∥∥
S(t+ h)x− S(t)x

h
+A0S(t)x

∥∥∥∥ ≤ 1

h

∫ t+h

t

∥∥A0S(t)x− A0S(τ)x
∥∥ dτ.

Tendo em vista que, por iv), A0S(τ)x → A0S(t)x quando τ → t pela direita, segue-se

que no limite quando h→ 0

d+

dt
S(t)x+ A0S(t)x = 0 ∀t ≥ 0,

o que demonstra v).

Por iv) a função A0S(t)x é definida em todo t ≥ 0. Mas então o conjunto das

descontinuidades de e−ωt
∥∥A0S(t)x

∥∥ é, no máximo, numerável visto que por iii) essa

função é monótona decrescente. O mesmo acontece, então, com a função AoS(t)x porque

todo ponto de continuidade de
∥∥A0S(t)x

∥∥ é também ponto de continuidade de A0S(t)x,

o que se demonstra com os mesmos argumentos usados para demonstrar iv), apenas

substituindo a monotonia da função e−ωt
∥∥A0S(t)x

∥∥, em (3.19), pela continuidade da

função
∥∥A0S(t)x

∥∥. Além disto, como foi dito acima,

− d

dt
S(t)x = A0S(t)x q.s. em (0,∞),

donde, integrando de 0 a t,

−S(t)x = −x+

∫ t

0

A0S(τ)x dτ.

Logo, S(t)x é diferenciável em todo ponto de continuidade de A0S(t)x, i.e., exceto em

um conjunto de pontos de (0,∞) no máximo numerável e

− d

dt
S(t)x = A0S(t)x
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nos pontos de diferenciabilidade.

Pelo que será demonstrado a seguir vê-se que quando

Im(I + λA) ⊃ convD(A) = C, 0 < λ ≤ λ0 (3.20)

a solução forte de (3.1)-(3.2), quando existe, pode ser obtida como limite da solução do

problema aproximado




duλ
dt

+ Aλuλ = 0

uλ(0) = x,

(3.21)

onde Aλ é a aproximação de Yosida de A.

3.20 - Teorema: Se, além das hipóteses do Teorema 2.1, o operador A satisfaz a

condição (3.20) então, ∀λ > 0 tal que λ |ω| < 1/2, ∀x ∈ C e para todo T > 0, existe

uma única função uλ: [0, T ] → C, absolutamente cont́ınua em (0, T ), derivável q.s. em

(0, T ),
duλ
dt

+ Aλuλ = 0 q.s. em (0, T ) e uλ(0) = x. Além disto,

lim
λ→0

uλ(t) = S(t)x, ∀x ∈ D(A) e ∀t ≥ 0, (3.22)

uniformemente em [0, T ], onde S é o semigrupo gerado por −A.

Demonstração: Satisfeitas as hipóteses, a restrição de Jλ ao conjunto convexo e

fechado, C, é uma aplicação lipschitziana de C em C com constante α = (1−λ |ω|)−1 ≥
1. Pelo Corolário I-9.3 existe, então, uma única função uλ que satisfaz as condições

enunciadas.

Ponhamos Sλ(t)x = uλ(t). Por i) do Corolário I-9.4 temos

‖Sλ(t)x− Sλ(t)y‖ ≤ e
(α−1)t

λ ‖x− y‖ = e
|ω|t

1−λ|ω| ‖x− y‖
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e como ‖S(t)x− S(t)y‖ ≤ eωt ‖x− y‖ segue-se que é bastante demonstrar (3.22) para

x ∈ D(A). Seja, então, x ∈ D(A), t ∈ [0, T ] e n = [t/λ]. Teremos

‖uλ(t)− S(t)x‖ = ‖Sλ(t)x− S(t)x‖ ≤ ‖Sλ(t)x− Sλ(nλ)x‖

+ ‖Sλ(nλ)x− Jn
λx‖+ ‖Jn

λx− S(nλ)x‖+ ‖S(nλ)x− S(t)x‖ . (3.23)

a) Levando em conta ii) do Corolário I-9.4 tem-se

‖Sλ(t)x− Sλ(nλ)x‖ = ‖uλ(t)− uλ(nλ)‖ ≤
∥∥∥∥
∫ t

nλ

duλ
dt

(s)ds

∥∥∥∥

≤ e(α−1) t

λ

∫ t

nλ

‖||Aλx||‖ ds ≤ e
|ω|t

1−λ|ω| (t− nλ) ‖Aλx‖

≤ e
|ω|t

1−λ|ω| λ(1− λ |ω|)−1 |Ax| .

b) Tendo em vista que Sλ(t)x = uλ(t) tem-se, pelo Teorema I-9.5,

‖Sλ(nλ)x− Jn
λx‖ ≤ αn e(α−1)n[(αn− n)2 + αn]

1
2 ‖x− Jλx‖

≤ (1− λ |ω|)−ne
nλ|ω|
1−λ|ω| [(nλ)2(α− 1)2 + αλ(nλ)]

1
2 (1− λ |ω|)−1 |Ax| ≤

≤ (1− λ|ω|)− t

λ e
t|ω|

1−λω

[
t2

ω

1− λω
+

t

1− λω

] 1
2

√
λ

1− λω
|Ax|.

c) Como λ |ω| < 1/2 tem-se, por (2.11),

‖Jn
λx− S(nλ)x‖ = lim

m→∞

∥∥∥Jn
λx− Jm

nλ

m

x
∥∥∥

≤ lim
m→∞

2nλe4|ω|nλ

(
1

n
− 1

m

) 1
2

|Ax| ≤ 2
√
nλe4|ω|t |Ax| < 2

√
t
√
λe4|ω|t|Ax|.

d) Pela Proposição 2.7 tem-se

‖S(nλ)x− S(t)x‖ ≤ eω
+(t−nλ)eωnλ(t− nλ) |Ax| ≤ eω

+tλ |Ax| .
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Por a), c) e d), respectivamente, a primeira, a terceira e a quarta parcelas de (3.23)

convergem a zero, uniformemente em [0, T ] quando λ tende a zero; por b), o mesmo

acontece com a segunda uma vez que, quando λ→ 0,

(1− λ |ω|)− t

λ → e|ω|t, e
t|ω|

1−λ|ω| → e|ω|t,

[
t2ω + t

1− λω

] 1
2

√
λ

1− λω
→ 0

o que completa a demonstração.

Se S é o semigrupo gerado por −A, S(t), t ≥ 0, é em geral uma aplicação de

D(A) em D(A). Mas em espaços particulares, como se vê por iv) do Teorema 3.19,

tem-se S(t):D(A) → D(A), t ≥ 0. Vamos agora ver que para certos operadores dos

espaços de Hilbert tem-se S(t):D(A) → D(A), t > 0.

3.21 - Teorema: Seja X um espaço de Hilbert, ϕ:X → (−∞,+∞] uma função con-

vexa, própria e s.c.i., A = ∂ϕ e S o semigrupo gerado por −A. Então, se t > 0,

S(t)x ∈ D(A) ∀x ∈ D(A). Além disto, são válidas as seguintes estimativas:

i) ‖AoS(t)x‖ ≤ 1
t ‖S(t)x− x‖, ∀x ∈ D(A) e ∀t > 0;

ii) ‖AoS(t)x‖ ≤ ‖Aov‖+ 1
t ‖v − x‖, ∀x ∈ D(A), ∀v ∈ D(A) e t > 0.

Demonstração: De acordo com o Exemplo II-2.18, A = ∂ϕ é um operador máximo

monótono, ou seja, m-acretivo. Pela Proposição II-7.16, D(A) é convexo. Desse modo,

o problema





duλ
dt

+ Aλuλ = 0, λ > 0

uλ(0) = x

(3.24)

tem, pelo Teorema 3.20, uma solução forte, uλ, para todo x ∈ D(A). Pelo Teorema



§3 PROBLEMA DE CAUCHY ABSTRATO 219

II-5.6, Aλ é o subdiferencial da função ϕλ aĺı definida. Portanto, ∀v ∈ X

ϕλ(v)− ϕλ(uλ(t)) ≥ 〈∂ϕλ(uλ(t)), v − uλ(t)〉

= 〈Aλuλ(t), v − uλ(t)〉 =
〈
− duλ

dt
(t), v − uλ(t)

〉

=
1

2

d

dt
‖v − uλ(t)‖2 ,

donde, integrando de 0 a T ,

1

2
‖v − uλ(T )‖2 −

1

2
‖v − x‖2 ≤ Tϕλ(v)−

∫ T

0

ϕλ(uλ(t))dt. (3.25)

De (3.24) vem

t

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥
2

+ t

〈
Aλuλ(t),

duλ
dt

(t)

〉
= 0. (3.26)

Pelo Corolário II-5.7, ϕλ é diferenciável no sentido de Fréchet. Portanto a derivada de

Fréchet de ϕλ é Aλ, donde

d

dt
ϕλ(uλ)(t) =

〈
Aλuλ(t),

duλ
dt

(t)

〉
,

por uma generalização da regra de derivação das funções compostas. Logo, por (3.26),

t

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥
2

+ t
d

dt
ϕλ(uλ) = 0

donde, tendo em vista (3.25)

∫ T

0

t

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥
2

dt = −
∫ T

0

t
d

dt
ϕλ(uλ)(t)dt = −Tϕλ(uλ(T )) +

∫ T

0

ϕλ(uλ(t))dt

≤ −Tϕλ(uλ(T )) + Tϕλ(v)−
1

2
‖v − uλ(T )‖2 +

1

2
‖v − x‖2 .
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Mas, pelo Teorema 3.6,

∥∥∥∥
duλ
dt

∥∥∥∥ é monótona decrescente, donde

T 2

2

∥∥∥∥
duλ
dt

(T )

∥∥∥∥
2

≤ Tϕλ(v)− Tϕλ(uλ(T ))−
1

2
‖v − uλ(T )‖2 +

1

2
‖v − x‖2 . (3.27)

Fazendo v = uλ(T ) vem, dáı,

∥∥∥∥
duλ
dt

(T )

∥∥∥∥ ≤ 1

T
‖uλ(T )− x‖

e, pela arbitrariedade de T ,

‖Aλuλ(t)‖ ≤ 1

t
‖uλ(t)− x‖ , t > 0. (3.28)

Como, ainda pelo Teorema 3.20, uλ(t) → S(t)x∀x ∈ D(A), segue-se dáı que, para cada

t > 0, ‖Aλuλ(t)‖ é limitado. Portanto, para cada t > 0, existe uma seqüência (λn) e

um y(t) ∈ X tais que λn → 0 e Aλn
uλn

(t)⇀ y(t). Além disto, Jλn
uλn

(t) → S(t)x visto

que ‖uλn
(t)− Jλn

uλn
(t)‖ = λn ‖Aλn

uλn
(t)‖. Pela Proposição II-7.11, A é demifechado.

Como (Jλn
uλn

(t), Aλn
uλn

(t)) ∈ A, tomando limite quando n→ ∞, vem (S(t)x, y(t)) ∈
A ou seja S(t)x ∈ D(A).

Resta demonstrar i) e ii). De (S(t)x, y(t)) ∈ A vem, y(t) ∈ AS(t)x donde, por

(3.28) e tendo em vista que a norma é s.c.i. na topologia fraca e que AS(t)x tem um

único elemento de norma mı́nima segue-se que

∥∥A0S(t)x
∥∥ ≤ ‖y(t)‖ ≤ lim inf

n→∞
‖Aλn

uλn
(t)‖ ≤ lim

n→∞

1

t
‖uλn

(t)− x‖

=
1

t
‖S(t)x− x‖ ∀x ∈ D(A), ∀t > 0,

que é a estimativa i). Temos, ∀v ∈ D(A),

ϕλ(v)− ϕλ(uλ(T )) ≤ |〈Aλv, uλ(T )− v〉| ≤ ‖Aλv‖ ‖uλ(T )− v‖

≤
∥∥A0v

∥∥ ‖uλ(T )− v‖ .
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Portanto, por (3.27)

T 2

2

∥∥∥∥
duλ
dt

(T )

∥∥∥∥
2

≤ T
∥∥A0v

∥∥ ‖uλ(T )− v‖+ 1

2
‖v − x‖2 − 1

2
‖v − uλ(T )‖2

e como T
∥∥A0v

∥∥ ‖uλ(T )− v‖ ≤ 1

2
T 2
∥∥A0v

∥∥2 + 1

2
‖v − uλ(T )‖2 tem-se

∥∥∥∥
duλ
dt

(T )

∥∥∥∥
2

≤
∥∥A0v

∥∥2 + 1

T 2
‖v − x‖2 ≤ (

∥∥A0v
∥∥+ 1

T
‖v − x‖)2

donde, pela arbitrariedade de T ,

‖Aλuλ(t)‖ ≤
∥∥A0v

∥∥+ 1

t
‖v − x‖ t > 0, v ∈ D(A).

Dáı vem, com os argumentos usados para estabelecer i),

∥∥A0S(t)x
∥∥ ≤

∥∥A0v
∥∥+ 1

t
‖v − x‖ ∀x ∈ D(A), ∀v ∈ D(A) e t > 0.

3.22 - Corolário: Nas condições do Teorema 3.21 temos ∀x ∈ D(A):

i) S(t)x é solução forte de (3.1)-(3.2);

ii) A0S(t)x é cont́ınua à direita em todo t ≥ 0;

iii) S(t)x é diferenciável à direita em todo t > 0 e

d+

dt
S(t)x+A0S(t)x = 0 ∀t > 0.

Demonstração: Conseqüência imediata dos Teoremas 3.19 e 3.21.

Uma outra classe de operadores para os quais S(t):D(A) → D(A) é aquela em

que o interior de D(A) é não vazio como mostra o teorema a seguir.

3.23 - Teorema: Seja X um espaço de Hilbert, A um operador m-acretivo de X tal

que intD(A) 6= φ e S o semigrupo gerado por −A. Então, S(t)x ∈ D(A) ∀x ∈ D(A) e

∀t > 0. Além disto, ∀v ∈ intD(A) existe ρ > 0 e M ≥ 0 tais que

∥∥A0S(t)x
∥∥ ≤ 1

2ρt
(‖x− v‖+ tM)2 +M ∀x ∈ D(A), ∀t > 0. (3.29)
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Demonstração: Pelo Teorema 3.20 o problema





duλ
dt

+ Aλuλ = 0

uλ(0) = x

tem uma solução forte, uλ, para todo x ∈ D(A), e uλ(t) tende a S(t)x, uniformemente

em [0, T ], quando λ → 0. Seja v ∈ intD(A). Pelo Teorema II-1.7, A é localmente

limitado no ponto v, i.e., existem ρ > 0 e M ≥ 0 tais que ‖y‖ ≤ M ∀y ∈ A(v + ρz),

‖z‖ ≤ 1. Como (Jλuλ(t), Aλuλ(t)) ∈ A temos, então, pela acretividade de A,

〈Aλuλ(t)− y, Jλuλ(t)− v − ρz〉 ≥ 0

t ≥ 0, y ∈ A(v + ρz) ∀z tal que ‖z‖ ≤ 1. Dáı vem

ρ ‖Aλuλ(t)‖ ≤ 〈Aλuλ(t), Jλuλ(t)− v〉+M ‖Jλuλ(t)− v‖+Mρ

trivialmente se Aλuλ(t) = 0 e fazendo z = Aλuλ(t)/ ‖Aλuλ(t)‖ se Aλuλ(t) 6= 0. Logo,

ρ ‖Aλuλ(t)‖ ≤ −
〈
duλ
dt

(t), uλ(t)− λAλuλ(t)− v

〉
+M ‖uλ(t)− λAλuλ(t)− v‖+Mρ

≤ −
〈
duλ
dt

(t), uλ(t)− v

〉
+M ‖uλ(t)− v‖+Mλ ‖Aλuλ(t)‖+Mρ

donde

(ρ−Mλ) ‖Aλuλ(t)‖ ≤ −1

2

d

dt
‖uλ(t)− v‖2 +M ‖uλ(t)− v‖+Mρ

ou, supondo ρ −Mλ > 0, integrando de 0 a T e levando em conta que, pelo Teorema

3.6, ‖Aλuλ(t)‖ é monótona decrescente,

(ρ−Mλ)T ‖Aλuλ(T )‖ ≤ (ρ−Mλ)

∫ T

0

‖Aλuλ(t)‖ dt

≤ 1

2
‖x− v‖2 +M

∫ T

0

‖uλ(t)− v‖ dt+MρT.
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Tendo em vista que uλ(t) converge a S(t)x uniformemente em [0, T ] segue-se dáı, pelos

argumentos já usados para demonstrar i) do Teorema 3.21, que S(t)x ∈ D(A) e

ρT ‖AoS(T )x‖ ≤ 1

2
‖x− v‖2 +M

∫ T

0

‖S(t)x− v‖ dt+MρT. (3.30)

Além disto tem-se, levando em conta a Proposição 2.7 e que S é um semigrupo do tipo

0,

‖S(t)x− v‖ ≤ ‖S(t)x− S(t)v‖+ ‖S(t)v − v‖ ≤ ‖x− v‖+ t|Av| ≤ ‖x− v‖+ tM.

Logo, por (3.30), ∀x ∈ D(A), ∀t > 0 e ∀v ∈ intD(A),

ρt
∥∥A0S(t)x

∥∥ ≤ 1

2
(‖x− v‖+ tM)2 +Mρt,

que é a estimativa (3.29).

3.24 - Corolário: Nas condições do Teorema 3.23 são válidas, para todo x ∈ D(A), as

conclusões do Corolário 3.22.

3.25 - Exemplos: a) Seja X um espaço de Hilbert e f :X → (−∞,+∞] uma função

convexa, própria e s.c.i. . Então ∂f é, pelo Exemplo II-2.7, um operador m-acretivo.

Pela Proposição II-5.8, D(∂f) = De(f). Logo, pelo Corolário 3.22, o problema





du

dt
+ ∂f(u) ∋ 0

u(0) = x

(3.31)

tem, ∀x ∈ De(f), uma solução forte, S(t)x, onde S é o semigrupo gerado por −∂f sobre

De(f). Um caso particular deste problema é aquele em que f(x) = ‖x‖. Se X = R, por

exemplo, ∂f é o operador A definido por D(A) = R e

Ax =





−1 se x < 0

[−1, 1] se x = 0

+1 se x > 0.
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O problema (3.31) tem pois, para ∂f = A, uma solução forte ∀x ∈ R.

Tem-se um outro caso particular de (3.31) fazendo X = L2(Ω), onde Ω ⊂
R

n é aberto, limitado e com fronteira regular, e f a função ϕ dada por ϕ(u) =

(1/2)

∫

Ω

|∇u|2 dx (Exemplo II-2.20); tem-se De(ϕ) = H1(Ω) e, portanto, o problema

(3.31) com f = ϕ e x = u0 tem uma solução forte S(t)u0 para todo u0 ∈ L2(Ω), onde S

é o semigrupo gerado por −∂ϕ sobre L2(Ω). Observe-se ainda que, de acordo com o Ex-

emplo II-2.20, ∂ϕ é o operador A de L2(Ω) definido por D(A) = {u ∈ H2(Ω); ∂u/∂n =

0 em ∂Ω} e Au = −∆u, onde ∆ é o laplaciano.

b) Se Ω ⊂ R
n é aberto, limitado e tem fronteira regular, o operador A de Lp(Ω),

1 < p < ∞, definido por D(A) = W 2,p(Ω) ∩ W 1,p
0 (Ω) e Au = −∆u ∀u ∈ D(A), é

m-acretivo como se viu no Exemplo II-7.5, b). Como A é fechado e Lp(Ω) é reflexivo,

se S é o semigrupo gerado por −A, a função S(t)u0 é, pelo Corolário 3.15, solução forte

do problema




du

dt
+ Au = 0

u(0) = u0

∀u0 ∈W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω).

c) O operador β̃ foi definido no Exemplo II-6.5, b). Pelo Exemplo II-7.5, a), β̃ é

m-acretivo se Ω for limitado ou se 0 ∈ β(0). Como β̃ é fechado e Lp(Ω) é reflexivo para

1 < p < ∞, se S é o semigrupo gerado por −β̃, então a função S(t)u0 , u0 ∈ D(β̃) é,

pelo Corolário 3.15, em ambos os casos solução forte do problema





du

dt
+ β̃u ∋ 0

u(0) = u0

d) O operador A + β̃ de Lp(Ω), 1 < p < ∞, estudado no Exemplo II-9.8, é
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m-acretivo. Como é fechado e Lp(Ω) é reflexivo o problema





du

dt
+ (A+ β̃)u ∋ 0

u(0) = u0

tem, pelo Corolário 3.15, ∀u0 ∈ D(A + β̃), uma solução forte S(t)u0, onde S é o

semigrupo gerado por −(A+ β̃).

e) Sejam C um subconjunto convexo e fechado de um espaço de Banach reflexivo,

T :C → C uma aplicação lipschitziana com constante α e t > 0. Pelo Exemplo II-

7.5, d), (I − T )/t ∈ A((α − 1)/t) e existe λ0 > 0 tal que para 0 < λ < λ0 tem-se

D((I − T )/t) = C ⊂ Im(I + λ((I − T )/t)). Como (I − T )/t é um operador fechado

segue-se, pelo Corolário 3.15, que para A = (I − T )/t e x ∈ C, a função S(t)x é uma

solução forte do problema (3.1)-(3.2), onde S é o semigrupo gerado por (T − I)/t.

f) O operador A de L1(0, 1), estudado no Exemplo II-7.6, a), aparece quando se

reduz o sistema




ut + (ϕ(u))x = 0, t > 0, 0 < x < 1

u(0, x) = u0(x) 0 < x < 1

u(t, 0) = 0, t > 0,

à forma (3.1)-(3.2). Como ele ém-acretivo, a função S(t)u0, onde S é o semigrupo gerado

por −A, é solução generalizada para todo u0 ∈ D(A). Um estudo deste problema no

R
n é encontrado em Kružkov [1] e em Crandall [4].

g) Como no exemplo precedente, o operador A de L1(0, 1), estudado no Exemplo

II-7.6, b), aparece quando se reduz o sistema





ut − (ϕ(u))xx = 0 t > 0, 0 < x < 1

u(0, x) = u0(x) 0 < x < 1

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t > 0,

(3.32)
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à forma (3.1)-(3.2). Como esse operador A é m-acretivo, se S é o semigrupo gerado

por −A, a função S(t)u0 é uma solução generalizada para todo u0 ∈ D(A). Quando

ϕ(x) = |x|γ−1
x, γ > 0, (3.32) é a conhecida equação do meio poroso.

h) Finalmente, o operador A de C([0, 1]), estudado no Exemplo II-7.6, c) aparece

quando se reduz o sistema





ϕ(ut)− uxx = 0, 0 < x < 1, t > 0

u(0, x) = u0(x), 0 < x < 1

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t > 0

à forma (3.1)-(3.2). Como A é m-acretivo, se S é o semigrupo gerado por −A, S(t)u0
é uma solução generalizada para cada u0 ∈ D(A).

4. Equações não homogêneas

Vamos estudar agora o problema de Cauchy

du

dt
+ Au ∋ f (4.1)

u(0) = x, (4.2)

num espaço de Banach X , onde A ∈ A(ω) e f ∈ L1(0, T ;X), 0 < T <∞.

4.1 - Definição: Diz-se que u: [0, T ] → X é uma solução forte de (4.1) se:

i) u é cont́ınua em [0, T ] e lipschitziana em todo compacto de (0, T );

ii) u é fortemente diferenciável em quase todo t ∈ (0, T );

iii) u(t) ∈ D(A) para quase todo t ∈ (0, T );

iv)
du

dt
(t) ∈ −Au(t) + f(t) para quase todo t ∈ (0, T ).
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Inicialmente generalizaremos alguns dos resultados demonstrados para as equações

homogêneas. O teorema a seguir generaliza i) e ii) do Teorema 3.6.

4.2 - Teorema: Seja A ∈ A(ω) e u solução forte de (4.1). Então:

i) ‖u(t)− u(s)‖ ≤ (t−s)eω+(t−s) |Au(s)− f(s)|+eω+(t−s)
∫ t

s
e−ω+(τ−s) ‖f(τ)− f(s)‖ dτ ,

em quase todo t ∈ (0, T ) e todo s tal que u(s) ∈ D(A), 0 ≤ s ≤ t;

ii)

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ = |Au(t)− f(t)| q.s. em (0, T ).

Demonstração: Seja Ω o conjunto dos t ∈ [0, T ] tais que u(t) ∈ D(A), u é diferenciável

no ponto t e du(t)/dt+ Au(t) ∋ f(t). Para t ∈ Ω, s fixado e tal que u(s) ∈ D(A), 0 ≤
s ≤ t ≤ T e y ∈ Au(s)−f(s) existe, pela acretividade de A+ωI, um u∗ ∈ F (u(t)−u(s))
tal que

〈
− du

dt
(t) + f(t) + ωu(t)− y − f(s)− ωu(s), u∗

〉
≥ 0.

Dáı e tendo em vista o Lema 3.2 vem

d

dt
‖u(t)− u(s)‖ ≤ ω+ ‖u(t)− u(s)‖+ ‖y‖+ ‖f(t)− f(s)‖

donde, pelos argumentos já invocados na demonstração de i) do Teorema 3.6, segue-se

i).

De t ∈ Ω vem, por i),

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ ≤ |Au(t)− f(t)|

e como

−du
dt

(t) ∈ Au(t)− f(t)
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tem-se ii).

4.3 - Proposição: Sejam A ∈ A(ω), u solução forte de (4.1) e v solução forte de

dv

dt
+ Av ∋ g, (4.3)

onde g ∈ L1(0, T ;X). Então,

e−2ωt ‖u(t)− v(t)‖2 − e−2ωs ‖u(s)− v(s)‖2

≤ 2

∫ t

s

e−2ωτ 〈f(τ)− g(τ), u(τ)− v(τ)〉sdτ, (4.4)

para todo s e t tais que 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Demonstração: Sejam u e v soluções fortes de (4.1) e (4.3), respectivamente. Pela

acretividade de A+ ωI temos

〈
f(t)− du

dt
(t) + ωu(t)− g(t) +

dv

dt
(t)− ωv(t), ξ∗

〉
≥ 0,

para algum ξ∗ ∈ F (u(t)− v(t)). Dáı vem

〈
d

dt
(u− v)(t), ξ∗

〉
≤ ω ‖u(t)− v(t)‖2 + 〈f(t)− g(t), ξ∗〉

e, levando em conta o Lema 3.2,

1

2

d

dt
‖u(t)− v(t)‖2 ≤ ω ‖u(t)− v(t)‖2 + 〈f(t)− g(t), ξ∗〉

≤ ω ‖u(t)− v(t)‖2 + 〈f(t)− g(t), u(t)− v(t)〉s.

Logo,

1

2
e−2ωt d

dt
‖u(t)− v(t)‖2 ≤ ω e−2ωt ‖u(t)− v(t)‖2

+ e−2ωt〈f(t)− g(t), u(t)− v(t)〉s
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e, portanto,

d

dt

1

2
e−2ωt ‖u(t)− v(t)‖2 ≤ e−2ωt〈f(t)− g(t), u(t)− v(t)〉s.

Integrando de s a t, 0 ≤ s ≤ t ≤ T , tem-se (4.4), q.e.d. .

4.4 - Corolário: Se u é uma solução forte de (4.1), então

e−2ωt ‖u(t)− x‖2 − e−2ωs ‖u(s)− x‖2 ≤ 2

∫ t

s

e−2ωτ 〈f(τ)− y, u(τ)− x〉sdτ, (4.5)

para todo (x, y) ∈ A e 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Demonstração: Com efeito, (4.5) é um caso particular de (4.4) uma vez que v(t) ≡ x

é uma solução forte de (4.3) com g(t) ≡ y.

4.5 - Corolário: Sejam u e v soluções fortes de (4.1) e (4.3), respectivamente. Então,

∀(x, y) ∈ A e ∀s, t tais que 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

e−ωt ‖u(t)− v(t)‖ − e−ωs ‖u(s)− v(s)‖ ≤
∫ t

s

e−ωτ ‖f(τ)− g(τ)‖dτ (4.6)

e−ωt ‖u(t)− x‖ − e−ωs ‖u(s)− x‖ ≤
∫ t

s

e−ωτ ‖f(τ)− y‖dτ. (4.7)

Demonstração: As relações (4.6) e (4.7) decorrem, respectivamente, da Proposição

4.3 e do Corolário 4.4 levando em conta v) do Teorema I-6.5 e o Lema I-8.21.

Nota: A desigualdade (4.6) generaliza a Proposição 3.3.

4.6 - Corolário: A equação (4.1) tem, no máximo, uma solução forte que satisfaz

(4.2).

Demonstração: Com efeito, se u e v forem soluções fortes de (4.1) que satisfazem
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(4.2), u e v satisfazem (4.6) com g = f e s = 0. Logo u(t) = v(t)∀t ∈ [0, T ].

4.7 - Teorema: Seja X reflexivo, f ∈ W 1,1(0, T ;X), A ∈ A(ω) e u solução forte de

(4.1). Então,

|Au(t)− f(t)| ≤ eω(t−s) |Au(s)− f(s)|+
∫ t

s

eω(t−τ)

∥∥∥∥
df

dτ
(τ)

∥∥∥∥ dτ, (4.8)

para quase todo s, t ∈ [0, T ], 0 ≤ s ≤ t.

Demonstração: Seja v(t) = u(t+h), h > 0. Então v é uma solução forte de (4.3) com

g(t) = f(t+ h). Por (4.6) temos, para 0 ≤ s ≤ t ≤ T − h, s, t ∈ Ω, onde Ω foi definido

na demonstração do Teorema 4.2,

e−ωt ‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤ e−ωs ‖u(s+ h)− u(s)‖+
∫ t

s

e−ωτ ‖f(τ + h)− f(τ)‖ dτ,

donde, dividindo por |h|, passando ao limite quando h→ 0 e tendo em vista o Corolário

I-8.15 e o Teorema I-8.20 segue-se que

e−ωt

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ ≤ e−ωs

∥∥∥∥
du

ds
(s)

∥∥∥∥+
∫ t

s

e−ωτ

∥∥∥∥
df

dτ
(τ)

∥∥∥∥ dτ.

Dáı, usando ii) do Teorema 4.2, tem-se (4.8). Vê-se que (4.8) generaliza iii) do Teorema

3.6.

Passemos agora à generalização do Teorema 3.19.

4.8 - Teorema: Sejam X e X∗ uniformemente convexos. Se A:X → X é um operador

fechado tal que A ∈ A(ω),

D(A) ⊂ C ⊂ Im(I + λA), ∀λ > 0,

onde C é um cone convexo e fechado e f ∈W 1,1(0, T ;X) é tal que f(t) ∈ C ∀t ∈ [0, T ],

então, ∀x ∈ D(A):
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i) O conjunto Ax − f(t) tem, para cada t ∈ [0, T ], um único elemento de norma

mı́nima (Ax− f(t))o;

ii) A função ϕ definida por ϕ(t) = (Au(t) − f(t))o, onde u é solução forte do

problema (4.1)-(4.2), é cont́ınua à direita em todo t ∈ [0, T ];

iii) u é diferenciável à direita e

−d
+u

dt
(t) = (Au(t)− f(t))0, ∀t ∈ [0, T ).

Demonstração: A demonstração é análoga à do Teorema 3.19. Seja Ã a extensão

garantida pelo Teorema II-8.2. Ã é demifechado, D(Ã) ⊂ D(A) ⊂ C ⊂ Im(I + λA) ⊂
Im(I + λÃ). De f(t) ∈ C e λ ≥ 0 vem λf(t) ∈ C, donde C + λf(t) ⊂ C ⊂ Im(I + λÃ)

e, portanto,

D(Ã− f(t)) = D(Ã) ⊂ C ⊂ Im(I + λÃ)− λf(t) = Im(I + λ(Ã− f(t)),

isto é, Ã− f(t) satisfaz as condições do Teorema II-8.2. Logo i) é verdadeira.

Seja t ∈ [0, T ) e (tn) ⊂ Ω, tn ≥ t,n = 1, . . . , e tn → t quando n → ∞. Então,

pelo Teorema 4.7,

∥∥(Au(tn)− f(tn))
0
∥∥ ≤ eωtn

∥∥(Ax− f(0))0
∥∥+

∫ tn

0

eω(tn−τ)

∥∥∥∥
df

dτ
(τ)

∥∥∥∥ dτ ≤ Cte,

donde existe uma subseqüência (tnk
) e um y ∈ X tais que (Au(tnk

) − f(tnk
))o ⇀ y,

quando k → ∞. Mas, u(tnk
) → u(t) porque u sendo solução forte u é cont́ınua, e

f(tnk
) → f(t) porque f ∈ W 1,1(0, T ;X) donde f é cont́ınua. Como Ã é demifechado

segue-se, dáı, que u(t) ∈ D(A) e y ∈ Ãu(t)− f(t). Além disto, pelo Teorema 4.7,

‖y‖ ≤ lim inf
k→∞

∥∥(Au(tnk
)− f(tnk

))0
∥∥ ≤ lim sup

k→∞

∥∥(Au(tnk
)− f(tnk

))0
∥∥

≤ lim
k→∞

(
eω(tnk

−t)
∥∥(Au(t)− f(t))0

∥∥+
∫ tn

k

t

eω(tnk
−τ)

∥∥∥∥
df

dτ

∥∥∥∥ dτ
)

=
∥∥(Au(t)− f(t))0

∥∥ = ||Ãu(t)− f(t))0||.
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Logo, y = (Ãu(t)−f(t))0 = (Au(t)−f(t))0, donde (Au(tnk
)−f(tnk

))0 ⇀ (Au(t)−f(t))0

e, portanto, (Au(tn) − f(tn))
0 → (Au(t) − f(t))0, pela Proposição I-5.8 e o fato que

(Au(t)− f(t))0 não depende de (tnk
), o que demonstra ii).

Por ii) do Teorema 4.2 temos

−du
dt

(t) = (Au(t)− f(t))0 q.s. em (0, T ),

donde, pelos argumentos já usados na demonstração do Teorema 3.19,

−d
+u

dt
(t) = (Au(t)− f(t))0 ∀ t ∈ [0, T ),

isto é, iii) é válida.

Quando X∗ é uniformemente convexo, pode-se demonstrar a existência de uma

solução forte de (4.1) usando os resultados do §9 do Caṕıtulo I como se vê pelo teorema

a seguir.

4.9 - Teorema: Seja X∗ uniformemente convexo, C um cone convexo e fechado de

X, A:X → X tal que

D(A) ⊂ C ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0,

A ∈ A(ω), A + ωI máximo em C, λ0ω < 1, se ω > 0. Se f ∈ W 1,1(0, T ;X), f(t) ∈ C

para quase todo t ∈ (0, T ) e x ∈ D(A), então (4.1) tem uma solução forte que satisfaz

(4.2).

Demonstração: Pelo Corolário I-9.2 existe uma função, uλ: [0, T ] → C, absolutamente

cont́ınua em [0, T ], derivável q.s. em (0, T ) e tal que





duλ
dt

+ Aλuλ = f

uλ(0) = x

(4.9)
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q.s. em (0, T ).

Pelo Lema 3.2 tem-se

1

2

d

dt
‖uλ(t)− uµ(t)‖2 = −〈Aλuλ(t)− Aµuµ(t), F (uλ(t)− uµ(t))〉.

Além disto, de Aλuλ(t) ∈ AJλuλ(t) ∀t ∈ [0, T ] e A ∈ A(ω) vem

〈Aλuλ(t)− Aµuµ(t), F (Jλuλ(t)− Jµuµ(t))〉+ ω ‖Jλuλ(t)− Jµuµ(t)‖2 ≥ 0

e como

‖Jλuλ(t)− Jµuµ(t)‖2 = ‖Jλuλ(t) + uλ(t)− uλ(t) + uµ(t)− uµ(t)− Jµuµ(t)‖2

≤ 2 ‖λAλuλ(t)− µAµuµ(t)‖2 + 2 ‖uλ(t)− uµ(t)‖2

tem-se

1

2

d

dt
‖uλ(t)− uµ(t)‖2 ≤ |〈Aλuλ(t)− Aµuµ(t), F (Jλuλ(t)− Jµuµ(t))− F (uλ(t)− uµ(t))〉|

+ 2ω ‖λAλuλ(t)− µAµuµ(t)‖2 + 2ω ‖uλ(t)− uµ(t)‖2

≤ ‖Aλuλ(t)−Aµuµ(t)‖ ‖F (Jλuλ(t)− Jµuµ(t))− F (uλ(t)− uµ(t))‖

+ 2ω ‖λAλuλ(t)− µAµuµ(t)‖2 + 2ω ‖uλ(t)− uµ(t)‖2 .

Integrando de 0 a t,

‖uλ(t)− uµ(t)‖2

≤ 2

∫ t

0

e4ω(t−τ)(‖Aλuλ(τ)−Aµuµ(τ)‖ ‖F (Jλuλ(τ)− Jµuµ(τ))− F (uλ(τ)− uµ(τ))‖

+ 2ω ‖λAλuλ(τ)− µAµuµ(τ)‖2)dτ. (4.10)

Além disto, Aλ é lipschtziana e uλ e f são absolutamente cont́ınuas em [0, T ]; logo,

−Aλuλ + f é diferenciável quase sempre em (0, T ) e, portanto, por (4.9),
duλ
dt

é difer-

enciável quase sempre em (0, T ). De (4.9) vem, por diferenciação,

d2uλ
dt2

+
d

dt
Aλuλ =

df

dt
q.s. em (0, T ).
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Multiplicando por F

(
duλ
dt

)
tem-se

〈
d2uλ
dt2

, F

(
duλ
dt

)〉
+

〈
d

dt
Aλuλ, F

(
duλ
dt

)〉
=

〈
df

dt
, F

(
duλ
dt

)〉
. (4.11)

Mas, pelo Teorema II-6.13, se λω < 1 então Aλ ∈ A(ω(1 − λω)−1) donde, pondo

ω(1− λω)−1 = ωλ tem-se

〈Aλuλ(t+ h) −Aλuλ(t), F (uλ(t+ h)− uλ(t))〉+ ωλ ‖uλ(t+ h)− uλ(t)‖2 ≥ 0

donde, se h 6= 0

〈
Aλuλ(t+ h)− Aλuλ(t)

h
, F

(
uλ(t+ h)− uλ(t)

h

)〉
≥ −ωλ

∥∥∥∥
uλ(t+ h)− uλ(t)

h

∥∥∥∥
2

ou seja
〈
d

dt
Aλuλ(t), F

(
duλ
dt

(t)

)〉
≥ −ωλ

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥
2

q.s. em (0, T ).

Segue-se dáı, por (4.11), e tendo em vista o Lema 3.2 que

d

dt

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥− ωλ

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥
df

dt
(t)

∥∥∥∥ q.s. em (0, T ).

Integrando de 0 a t tem-se

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥− eωλt

∥∥∥∥
duλ
dt

(0)

∥∥∥∥ ≤
∫ t

0

eωλ(t−τ)

∥∥∥∥
df

dτ
(τ)

∥∥∥∥ dτ

ou, ainda por (4.9),

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥ ≤ eωλt ‖−Aλx+ f(0)‖+
∫ t

0

eωλ(t−τ)

∥∥∥∥
df

dτ
(τ)

∥∥∥∥ dτ
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e como, por ii) do Teorema II-6.13, ‖Aλx‖ ≤ (1− λω)−1 |Ax| tem-se

∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥ ≤ eωλt((1− λω)−1 |Ax|+ ‖f(0)‖) +
∫ t

0

eωλ(t−τ)

∥∥∥∥
df

dτ
(τ)

∥∥∥∥ dτ. (4.13)

Além disto, por (4.9), ‖Aλuλ(t)‖ ≤
∥∥∥∥
duλ
dt

(t)

∥∥∥∥ + ‖f(t)‖ q.s. em (0, T ). Logo, por

(4.13), Aλuλ é uniformemente limitado em [0, T ] e, portanto, λ ‖Aλuλ(t)‖ → 0 quando

λ → 0, uniformemente em [0, T ]. Tendo agora em vista que, pelo Teorema I-6.15,

F é uniformemente cont́ınua nos conjuntos limitados, segue-se por (4.10) que, quando

λ → 0, uλ converge a uma função u, uniformemente em [0, T ]. Resta mostrar que u

satisfaz (4.1) e (4.2). De uλ(0) = x vem u(0) = x, i.e., u satisfaz (4.2). Vamos mostrar

que satisfaz (4.1). Seja, para isto, (x0, y0) ∈ A e xλ = x0 + λy0. Dáı vem y0 = Aλxλ e,

como Aλ ∈ A(ωλ), segue-se que

〈
− duλ

dt
+ f + ωλuλ − y0 − ωλxλ, F (uλ − xλ)

〉
≥ 0,

ou seja

〈− d

dt
(uλ − xλ), F (uλ − xλ)〉 = 〈− d

dt
uλ, F (uλ − xλ)〉

≥ 〈y0 − f − ωλ(uλ − xλ), F (uλ − xλ)〉.

Pelo Lema 3.2 tem-se, então,

−1

2

d

dt
‖uλ(t)− xλ‖2 ≥ 〈y0 − f(t)− ωλ(uλ(t)− xλ), F (uλ(t)− xλ)〉

donde, integrando de t a t+ h, 0 ≤ t+ h ≤ T ,

−‖uλ(t+ h) − xλ‖2 + ‖uλ(t)− xλ‖2

≥ 2

∫ t+h

t

〈y0 − f(τ)− ωλ(uλ(τ)− xλ), F (uλ(τ)− xλ)〉dτ
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e no limite quando λ→ 0

−‖u(t+ h)− x0‖2 + ‖u(t)− x0‖2

≥ 2

∫ t+h

t

〈y0 − f(τ)− ω(u(τ)− x0), F (u(τ)− x0)〉dτ.

Dáı vem, para h > 0, pelo Exemplo I-4.9,

−
〈
u(t+ h)− u(t)

h
, F (u(t)−x0)

〉
≥ 1

h

∫ t+h

t

〈y0 − f(τ)−ω(u(τ)−x0), F (u(τ)−x0)〉dτ

donde, se u for diferenciável no ponto t,

〈
− du

dt
(t), F (u(t)− x0)

〉
≥ 〈y0 − f(t)− ω(u(t)− x0), F (u(t)− x0)〉,

i.e.,
〈
− du

dt
(t) + f(t) + ωu(t)− y0 − ωx0, F (u(t)− x0)

〉
≥ 0.

Mas, u(t) ∈ C pelo Corolário I-9.2 e (x0, y0) é, por hipótese, um ponto arbitrário de A;

logo, pela maximalidade de A + ωI tem-se u(t) ∈ D(A) e −du
dt

(t) + f(t) ∈ Au(t), ou

seja

du

dt
(t) + Au(t) ∋ f(t), q.e.d. .

Para demonstrar a existência de uma solução forte de (4.1) em hipóteses menos

restritivas que as do teorema anterior serão, a seguir, introduzidos alguns conceitos e

demonstrados alguns resultados preliminares.

4.10 - Definição: Diz-se que u: [0, T ] → X é solução fraca de (4.1) se existe uma

seqüência (fn), fn ∈ W 1,1(0, T ;X), n = 1, . . . , fn → f em L1(0, T ;X), tal que, para

cada n ∈ N, a equação

dun
dt

+ Aun ∋ fn
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tem uma solução forte un e un → u em C([0, T ];X).

4.11 - Proposição: As quatro estimativas (4.4)-(4.7) são válidas se u e v são soluções

fracas de (4.1) e (4.3), respectivamente.

Demonstração: A estimativa (4.4) mantém-se por passagem ao limite uma vez que

a convergência de uma seqüência em C([0, T ];X) implica a convergência pontual dessa

seqüência, e é válido o lema a seguir. As outras três decorrem de (4.4) exatamente como

no caso das soluções fortes.

4.12 - Lema: O problema (4.1)-(4.2) tem no máximo uma solução fraca.

Demonstração: Análoga à do Corolário 4.6.

A fórmula (4.5), que é apenas uma condição necessária para que u seja uma

solução forte, sugere a definição a seguir.

4.13 - Definição: Uma função u: [0, T ] → X é dita solução integral de (4.1) se

u ∈ C([0, T ];X) e u satisfaz (4.5).

É imediato que as soluções fortes são soluções integrais.

Ao contrário das soluções fracas, não é válido para as soluções integrais o teorema

da unicidade. Por exemplo, sejam D(A) = {0}, A0 = 0, f(t) = 0 ∀t ∈ [0, T ] e x ∈ X .

Então, toda função cont́ınua, u, tal que u(0) = x e ‖u(t)‖ ≤ ‖u(s)‖, 0 ≤ s ≤ t ≤ T , é

uma solução integral de (4.1) que satisfaz (4.2).

4.14 - Definição: Uma função u: [0, T ] → X é dita solução generalizada de (4.1) se:

i) u ∈ C([0, T ];X);

ii) u satisfaz (4.4) ∀g ∈ L1(0, T ;X) e para toda solução integral, v, de (4.3).

Diz-se que u é solução generalizada do problema (4.1), (4.2) se u for solução
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generalizada de (4.1) e u(0) = x.

4.15 - Proposição: As soluções generalizadas são soluções integrais.

Demonstração: Se (x, y) ∈ A, então v(t) = x é uma solução integral de dv/dt+Av ∋ y

pois é solução forte dessa equação; logo, se u é uma solução generalizada de (4.1), u

satisfaz (4.4) com v(t) = x e g(t) = y, donde satisfaz (4.5), i.e., u é solução integral de

(4.1).

4.16 - Proposição: Se u é solução generalizada de (4.1), então:

i) u satisfaz (4.6) ∀g ∈ L1(0, T ;X) e toda solução integral, v, de (4.3);

ii) u satisfaz (4.5) e (4.7)∀(x, y) ∈ A.

Demonstração: Decorrência imediata das definições e da Proposição 4.15.

4.17 - Proposição: O problema (4.1)-(4.2) tem no máximo uma solução generalizada.

Demonstração: Conseqüência imediata de (4.4) com g = f e v(0) = u(0) = x.

4.18 - Proposição: As soluções fortes sõ soluções generalizadas.

Demonstração: Seja u solução forte de (4.1) e v solução integral de

dv

dt
+Av ∋ g, g ∈ L1(0, T ;X).

Então, pela Definição de solução forte,
(
u(σ), f(σ)− du

dσ
(σ)

)
∈ A,

para quase todo σ ∈ (0, T ). Logo, como v é solução integral temos, por (4.5),

e−2ωt ‖u(σ)− v(t)‖2 − e−2ωs ‖u(σ)− v(s)‖2

≤ 2

∫ t

s

e−2ωτ

〈
f(σ)− du

dσ
(σ)− g(τ), u(σ)− v(τ)

〉

s

dτ, (4.14)
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para quase todo σ ∈ (0, T ), 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Mas,

〈
f(σ)− du

dσ
(σ)− g(τ), u(σ)− v(τ)

〉

s

≤ 〈f(σ)− g(τ), u(σ)− v(τ)〉s −
〈
du

dσ
(σ), u(σ)− v(τ)

〉

i

= 〈f(σ)− g(τ), u(σ)− v(τ)〉s −
1

2

d

dσ
‖u(σ)− v(τ)‖2 . (4.15)

Integrando (4.14) de α a β, 0 ≤ α ≤ β ≤ T e tendo (4.15) em vista, temos

∫ β

α

e−2ωt ‖u(σ)− v(t)‖2 dσ −
∫ β

α

e−2ωs ‖u(σ)− v(s)‖2 dσ

≤ 2

∫ β

α

dσ

∫ t

s

e−2ωτ 〈f(σ)− g(τ), u(σ)− v(τ)〉sdτ

−
∫ β

α

dσ

∫ t

s

e−2ωτ d

dσ
‖u(σ)− v(τ)‖2 dτ

= 2

∫ β

α

dσ

∫ t

s

e−2ωτ 〈f(σ)− g(τ), u(σ)− v(τ)〉sdτ

−
∫ t

s

dτ

∫ β

α

e−2ωτ d

dσ
‖u(σ)− v(τ)‖2 dσ.

Logo,

∫ β

α

e−2ωt ‖u(σ)− v(t)‖2 dσ −
∫ β

α

e−2ωs ‖u(σ)− v(s)‖2 dσ

+

∫ t

s

e−2ωτ ‖u(β)− v(τ)‖2 dτ −
∫ t

s

e−2ωτ ‖u(α)− v(τ)‖2 dτ

≤ 2

∫ β

α

dσ

∫ t

s

e−2ωτ 〈f(σ)− g(τ), u(σ)− v(τ)〉sdτ (4.16)

para 0 ≤ s ≤ t ≤ T e 0 ≤ α ≤ β ≤ T .
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O lema a seguir completa a demonstração.

4.19 - Lema: Sejam (u, f) e (v, g) pontos de C([0, T ], X)× L1(0, T ;X) que verificam

a desigualdade (4.16). Então, (u, f) e (v, g) verificam a desigualdade (4.4).

Demonstração: Ponhamos

ϕ(p, q) = e−2ωq ‖u(p)− v(q)‖2 e ψ(p, q) = 2e−2ωq〈f(p)− g(q), u(p)− v(q)〉s,

(p, q) ∈ [0, T ]× [0, T ]. Pela desigualdade (4.16) temos,

∫ β

α

[ϕ(σ, t)− ϕ(σ, s)]dσ +

∫ t

s

[ϕ(β, τ)− ϕ(α, τ)]dτ

≤
∫ β

α

dσ

∫ t

s

ψ(σ, τ)dτ, (4.17)

0 ≤ s ≤ t ≤ T , 0 ≤ α ≤ β ≤ T . Vamos supor que ϕ seja continuamente diferenciável

e ψ seja cont́ınua em cada variável. Para t = s a (4.4) é trivial. Supondo, então, s < t

dividindo por t− s e passando ao limite quando t→ s temos

∫ β

α

∂ϕ

∂τ
(σ, s)dσ + ϕ(β, s)− ϕ(α, s) ≤

∫ β

α

ψ(σ, s)dσ

donde, dividindo por β − α > 0 e passando ao limite quando β → α

∂ϕ

∂τ
(α, s) +

∂ϕ

∂σ
(α, s) ≤ ψ(α, s),

ou seja

∂ϕ

∂τ
(σ, τ) +

∂ϕ

∂σ
(σ, τ) ≤ ψ(σ, τ).

Fazendo σ = τ e usando a regra de derivação de função composta tem-se

dϕ

dτ
(τ, τ) ≤ ψ(τ, τ)
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e, dáı, por integração de s a t,

ϕ(t, t)− ϕ(s, s) ≤
∫ t

s

ψ(τ, τ)dτ (4.18)

que é a desigualdade (4.4). Vamos supor que ϕ não seja diferenciável ou que ψ não

seja cont́ınua em cada uma de suas variáveis. Seja ρ ∈ C∞
0 (R), ρ ≥ 0, supp ρ ⊂ [−1, 1],

∫
ρ = 1 e ponhamos, para ε > 0,

ϕε(σ, t) =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ρ(ξ)ρ(η)ϕ(σ− εξ, t− εη)dξdη

ψε(σ, t) =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

ρ(ξ)ρ(η)ψ(σ− εξ, t− εη)dξdη.

Então ϕε e ψε são continuamente diferenciáveis para (σ, t) ∈ [ε, T − ε]× [ε, T − ε] e sem

dificuldade vê-se que (4.17) permanece válida se substituirmos ϕ por ϕε e ψ por ψε.

Segue-se que (4.18) é válida para ϕε e ψε, ε ≤ s, t ≤ T − ε, i.e.,

ϕε(t, t)− ϕε(s, s) ≤
∫ t

s

ψε(τ, τ)dτ. (4.19)

Resta mostrar que passando (4.19) ao limite quando ε→ 0 tem-se (4.18). Isto é verdade

porque, em primeiro lugar, sendo u cont́ınua, ϕε(τ, τ) tende a ϕ(τ, τ) quando ε → 0,

uniformemente sobre todo subconjunto compacto de (0, T ); além disto, como por iii) do

Teorema I-6.5,

ψ(σ − εξ, t− εη) = 2e−2ω(t−εη)〈f(σ − εξ)− g(t− εη), u(σ − εξ)− v(t− εη)〉s

≤ 2e−2ω(t−εη)[(‖f(σ − εξ)− f(σ)‖+ ‖g(t− εη)− g(t)‖) ‖u(σ − εξ)− v(t− εη)‖

+ 〈f(σ)− g(t), u(σ− εξ)− v(t− εη〉s]

e como 〈 · , · 〉s é s.c.s., u e v são cont́ınuas e por i) do Teorema I-8.9

lim
ε→0

∫ t

s

‖f(σ − εξ)− f(σ)‖ = lim
ε→0

∫ t

s

‖g(t− εη)− g(t)‖ = 0,
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visto que f, g ∈ L1(0, T ;X), segue-se que

lim sup
ε→0

∫ t

s

ψε(τ, τ)dτ ≤
∫ t

s

ψ(τ, τ)dτ.

Argumento já usado na demonstração da Proposição 4.11 mostra que é válido o

corolário a seguir.

4.20 - Corolário: As soluções fracas são soluções generalizadas.

4.21 - Definição: Diz-se discretização da equação (4.1) todo esquema

xi − xi−1

ti − ti−1
+Axi ∋ yi, i = 1, . . . , N, (4.20)

onde a partição π = {0 = t0 < · · · < tN = T} e os elementos y1, . . . , yN de X são

dados. Se ε > 0, max
1≤i≤N

{ti − ti−1} ≤ ε e

N∑

i=1

∫ ti

ti−1

‖f(t)− yi‖ dt ≤ ε,

diz-se que (4.20) é uma ε-discretização de (4.1). Se a seqüência x0, x1, . . . , xN de pontos

de X satisfaz (4.20), a função uπ definida por uπ(0) = x0 e uπ(t) = xi para t ∈ (ti−1, ti],

i = 1, . . . , N , é dita solução de (4.20) com valor inicial x0. Se (4.20) for uma ε-

discretização, uπ será dita solução ε-aproximada de (4.1) com valor inicial x0. Se uπ

for uma solução ε-aproximada de (4.1) com valor inicial x0 e ‖x− x0‖ < ε, uπ será dita

solução ε-aproximada do problema (4.1)-(4.2).

O teorema a seguir generaliza o Teorema 3.11.

4.22 - Teorema: Se f ∈ L1(0, T ;X), x ∈ D(A) e para cada ε > 0 o problema (4.1)-

(4.2) tem uma solução ε-aproximada, uε, então existe lim
ε→0

uε uniformemente em [0, T ]

e lim
ε→0

uε é uma função cont́ınua em [0, T ].
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Este resultado não será usado e sua demonstração não será reproduzida aqui. (A

demonstração encontra-se em Pazy [3] e em Crandall-Evans [1]). Vamos, no entanto,

demonstrar o teorema a seguir:

4.23 - Teorema: Seja u uma função cont́ınua e tal que u = lim
n→∞

un, uniformemente

em [0, T ], onde, para cada n, un é solução εn-aproximada do problema (4.1)-(4.2), com

lim
n→∞

εn = 0. Então u é uma solução generalizada de (4.1)-(4.2).

Demonstração: Para cada n = 1, . . . existe, por hipótese, uma partição πn = {0 =

tn0 < · · · < tnN(n) = T}, uma seqüência xn0 , x
n
1 , . . . , x

n
N(n) e uma seqüência yn1 , . . . , y

n
N(n)

que satisfazem

xni − xni−1

tni − tni−1

+ Axni ∋ yni , i = 1, . . . , N(n) (4.21)

e tais que a função fn definida por fn(t) = yni para t ∈ (tni−1, t
n
i ), i = 1, . . . , N(n),

converge a f em L1(0, T ;X) e a função un definida por un(0) = xn0 e un(t) = xni ,

t ∈ (tni−1, t
n
i ], i = 1, . . . , N(n), converge uniformemente a u em [0, T ]. Ponhamos

tni − tni−1 = λni e seja v uma solução integral de (4.3). Como, por (4.21),

(
xni , y

n
i − xni − xni−1

λni

)
∈ A, i = 1, . . . , N(n),

temos, para 0 ≤ s ≤ t ≤ T

e−2ωt ‖xni − v(t)‖2 − e−2ωs ‖xni − v(s)‖2

≤ 2

∫ t

s

e−2ωτ

〈
yni − xni − xni−1

λni
− g(τ), xni − v(τ)

〉

s

dτ. (4.22)

Mas,
〈
yni − xni − xni−1

λni
− g(τ), xni − v(τ)

〉

s

≤ 〈yni − g(τ), xni − v(τ)〉s +
〈
− xni − xni−1

λni
, xni − v(τ)

〉

s

(4.23)
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e

〈
− xni − xni−1

λni
, xni − v(τ)

〉

s

=

〈
− xni − v(τ)

λni
+
xni−1 − v(τ)

λni
, xni − v(τ)

〉

s

= − 1

λni
‖xni − v(τ)‖2 + 1

λni
〈xni−1 − v(τ), xni − v(τ)〉s

≤ − 1

λni
‖xni − v(τ)‖2 + 1

λni

∥∥xni−1 − v(τ)
∥∥ ‖xni − v(τ)‖

≤ − 1

2λni
‖xni − v(τ)‖2 + 1

2λni

∥∥xni−1 − v(τ)
∥∥2 . (4.24)

Por (4.22)-(4.24) temos

e−2ωt ‖xni − v(t)‖2 − e−2ωs ‖xni − v(s)‖2 ≤ 2

∫ t

s

e−2ωτ 〈yni − g(τ), xni − v(τ)〉sdτ

+

∫ t

s

e−2ωτ

λni

(∥∥xni−1 − v(τ)
∥∥2 − ‖xni − v(τ)‖2

)
dτ.

Integrando ambos os membros dessa desigualdade de tni−1 a tni e tendo em vista as

definições de un e fn temos

∫ tn
i

tn
i−1

(e−2ωt ‖un(σ)− v(t)‖2 − e−2ωs ‖un(σ)− v(s)‖2)dσ

+

∫ t

s

e−2ωτ (‖xni − v(τ)‖2 −
∥∥xni−1 − v(τ)

∥∥2)dτ

≤ 2

∫ tn
i

tn
i−1

dσ

∫ t

s

e−2ωτ 〈fn(σ)− g(τ), un(σ)− v(τ)〉sdτ.

Seja agora, 0 ≤ α ≤ β ≤ T e in e jn tais que

tnin−1 = αn ≤ α < tnin e tnjn−1 < β ≤ tnjn = βn.
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Somando de i = in a i = jn temos

∫ βn

αn

(e−2ωt ‖un(σ)− v(t)‖2 − e−2ωs ‖un(σ)− v(s)‖2)dσ

+

∫ t

s

e−2ωτ (
∥∥xnjn − v(τ)

∥∥2 −
∥∥xnin−1 − v(τ)

∥∥2)dτ

≤ 2

∫ βn

αn

dσ

∫ t

s

e−2ωτ 〈fn(σ)− g(τ), un(σ)− v(τ)〉sdτ

donde, no limite quando n → ∞, tendo em vista que, por hipótese, un → u uniforme-

mente em [0, T ],u é cont́ınua, fn → f em L1(0, T ;X), αn → α, βn → β e 〈 · , · 〉s é s.c.s.

temos

∫ β

α

(e−2ωt ‖u(σ)− v(t)‖2 − e−2ωs ‖u(σ)− v(s)‖2)dσ

+

∫ t

s

e−2ωτ (‖u(β) − v(τ)‖2 − ‖u(α)− v(τ)‖2)dτ

≤ 2

∫ β

α

dσ

∫ t

s

e−2ωτ 〈f(σ)− g(τ), u(σ)− v(τ)〉sdτ.

Dáı vem (4.4) pelo Lema 4.19, o que completa a demonstração.

4.24 - Corolário: Se A satisfaz as condições do Teorema 2.1, x ∈ D(A) e S é o

semigrupo gerado por −A, então S(t)x é solução generalizada do problema (4.1)-(4.2)

com f = 0.

Demonstração: Conseqüência imediata da Proposição 3.10 e do Teorema 4.23.

4.25 - Nota: a) Do Corolário 4.24 e da Proposição 4.17 decorre que S(t)x é a única

função cont́ınua que satisfaz (4.4) com f = 0 ∀g ∈ L1(0, T ;X) e para toda solução

integral v de (4.3).
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b) Pelo Corolário 4.24 a Definição 4.14 é coerente com a terminologia estabelecida na

Nota 3.16.

4.26 - Teorema: Seja C um cone convexo e fechado de um espaço de Banach X,A:X →
X um operador tal que A ∈ A(ω) e

D(A) ⊂ C ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0.

Seja f ∈ L1(0, T ;X) tal que f(t) ∈ C q.s. em [0, T ] e x ∈ D(A). Então (4.1)-(4.2) tem

uma solução generalizada, u, e u(t) ∈ D(A) ∀t ∈ [0, T ],T > 0.

Demonstração: a) Vamos supor que f(t) = y0 ∀t ∈ [0, T ], onde y0 ∈ C e ponhamos

A0 = A − y0. Então D(A0) = D(A) e A0 ∈ A(ω). Além disto, de y ∈ C vem

y + λy0 ∈ C visto que C é um cone convexo. Portanto y + λy0 ∈ Im(I + λA), donde

existe z ∈ D(A) tal que y + λy0 ∈ z + λAz, ou seja y ∈ (I + λ(A− y0))z = (I + λA0)z.

Logo, C ⊂ Im(I + λA0) e, portanto, D(A0) ⊂ Im(I + λA0), 0 < λ < λ0. Se S0 é o

semigrupo gerado por −A0, segue-se, pelo Corolário 4.24, que a função u(t) = S0(t)x é

solução generalizada de




du

dt
+ A0u ∋ 0

u(0) = x

ou seja, de (4.1)-(4.2) com f = y0. Além disto, u(t) = S0(t)x ∈ D(A) ∀t ∈ [0, T ], pelo

Teorema 2.1.

b) Seja, agora, f uma função degrau e 0 = a0 < a1 < · · · < aN = T uma partição

de [0, T ] tal que f é constante e igual a yi no intervalo (ai−1, ai), i = 1, . . . , N , e

designemos por Si o semigrupo gerado por −(A − yi) = −Ai, i = 1, . . . , N . Vamos

definir u: [0, T ] → X por recorrência pondo

u(0) = x, u(t) = Si(t− ai−1)u(ai−1), ∀t ∈ [ai−1, ai].
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Então, u é cont́ınua em [0, T ] e como ui(τ) = Si(τ)u(ai−1) é a solução generalizada do

problema




dui
dt

+ Aiui ∋ 0

ui(0) = u(ai−1),

u satisfaz (4.4) em cada [ai−1, ai], donde em [0, T ], para toda g ∈ L1(0, T ;X) e toda

solução integral v de (4.3). Logo u é solução generalizada do problema (4.1)-(4.2) para

a particular função f considerada. É imediato que u(t) ∈ D(A)∀t ∈ [0, T ].

c) Seja, finalmente, f ∈ L1(0, T ;X), (fn) uma seqüência de funções degrau tal que

fn → f em L1(0, T ;X) e designemos por un a solução generalizada de





dun
dt

+Aun ∋ fn

un(0) = x,

(4.23)

n = 1, . . . cuja existência foi demonstrada em b). Como, pela Proposição 4.15, as

soluções generalizadas são soluções integrais temos, por (4.6) com s = 0 e tendo em

vista a Proposição 4.16,

e−ωt ‖un(t)− um(t)‖ ≤
∫ t

0

e−ωτ ‖fn(τ)− fm(τ)‖dτ

≤ e|ω|T

∫ T

0

‖fn(τ)− fm(τ)‖ dτ.

Segue-se dáı que un converge uniformemente em [0, T ] a uma função cont́ınua, u, que

é uma solução generalizada de (4.1)-(4.2) porque un é solução generalizada de (4.25)

e (4.4) mantém-se por passagem ao limite, como foi observado na demonstração da

Proposição 4.11. Além disto, como ∀t ∈ [0, T ], un(t) ∈ D(A), n = 1, . . . , então u(t) ∈
D(A)∀t ∈ [0, T ].

4.27 - Lema: Se u é uma solução generalizada de (4.1)-(4.2) e x ∈ D(A), então
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∀h, t ≥ 0, t+ h ≤ T tem-se

e−ωt ‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤ eωh

∫ h

0

e−ωτ |f(τ)− Ax| dτ

+

∫ t

0

e−ωτ ‖f(τ + h) − f(τ)‖ dτ. (4.26)

Demonstração: Fazendo s = 0 e t = h em (4.7) temos

e−ωh ‖u(h)− x‖ ≤
∫ h

0

e−ωτ ‖f(τ)− y‖ dτ, ∀y ∈ Ax,

e, dáı, usando o Teorema da Convergência Dominada,

e−ωh ‖u(h)− x‖ ≤
∫ h

0

e−ωτ |f(τ)−Ax| dτ. (4.27)

Analogamente, pondo v(τ) = u(τ + h), g(τ) = f(τ + h) e s = 0 em (4.6) tem-se

e−ωt ‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤ ‖u(h)− x‖+
∫ t

0

e−ωτ ‖f(τ + h)− f(τ)‖dτ. (4.28)

De (4.27) e (4.28) vem (4.26).

4.28 - Teorema: Supondo X reflexivo, f ∈ W 1,1(0, T ;X), A fechado e satisfeitas as

condições do Teorema 4.26, então a equação (4.1) tem uma solução forte que satisfaz

(4.2) com x ∈ D(A) e para a qual

e−ωt

∥∥∥∥
du

dt
(t)

∥∥∥∥ ≤ |f(0)−Ax|+
∫ t

0

e−ωτ

∥∥∥∥
df

dτ
(τ)

∥∥∥∥ dτ, q.s. em [0, T ]. (4.29)

Demonstração: Satisfeitas as hipóteses, a equação (4.1) tem, pelo Teorema 4.26, uma

solução generalizada, u, que satisfaz (4.2) e tal que u(t) ∈ D(A) para todo t ∈ (0, T ).
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Vamos mostrar que u é uma solução forte que satisfaz (4.29). Como, por hipótese, f ∈
W 1,1(0, T ;X), f é uma função absolutamente cont́ınua (Teorema I-8.20) e, portanto,

de variação limitada. Segue-se pelo Teorema I-8.13 que

∫ t

0

e−ωτ ‖f(τ + h)− f(τ)‖dτ ≤

Ch, onde C é uma constante, ∀h, t > 0 e t+h ≤ T . Analogamente,

∫ h

0

e−ωτ |f(τ)−Ax|dτ

≤Mh. Logo, por (4.26), u é lipschitziana, donde diferenciável q.s. pelo Teorema I-8.14.

Dividindo, então, ambos os membros de (4.26) por h, passando ao limite quando h→ 0,

tendo em vista o Corolário I-8.15, temos a estimativa (4.29).

Seja t0 ∈ [0, T ] um ponto onde du/dt existe e tal que f(t0) ∈ C. De (4.5) com

s = t0 tem-se

ϕ(t)− ϕ(t0) ≤ 2

∫ t

t0

e−2ωτ 〈f(τ)− y, u(τ)− x〉s dτ,

onde ϕ(t) = e−2ωt ||u(t)− x||2, (x, y) ∈ D(A).

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por t− t0 , obtém-se

ϕ(t)− ϕ(t0)

t− t0
≤ 2

t− t0

∫ t

t0

e−2ωτ 〈f(τ)− y, u(τ)− x〉
s
dτ.

Sendo f , u cont́ınuas e a função 〈..., ...〉
s
semicont́ınua superiormente, dado ε > 0 ∃ δ > 0

tal que se t ∈ [t0, δ], 〈f(τ)− y, u(τ)− x〉
s
≤ 〈f(t0)− y, u(t0)− x〉

s
+ ε.

Assim:

ϕ(t)− ϕ(t0)

t− t0
≤
(
〈f(t0)− y, u(t0)− x〉

s
+ ε
) 2

t− t0

∫ t

t0

e−2ωτ dτ, ∀ t ∈ [0, δ].

Tomando limite quando t→ t0 , encontra-se

dϕ

dt
(t0) ≤ 2 e−2ωt0

(
〈f(t0)− y, u(t0)− x〉

s
+ ε
)
, ∀ ε > 0.
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Logo
dϕ

dt
(t0) ≤ 2 e−2ωt0〈f(t0)−y, u(t0)−x〉s . Mas

dϕ

dt
(t0) = −2ω e−2ωt0 ||u(t0)−x||2+

2 e−2ωt〈u′(t0), ξ∗〉 ∀ ξ∗ ∈ F (u(t0)−x), já que
d

dt
||u(t)−x|| ||u(t)−x|| = 〈u′(t), ξ∗〉 ∀ ξ∗ ∈

F (u(t)− x). Dáı, tem-se

〈
du

dt
(t0), ξ

∗

〉
≤ 〈f(t0)− y, u(t0)− x〉s + ω||u(t0)− x||2

∀ ξ∗ ∈ F (u(t0)− x) ∈ (x, y) ∈ A. (4.30)

E, como F (u(t0)− x) é compacto na topologia fraca-∗ de X∗, existe ξ∗0 ∈ F (u(t0)− x)

tal que
〈
du

dt
(t0), ξ

∗

〉
≤ 〈f(t0)− y, ξ∗0〉+ ω||u(t0)− x||2

∀ ξ∗ ∈ F (u(t0)− x) e, em particular, para ξ∗ = ξ∗0 , i.e.,

〈
du

dt
(t0)− f(t0) + y, ξ∗0

〉
≤ ω+||u(t0)− x||2. (4.31)

Além disto,

u(t0 − h)− u(t0) = −h du
dt

(t0) + α(h), (4.32)

onde ‖α(h)‖ /h → 0 quando h → 0. Como u(t0 − h) ∈ D(A) para todo h ∈ (0, t0),

f(t0) ∈ C e C é um cone, existe para todo h ∈ (0, t0), um (xh, yh) ∈ A tal que

u(t0 − h) + hf(t0) = xh + hyh. (4.33)

De (4.31), (4.32) e (4.33), fazendo (x, y) = (xh, yh) vem 〈u(t0) − xh + α(h), ξ∗0h
〉 ≤

ω+||u(t0)− xh||2 e dáı

‖u(t0)− xh‖
h

≤ ‖α(h)‖
h

+ ω+||u(t0)− xh|| → 0 quando h→ 0, pois
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||xh − u(t0)|| ≤ ||Jh(u(t0 − h) + hf(t0))− Jh u(t0) + Jh u(t0)− u(t0)|| ≤

≤ 1

1− hω
||u(t0 − h)− u(t0)||+ ||Jh u(t0)− u(t0)|| → 0 quando h→ 0,

pois Jh(u(t0) → u(t0), já que u(t0) ∈ D(A) ⊂ Dh ∀h < λ0 .

Portanto,

yh =
u(t0 − h)− xh

h
+ f(t0) =

u(t0 − h)− u(t0)

h

+
u(t0)− xh

h
+ f(t0) → −du

dt
(t0) + f(t0)

quando h→ 0 e, como xh → u(t0), segue-se que

(u(t0),−
du

dt
(t0) + f(t0)) ∈ A,

pois A é fechado, por hipótese. Logo,

du

dt
(t0) + Au(t0) ∋ f(t0)

q.e.d. .

4.29 - Corolário: Nas condições do Teorema 4.28, (4.1)-(4.2) tem uma solução fraca

para cada f ∈ L1(0, T ;X) e cada x ∈ D(A).

Demonstração: Seja (fn) uma sucessão de funções de W 1,1 tal que fn → f em

L1(0, T ;X) e (xn) uma sucessão de elementos de D(A) tal que xn → x. Pelo Teorema

4.28 o problema




dun
dt

(t) + Aun(t) ∋ fn(t)

un(0) = xn
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tem, para cada n ∈ N, uma solução forte un e, por (4.6) com s = 0,

e−ωt ‖un(t)− um(t)‖ ≤ ‖xn − xm‖+
∫ t

0

e−ωτ ‖fn(τ)− fm(τ)‖ dτ.

Logo a sucessão (un) converge em C([0, T ];X) a uma função u, solução fraca de (4.1)-

(4.2) com f ∈ L1(0, T ;X) e x ∈ D(A).

5. Caso não autônomo

5.1 - O problema de evolução

du

dt
(t) +A(t)u(t) ∋ f(t), 0 ≤ t ≤ T (5.1)

u(0) = x0, (5.2)

onde, para cada t ∈ [0, T ], A(t):X → X é um operador que depende de t e f ∈
L1(0, T ;X), foi estudado principalmente por Kato [1], [2] e [3], Crandall e Pazy [1],

Crandall-Evans [1] e Evans [1]. Vamos nos limitar a uma ligeira not́ıcia desse problema.

Como no caso em que A não depende de t introduzem-se as seguintes hipóteses:

(A.1) - A(t) ∈ A(ω) q.s. em [0, T ];

(A.2) - Existe um cone convexo e fechado, C, em X tal que

D(A(t)) ⊂ C ⊂ Im(I + λA(t)), 0 < λ < λ0, λ0ω < 1, (5.3)

para quase todo t em [0, T ].

Pondo Jλ(t) = (I + λA(t))−1 e Aλ(t) = λ−1(I − Jλ(t)), Jλ(t) e Aλ(t) dependem

de t. Restringe-se essa dependência por uma das duas seguintes condições:

(C.1) - Existe uma função integrável h: [0, T ] → X e uma função cont́ınua e não decres-

cente L: [0,∞) → [0,∞) tais que

‖Aλ(t)x− Aλ(s)x‖ ≤ ‖h(t)− h(s)‖L(‖x‖) (5.4)
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para todo 0 < λ < λ0, todo x ∈ C e quase todo s e t tais que 0 ≤ s, t ≤ T .

(C.2) - Existe uma função mensurável, essencialmente de variação limitada, h: [0, T ] →
X e uma função cont́ınua e não decrescente, L: [0,∞) → [0,∞), tais que

‖Aλ(t)x− Aλ(s)x‖ ≤ ‖h(t)− h(s)‖L(‖x‖)(1 + ‖Aλ(t)x‖), (5.5)

para todo 0 < λ < λ0,∀x ∈ C e quase todo s e t tais que 0 ≤ s, t ≤ T (h é essencialmente

de variação limitada se h é igual q.s. a uma função de variação limitada).

5.2 - Proposição: Se A(t) satisfaz (A.1), (A.2) e (C.1) ou (C.2), então D̂(A(t)) é

constante q.s. em [0, T ].

Demonstração: Satisfeitas as hipóteses, existe um conjunto N , de medida nula, tal

que ∀ t ∈ [0, T ]\N , A(t) ∈ A(ω), h(t) é definida e (5.3) e (5.5) (ou (5.4)) são válidas.

Seja t ∈ [0, T ]\N e x ∈ D̂(A(t)). Então, como de (5.5) vem

‖Aλ(s)x‖ ≤ ‖Aλ(t)x‖+ ‖h(t)− h(s)‖L(‖x‖)(1 + ‖Aλ(t)x‖),

temos no limite, quando λ→ 0,

|||A(s)x||| ≤ |||A(t)x|||+ ‖h(t)− h(s)‖L(‖x‖)(1 + |||A(t)x|||),

∀ s ∈ [0, T ]\N . Mas o segundo membro dessa desigualdade é finito; logo x ∈ D̂(A(s))

e, assim, D̂(A(t)) ⊂ D̂(A(s)). Permutando entre si as posições de s e t em (C.2) temos

a inclusão oposta.

5.3 - Corolário: Supondo válidas (A.1), (A.2) e (C.1) ou (C.2), D(A(t)) é constante

q.s. em [0, T ].

De fato, pela Proposição II-6.17 temos D(A(t)) ⊂ D̂(A(t)) ⊂ D(A(t)) e, como

pela Proposição 5.2, D̂(A(t)) é constante q.s. em [0, T ], D(A(t)) é constante q.s. em
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[0, T ], q.e.d. .

5.4 - Notação: Vamos por, na hipótese da validade (A.1), (A.2) e (C.1) ou (C.2),

D̂(A(t)) = D̂, D(A(t)) = D, t ∈ [0, T ]\N.

5.5 - Proposição: Sejam: i) (A.1) e (A.2) satisfeitas;

ii) 0 = t0 < t1 < · · · < tm = S ≤ T uma partição de [0, S] tal que ti ∈ [0, S] \N e

0 < ti − ti−1 = λi < λ0, i = 1, . . . , m;

iii) (fi), i = 1, . . . , m, uma seqüência de elementos de C;

iv) x ∈ C.

Então, existe uma e uma só seqüência x0, x1, . . . , xm ∈ C tal que

xi − xi−1

ti − ti−1
+ A(ti)xi ∋ fi, i = 1, . . . , m (5.6)

x0 = x. (5.7)

Demonstração: Análoga à da Proposição 3.9.

Vamos chamar de solução do problema discreto (5.6)-(5.7) a função u definida

por u(t) = xi para t ∈ (ti−1, ti], i = 1, . . . , m e u(0) = x.

5.6 - Teorema: Seja T > 0, A um operador que satisfaz (A.1), (A.2) e (C.1) em

[0, T ], f ∈ L1(0, T ;X) e x ∈ D. Então, para todo T tal que 0 < T < T e para

cada n = 1, . . . existe uma partição 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnm(n) = T (n), T ≤ T (n) ≤

T , tn1 , . . . , t
n
m(n) ∈ [0, T ]\N , tal que a seqüência (fn), onde fn é a função escada igual a

f(tni ) no intervalo (ti−1, ti], i = 1, . . . , m(n), converge a f em L1(0, T ;X) e a seqüência

(un), onde un é a solução do problema discreto

xni − xni−1

tni − tni−1

+A(tni )x
n
i ∋ f(tni ), i = 1, . . . , m(n),
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xn0 = x,

converge uniformemente em [0, T ] para uma função cont́ınua, u, que satisfaz a condição

u(0) = x. Análogas conclusões se A satisfaz (A.1), (A.2), (C.2), x ∈ D̂ e f é essencial-

mente de variação limitada.

Este teorema generaliza o Teorema 4.22. Sua demonstração, bem como a dos

que serão enunciados a seguir, encontra-se em Evans [1].

5.7 - Nota: Se f = 0 o Teorema 5.6 ainda é válido quando se substitui a condição

(A.2) pela condição mais fraca a seguir.

(A′.2) - D(A(t)) = D independe de t e

D(A(t)) ⊂ Im(I + λA(t)), 0 < λ < λ0, q,s, em [0, T ].

Nesse caso exige-se, em (C.1) e (C.2), que x ∈ D.

5.8 - Teorema: Se g ∈ L1(0, T ;X), yn, y ∈ D, yn → y e, para cada n = 1, . . . a

partição 0 = sn0 < sn1 < · · · < snl(n) = S(n) é tal que a sucessão {vn} das soluções dos

problemas discretos

ynj − ynj−1

snj − snj−1

+ A(snj )y
n
j ∋ g(snj ), j = 1, . . . , l(n)

yn0 = yn

converge uniformemente em [0, T ] para uma função v então u e v satisfazem a desigual-

dade (4.4).

Como conseqüência imediata do Teorema 5.8 temos:

5.9 -Corolário: A função u depende apenas de A, f e x.
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Adotando para (5.1) a Definição de solução forte dada para (4.1) temos:

5.10 - Teorema: Se A satisfaz (A.1), (A.2) e (C.1) (ou (C.2)), x ∈ D (x ∈ D̂) e u

é uma solução forte de (5.1) que satisfaz (5.2), então u coincide com a função limite

definida no Teorema 5.6.

6. O gerador infinitesimal

Seja S um semigrupo sobre C e

Ah =
I − S(h)

h
, h > 0.

Então, Ah:X → X e D(Ah) = C. Ponhamos

DS = {x ∈ C; lim inf
h→0

‖Ahx‖ <∞}.

6.1 - Proposição: Seja S ∈ Qω(C) e x ∈ DS. Então S(t)x é uma função lipschitziana

em todo intervalo compacto [0, T ], 0 < T <∞.

Demonstração: Se x ∈ DS então existem um L ≥ 0 e uma seqüência (hn), hn → 0,

tais que ‖Ahn
x‖ ≤ L, ∀n ∈ N. Ponhamos kn = [h/hn] (= parte inteira de h/hn). Se

t ∈ [0, T ] temos

‖S(t+ h)x− S(t)x‖ = ‖S(t)S(h)x− S(t)x‖ ≤ eωt ‖S(h)x− x‖

= eωt ‖S(h− knhn + knhn)x− S(knhn)x+ S(knhn)x− x‖

≤ eωt(‖S(knhn)S(h− knhn)x− S(knhn)x‖+ ‖S(knhn)x− x‖)

≤ eωt(eωknhn ‖S(h− knhn)x− x‖+ ‖S(knhn)x− x‖).
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Mas,

‖S(knhn)x− x‖ =

∥∥∥∥∥∥

kn∑

j=1

(S(jhn)x− S((j − 1)hn)x

∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥

kn∑

j=1

[S((j − 1)hn)S(hn)x− S((j − 1)hn)x]

∥∥∥∥∥∥

≤
kn∑

j=1

‖S((j − 1)hn)S(hn)x− S((j − 1)hn)x‖

≤
kn∑

j=1

eω(j−1)hn ‖S(hn)x− x‖ ≤ kne
ω+hhnL.

Logo,

‖S(t+ h)x− S(t)x‖ ≤ eω
+(t+h) ‖S(h− knhn)x− x‖+ eω

+(t+h)Lh

e, portanto,

‖S(t+ h)x− S(t)x‖ ≤ eω
+TLh, t+ h ≤ T,

por iii) da Definição 1.1, uma vez que knhn → h.

6.2 - Definição: Diz-se gerador infinitesimal forte do semigrupo S sobre C o operador

A0 definido por

D(A0) = {x ∈ C; lim
h→0

Ahx existe}

A0x = lim
h→0+

Ahx, ∀x ∈ D(A0)

e, gerador infinitesimal fraco, o operador A′ definido por essas mesmas condições com

o limite entendido no sentido da topologia fraca de X .

6.3 - Proposição: Seja S um semigrupo sobre C. Tem-se:
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i) D(A0) ⊂ D(A′) ⊂ DS e A0x = A′x ∀x ∈ D(A0);

ii) Se S(t)x for diferenciável à direita num ponto t, então S(t)x ∈ D(A0) e

−d
+

dt
S(t)x = A0S(t)x.

Demonstração: i) A existência do limite forte de Ahx, quando h → 0+, implica a

do fraco e a do fraco implica que Ahx é limitada quando h → 0, donde a primeira das

afirmações feitas em i). Além disso o limite fraco coincide com o forte, donde a segunda.

ii) Tem-se ∀t, h > 0

S(t)x− S(t+ h)x

h
=
I − S(h)

h
S(t)x.

Se S(t)x é diferenciável à direita no ponto t, o primeiro membro dessa igualdade tem

um limite quando h → 0+, donde o segundo também tem um limite quando h → 0+.

Logo, S(t)x ∈ D(A0) e, no limite quando h→ 0+

−d
+

dt
S(t)x = A0S(t)x.

6.4 - Proposição: Se S ∈ Qω(C) então A′ ∈ A(ω).

Demonstração: De x, y ∈ D(A′) e z∗ ∈ F (x− y) vem

〈(A′ + ωI)x− (A′ + ωI)y, z∗〉 = lim
h→0+

〈
x− S(h)x

h
+ ωx− y − S(h)y

h
− ωy, z∗

〉

= lim
h→0+

[
1

h
‖x− y‖2 + ω ‖x− y‖2 − 1

h
〈S(h)x− S(h)y, z∗〉]

≥ lim
h→0+

[
1

h
‖x− y‖2 + ω ‖x− y‖2 − 1

h
eωh ‖x− y‖2]

= lim
h→0+

(
1− eωh

h
) ‖x− y‖2 + ω ‖x− y‖2 = 0.
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6.5 - Corolário: Se S ∈ Qω(C) então A0 ∈ A(ω).

6.6 - Proposição: Se X é reflexivo e S ∈ Qω(C), então

D(A0) = D(A′) = DS .

Demonstração: Seja x ∈ DS . Pela Proposição 6.1, S(t)x é uma função lipschitziana

em todo intervalo [0, T ], 0 < T < ∞, e como X é reflexivo, S(t)x é diferenciável quase

sempre em [0,∞) (Teorema I-8.14). Por ii) da Proposição 6.3 segue-se dáı que

− d

dt
(S(t)x = A0S(t)x q.s. em [0,∞).

Portanto, S(t)x ∈ D(A0) q.s. em [0,∞), donde, pela continuidade forte de S,

x ∈ D(A0). Dáı e de i) da Proposição 6.3 seguem-se as igualdades a demonstrar.

Este resultado pode ser melhorado quando, além da reflexividade, impõem-se a

X outras restrições como será mostrado a seguir.

6.7 - Proposição: Se X é reflexivo e estritamente convexo e S ∈ Qω(C), então

D(A′) = DS . Se, além de reflexivo e estritamente convexo, X tem a propriedade I-(5.2)

(Proposição I-5.8) e S ∈ Qω(C), então D(A0) = DS .

Demonstração: Seja x0 ∈ DS , V o conjunto dos pontos limite fraco de Ahx0 quando

h→ 0+ e A o operador definido por

D(A) = D(A0) ∪ {x0}, A = A0 ∪ (x0, conv V ).

Seja v ∈ V . Então existe (hn), hn → 0, tal que Ahn
x0 ⇀ v e, por argumentação análoga

à feita na Proposição 6.4, tem-se, ∀x ∈ D(A0) e ∀z∗ ∈ F (x− x0),

〈A0x+ ωx− v − ωx0, z
∗〉 = lim

n→∞
〈Ahn

x+ ωx− Ahn
x0 − ωx0, z

∗〉 ≥ 0.
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Imediatamente se vê que essa mesma desigualdade é válida para v ∈ conv V e, portanto,

para v ∈ conv V . Logo, A ∈ A(ω). Além disto, como X é reflexivo e, pela Proposição

6.1, S(t)x0 é lipschitziana, segue-se (como na Proposição 6.6) que S(t)x0 é diferenciável

q.s. em [0,∞) e, por ii) da Proposição 6.3, que −dS(t)x0/dt = A0S(t)x0 q.s. em [0,∞).

Logo −dS(t)x0/dt ∈ AS(t)x0 q.s. em [0,∞). Por i) do Teorema 3.6, com u(t) = S(t)x0,

s = 0, t = h, temos, então

‖Ahx0‖ ≤ eω
+h |Ax0| (6.1)

donde, pelo Exemplo I-3.3,

‖v‖ ≤ lim inf
n→∞

‖Ahn
x0‖ ≤ |Ax0| .

Mas v ∈ Ax0. Logo, ‖v‖ = |Ax0|. Como Ax0 = conv V , portanto um conjunto convexo

e fechado, Ax0 tem, pelo Teorema I-5.14, um único elemento de norma |Ax0|. Mas

então Ax0 = {v}, pois v é um elemento arbitrário de V , e, assim, Ahx0 ⇀ v, donde

x0 ∈ D(A′) e, portanto, D(A′) = DS , que é a primeira das asserções feitas. De (6.1)

segue-se que

lim sup
h→0

‖Ahx0‖ ≤ |Ax0| = ‖v‖ .

Dáı, de Ahx0 ⇀ v e da propriedade I-(5.2) vem Ahx0 → v, o que significa que

x0 ∈ D(A0). Assim, DS = D(A0) que é a segunda das asserções feitas.

6.8 - Proposição: Seja S ∈ Qω(C). São válidas as propriedades:

i) Existe um operador A tal que A+ωI é uma extensão máximo acretiva de A0+ωI;

ii) Se X é reflexivo, X e X∗ são estritamente convexos e A + ωI é uma extensão

máximo acretiva de A0+ωI, então A0x = Aox ∀x ∈ D(A0), onde A
0 é a secção mı́nima

de A (Cap. II, §8).

Demonstração: i) Ordenada por inclusão, a famı́lia dos operadores acretivos é indutiva

superiormente. Pelo Lema de Zorn todo operador acretivo está, portanto, contido em
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um operador máximo acretivo. Em particular, A0 + ωI está contido num operador

máximo acretivo Ã. Pondo A = Ã− ωI o operador A é tal que A+ ωI é uma extensão

máximo acretiva de A0 + ωI.

ii) Vamos supor satisfeitas as hipóteses de ii) e seja x ∈ D(A0). Argumentos

análogos aos apresentados na Proposição 6.7 mostram que, com aplicação do Teorema

3.6 temos

‖Ahx‖ ≤ eω
+h |Ax| .

No limite, quando h→ 0 temos, então,

‖A0x‖ ≤ |Ax|

e, como A0x ∈ Ax, tem-se ‖A0x‖ ≥ |Ax|, donde ‖A0x‖ = |Ax|. Mas A + ωI sendo,

por hipótese, máximo acretivo, Ax é convexo e fechado (Proposição II-7.9) e como X é

reflexivo e estritamente convexo, A0x é, pelo Teorema I-5.14, o único elemento de Ax

cuja norma é |Ax|. Logo, A0x = A0x ∀x ∈ D(A0).

6.9 - Teorema: Sejam X e X∗ uniformemente convexos, S ∈ Qω(C) e x ∈ D(A0).

Então:

i) S(t)x ∈ D(A0) ∀t ≥ 0;

ii) S(t)x é derivável à direita em todo t ≥ 0 e

−d
+

dt
S(t)x = A0S(t)x;

iii) A0S(t)x é cont́ınua à direita em todo t ≥ 0;

iv)
d

dt
S(t)x existe e é cont́ınua exceto, no máximo, em um conjunto numerável de

pontos de [0,∞).

Demonstração: i) Seja x ∈ D(A0). Pela Proposição 6.3, x ∈ DS , donde lim inf
h→0+

‖Ahx‖
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= L <∞. Logo,

lim inf
h→0+

‖AhS(t)x‖ = lim inf
h→0+

∥∥∥∥
I − S(h)

h
S(t)x

∥∥∥∥

= lim inf
h→0+

∥∥∥∥
S(t)x− S(t+ h)x

h

∥∥∥∥ ≤ lim inf
h→0+

eωt

∥∥∥∥
x− S(h)x

h

∥∥∥∥

= lim inf
h→0+

eωt ‖Ahx‖ ≤ eωtL.

Portanto, S(t)x ∈ DS = D(A0)∀t ≥ 0, pela Proposição 6.7.

ii) Por i), S(t)x ∈ D(A0)∀t ≥ 0, donde existe o limite de AhS(t)x, quando

h→ 0+, ∀ t ≥ 0. Logo,

A0S(t)x = lim
h→0+

AhS(t)x = lim
h→0+

I − S(h)

h
S(t)x

= lim
h→0+

S(t)x− S(t+ h)x

h
= −d

+

dt
S(t)x, ∀t ≥ 0.

iii) Seja 0 ≤ s ≤ t. Teremos, para x ∈ D(A0),

‖AhS(t)x‖ = (1/h) ‖S(t)x− S(t+ h)x‖

= (1/h) ‖S(t− s)S(s)x− S(t− s)S(s+ h)x‖

≤ eω(t−s)

h
‖S(s)x− S(s+ h)x‖ ≤ eω(t−s) ‖AhS(s)x‖

e, dáı,

e−ωt ‖AhS(t)x‖ ≤ e−ωs ‖AhS(s)x‖ .

Por passagem ao limite quando h→ 0 segue-se, dessa desigualdade, que

e−ωt ‖A0S(t)x‖ ≤ e−ωs ‖A0S(s)x‖

i.e., a função t→ e−ωt ‖A0S(t)x‖ é monótona decrescente.



§6 O GERADOR INFINITESIMAL 263

Seja A tal que A+ ωI é uma extensão máximo acretiva de A0 + ωI (Proposição

6.8) e (tn) uma seqüência decrescente de reais positivos tal que tn → t. Teremos

lim sup
n→∞

e−ωtn ‖A0S(tn)x‖ ≤ e−ωt ‖A0S(t)x‖ .

Dáı,

lim sup
n→∞

‖A0S(tn)x‖ ≤ ‖A0S(t)x‖ , (6.2)

i.e., o conjunto {A0S(tn)x} é limitado. Como, pelo Teorema de Milman, X é reflexivo,

existem uma subseqüência (tnk
) de (tn) e um y ∈ X tais que A0S(tnk

) ⇀ y. Temos,

então,

S(tnk
)x→ S(t)x, A0S(tnk

)x ⇀ y e (S(tnk
)x,A0S(tnk

)x) ∈ A

e como, pela Proposição II-7.11, A é demifechado segue-se que (S(t)x, y) ∈ A, i.e.,

y ∈ AS(t)x. Mas, por ii) do Teorema I-5.14, A0S(t)x tem um só elemento; logo ‖y‖ ≥
∥∥A0S(t)x

∥∥. Por outro lado, a norma sendo s.c.i. na topologia fraca de X tem-se, levando

em conta (6.2) e ii) da Proposição 6.8,

‖y‖ = lim inf
k→∞

‖A0S(tnk
)x‖ ≤ lim sup

k→∞
‖A0S(tnk

)x‖

≤ ‖A0S(t)x‖ =
∥∥A0S(t)x

∥∥ .

Logo, ‖y‖ =
∥∥A0S(t)x

∥∥ e, portanto, y = A0S(t)x = A0S(t)x. Assim, A0S(tnk
)x ⇀

A0S(t)x e

lim sup
k→∞

‖A0S(tnk
)x‖ ≤ ‖A0S(t)x‖ .

Pela Proposição I-5.8 segue-se, dáı, que A0S(tnk
)x→ A0S(t)x e, portanto,

lim
h→0+

A0S(t+ h)x = A0S(t)x,

visto que o limite A0S(t)x não depende de (tn). Logo a função t→ A0S(t)x, é cont́ınua

à direita em todo t ≥ 0.
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iv) Pelo que foi visto na demonstração de iii) a função t → e−ωt ‖A0S(t)x‖ é

monótona decrescente; portanto, o conjunto de suas descontinuidades é, no máximo

numerável. Com os mesmos argumentos já usados na demonstração de iii) vê-se que

todo ponto de continuidade de t → ‖A0S(t)x‖ é, também, ponto de continuidade de

t → A0S(t)x. Logo, o conjunto das descontinuidades de t → A0S(t)x é, no máximo,

numerável. Além disto, de x ∈ D(A0) = DS resulta que t→ S(t)x é diferenciável quase

sempre em [0,∞), como já foi observado na demonstração da Proposição 6.6. Logo,

−dS(t)x
dt

= A0S(t)x q.s em [0,∞),

pela Proposição 6.3. Integrando de t a t+ h temos

−S(t+ h)x+ S(t)x =

∫ t+h

t

A0S(τ)x dτ,

donde se segue que dS(t)x/dt existe e é cont́ınua, exceto em um conjunto de pontos de

[0,∞), no máximo numerável, q.e.d. .

6.10 - Teorema: Sejam X e X∗ uniformemente convexos, A ∈ A(ω), A fechado e tal

que

D(A) ⊂ Im(I + λA), 0 < λ < λ0,

S o semigrupo gerado por −A sobre D(A) e A0 o gerador infinitesimal de S. Então:

i) D(A0) = D(A0) = D(A);

ii) A0x = A0x ∀x ∈ D(A).

Demonstração: A igualdade D(A0) = D(A) foi demonstrada no Teorema II-8.1. Além

disto, de x ∈ D(A) vem

‖S(t)x− x‖ ≤ eω
+tt |Ax| ,

pela Proposição 2.7; logo x ∈ D(A0) pela Proposição 6.7. Desse modo D(A) ⊂ D(A0).
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Reciprocamente, de x ∈ D(A0) segue-se, pelo Teorema 6.9, que S(t)x é derivável

q.s. em [0,∞) e −dS(t)x/dt = A0S(t)x. Além disto, x ∈ D(A), uma vez que D(A0) ⊂
D(A), donde S(t)x é solução de (3.1)-(3.2), pelo Teorema 3.14. Dáı, de ii) do Teorema

3.6 e das hipóteses sobre X , vem −dS(t)x/dt = A0S(t)x. Logo,

A0S(t)x = A0S(t)x, q.s. em [0,∞). (6.3)

Mas, por iii) do Teorema 6.9, A0S(t)x é uma função cont́ınua à direita em todo t ≥ 0.

Logo, de (6.3) resulta que A0S(t)x tem um limite quando t → 0+. Além disto, A é

fechado, por hipótese, e S(t)x → x quando t → 0+. Logo, x ∈ D(A) o que completa

a demonstração de i). Pelo Teorema 3.19, para todo x ∈ D(A), AoS(t)x é cont́ınua

à direita no ponto t = 0. Mas de x ∈ D(A) vem, por i), x ∈ D(A0) donde, pelo

Teorema 6.9, A0S(t)x também é cont́ınua à direita no ponto t = 0. Logo, de (6.3) vem

A0x = A0x,∀x ∈ D(A), o que demonstra ii).

7. Aproximação e geração

Serão apresentadas agora generalizações dos bem conhecidos resultados de Trot-

ter, Chernoff e Hille-Yosida sobre os semigrupos lineares. Inicialmente a do de Trotter

e a do de Chernoff.

7.1 - Teorema: Sejam Ar ∈ A(ωr) e A ∈ A(ω) tais que D(Ar) ⊂ Im(I + λAr) e

D(A) ⊂ Im(I + λA) para 0 < λ < λ0. Sejam Sr e S os semigrupos gerados por −Ar e

−A sobre D(Ar) e D(A), respectivamente. Se

i) 0 ≤ |ωr| , |ω| ≤ α <∞,

ii) lim
r→0

Jλ,rx = Jλx para cada x ∈ D e 0 < λ < λ0, onde Jλ,r = (I + λAr)
−1,

Jλ = (I + λA)−1 e D =
⋂

r>0

D(Ar) ∩D(A),

então
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iii) lim
r→0

Sr(t)x = S(t)x para cada x ∈ D e o limite é uniforme nos intervalos com-

pactos.

Demonstração: Como Aλ,r = λ−1(I−Jλ,r), a hipótese ii) é equivalente a Aλ,rx→ Aλx

quando r → 0 ∀x ∈ D. Portanto, tendo em conta i) e iii) da Proposição II-6.16, se

x ∈ D e 0 ≤ λα < 1/2, existe r0 dependendo de x e de λ tal que

‖Aλ,rx‖ ≤ ‖Aλx‖+ 1 ≤ 2 |Ax|+ 1, 0 < r < r0. (7.1)

Temos

‖Sr(t)x− S(t)x‖ ≤ ‖Sr(t)x− Sr(t)Jλ,rx‖+ ‖Sr(t)Jλ,rx− S(t)x‖

≤ ‖Sr(t)Jλ,rx− S(t)x‖+ eωrt ‖Jλ,rx− x‖ (7.2)

e

‖Sr(t)Jλ,rx− S(t)x‖ ≤
∥∥∥Sr(t)Jλ,rx− Jn

t/n,rJλ,rx
∥∥∥+

∥∥∥Jn
t/n,rJλ,rx− Jn

t/n,rx
∥∥∥

+
∥∥∥Jn

t/n,rx− Jn
t/nx

∥∥∥+
∥∥∥Jn

t/nx− S(t)x
∥∥∥ . (7.3)

Por (7.1) e (2.11) no limite quando n→ ∞ tem-se

∥∥∥Sr(t)Jλ,rx− Jn
t/n,rJλ,rx

∥∥∥ ≤ 2tn− 1
2 e4|ωr|t |ArJλ,rx|

≤ 2tn− 1
2 e4αt ‖Aλ,rx‖ ≤ 2tn− 1

2 e4αt(2 |Ax|+ 1) (7.4)

e ∥∥∥Jn
t/nx− S(t)x

∥∥∥ ≤ 2t n− 1
2 e4αt |Ax| . (7.5)

Por i) do Teorema II-6.13 temos, para n suficientemente grande,

∥∥∥Jn
t/n,rJλ,rx− Jn

t/n,rx
∥∥∥ ≤ (1− t

n
ωr)

−n ‖Jλ,rx− x‖

≤ (eαt + 1) ‖Jλ,rx− x‖ (7.6)
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e

‖Jλ,rx− x‖ = λ ‖Aλ,rx‖ ≤ λ(2 |Ax|+ 1). (7.7)

Logo, por (7.2)-(7.7) tem-se, para 0 ≤ t ≤ T ,

‖Sr(t)x− S(t)x‖ ≤ 2T n− 1
2 e4αT (3 |Ax|+ 1)

+ λ(eαT + 1)(2 |Ax|+ 1) +
∥∥∥Jn

t/n,rx− Jn
t/nx

∥∥∥ . (7.8)

Dado ε > 0 seja λ, 0 < λα < 1/2, tal que

λ(eαT + 1)(2 |Ax|+ 1) <
ε

3
,

n tal que

2T n− 1
2 e4αT (3 |Ax|+ 1) <

ε

3

e, por ii), r0 > 0 tal que
∥∥∥Jn

t/n,rx− Jn
t/nx

∥∥∥ < ε

3

para todo r tal que 0 < r < r0. Então, por (7.8), ‖Sr(t)x− S(t)x‖ ≤ ε ∀ r tal que

0 < r < r0, isto é, Sr(t)x → S(t)x em [0, T ], ∀x ∈ D. Além disto tem-se, para todo

τ ∈ [0, T ],

‖S(t)x− Sr(t)x‖ ≤ ‖S(t)x− S(τ)x‖+ ‖S(τ)x− Sr(τ)x‖+ ‖Sr(τ)x− Sr(τ)Jλ,rx‖

+ ‖Sr(τ)Jλ,rx− Sr(t)Jλ,rx‖+ ‖Sr(t)Jλ,rx− Sr(t)x‖

e como, por (2.12) e (7.1),

‖S(t)x− S(τ)x‖ ≤ 2 e4αT |Ax| |t− τ | ,

‖Sr(τ)Jλ,rx− Sr(t)Jλ,rx‖ ≤ 2 e4αT |ArJλ,rx| |t− τ | = 2 e4αT |Aλ,rx| |t− τ |

≤ 2 e4αT ‖Aλ,rx‖ |t− τ | ≤ 2 e4αT (2 |Ax|+ 1) |t− τ | ,
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‖Sr(τ)x− Sr(τ)Jλ,rx‖ ≤ eαT ‖x− Jλ,rx‖ ≤ λ eαT (2 |Ax|+ 1)

e

‖Sr(t)Jλ,rx− Sr(t)x‖ ≤ λ eαT (2 |Ax|+ 1)

segue-se que

‖S(t)x− Sr(t)x‖ ≤ ‖S(τ)x− Sr(τ)x‖+ 2 e4αT (3 |Ax|+ 1) |t− τ |

+ 2λ eαT (2 |Ax|+ 1) ≤ ‖S(τ)x− Sr(τ)x‖+ C1 |t− τ |+ C2λ, (7.9)

onde C1 = 2 e4αT (3 |Ax| + 1) e C2 = 2 eαT (2 |Ax| + 1). Dado agora ε > 0, sejam

t1, . . . , tN tais que 0 < t1 < · · · < tN = T , tj − tj−1 < ε/3C1, j = 1, . . . , N , e rj tal que

‖S(tj)− Sr(tj)‖ < ε/3 para 0 < r < rj . Ponhamos r0 = min{r1, . . . , rN} e λ < ε/3C2.

Se t ∈ [0, T ] tem-se, para algum j, t ∈ [tj−1, tj] donde, fazendo τ = tj em (7.9),

‖S(t)x− Sr(t)x‖ < ε se 0 < r < r0 e x ∈ D. Logo a convergência de Sr(t)x a S(t)x

é uniforme em [0, T ] ∀x ∈ D. Levando em conta que ‖S(t)x− S(t)y‖ ≤ eαT ‖x− y‖ e

‖Sr(t)x− Sr(t)y‖ ≤ eαT ‖x− y‖ segue-se que a convergência é uniforme em [0, T ] para

todo x ∈ D, o que completa a demonstração.

7.2 - Teorema: Seja C um subconjunto convexo e fechado de um espaço de Banach

reflexivo, A ∈ A(ω), ω ≥ 0, tal que D(A) = C ⊂ Im(I +λA), S o semigrupo gerado por

−A sobre C e {H(r)}, r > 0, uma famı́lia de aplicações de C em C tal que

i) ‖H(r)x−H(r)y‖ ≤M(r) ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C,

onde M(r) = 1 + ωr + o(r) quando r → 0, M(r) ≥ 1.

ii) Jλ,rx =
(
I + λ I−H(r)

r

)−1

x→ Jλx ∀x ∈ C, 0 < λ < λ0.

Então

iii) lim
n→∞

H(
t

n
)nx = S(t)x ∀x ∈ D(A),

uniformemente nos intervalos compactos.

Demonstração: Pondo Ar = (I − H(r))/r, r > 0, temos D(Ar) = D(Ar) = C ⊂
Im(I + λAr) e Ar ∈ A(M(r)−1

r ) pelo Exemplo II-7.5, d). Seja Sr o semigrupo gerado
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por −Ar. De ii) e do Teorema 7.1 resulta que Sr(t)x → S(t)x ∀x ∈ D(A) e o limite é

uniforme nos intervalos compactos. Como Sr é do tipo (M(r)− 1)/r tem-se

‖Sr(nr)x−H(r)nx‖ = ‖Sr(r)
nx−H(r)nx‖ ≤ ‖Sr(r)

nx− Sr(r)
nJλ,rx‖

+ ‖Sr(r)
nJλ,rx−H(r)nJλ,rx‖+ ‖H(r)nJλ,rx−H(r)nx‖

≤ K1(r, n) ‖x− Jλ,rx‖+ ‖Sr(r)
nJλ,rx−H(r)nJλ,rx‖ , (7.10)

onde K1(r, n) = en(M(r)−1) +M(r)n. Seja S̃ o semigrupo gerado por H(r)− I sobre C.

Tem-se

S̃r(t)x = lim
n→∞

(
I +

t

n
(I −H(r))

)−n

x = lim

(
I +

tr

n
· I −H(r)

r

)−n

x = Sr(tr)x

donde, tendo em vista o Corolário 3.15, segue-se pelo Teorema I-9.5 que

‖Sr(nr)Jλ,rx−H(r)nJλ,rx‖ =
∥∥∥S̃r(n)Jλ,rx−H(r)nJλ,rx

∥∥∥

≤ K2(r, n) ‖ArJλ,rx‖ = K2(r, n) ‖Aλ,rx‖ = λ−1K2(n, r) ‖x− Jλ,rx‖

onde

K2(r, n) = rM(r)n en(M(r)−1)
[
(n− nM(r))2 + nM(r)

] 1
2 .

Substituindo em (7.10) tem-se

‖Sr(nr)x−H(r)nx‖ ≤ (K1(r, n) + λ−1K2(r, n)) ‖x− Jλ,rx‖ . (7.11)

Se x ∈ D(A), 0 < λω < 1/2 e se faz r = t/n em (7.11) tem-se

∥∥St/n(t)x−H(t/n)nx
∥∥ ≤ (K1(t/n, n) + λ−1K2(t/n, n))

∥∥x− Jλ,t/nx
∥∥

≤ (K1(t/n, n) + λ−1K2(t/n, n))(2λ |Ax|+
∥∥Jλx− Jλ,t/nx

∥∥)

≤ 2λK1(t/n, n) |Ax|+ 2K2(t/n, n) |Ax|

+ (K1(t/n, n) + λ−1K2(t/n, n))
∥∥Jλx− Jλ,t/nx

∥∥ .
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Como lim
n→∞

M(t/n) = 1, lim
n→∞

M(t/n)n = eωt e lim
n→∞

n(M(t/n)− 1) = ωt, K1(t/n, n) e

K2(t/n, n) são uniformemente limitados nos intervalos compactos. Portanto, K1(t/n, n)

≤ C1 e K2(t/n, n) ≤ C2 n
− 1

2 para t ∈ [0, T ], T > 0. Logo,

‖S(t)x−H(t/n)nx‖ ≤
∥∥S(t)x− St/n(t)x

∥∥+
∥∥St/n(t)x−H(t/n)nx

∥∥

≤
∥∥S(t)x− St/n(t)x

∥∥+ 2λC1 |Ax|+ 2C2 n
− 1

2 |Ax|

+ (C1 + C2 λ
−1 n− 1

2 )
∥∥Jλx− Jλ,t/nx

∥∥ . (7.12)

Portanto, dado ε > 0, fixando λ de modo que 2λC1 |Ax| <
ε

2
e tomando n suficiente-

mente grande para que a soma do primeiro com o terceiro termos do segundo membro

de (7.12) seja menor que ε/2 (o que é posśıvel pois Jλ,t/nx → Jλx e St/n(t)x → S(t)x

pelo que já foi demonstrado) tem-se ‖S(t)x−H(t/n)nx‖ < ε, i.e., lim
n→∞

H(t/n)nx =

S(t)x ∀x ∈ D(A), uniformemente nos intervalos compactos. Como, além disto, ||S(t)x−
S(t)y|| ≤ eωt ‖x− y‖ e ‖H(t/n)nx−H(t/n)ny‖ ≤ M(t/n)n ‖x− y‖ e M(t/n)n é limi-

tado, segue-se que o resultado é válido ∀x ∈ D(A).

Vamos passar agora ao problema da geração de semigrupos. O que se pretende

é mostrar que se X é um espaço de Banach reflexivo cuja norma é uniformemente

diferenciável à Gateaux, C um subconjunto convexo e fechado de X e S ∈ Sω(C) então

existe um operador A ∈ A(ω) tal que −A gera S sobre C. Chega-se a esse resultado

após a série de resultados preliminares estudados a seguir.

7.3 - Lema: Seja X um espaço de Banach e (an), n = 1, . . . uma seqüência limitada

de elementos de X. Então, para alguma subseqüência (ank
) de (an) existe o limite

lim
k→∞

‖ank
− x‖

para todo x ∈ X.

Demonstração: Seja M = sup
n∈N

‖an‖ e Q =
∏

x∈X

[0,M + ‖x‖]. Munido da topologia

produto, Q é um espaço compacto pelo Teorema de Tychonoff. Seja pn o ponto de Q
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definido por Πx(pn) = ‖an − x‖, onde Πx é a projeção de Q sobre [0,M + ‖x‖]. Como

Q é compacto, uma subseqüência (pnk
) de (pn) converge. Se p = lim

k→∞
pnk

então

lim
k→∞

Πx(pnk
) = Πx( lim

k→∞
pnk

) = Πx(p)

visto que Πx é cont́ınua. Logo,

lim
k→∞

‖ank
− x‖ = Πx(p) ∀x ∈ X,

q.e.d. .

7.4 - Lema: Se X é um espaço de Banach, a função ϕ:X → R
+ definida por ϕ(x) =

Πx(p) é cont́ınua, convexa e coerciva, i.e., lim
‖x‖→∞

ϕ(x) = ∞.

Demonstração: Temos

|ϕ(x)− ϕ(x0)| = |Πx(p)− Πx0
(p)| =

∣∣∣∣ limk→∞
‖ank

− x‖ − lim
k→∞

‖ank
− x0‖

∣∣∣∣

≤ ‖x− x0‖ ,

o que mostra que ϕ é cont́ınua. De x, y ∈ X e t ∈ [0, 1] vem

ϕ(tx+ (1− t)y) = lim
k→∞

‖ank
− tx− (1− t)y‖

= lim
k→∞

‖tank
+ (1− t)ank

− tx− (1− t)y‖

≤ lim
k→∞

(t ‖ank
− x‖+ (1− t) ‖ank

− y‖)

= tϕ(x) + (1− t)ϕ(y),

i.e., ϕ é convexa. Finalmente, ϕ é coerciva porque

ϕ(x) = lim
k→∞

‖ank
− x‖ ≥ lim sup

k→∞
|‖ank

‖ − ‖x‖| → ∞,
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quando ‖x‖ → ∞.

7.5 - Lema: Seja X um espaço de Banach reflexivo, C um subconjunto convexo e

fechado de X, m = inf{ϕ(z); z ∈ C} e C0 = {ξ ∈ C;ϕ(ξ) = m}. Então,

i) C0 é um subconjunto convexo, fechado e não vazio de C;

ii) Se, além de reflexivo, X é um espaço com a norma uniformemente diferenciável

à Gateaux e (xn), n = 1, . . . , é uma seqüência limitada e tal que lim
n→∞

‖xn − x‖ existe

∀x ∈ X, então

lim sup
n→∞

〈z − ξ, F (xn − ξ)〉 ≤ 0, ∀ ξ ∈ C0, ∀ z ∈ C. (7.13)

Demonstração: Os conjuntos de ńıvel N(λ, ϕ) são fechados pela Proposição I-3.8 e

convexos, pela Proposição I-3.19. Logo, C0 =
⋂

λ≥m

N(λ, ϕ) ∩ C é convexo e fechado

e, pela Proposição I-3.25 ϕ atinge seu mı́nimo, isto é, C0 6= φ, o que demonstra i).

Pelo Teorema I-6.6, F é uma função uńıvoca e pelo Exemplo I-4.9, F (x) = ∂(‖x‖2 /2).
Tem-se, então, para todo ξ ∈ C0, todo z ∈ C e 0 < α < 1,

1

2
‖xn − ξ‖2 − 1

2
‖xn − ξ − α(z − ξ)‖2 ≥ α〈z − ξ, F (xn − ξ − α(z − ξ))〉

= α〈z − ξ, F (xn − ξ − α(z − ξ))− F (xn − ξ) + F (xn − ξ)〉

= α〈z − ξ, F (xn − ξ)〉+ α〈z − ξ, F (xn − ξ − α(z − ξ))− F (xn − ξ)〉.

Pelo Teorema I-6.10, F é uniformemente cont́ınua nos conjuntos limitados relativamente

à topologia da norma de X e à topologia fraca–* de X∗. Portanto, dado ε > 0, existe

α0, 0 < α0 ≤ 1, tal que para 0 < α < α0 tem-se

|〈z − ξ, F (xn − ξ − α(z − ξ))− F (xn − ξ)〉| < ε ∀n ∈ N.

Logo, para 0 < α < α0 e n ∈ N

1

2
‖xn − ξ‖2 − 1

2
‖xn − ξ − α(z − ξ)‖ ≥ α〈z − ξ, F (xn − ξ)〉 − αε.
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Dáı vem, no limite quando n→ ∞, tendo em vista que ξ ∈ C0,

0 ≥ 1

2
ϕ(ξ)2 − 1

2
ϕ(ξ + α(z − ξ))2 ≥ α lim sup

n→∞
〈z − ξ, F (xn − ξ)〉 − αε,

donde lim sup
n→∞

〈z − ξ, F (xn − ξ)〉 ≤ 0, q.e.d. .

7.6 - Lema: Seja X um espaço de Banach, C um subconjunto convexo e fechado de X

e S um semigrupo do tipo ω ∈ R sobre C. Então, se λ > 0 e λω < 1, existe t0 > 0 tal

que para 0 < t < t0, o resolvente da aplicação (I − S(t))/t, i.e., o operador

Jλ,t =

(
I + λ

I − S(t)

t

)−1

, (7.14)

aplica C em C e ∀x ∈ C

S(t)Jλ,tx = Jλ,tx+
t

λ
(Jλ,tx− x). (7.15)

Demonstração: Foi visto no Exemplo II-7.5, d) que Jλ,t aplica C em C se λeωt/(t+

λ) < 1. Mas essa desigualdade decorre da desigualdade (eωt − 1− ωt)/t < (1− λω)/λ

que é verdadeira para t suficientemente pequeno uma vez que λω < 1. Logo existe

t0 > 0 tal que Jλ,t aplica C em C se 0 < t < t0. A fórmula (7.15) é uma decorrência

imediata de (7.14).

7.7 - Proposição: Seja X um espaço de Banach reflexivo com a norma uniformemente

diferenciável à Gateaux, C um subconjunto convexo e fechado de X e S um semigrupo

do tipo ω sobre C. Então, se λ > 0 e λω < 1, o limite de Jλ,tx, quando t→ 0, existe e

pertence a C, para todo x ∈ C.

A Proposição 7.7 é conseqüência da série de lemas a seguir. Em todos eles serão

mantidas as hipóteses da Proposição 7.7.

7.8 - Lema: Pondo

α(T, x) = sup
0≤t≤T

‖S(t)x− x‖ , T ≥ 0,
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tem-se

lim
T→0

α(T, x) = 0 ∀x ∈ C.

Demonstração: Conseqüência imediata da continuidade forte de S.

7.9 - Lema: Tem-se, para todo T > 0 e todo x ∈ C,

lim sup
t→0

‖Jλ,tx− x‖ ≤
(
2 +

λ

T

)
α(T, x) se ω = 0 (7.16)

lim sup
t→0

‖Jλ,tx− x‖ ≤
(
2 +

λωe−ωT

1− eωT

)
α(T, x)

1− λω
se ω 6= 0. (7.17)

Demonstração: Pondo, para simplificar a escrita, yt = Jλ,tx, 0 < t < t0, tem-se por

(7.15) e S ∈ Qω(C),

eωt ‖yt − S(kt)x‖ ≥ ‖S(t)yt − S((k + 1)t)x‖

=

∥∥∥∥
(
1 +

t

λ

)
yt − S((k + 1)t)x− t

λ
x

∥∥∥∥ ≥ ‖yt − S((k + 1)t)x‖

+
t

λ
(‖yt − S((k + 1)t)x‖ − ‖S((k + 1)t)x− x‖).

Multiplicando ambos os membros por e−(k+1)ωt tem-se

e−kωt ‖yt − S(kt)x‖ ≥ e−(k+1)ωt ‖yt − S((k + 1)t)x‖

+
t

λ
e−(k+1)ωt(‖yt − S((k + 1)t)x‖ − ‖S((k + 1)t)x− x‖).

Fazendo k = 0, 1, . . . , n− 1 e somando

‖yt − x‖ ≥ e−nωt ‖yt − S(nt)x‖

+
t

λ

n∑

k=1

e−kωt(‖yt − S(kt)x‖ − ‖S(kt)x− x‖). (7.18)
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Se ω = 0 tem-se, pois,

‖yt − x‖ ≥ ‖yt − S(nt)x‖+ t

λ

n∑

k=1

(‖yt − S(kt)x‖ − ‖S(kt)x− x‖)

e como

‖yt − S(kt)x‖ = ‖(yt − x)− (S(kt)x− x)‖

≥ ‖yt − x‖ − ‖S(kt)x− x‖ ≥ ‖yt − x‖ − α(nt, x), k = 1, . . . , n (7.19)

segue-se que

‖yt − x‖ ≥ ‖yt − x‖ − α(nt, x) +
nt

λ
‖yt − x‖ − 2nt

λ
α(nt, x)

donde ∀n e 0 < t < t0

‖yt − x‖ ≤
(
2 +

λ

nt

)
α(nt, x).

Fazendo n = [T/t] e tomando o limite superior de ambos os membros tem-se

lim sup
t→0

‖yt − x‖ ≤
(
2 +

λ

T

)
α(T, x)

que é a (7.16). Seja ω 6= 0. Por (7.18) e (7.19)

‖yt − x‖ ≥ e−nωt(‖yt − x‖ − α(nt, x)) +
t

λ

n∑

k=1

e−kωt(‖yt − x‖ − 2α(nt, x))

= ‖yt − x‖
(
e−nωt +

t

λ

n∑

k=1

e−kωt

)
− α(nt, x)

(
e−nωt +

2t

λ

n∑

k=1

e−kωt

)

e, portanto,

‖yt − x‖ ≤ α(nt, x)

(
e−nωt +

2t

λ

n∑

k=1

e−kωt

)(
e−nωt − 1 +

t

λ

n∑

k=1

e−kωt

)−1

= α(nt, x)

(
e−nωt +

2t

λ
· 1− e−nωt

eωt − 1

)(
e−nωt − 1 +

t

λ
· 1− e−nωt

eωt − 1

)−1

.
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Fazendo n = [T/t], passando ao limite superior quando t → 0 e tendo em vista que

λω < 1 tem-se (7.17).

7.10 - Lema: Para todo z ∈ C, pondo yt = Jλ,tx, é válida a desigualdade

2t

λ

n∑

k=1

e−2kωt〈yt − x, F (yt − S(kt)z)〉 ≤ ‖yt − z‖2 − e−2nωt ‖yt − S(nt)z‖2 . (7.20)

Demonstração: Por (7.15), o Exemplo I-4.9 e tendo em vista que, por hipótese, S ∈
Qω(C) tem-se

e2ωt ‖yt − S(kt)z‖2 ≥ ‖S(t)yt − S((k + 1)t)z‖2 =

∥∥∥∥yt − S((k + 1)t)z +
t

λ
(yt − x)

∥∥∥∥
2

≥ ‖yt − S((k + 1)t)z‖2 + 2t

λ
〈yt − x, F (yt − S((k + 1)t)z)〉.

A fórmula (7.20) segue dáı multipllicando ambos os membros por e−2(k+1)ωt, fazendo

k = 0, . . . , n− 1 e somando.

7.11 - Lema: Dado ε > 0, para cada z ∈ C existe um T > 0 tal que se k ∈ N,

0 ≤ kt ≤ T e 0 < t < t0, então pondo yt = Jλ,tx tem-se

|〈yt − x, F (yt − z)〉 − 〈yt − x, F (yt − S(kt)z)〉| < ε. (7.21)

Demonstração: Tem-se

〈yt − x, F (yt − z)〉 − 〈yt − x, F (yt − S(kt)z)〉 = 〈yt − z + z − x, F (yt − z)〉

− 〈yt − S(kt)z + S(kt)z − x, F (yt − S(kt)z)〉 = ‖yt − z‖2 + 〈z − x, F (yt − z)〉

− ‖yt − S(kt)z‖2 − 〈S(kt)z − x, F (yt − S(kt)z)〉

= (‖yt − z‖ − ‖yt − S(kt)z‖)(‖yt − z‖+ ‖yt − S(kt)z‖)

+ 〈z − x, F (yt − z)− F (yt − S(kt)z)〉 − 〈S(kt)z − z, F (yt − S(kt)z)〉.
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Logo,

|〈yt − x, F (yt − z)〉 − 〈yt − x, F (yt − S(kt)z)〉|

≤ ‖S(kt)z − z‖ (‖yt − z‖+ ‖yt − S(kt)z)‖) + |〈z − x, F (yt − z) − F (yt − S(kt)z)〉|

+ ‖S(kt)z − z‖ ‖yt − S(kt)z‖ ≤ α(T, z)(‖yt − z‖+ 2 ‖yt − S(kt)z‖)

+ |〈z − x, F (yt − z) − F (yt − S(kt)z)〉| .

Como S(kt)z → z quando kt → 0 e, pelo Lema 7.9, yt é limitado para 0 < t < t0,

segue-se que para kt suficientemente pequeno tem-se

‖yt − z‖+ 2 ‖yt − S(kt)z‖ < K,

onde K é uma constante. Além disto, pelo Lema 7.8, para T suficientemente pequeno

tem-se α(T, x) < ε/2K. Logo, a primeira parcela do último membro da desigualdade

anterior é menor que ε/2 para 0 ≤ kt ≤ T e T > 0 suficientemente pequeno o mesmo

acontecendo com a segunda uma vez que F é uniformemente demicont́ınua nos conjuntos

limitados. Logo, existe T > 0 tal que para 0 ≤ kt ≤ T tem-se (7.21).

7.12 - Lema: Se λ > 0, λω < 1 e tm → 0, então uma subseqüência de (Jλ,tmx) converge

para um elemento de C.

Demonstração: Como, pelo Lema 7.9, a seqüência (Jλ,tmx) é limitada segue-se, pelo

Lema 7.3, que existe uma subseqüência de (tm), que para simplicidade de notação será

representada ainda por (tm), tal que, pondo Jλ,tm = ym, o limite

lim
m→∞

‖ym − z‖ = ϕ(z)

existe para todo z ∈ X . A seguir, pelo Lema 7.5 existe um subconjunto C0 de C,

convexo, fechado, não vazio e tal que ϕ(ξ) ≤ ϕ(z) para todo ξ ∈ C0 e todo z ∈ C. Pelos

Lemas 7.10 e 7.11 existe T > 0 para o qual (7.20) e (7.21) são válidas. Pondo, então,



278 SEMIGRUPOS NÃO LINEARES E EQUAÇÃO DE EVOLUÇÃO CAP. III

nm = [T/tm] tem-se

2tm
λ

nm∑

k=1

e−2kωtm〈ym − x, F (ym − z)〉

≤ 2tm
λ

nm∑

k=1

e−2kωtm [〈ym − x, F (ym − S(ktm)z)〉+ ε]

≤ ‖ym − z‖2 − e−2nmωtm ‖ym − S(nmtm)z‖2

+
2tm
λ
ε

nm∑

k=1

e−2kωtm . (7.22)

Se ω = 0 tem-se, pois, fazendo z = ξ ∈ C0 e passando ao limite superior quando

t→ 0

2T

λ
lim sup
m→∞

〈ym − x, F (ym − ξ)〉 ≤ ϕ(ξ)2 − ϕ(S(T )ξ)2 +
2T

λ
ε ≤ 2T

λ
ε

visto que ϕ(ξ)2 ≤ ϕ(S(T )ξ)2. Assim,

lim sup
m→∞

〈ym − x, F (ym − ξ)〉 ≤ 0.

Por outro lado, de acordo com (7.13),

lim sup
m→∞

〈x− ξ, F (ym − ξ)〉 ≤ 0. (7.23)

Somando tem-se, então,

ϕ(ξ)2 = lim sup
m→∞

‖ym − ξ‖2 = lim sup
m→∞

〈ym − ξ, F (ym − ξ)〉 ≤ 0.

Logo, ϕ(ξ) = 0 donde, lim
m→∞

ym = ξ, i.e., a seqüência (yn) converge para ξ ∈ C.
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Se ω 6= 0 tem-se, fazendo z = ξ ∈ C0 em (7.22) e passando ao limite quando

m→ ∞,

(1− e−2ωT )

λω
lim sup
m→∞

〈ym − x, F (ym − ξ)〉 ≤ ϕ(ξ)2 − e−2ωTϕ(S(T )ξ)2 +
(1− e−2ωT )

λω
ε,

donde, tendo em vista que ϕ(ξ) ≤ ϕ(S(T )ξ) e que (1− e−2ωT )/λω > 0,

lim sup
m→∞

〈ym − x, F (ym − ξ)〉 ≤ λω ϕ(ξ)2 + ε

e, pela arbitrariedade de ε,

lim sup
m→∞

〈ym − x, F (ym − ξ)〉 ≤ λω ϕ(ξ)2.

Logo, tendo em vista (7.23),

lim sup
m→∞

‖ym − ξ‖2 ≤ λω ϕ(ξ)2

ou seja (1 − λω)ϕ(ξ)2 ≤ 0. Portanto ϕ(ξ)2 = 0 uma vez que, por hipótese, λω < 1.

Assim, como no caso em que ω = 0, (ym) converge para ξ ∈ C, q.e.d. .

7.13 - Lema: Seja λ > 0 e λω < 1. Se Jλ,tmx → ξ ∈ C e Jλ,smx → ξ′ ∈ C, então

ξ′ = ξ.

Demonstração: Como anteriormente, os casos em que ω = 0 e ω 6= 0 serão considera-

dos separadamente.

Seja ω = 0. Tendo em vista que F é cont́ınua na topologia fraca–* tem-se,

passando (7.22) ao limite quando m→ ∞,

2T

λ
〈ξ − x, F (ξ − z)〉 ≤ ‖ξ − z‖2 − ‖ξ − S(T )z‖2 + 2T

λ
ε.
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Fazendo z = yT = Jλ,Tx tem-se, por (7.15) e pelo Exemplo I-4.9,

2T

λ
〈ξ − x, F (ξ − yT )〉 ≤ ‖ξ − yT ‖2 − ‖ξ − S(T )yT ‖2 +

2T

λ
ε

≤ 2〈F (ξ − yT ), S(T )yT − yT 〉+
2T

λ
ε

≤ 2T

λ
〈F (ξ − yT ), yT − x〉+ 2T

λ
ε.

Logo,

〈ξ − x, F (ξ − yT )〉 ≤ 〈F (ξ − yT ), yT − x〉+ ε

donde, pondo T = sm e passando ao limite quando m→ ∞ tem-se

〈ξ − x, F (ξ − ξ′)〉 ≤ 〈F (ξ − ξ′), ξ′ − x〉+ ε

e, finalmente, pela arbitrariedade de ε, ‖ξ − ξ′‖ ≤ 0, donde ξ′ = ξ.

Seja ω 6= 0. De (7.22) vem, no limite quando m→ ∞,

1− e−2ωT

λω
〈ξ − x, F (ξ − z)〉 ≤ ‖ξ − z‖2 − e−2ωT ‖ξ − S(T )z‖2 + 1− e−2ωT

λω
ε.

Fazendo z = yT tem-se, com argumentação análoga à do caso em que ω = 0,

1− e−2ωT

λω
〈ξ − x, F (ξ − yT )〉 ≤ (1− e−2ωT ) ‖ξ − yT ‖2

+
2T

λ
e−2ωT 〈F (ξ − yT ), yT − x〉+ 1− e−2ωT

λω
ε.

Pondo T = sm e passando ao limite quando m→ ∞ tem-se

〈ξ − x, F (ξ − ξ′)〉 ≤ λω ‖ξ − ξ′‖2 + 〈F (ξ − ξ′), ξ′ − x〉+ ε

donde, pela arbitrariedade de ε, (1 − λω) ‖ξ − ξ′‖2 ≤ 0 e, portanto, ξ = ξ′ visto que,

por hipótese, λω < 1.

7.14 - Demonstração da Proposição 7.7: Pelo Lema 7.12, existe uma seqüência

(Jλ,tmx) que converge a um elemento ξ ∈ C. Se Jλ,tx não fosse convergente a ξ haveria
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uma seqüência (sm) e um ε > 0 tais que ‖Jλ,smx− ξ‖ ≥ ε, m = 1, . . . . Mas, pelo Lema

7.12, uma subseqüência de (Jλ,smx) converge a um certo ξ′ ∈ C. Então ‖ξ − ξ′‖ ≥ ε

em desacordo com o Lema 7.13. Logo Jλ,tx converge para um elemento de C, q.e.d. .

7.15 - Proposição: Satisfeitas as hipóteses da Proposição 7.7 e pondo

Jλx = lim
t→0

Jλ,tx = lim
t→0

yt,

o operador Ã definido por

Ã =

{(
Jλx,

x− Jλx

λ

)
; x ∈ C, λ > 0, λω < 1

}
(7.24)

tem as seguintes propriedades:

i) D(Ã) = C

ii) C ⊂ Im(I + λÃ)

iii) Ã ∈ A(ω)

iv) J Ã
λ x = Jλx ∀x ∈ C.

Demonstração: i) Pela Proposição 7.7, Jλx = lim
t→0

Jλ,tx existe e pertence a C para

todo x ∈ C. Logo, D(Ã) ⊂ C. Além disto, ∀x ∈ C tem-se pelo Lema 7.9,

lim sup
λ→0

‖Jλx− x‖ ≤ 2α(T, x) ∀T > 0.

Logo, lim
λ→0

Jλx = x pelo Lema 7.8 e, portanto, C ⊂ D(Ã).

ii) Como por hipótese λ > 0 e λω < 1 de x ∈ C vem x = Jλx + x − Jλx =

Jλx+ λÃJλx = (I + λÃ)Jλx, donde x ∈ Im(I + λÃ) e, portanto, C ⊂ Im(I + λÃ).

iii)Jλ,t é o resolvente de (I − S(t))/t e (I − S(t))/t ∈ A((eωt − 1)/t). Logo,

(
Jλ,tx,

x− Jλ,tx

λ

)
∈ I − S(t)

t
∀x ∈ C
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e para λ, µ, ρ > 0 tem-se

‖Jλ,tx− Jµ,ty‖

≤
∥∥∥∥Jλ,tx− Jµ,ty + ρ

(
x− Jλ,tx

λ
+
eωt − 1

t
Jλ,tx− y − Jµ,ty

µ
− eωt − 1

t
Jµ,ty

)∥∥∥∥ .

No limite quando t→ 0 tem-se, pois,

‖Jλx− Jµy‖ ≤
∥∥∥Jλx− Jµy + ρ(ÃJλx+ ωJλx− ÃJµy − ωJµy)

∥∥∥ ,

donde Ã ∈ A(ω).

iv)x = Jλx+ λ
x− Jλx

λ
= Jλx+ λÃJλx donde J Ã

λ x = Jλx ∀x ∈ C.

7.16 - Proposição: Seja X um espaço de Banach reflexivo e com a norma uniforme-

mente diferenciável à Gateaux, C um subconjunto convexo e fechado de X e S ∈ Qω(C).

Então o domı́nio do gerador infinitesimal forte, A0, de S é denso em C.

Demonstração: Seja λ > 0 e λω < 1. Pela Proposição 7.7, Jλ,tx converge para cada

x ∈ C. Pondo, como anteriormente, Jλx = lim
t→0

Jλ,tx = lim
t→0

yt, tem-se

‖S(kt)yt − yt‖ ≤ ‖S(kt)yt − S((k − 1)t)yt‖+ ‖S((k − 1)t)yt − yt‖

≤ e(k−1)ωt ‖S(t)yt − yt‖+ ‖S((k − 1)t)yt − yt‖ .

Fazendo k = 1, . . . , n, somando e tendo em vista (7.15) tem-se

‖S(nt)yt − yt‖ ≤ ‖S(t)yt − yt‖
n∑

k=1

e(k−1)ωt ≤
∥∥∥∥
t

λ
(yt − x)

∥∥∥∥
n∑

k=1

e(k−1)ωt

=
nt

λh
‖yt − x‖ h

n

n∑

k=1

e(k−1)ωt.

Fazendo, agora, n = [h/t] e passando ao limite quando t→ 0 tem-se

‖S(h)Jλx− Jλx‖ ≤ 1

λ
‖Jλx− x‖

∫ h

0

eωτdτ,
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donde

lim inf
h→0

∥∥∥∥
S(h)Jλx− Jλx

h

∥∥∥∥ ≤ 1

λ
‖Jλx− x‖ .

Pela Proposição 6.1 segue-se dáı que a função t → S(t)Jλx é lipschitziana em todo

intervalo [0, T ], 0 < T < ∞ e, portanto, derivável quase sempre em [0,∞), pelo

Teorema I-8.14. Dado, pois, ε > 0 existe t0 tal que S(t)Jλx é diferenciável em t0 e

‖S(t0)Jλx− Jλx‖ < ε/2. Pela Proposição 6.3, S(t0)Jλx ∈ D(A0). Além disto pelos

lemas 7.8 e 7.9 existe λ > 0, λω < 1, tal que ‖Jλx− x‖ < ε/2. Logo, ‖S(t0)Jλx− x‖ < ε

o que demonstra que D(A0) é denso em C.

7.17 - Teorema: Seja X um espaço de Banach reflexivo com a norma uniformemente

diferenciável no sentido de Gateaux, C um subconjunto convexo e fechado de X e S ∈
Qω(C). Então existe um operador A ∈ A(ω) tal que D(A) = C ⊂ Im(I + λA), 0 < λ <

λ0, e −A gera S, i.e.,

S(t)x = lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n

x, ∀x ∈ C,

uniformemente nos intervalos compactos [0, T ].

Demonstração: Seja A = Ã ∪ A0 onde Ã é o operador definido por (7.24) e A0 o

gerador infinitesimal de S. Tem-se que D(A) = C, A é fechado e D(A) ⊂ Im(I + λA),

como decorre imediatamente das propriedades de Ã e A0. Para demonstrar que A ∈
A(ω) é bastante mostrar que Ã ∪ A0 ∈ A(ω) e como A0 e Ã pertencem a A(ω) pelo

Corolário 6.5 e a Proposição 7.15, respectivamente, é bastante mostrar que ∀ z ∈ D(A0)

tem-se

‖Jλx− z‖ ≤
∥∥∥∥Jλx− z + µ

(
x− Jλx

λ
+ ωJλx−A0z − ωz

)∥∥∥∥ .

Mas esta relação é obtida passando ao limite a relação

‖yt − z‖ ≤
∥∥∥∥yt − z + µ

(
x− yt
λ

+
eωt − 1

t
yt −

z − S(t)z

t
− eωt − 1

t
z

)∥∥∥∥ ,
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onde yt = Jλ,tx, que, em virtude de (7.15), coincide com

‖yt − z‖ ≤
∥∥∥∥yt − z + µ

(
yt − S(t)yt

t
+
eωt − 1

t
yt −

z − S(t)z

t
− eωt − 1

t
z

)∥∥∥∥

e esta é válida uma vez que (I − S(t))/t ∈ A((eωt − 1)/t), pelo Exemplo II-6.14. Final-

mente, se S̃ é, de acordo com o Teorema 2.1, o semigrupo gerado por −A, o Corolário

3.15 assegura que a função u(t) = S̃(t)x, x ∈ C, é solução forte do problema





du

dt
+ Au ∋ 0

u(0) = x

(7.25)

Por outro lado, se x ∈ D(A0),S(t)x é lipschitziana, pela Proposição 6.1, logo dife-

renciável quase sempre pelo Teorema I-8.14. Por ii) da Proposição 6.3 tem-se, então,

−dS(t)x
dt

∈ A0S(t)x quase sempre em [0,∞)

e, portanto, S(t)x é solução do problema (7.25). Mas então S̃(t)x = S(t)x ∀x ∈ D(A0)

e como, pela Proposição 7.16, D(A0) é denso em C, segue-se que S̃(t)x = S(t)x ∀x ∈ C.

Desse modo −A gera S, q.e.d. .
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Minty [1], [2], [3] e [4] que estendeu para os espaços de dimensão infinita a Proposição
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cem em Crandall [3] onde há indicações detalhadas a respeito; as propriedades demon-
285



286

stradas no Teorema 6.13 aparecem em Kato [3], e Crandall-Pazy [3]; as proposições 6.16

e 6.17 aparecem em Crandall-Pazy [1], a Proposição 7.2 é de Komura [1], a Proposição
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(1971), 513–534.

[3] Monotonicity methods in Hilbert spaces and some applications to nonlinear par-

tial differential equations. Contributions to Nonlinear Functional Analysis, E.

Zarantonello (editor), Acad. Press (1971), 101–156.
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de Banach 30

convolução 70

Crandall 123-127-202-243-252-285-

286-287

D

Debrunner 285

desigualdade de Clarkson 31

diferenciabilidade da norma 39

discretização 200-242

domı́nio de um operador 2

domı́nio efetivo 7

dual de um espaço 1

dual da norma 1

E

epigráfico 8
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