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PREFACIO DA PRIMEIRA EDICAO

Em 1959 R. Phillips [1] deu uma caracterizagdo dos geradores dos semigrupos lineares
de classe C, em termos de monotonia dos operadores. Em 1962, G. Minty [2] definiu
“operador méaximo mondtono” (multivoco) e demonstrou que, no caso dos espacos de
Hilbert, um operador A é méximo mondtono se e s6 se a imagem do operador I+ A é todo
o espaco. A partir dai a teoria dos operadores monétonos e acretivos e dos semigrupos
de aplicacoes nao lineares desenvolveu-se rapidamente gracas ao préprio Minty e a F.
Browder, Y. Komura, T. Kato, M.G. Crandall, A. Pazy, H. Brezis e P. Benilan entre
outros. Atualmente dispoe-se de uma bela teoria, com aplicagoes em varias dreas da
Matematica e, em particular, as equacoes diferenciais parciais.

Nestas notas estao sistematizados os resultados mais significativos sobre os operadores
mondtonos e acretivos, os semigrupos de transformagoes nao lineares de um espaco de
Banach e a aplicacao desses resultados a solugao das equacgoes diferenciais parciais.
Foram redigidas com base nos cursos ministrados aos alunos da Pés-Graduacao do
Instituto de Matemaética da Universidade Federal do Rio de Janeiro a partir de 1986.

O Capitulo I é dedicado apenas aos preliminares da teoria. Visa-se com ele, a auto-
suficiéncia destas notas. No Capitulo II sao estudadas as principais propriedades dos
operadores mondtonos e acretivos. No Capitulo III sao estudados os semigrupos nao
lineares incluindo ai estudo dos geradores infinitesimais, a aproximacao e a geragao de
semigrupos; nesse mesmo capitulo sao tratados o Problema de Cauchy Abstrato e as
equagoes nao homogéneas. Do caso nao autonomo foi incluida apenas uma ligeira noticia
no sentido de encaminhar o leitor a posteriores estudos.

Desejamos expressar nossa gratidao aos nossos alunos pelas preciosas correcoes e
observacoes feitas em aula e aos colegas pelo estimulo, apoio e ajuda que nos deram.
Em particular, ao Professor Nirzi Gongalves de Andrade, pela cuidadosa leitura do
texto, pelas inimeras correcoes e valiosas sugestoes. Desejamos também expressar nossa

gratidao a Wilson Godes pelo esmero com que digitou estas notas no computador.

O Autor
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os anos 2001 e 2002 a disciplina de P6s-Graduagao do IM, a qual se destina o presente
texto, foi ministrada pela Professora Sonia Maria Duraes. Da leitura cuidadosa que
fez sugeriu vérias modificagoes e aperfeicoamento para melhorar substancialmente a
presente edicao. Especificamente, entre outras, no Teorema 4.28, Cap. III foi eliminada

a restricao w < 0.

Alvercio foi meu professor nos anos 50 quando freqiientava, como aluno, o Curso de
Matematica da FNFi da Universidade do Brasil. Posteriormente fomos colegas e ami-
gos quando trabalhdvamos naquela instituicao. Nos anos 60 a Universidade Brasileira
passou por um periodo de escuridao e como resultado foram afastados de suas funcoes
varios professores tendo retornado apenas nos anos 80. Houve profundas mudancas no
pais e conseqiientemente na Universidade. Dada sua inteligéncia brilhante rapidamente
se adaptou aos novos métodos matematicos contribuindo de modo eficiente na formagao
de jovens que se dirigiam ao IM-UFRJ. Lecionou vérias disciplinas de pds graduacao e
escreveu textos correspondentes para facilitar o acesso dos alunos as novas areas. Entre
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CAPITULO I

PRELIMINARES
1. Notacgao

1.1 — Os espacos normados a que nos referirmos serao sempre espacos normados reais.
O dual de um espaco normado, X, i.e., o espaco dos funcionais lineares, z*, continuos
em X, munido da norma dual da norma de X, i.e., da norma
lz*|[ = sup [z"(2)],
IEIRS

serd representado por X*.

A dualidade de X e X* serd representada indiferentemente por (z,x*) e (x*, x),
x € X, x* € X*. Portanto, (z,z*) = (z*,z) = x*(x) = valor que o funcional z* assume
no ponto = de X.

Escreveremos x,, — x e x,, — x, respectivamente, para indicar que a sucessao
(x,,) converge a = na topologia da norma de X e na topologia fraca de X. Portanto,
x, — x significa que n11_>rr010 ||z, —z||=0e z, = z, que

lim (z,, —x,2*) =0, Vza"e X"

n—oo

* . . .
Escreveremos z} — z* para indicar que (z}) tende a x* na topologia fraca—* de X*.

*

* . .
Portanto, z;, — x* significa que

lim () —a*,2) =0, VzeX.

n—oo
1
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1.2 — Diz-se operador com dominio em um conjunto X e imagem em um conjunto Y,
toda aplicaciio A: X — 2Y, onde 2 representa o conjunto das partes de Y. Portanto,
Az é um subconjunto de Y. O grdfico de A é o conjunto dos pontos (z,y) € X XY
tais que y € Ax para algum x € X. Como no caso dos operadores univocos, pode-se
identificar A a seu gréfico. Isto feito, o operador A é um subconjunto de X x Y e as
inclusoes y € Az e (z,y) € A tém o mesmo significado.

Quando A for um operador com dominio em X e imagem em Y, diremos que A
¢ um operador de X em Y; no caso particular em que X =Y diremos, simplesmente,
que A é um operador de X.

O conjunto D(A) dos pontos x € X para os quais Az # () é dito dominio de A; o
conjunto Im(A) dos pontos y € Y tais que y € Ax para algum x € D(A) é dito imagem
de A. Portanto, Im(A) = UAx,z € D(A). Para exprimir que A é um operador com
dominio em X e imagem em Y escreve-se A: X — Y.

Sejam Y um espaco vetorial, A: X — Y e B: X — Y. Definem-se A+ B, A\A e
A~ respectivamente, por:

a) A+ B ={(z,y+2);(z,y) € Ae (z,2) € B};
b) A = {(z,\y); (z,y) € A}, A € R;
c) A7t = {(y,2); (z,y) € A}.

Vé-se, entdo, que D(A+B) = D(A)ND(B), D(AA) = D(A) e D(A™!) = Im(A).

Diz-se que B: X — Y é uma extensao de A: X — Y se A C B. Note-se que, no
caso dos operadores univocos, B é uma eztensdo propria de A se e s6 se D(B) contém

propriamente D(A), mas isto nao é verdade no caso nao univoco.

2. O operador dualidade

Seja X um espago normado. Para cada x € X, consideremos

F(z) = {2" € X" (w,2") = [|||* = []2"|]*}.
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2.1 - Proposicao: Seja X um espaco de Banach. Entao, Vx € X sao validas as
sequintes propriedades de F'(x):

i) Fx) #0;

ii) F(z) é convexo e compacto na topologia fraca—* de X*;

iii) F(Ax) = AF(xz), VA € R.

Demonstragao: i) Conseqiiéncia imediata do Teorema de Hahn-Banach.

ii) Temos, para t € [0,1] e 7,25 € F(x):
lzll* = tl|z]* + (1 = B)ll2|* = t{z, 2]) + (1 = t){z,23) = (&, ta] + (1 = t)23). (2.1)

Além disto
(z,tx] + (1 = t)x5) < ||z [[t=] + (1 = t)x5]];

logo,
[z} < [[t] 4 (1 = )23

Por outro lado,
[tz] + (1 = t)xs|| < tllai) + (1 = O)llazl| = =] + (1 = )]zl = [|=]|.

Logo, |tz + (1 —t)x5|| = ||=|| donde, levando em conta (2,1), taf + (1 —t)z3 € F(x), o
que demonstra que F'(z) é convexo.

Em vista do Teorema de Alaoglu, para demonstrar que F'(z) é compacto na
topologia fraca—* de X* é bastante demonstrar que F'(x) é fechado nessa topologia.
Seja, para isto, x{; um ponto de X* aderente a F'(x) na topologia fraca—* de X*. Entao,
Ve > 0, a vizinhanca {{ € X*;|(z{ — £, x)| < €} de x{, na topologia fraca—* de X*,

contém um ponto z* de F(x), i.e., ponto z* € F(x) tal que |(z§ — x*,x)| < . Dai vem

|z]|? — e < (z§,z) < ||z]|* + ¢ donde

(@5, @) = [l=[|”. (2.2)
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De (2.2) vem ||z||? < ||z||||z§]l, donde ||z| < [|z|l. Mas como, por outro lado, F(z)
estd contido na bola {§ € X*; ||¢]| < ||z]|} que, pelo Teorema de Alaoglu, é fechada na
topologia fraca—* de X*, segue-se que ||z{|| < ||z]|. Logo ||zj|| = ||=|| donde, por (2.2),
xy € F(x).

iii) Seja x* € F(x). Teremos para todo A, (Az, \z*) = \(x,z*) = A\?||z||* = | \z||®> =
|Az*||?, donde A\z* € F(Az), i.e., \F(z) C F(Az). Reciprocamente, de y* € F(A\x) vem
Az, y*) = [|Az]|* = [ly*||?, donde (z,y*/A) = ||z = |y*/A|l?, para XA # 0, i.e., F(Az) C
AF(z) para A # 0. Como essa inclusao é trivial se A = 0, temos F(Ax) C AF(z),VA.
Logo F(A\x) = AF(x),V A, q.e.d..

Por i) da Proposicao que se acaba de demonstrar, tem sentido a definigao a seguir.

2.2 - Definicao: a) Diz-se operador dualidade de X o operador F' : X — X* definido
por

i) D(F) =X,

i) Fz) = {z* € X*;(z,2%) = |z]* = |2*|*}, VzeX.
b) Diz-se aplica¢ao dualidade de X toda aplicagdo f: X — X* tal que f(x) € F(z),
Ve e X.

Ainda por i) da Proposigao 2.1 e pelo Axioma de Zermelo tem-se, imediatamente:

2.3 - Proposicao: A familia das aplicagoes dualidade de X nao é vazia.

3. Funcoes convexas e semicontinuas

3.1 - Definigao: Seja X um espaco topoldgico e f: X — [—00, +00] uma fungao.

a) Diz-se que f é semicontinua inferiormente no ponto xg se

f(z,) < liminf f(z) (3.1)

Tr—T0o

b) Diz-se que f é semicontinua inferiormente (abreviadamente, s.c.i.) se f for semi-

continua inferiormente em cada ponto de X.



§3 FUNCOES CONVEXAS 5

c) Diz-se que f é seqiiencialmente semicontinua inferiormente no ponto xoy de X se,

para toda seqiiéncia (x,,), z, € X, n =1,.., tal que z,, — z¢, tem-se

f(zo) < liminf f(x,) (3.2)
n—oo

e sequencialmente semicontinua inferiormente se ela for seqiiencialmente semicontinua
inferiormente em cada ponto de X.
d) Para definir fungdo semicontinua superiormente e fun¢ao seqiiencialmente semicon-
tinua superiormente é bastante trocar o sinal e substituir lim inf por limsup em (3.1) e
(3.2), respectivamente. Observe-se que, se f é semicontinua superiormente, entdo —f é
semicontinua inferiormente o que permite limitar nosso estudo as funcoes semicontinuas

inferiormente.

3.2 - Exemplos: a) Toda fungao f: X — (—o0,+00) continua no ponto xg € X ¢é
semicontinua inferiormente e superiormente no ponto x,. Reciprocamente, toda funcao
semicontinua inferiormente e superiormente no ponto xgy é continua no ponto xg.

b) A funcdo f:R — R definida por f(z) = —1 paraxz <0e f(z) =1 paraxz >0
é s.c.i., porque € s.c.i. no ponto 0 e continua nos demais. A funcao f:R — R definida
por f(z) = —1 paraz < 0e f(x) =1 parax > 0 és.c.s.. A fungao f:R — R definida
por f(x) = —1 para z < 0, f(x) =1 paraz > 0 e f(0) = 0 ndo é nem s.c.i nem s.c.s.
no ponto = = 0.

c) Seja f: X — [—o0, +00].
i) Se f é s.c.i., entao f é seqliencialmente s.c.i..
ii) Se X satisfaz o Primeiro Axioma da Enumerabilidade e f é seqiiencialmente s.c.i.,

entao f é s.c.i..

3.3 - Exemplos:

a) Se X é um espago de Banach, a funcdo f(x) = ||z|| é seqiiencialmente s.c.i. na
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topologia fraca de X, i.e.,

Tp = = |z| <liminf ||z,].
n—oo

Com efeito, de z, 2z, € X, n=1,... ez, =z vem, Va* € X*,
(o,a%)| = lim [(an,a%)| = limint (2, 2)] <
< liminf ||z, ||[|z*|| = ||=*|| lim inf || 2, ||
n— 00 n—00

donde

|lz|| = sup [(z,z")| <liminf ||z,].

=<1 nree

(Observe-se que || .|| é continua na topologia da norma uma vez que ||z| — ||y]|| <
Iz —yl).

b) De acordo com a), a norma de X* é seqliencialmente s.c.i. na topologia fraca

de X*, ie., sex*,z; € X*, n=1,..., entao

2 = o = 2] < limin a7

Analogamente, a norma de X* é seqiiencialmente s.c.i. na topologia fraca—* de X*, i.e.,

sex*,xy € X*, n=1,.., entao

x* ix*

. = |[|z”|| < liminf ||z} ].
n—oo

A demonstragao é anéloga a do exemplo a).

2
¢) Vé-se facilmente que se f > 0 entdo liminf f2(z) = (lim inff(:c)) . Logo, se

Tr—T0o Tr—T0o

f és.ci. e f>0,entao

2
(o) < (liminff(:c)) = liminf f3(z),

T—TQ T—TQ
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i.e., f2 é s.ci.. Analogamente, se f ¢ seqiiencialmente s.c.i. e f > 0, entdo f? é

seqilencialmente s.c.i.. Em particular, de a) e b) vem:
T, =z = |z|*<liminf|z,|?
n—oo

*
n

rf —2* = ||2*]* < liminf ||2% ||?
n—oo

N
T, =T

* = |lz*||* < liminf ||z} %
n— oo

3.4 - Definigao: Seja X um conjunto e f: X — (—o00, +00] uma fungao. Diz-se dominio
efetivo de f o conjunto De(f) = {z € X; f(x) < +oo}. Diz-se que f é uma funcgao
prépria se De(f) # 0.

3.5 - Exemplo: Seja  C R™ aberto e com fronteira regular. A funcao f:L*(Q) —
(—00, 400], definida por

/ \Vul?dz se uw e HY(Q)
flu)=4 7*
400 no caso contrario,

onde H'(Q) é o usual espaco de Sobolev de ordem 1, é prépria e s.c.i.. E propria
porque De(f) = H'(Q) e para demonstrar que é s.c.i. é bastante demonstrar que é
seqiiencialmente s.c.i., uma vez que L?(2) satisfaz o Primeiro Axioma da Enumerabili-
dade (Exemplo 3.2 - ¢) ). Seja u, — u em L?(Q). Se liminf f(u,) = 400 a relagao (3.2)
n—oo
é 6bvia. Seja, entao, liminf f(u,) = A < +00. Vamos supor que (f(u,)) seja limitada,
n—oo
o que nao é restritivo pois pode-se determinar uma subseqiiéncia de (f(uy)), limitada e
com limite inferior igual a A\. Dessa hipétese e da convergéncia de (u,,) em L?({) resulta

que (u,) é limitada em H'(Q). Logo, uma subseqiiéncia de (u,,) converge fracamente

em HY(Q). Mas u, — u em L?(Q) e a imersio de H'(2) em L?(Q) é continua nas
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topologias fracas desses espacos pois é continua nas topologias fortes. Logo u,, — u em

H' (). Dai e de ¢) do Exemplo 3.3 vem

HUHQLZ(Q) + /Q WU\Qdi’f = HUH%P(Q) < 1inff_l>iof.}f ”unH%Il(Q) =

hnxgicgf(|yuny\%2(9)+[2\Vun\2dm> = |yuH2L2(m+1inrgi£f/g\vun\2d:c
e dal,

/\Vu\Qdajgliminf/ |V, |*dz.

3.6 - Proposicao: Para que [ seja s.c.i. mo ponto xg € necessdario e suficiente que,

para cada X € R, A < f(xg), exista uma vizinhanga V de xg tal que X < f(z), Yx € V.

Demonstragao: Conseqiiéncia imediata das definigoes.
Trocando os sinais na Proposi¢ao 3.6 tem-se uma condicao necesséria e suficiente

para que f seja semicontinua superiormente.

3.7 - Definicao: Seja X um conjunto.

a) Diz-se epigrdfico da fungao f: X — [—00,+00] o conjunto epi(f) = {(x, ) €
X x R; f(z) < A} e conjunto de nivel A de f o conjunto N(\, f) = {z € X; f(z) <
A A€ R}

b) Diz-se invdlucro superior da familia de fungoes f;: X — [—o0,4+00], i € I, a

fungao ¢ definida por ¢(x) = supq{ fi(x)}.
iel

3.8 - Proposicao: Para que f seja s.c.i. € necessdrio e suficiente que todos os conjuntos

de nivel de f sejam fechados.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.6, para que f seja s.c.i. é necessario e suficiente

que, para cada A € R, o conjunto dos pontos x € X tais que A < f(z) seja aberto.
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Logo, seu complemento N (A, f) é fechado.

3.9 - Exemplo: Seja ¢: R — (—o0, +0o0] prépria, s.c.i. e nao negativa e ®: LP(0,T) —
R, 1 < p < +0o0, definida por

D) — /0 o(u(t))dt se @(u) e LY(0,T)

+o0 no caso contrario.

Entdo ® é prépria e s.c.i.. E prépria porque De(®) = {u € LP(0,T); p(u) € L*(0,T)}
contém as fungoes constantes em (0,7) e com valor em De(y). Para demonstrar que

® é s.c.i. é bastante mostrar que N (A, ®) é fechado (Proposigao 3.8). Seja, para isto,

T
up, € NN\, ®),n=1,... e up, — uem LP(0,7). Entao / o(un(t))dt < X e como
0

T
¢ > 0 tem-se, pelo Lema de Fatou, lim inf p(u, ) € L'(0,T) e / lim inf p(u, (t))dt < .
0

P n—00
Além disto, de u,, — u em LP(0,T) resulta que uma subsucessao de (u,) converge a u
quase sempre em (0,7). Sem quebra da generalidade podemos supor que (u,,) converge
a u quase sempre em (0,7). Dali resulta, pela semicontinuidade inferior de ¢, que

(u) < liminf ¢(u,) quase sempre em (0,7). Logo,
n—oo

T T
D(u) :/0 o(u(t))dt §/0 lim inf p(u, (t))dt < A,

n—oo

donde u € N(A, ).

3.10 - Exemplos: a) A funcao caracteristica, x ,, de um conjunto aberto, A, é s.c.i.,

como decorre imediatamente da Proposicao 3.8.

b) A funcao indicatriz, 14, do conjunto fechado A, isto é, a funcado, I, definida
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por
0 se e A

Ia(x) =
+oo se x ¢ A,

é s.c.i., pela Proposicao 3.8.

3.11 - Proposicao: Para que f seja s.c.i. € necessdrio e suficiente que o epigrafico de

f seja fechado em X x R.

Demonstragao: Seja (z,\) ¢ epi(f). Entdo A < f(x), donde existe p tal que A\ <
u < f(x). Mas f é s.ci. no ponto x se, e s6 se, existe uma vizinhanca V' de x tal que
u< f(z), Yx € V. Portanto, se e s6 se, V x (—oo, ) C X x R\ epi(f), i.e. se e s6 se
(z, A) for ponto do interior de X x R\ epi(f). Logo, f é s.c.i. se, e s6 se, X x R\ epi(f)

for aberto e, portanto, se e s6 se, seu complemento, epi(f), for fechado.

3.12 - Proposigao: O invdlucro superior de qualquer familia de fungoes s.c.i. € s.c.i. .

O inwvolucro inferior de qualquer familia finita de funcgoes s.c.i. é s.c.i..

Demonstragao: Seja ¢ o invélucro superior de (f;), i € I. Entao,
epi(p) = () epi(f:)
il

donde ¢ é s.c.i. pela Proposigao 3.11. Se @ for o infimo da familia finita (f;),i € I,

entao

epiy = U epi(fi)

iel

donde 1) é s.c.i. ainda pela Proposicao 3.11.

3.13 - Corolario: O invdlucro superior de qualquer familia de fungoes afins continuas

em um espaco normado € S.c.i. .
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Recorde-se que uma fungao afim continua em X € uma funcao | definida por

l(x) = (x,2") + B, onde 2" € X* e ek

Demonstragao: As fungoes afins continuas sao continuas.

3.14 - Proposicao: i) A soma de duas fungoes s.c.i. € s.c.i..
ii) O produto de duas fungdes s.c.i., ndo negativas, € s.c.i. .

iii) O produto de uma fungdo s.c.i. por uma constante nao negativa € s.c.i. .

Demonstracgao: Imediata.

3.15 - Proposicao: Se f € s.c.i. e De(f) é compacto, entdo f atinge seu infimo em

De(f).

Demonstragao: Ponhamos m = ing( f(z). Para cada A > m, o conjunto de nivel
e

N (A, f) éfechado (Prop. 3.8) e N(Ay, f) C N(Xg, f) se Ay < Ag. Portanto ] N(A, f) #

A>m

) e, em todo ponto xg dessa intersegao, f(x,) < m. Mas f(z) > m, Vz € X. Logo
f(z,) =m, q.ed..

3.16 - Definigao: Seja X um espacgo vetorial e A um subconjunto convexo de X. Diz-se

que f: A — [—00, +00] é uma fun¢do convexa se para cada t € [0, 1] tem-se
flte+ (A =ty) <tf(x)+ A =6)f(y), Y,y A4, (3.3)

desde que o segundo membro tenha sentido.
A respeito dessa definicao observemos o seguinte:
1) Seja f: A — [—o0, +00] uma funcao e f: X — [—00, 4-00] definida por f(z) =

fx)sex e Ae f(x) = +oose x € X\A. Vé-se que f é convexa se e s6 se f é convexa.
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Desse modo nao é restritivo supor que as fungoes convexas sao definidas em todo o
espaco.

2) Seja f: X — [—00, +00] uma funcao convexa. Se f assumir o valor —oco num
ponto xy entdo, em toda semireta I' com origem em z(, ou f(z) = —oc0 Vz € T ou
existe um ponto z1 em I' tal que f(x1) é finito e portanto, f(z) = —oo em todos os
x € I" situados entre zp e 1 e f(x) = 400 em todos os demais pontos de I'.

3) Se além de convexa, f é s.c.i., entdo, de acordo com um resultado a ser
demonstrado posteriormente (Proposigao 3.26), ou f nao assume o valor —oo ou f(z) =
—o0 Ve X.

Para evitar os casos particulares descritos em 2) e 3) as fungoes convexas consi-
deradas daqui em diante nao assumem o valor —oo.

Invertendo o sinal em (3.3) tem-se a defini¢ao de fungao concava. Observe-se que
se f é concava, entao —f é convexa o que mostra que é bastante estudar as fungoes

convexas.

3.17 - Exemplos: a) A fungao f: X — R onde X é um espago normado, definida por
f(x) = ||z|| é convexa.

b) A fungao f definida por f(z) = ||z||”, n € N, em um espago normado é convexa.

c) As fungoes afins de um espago normado sao convexas.

d) A fungao f definida no Exemplo 3.5 é convexa pois
fltu+ (1 —t)v) = /Q IV (tu + (1 — t)v)|2dx <
/Q(t2|vu|2 + (1 = )% Vo + 2t(1 — t)|Vu||Vo|)dz =
= [T+ @ = DIV = o0 = (V] = Vol

< [ (@9uP + (L= Vo) = t7(0) + (1= )f(0).
Q
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e) A indicatriz de um conjunto convexo é uma fungao convexa.

3.18 - Proposicao: A funcdio f € convexa se, e so se, o epigrdfico de f € convezo.

Demonstragao: Seja f convexa e (z, ), (y, 1) € epi(f). Entao, f(z) < e f(y) <p
donde, Vt€[0, 1] tem-se

[+ (A —t)y) <if(z) + (1 -6)f(y) <A+ (1 —t)u
o que mostra que todos os pontos
tx,A) + (1 =1)(y,p) = (tz + (1 = )y, tA+ (1 —t)p)

pertencem a epi(f). Logo epi(f) é convexo.

Reciprocamente, seja epi( f) convexo. Como, para todo z, y€ X NDe(f), os pontos

(z, f(x)) e (y, f(y)) pertencem a epi(f) tem-se
t(a, f(2)) + (1 =)y, f(y)) € epi(f) vVt e[0,1],

(tr + (1 —t)y, tf(z) + (L —t)f(y)) €epi(f)  Vte[0,1].
Dal,
ftz+ (1 -t)y) <tf(x)+ (1 -t)fy) Vte[0,1],

i.e., f é convexa.

3.19 - Proposicao: Se f é convexa, entao: i) N (A, f) € um conjunto convexo para

todo X € R; ii) De(f) € convezo.

Demonstragao: i) Sejam x e y pontos de N (A, f). Por definigdo tem-se, entao, f(z) < A

e f(y) < A, donde

Flta+ (1= t)y) < tf(@) +(L— 1) f(y) <A+ (L— A=A
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e, tr+ (1 —t)y € N(\ f). Logo, N(A, f) é convexo. ii) Dex,y € De(f) vem z,y €
N (), f) para algum A € R; logo, tz + (1 —t)y € De(f).

A reciproca de i) dessa proposicao nao é verdadeira; a fungao f definida por
T se <0
2241 se >0

nao é convexa mas N (A, f) é convexo V.
Trivialmente, se X é um espago normado e f é s.c.i. na topologia fraca de
X, entao f é s.c.i. na topologia da norma. A reciproca é verdadeira para as fungoes

convexas como se mostra a seguir.

3.20 - Proposigao: Seja X um espago normado e f: X —(—o00, +00| uma fun¢ao con-

vexa. Se f € s.c.i., entao f € s.c.i. na topologia fraca de X.

Demonstracgao: Seja f convexa e s.c.i.. Entao, pelas Proposicoes 3.8 e 3.19, respec-
tivamente, os conjuntos de nivel de f sao fechados e convexos. Logo, sao fracamente

fechados donde f é s.c.i. na topologia fraca de X, pela Proposicao 3.8.

3.21 - Proposigao: i) Se f € convera e ¢ > 0 entao cf € convera;
ii) se f e g sdo convezas entio f + g é conveza;

iii) o invdlucro superior de qualquer familia de fungdes converas é uma fung¢do conveza.
Demonstracao: Imediata.

3.22 - Proposicao: Toda fungcao convera em um espaco de dimensao finita é continua
no interior de seu dominio efetivo.

Demonstragao: Seja X um espago de dimensao n, f uma funcao convexa em X,

int De(f) # 0 e ¢ € int De(f). Por translagoes podemos reduzir a demonstragao ao
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caso em que g = 0 e f(0) = 0. Suponhamos, entdao que 0 € int De(f), f(0) =0 e

demonstremos que f é continua no ponto 0.

Para algum r > 0, int De(f) contém a bola de centro 0 e raio r. Seja eq,..., e,
n
uma base de X, 0 < k < r e ponhamos z; = ke;, 7 = 1,...,n,x,41 = —Z xi/n.
i=1
Teremos

donde,
n+1
0e K = {.CE;.CE = Ztixi, ti > 0, th - 1} C int De(f)
=1

Pondo
A= sup {f(z:)}

1<i<n+1

temos, pela convexidade de f, Vux € K,

n+1 n+1 n+1
=1 =1 =1

i.e., f é majorada por A no conjunto aberto K. Ponhamos V = KN(—K) e, dado ¢ > 0,
seja 1 < 1 tal que uA < e. Entao puV é uma vizinhanca de 0 e Va € uV temos, pela

convexidade de f,

f) =1 ((1 - u>o+u§) < (1= W) fO0) + pf (g) <pr<e
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Da primeira dessas desigualdades segue-se, pela simetria de V', que f(—z) < ¢ donde,
da segunda, f(z) > —f(—x) > —e. Portanto, Vz € uV tem-se |f(x)| < &, 0 que mostra

que f é continua no ponto 0.

3.23 - Proposigao: Sejam X um espago normado e f: X —(—o00,+o0] uma fungdo

conveza e s.c.i.. Entdo f € continua no interior de De(f).

Demonstragao: Vamos demonstrar que se g € int De(f), entao f é continua no ponto
xzo. Com uma translagao podemos reduzir a demonstragao ao caso em que g = 0. Seja
entao, 0 € int De(f) e A > f(0). Pelas Proposicoes 3.8 e 3.19, N(A, f) é um conjunto
fechado e convexo e 0 € N(A, f). Logo o conjunto V.= N(\, f) N (=N (A, f)) é convexo

e fechado e 0 € V. Vamos mostrar que é balanceado. Seja 0 < a < 1. Se x € V temos
flax) = f(1—a)0+az) < (1-a)f(0) +af(z) < (1 -a)A+ar=A

ie, ar € N(A\, f). Mas de z € V vem —z € V. Logo, —(az) = a(—x) € N(\, f)
ou seja ax € —N(A, f) e, assim, ax € V. Além disto (—a)z = a(—z)€eV. Logo, V é
balanceado. Como, pela Proposicao 3.22, a restricao de f a qualquer reta que passa por
0 é continua numa vizinhanca desse ponto, segue-se que V é absorvente. Portanto, V é
uma vizinhanga do ponto 0 tal que f(z) < A, Vaz € V. Desse modo, f é s.c.s. no ponto

0 e como, por hipdtese, é s.c.i., segue-se que é continua.

3.24 - Nota: A funcdo f pode nao ser continua nos pontos de De(f)\int De(f). Por

exemplo, a indicatriz I, 3 do intervalo fechado [a,b] ndo é continua nos pontos a e b.

3.25 - Teorema: Sejam X um espaco de Banach reflexivo, C um subconjunto convezo

e fechado de X e f:C—(—o00,+00] uma fun¢io convera, propria, s.c.i. e tal que

lim f(z) = o0, (3.4)

llz[| =00
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caso C seja ilimitado. Entdao f tem um minimo em C, i.e., existe um xog € C tal que

f(zo) = inf{f(z);z € C}.

Demonstragao: Como f é propria, existe A € R tal que N (), f) # (0. Pelas Proposigoes
3.8 € 3.19, N(}, f) é fechado e convexo. Logo, N(A, f) é, como se sabe, fracamente
fechado. Mas, por (3.4), N(\, f) é limitado; portanto, fracamente compacto, uma vez
que X ¢é reflexivo. Além disto, pela Proposicao 3.20, f é s.c.i. na topologia fraca.
Logo, pela Proposigao 3.15, a restricao de f a N(J, f) atinge seu minimo em um ponto
xo € N(A, f). Segue-se que

A>f(x) > f(xo) Vo e N\ f)

flz) >\ VYzeC\N,f).

Logo, f(xz) > f(xg) Vz e C.

Uma func¢ao afim sobre X é uma funcao da forma
r—p(x)+v VeeX, (3.5)

onde ¢ é uma forma linear sobre X e v € R.

Vamos dizer que a fungao afim (3.5) minora a fungao f: X —(—o0, +00| se

f(@) > p(z)+y  VzeX.

3.26 - Proposicao: Seja f convera, s.c.i. e propria. Entao existe uma func¢ao afim

continua que minora f.

Demonstragao: Seja (zg, A\g) ¢ epi(f), onde xg € De(f). Como epi(f) é um subcon-
junto fechado e {(zg, Ao)} um subconjunto compacto de X x R, existe pelo Teorema de
Hahn-Banach, um hiperplano fechado que separa epi(f) e {(xo, \o)}, i.e., existe uma
forma linear, ®, continua sobre X x R e @ € R tais que ®(z,\) > a > P(xo, o),
V (z,\) € epi(f). Portanto existe y* € X* e k € R tais que

<y*,.’L’>+k‘/\>CE> <y*7m0>+ki/\0 \Vl(.’,li,/\) Eepl(f)
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e, em particular, tais que
() + kf(x) >a > (y*, x0) + khg Va € De(f). (3.6)

No ponto xg,

<y*7$0> + k‘f(.fC()) > <y*7$0> + k‘)\o

ou seja

k‘f(x()) > k‘)\o

Decorre dai que k > 0 uma vez que, por hipétese, Ao < f(xp). Logo, pondo z* = —y*/k

e f = —a/k temos, dividindo ambos os membros de (3.6) por —k,

para todo = € De(f) e, portanto, para todo x € X. Dali,
flz) > (z*,z) —p VereX

q.e.d..

A funcao afim (x*,x) — § é uma minorante de f se e sé se
B> (z*,x) — f(z) Vo€ X.

Portanto, se e so se,

B = sup{(z”, ) — f(x)}.

reX

Logo, pondo
fr(@") = sup{(a”, z) — f(a)},

reX

f*(z*) é o menor valor de 3 para o qual a fungao afim continua (z*,z) — 8 minora f.

Por exemplo, a funciao f:R — (—oo,+oo] definida por f(z) = 2% é convexa, s.c.i. e
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prépria. Portanto, existem a € R* = R e 3 € R tais que 22 > (a,z) — 3. O menor valor

de (8 que satisfaz essa desigualdade é

2

(z?)*(a) = sup{(a, z) — 2?} = sup{azx — 2?} = aZ.
z€eR z€R

2
(A reta y = ax — az é tangente a curva y = z?).
3.27 - Definigao: Dada a fungao prépria f: X — (—o0,+o¢], a fungao f*: X* —
(—00, 400] definida por
fH(@") = sup{(z*, ) — f(z)}

reX
é dita conjugada (ou polar) de f.

3.28 - Exemplos:

2
a) Seja X = R. Entdo, (22)*(a) = a—, acR.

4
b) (|| - |x)* = Ip(x~), onde B(X™) é a bola unitaria fechada de X*.
c) Upx))* =1 - ||x-, onde B(X) é a bola unitdria fechada de X.

3.29 - Proposicao: A conjugada de f € convexa e s.c.i. .

Demonstragao: Com efeito, (x*,z) é, para cada = € X, uma funcao linear continua
sobre X*; logo, {(z*,z) — f(x);z € De(f)}, é uma familia de fungdes afins continuas

sobre X*. Logo, o invélucro superior, f*, dessa familia de funcoes é convexa e s.c.i..

3.30 - Proposigao: Se f ¢ convexa, s.c.i. e propria, entao f* é propria.

Demonstracgao: Das hipdteses resulta, pela Proposicao 3.26, que existe um z* € X* e
um 3 € R tais que
flx) > (z%,2) — B VzelX.
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Dai vem

p>(z%z)— f(z) Ve e X

donde
B = sup{(z*,z) — f(zx)} = f*(z").

rzeEX

Portanto, z* € De f* e, assim, f* é propria.
Da proposicao que se acaba de demonstrar resulta que se f é uma fungao convexa,

s.c.i. e propria, entao existe a conjugada de f*, i.e., a bipolar de f:

(@) = sup {(z",2) — f(«")}-

r*eX*

3.31 - Teorema: Seja f convexa, s.c.i. e préopria. Entao, f** = f.

Demonstragao: De f*(z*) = sup{(z*,z) — f(x)} decorre que
zeX

ff(@*) > (@, z) — f(z) Vee X e Va*e X"
Dai vem
flz) > (z%,z) — f*(z") VeeX e Va*e X*

e, portanto,

f(z) Z sup{(z", z) — f*(z")} = [T (2), VzelX,

ie., f > f**. Para mostrar que f = f** é bastante mostrar que de f(xg) > f**(x0),
para algum zy € X resulta uma contradigao. Seja, entdo, f(xg) > f**(x¢) para algum
xo € X e observe-se que dessa hipdtese vem f**(zy) < +oo. Seja, em primeiro lugar,

f > 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ® € (X x R)* e a € R tais que

O(x,\) > a > D(xg, [ (x0)) V(x,\) € epi(f).
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Portanto, existe z* € X* e k € R tais que
(x*,x) + kXA >a Y (x,\) € epi(f) (3.7)

(", 20) + k™ (20) < . (3.8)

Como (3.7) se verifica VA > f(x) tem-se, k > 0. Logo, Ve > 0, tem-se, por (3.7), com

A= f(z)
(") + (k+e)f(x) >a VzelX,

donde
<_k:i ,:c>—f(:c)<—k . Vee X
e, portanto,
I <_k::—€) _k(j—e
Dai vem
f**($0)2<_k:i5’ 0> e
donde

em contradi¢do com (3.8).
Consideremos, agora, o caso geral. Como f* é prépria segue-se que existe z} €
De(f*). Seja
f(x) = f(z) — (25, 2) + [ (25), 2 € X. (3.9)

Entdo, f é convexa, s.c.i. e f > 0. Logo, pelo que ja foi demonstrado, f** = f. Mas

fr(@") = sup{(a”, z) — f(x)} = sup{(z", z) — f(2) + (25, 2) — f*(a0)} =

reX zeX

= Slelg{(fc* +ag,x) — f(x) = [ (2p)} = 7 (2" + 25) — 7 (20).
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Logo,
f(x) = sup {(z",2) — f*(a")} =
T*eX*
= sup {(z",x) — f*(z" + () + [*(z5)} =
TreX*
= sup {{&",2) + (af,) = (a5,2) = (2" +5) + /" (@)} =
= sup {(@" +w5,0) = (" +23)} = (z5.2) + 7 (a) =
= f"(x) — (xf,x) + f*(x5), VzeX,
i. e.,

f(z) = f"(x) — (x5, z) + f*(z5) Vo € X. (3.10)
De (3.9) e (3.10) e f** = f vem f** = f.
3.32 - Casos particulares: Em todo espago normado, a norma e a funcao indicatriz

de um conjunto fechado e convexo sao convexas e s.c.i.. Logo, essas funcoes coincidem

com suas bipolares. O mesmo pode-se dizer da fungao (1/2)z|*.

4. O subdiferencial de uma fungao

4.1 - Definigao: Seja X um espago normado e f: X — (—00, +00] uma fungao qualquer.

Para cada = € De(f), vamos indicar com 0f(z) o conjunto dos z* € X* tais que

fly) = f(x) > (=", y —x), Yy € De(f). (4.1)

Diz-se que f é subdiferencidvel no ponto x se df(x) # (). Nesse caso o conjunto Jf(x)
é dito subdiferencial de f no ponto x e os elementos de Jf(x), subgradientes de f no

ponto .

4.2 - Definigao: Diz-se que f: X — (—00,+0o0] é exata no ponto x se existir uma
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minorante afim continua, ¢ , de f tal que p(z) = f(z).

4.3 - Proposigao: A func¢ao f: X — (—o0,+0o0] € subdiferencidvel no ponto x € De(f)

se, e so se, f for exata no ponto x.

Demonstragao: De z* € 0f(z) vem

fly) = (=%, y) — (=%, 7) + f(z),

i.e., a funcao afim continua

ply) = (=% y) = (&7, 2) = f())

minora f e p(z) = f(z). Logo f é exata no ponto x. Reciprocamente, seja f exata no
ponto = e ¢(y) = (xz*,y) — f uma minorante afim continua de f tal que ¢(x) = f(z).
Entao § = (27, x) — f(x) e, assim, (y) = (2%, y) — ((«", x) — f(x)). Mas ¢ é minorante
de f; logo,

fy) = (" y) = ({27 2) = f(2))
e, dai,

fly) = f@) = (@%y—=z), 2" eX7,

i.e., f é subdiferenciavel no ponto x.
Recorde-se que uma aplicacao ¢: X — Y, onde X e Y sao espagos de Banach,
é diferencidvel ¢ Gateaur no ponto x € X se existir uma aplicagao linear e continua,

O (z): X =Y, tal que

i P+ AY) — p(2)

N/
lim 3 =¢'(r)y VyeX.

4.4 - Proposicao: Seja f: X — (—o00,+00] uma fun¢do convexa propria. Se f é

diferencidvel a Gateaur no ponto x € De(f), entdo f € subdiferencidvel no ponto x e a
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derivada de Gateauz de f no ponto x € o iunico elemento de Jf(x).

Demonstragao: Suponhamos satisfeitas as hipéteses. Da convexidade de f e de

x € De(f) vem

. f((l—)\)xi\—)\y)—f(m) _ f(m+A(y—Ax))—f(w)7 0<A<1, VyeDe(f),

donde, designando por f’(x) a derivada de Gateaux de f no ponto x tem-se f'(x) € X*

e

F) -~ £() > tim TEFAOZIDZIE iy vy e Do),

Logo, f é subdiferencidvel no ponto x e f'(x) € df(x). Além disto, se z* € df(x) entao

flz+ X y) = fz) = (27, Ay)

donde, VA > 0

e, portanto,

Dai, * = f'(z) e, assim, 0f(x) = {f'(x)}.

4.5 - Exemplo: A funcao f:R — R definida por f(z) = |z| é subdiferencidvel em todo
reRe
{-1} se x<0
of(x) =< [-1,1] se =0
{1} se x> 0.
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As minorantes afins continuas de f que coincidem com f no ponto x = 0 sao as

funcoes axr, —1 < a <1.

4.6 - Exemplo: Seja C' um conjunto convexo e fechado de um espaco de Hilbert.
Temos
" €0lo(x) <= (z*,y—x) <0, Vyel.
Dai decorre (Gomes [1], pdg. 49) que
Cone das normais externas a C' no ponto x se x € front C}

Olc(x) =14 {0} se z€intC;
0 se xz¢C.

No caso particular em que C é o intervalo [a,b] C R, dlc(x) = {0} Vz € (a,b),
dlc(a) =R, dlc(b) =Rt e dlc(x) =0 se x ¢ [a, b].

4.7 - Exemplo: Seja X um espaco de Hilbert e determinemos o subdiferencial da

norma. Temos
2+ Ayl = [|z]1* = (= + Ayl = [z (= + Ayl + =)

donde

a4 Ay — flof = 122 = el 2May) + Xyl
fe X+ el T Mol el

e, portanto, se A #0 e x # 0,

=+ Ayl = ll=]l _ 2(z,9) + Allyll* ., (z.9)
A [+ Ayl + llzll -l

quando A — 0. Logo, pela Proposicao 4.4 a norma é subdiferenciavel nos pontos x # 0 e
nesses pontos J|| - ||(z) = {z/[|z]|}. A norma é também subdiferencidvel no ponto z =0

porque qualquer z* € X, tal que ||z*|| < 1, satisfaz a condigao

Iyl = N0l = llyll = llylll="]] = (=", ),
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isto é,

Al - I(0) = {a" € X;[l2"| < 1}.

4.8 - Exemplo: Seja A um operador auto-adjunto de um espago de Hilbert tal que

(Az,x) > 0 e ponhamos

%HA%SCHQ se x e D(A?)
fz) =
+00 se x¢ D(Az).

Vamos mostrar que, em todo ponto z € D(A), Ax € 9f(x).
A funcéo f é, como se vé imediatamente, convexa e prépria. Para todo z € D(A)

temos

1 1 1 1 1 1 1
Ljabyl? + 21Abal 2 (ada, Aby), vy e DAY,
Dai vem
1,1+ 0 1,1 5 1 1 19
f(y)—f(w)ziﬂmyﬂ —§HA2$H > (A2x, A2y) — [|A2z|" =

= (Az,y) — (Az,x) = (Az,y — x)

donde, Az € Of(x).

4.9 - Exemplo: Seja X um espago normado, F' o operador dualidade de X e f a funcao

definida por

1
fl@) =5 llall?, weX.

Vamos mostrar que df(z) = F(x), Vz e X.
Seja z* € F(x), i.e., (z*,z) = ||z|* = ||z*||?. Teremos
1 1 1
Slull® = Sl = Sl + lvl®) = 1% = ll=lllly] - =l

= llz* (- llyll = lz]]* > (2", y) = (z",2) = (2", y — @)
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donde z* € df(x), i.e., F(x) C Of(x).

Reciprocamente, seja * € df(x). Teremos

1 1 .
Slyl? = 5 el = @y -2y YyeX,

donde, pondo y = = + tx, t real,
lz + tz]|* = [lz]|* = 2t(z", 2).

Fazendo t = 1/n em (4.3),

1
(% + 1) |z||* > (z*,z), VYneN,

1
donde, ||z||* > (z*,z). Fazendo t = —— em (4.3),
n

1
(15 ) lal? < 0",

donde ||z]|? < (z*, z). Logo
lz]|* = (2", ).
De (4.4) vem ||z||? < ||z*|| - ||z||, isto é,

]l < {2

Pondo, agora, y =z +1tz,t >0, z € X, em (4.2) temos

1 1
a4 22l = Ll 2 t(a”, ).
1 2

Dali, t(z*, z) < 5

t
(% 2) < lell - NIzl + 5 117 >0, z€ X.

1 t
(lll +¢l=)* = Sllzl* = ¢l - lz]l + 5 [12]* e, portanto,

27

(4.2)

(4.3)
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Dai vem (x*,z) < |z - ||z||, z € X, donde
[z ]| < [|]]. (4.6)

As relagoes (4.4), (4.5) e (4.6) mostram que z* € F(x). Portanto, 0f(x) C F(z)Vx € X,
q.e.d..

4.10 - Proposigao: Seja f: X — (—o0, +o0] uma fungao prdpria.
i) " € 0f(x) & f(«") + fz) = (2%, z)
ii) * € 0f(x) = x € Of*(x*).

iii) Se f for convezra e s.c.i., entdo x € 0f*(z*) = z* € 0f(x).

Demonstragao: i) Seja z* € df(x). Por definigao tem-se, entao,

fly) = f(x) > (2", y —x), Vy & De(f)

e, portanto,

(*,y) — fly) < (", 7) — f(x), Vye&De(f).

Mas como, pela Defini¢ao 3.27,

fr(@) = sup{(z*,y) — f(y)} = sup {(z",y)— f(y)}

yeX yE€De(f)

temos
fr(@%) = (2%, 2) — f(2),
visto que = € De(f). Reciprocamente, de f*(z*) + f(z) = (z*, x) vem

(@%y) = fly) < f7(27) = (2", ) — (),

donde
fly) = f(z) > (=", y — x),
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i.e, z* € 0f(x). Logo i) é verdadeira.
ii) Seja z* € df(x). Por i) f* é propria; logo existe f** e, como na primeira parte
da demonstragdo do Teorema 3.31, f > f**. Por i) vem, entdo, f**(z)+ f*(z*) <

(x*,z). Por outro lado, de f**(z) = sup {(z*,z) — f*(«*)} > (%, z) — f*(«*) vem
e X*

f*(x) + f*(z*) > (x*,x). Logo, f**(x) + f*(z*) = (z*, x) donde, por i), z € f*(z*),
o que demonstra ii).

iii) Seja f convexa e s.c.i.. Pelo Teorema 3.31 temos f** = f donde de x € Of*(z*)

vem, por i), z* € 0f(x).

4.11 - Proposicao:
i) O conjunto df(z) é convezo e fechado ¥z € De(f);
i) OONf)(z) = ANOf(z), YA > 0;
iii) (f + g)(z) D 9f(x) + dg(x), Vz € De(f) N De(g);
iv) 2" € 0f (z),y* € 0f(y) = (v —y*,z —y) > 0;

v) x € ponto de minimo para f se, e so se, 0 € Of(x).

Demonstragao: Conseqiiéncias imediatas das definicoes.
Seja X um espago normado e f: X — (—o00,4+00] uma funcao qualquer. Asso-
ciando a x € De(f) o conjunto df(x), se Of(x) # (), tem-se um operador 9f: X — X*

dito operador subdiferencial de f.

4.12 - Proposigao: Seja X um espagco normado e f: X — (—o0,+o0] uma fungdo

convexa e S.c.i.. Entao, int De(f) =int D(Of).

Demonstraciao: E bastante demonstrar que int De(f) € D(0f) uma vez que pela
defini¢ao de Of, D(0f) C De(f). Seja, entdao, = € int De(f) e V uma vizinhanga de x
convexa, aberta e V C int De(f). Pela Proposicao 3.23 f é continua em V. Segue-se

que o conjunto C' = {(y,\) € X xR;y € V, f(y) < A} é aberto, convexo e (z, f(z)) ¢ C.
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Pelo Teorema de Hahn-Banach existe, entao, um ¢ € (X x R)* tal que
oz, f(z) < p<ely,A), Yy, eC.
Como ¢ = (x7], o) para algum z7 € X* e algum o € R tem-se, entao,
(z1,7) + af(z) < p < (zT,y) + A, V(y,A) €C.

Daivem o >0 e

(21, 2) + af(z) < p < (z1,9) + af(y)

*

x
donde, pondo z* = — =L temos
e

fly) = flz) > (=", y — ),

ie,z e D(0f), q.ed..

5. Convexidade dos espagos de Banach

Com Uy sera representada a esfera unitdria de X, i.e. o conjunto dos pontos

x € X tais que ||z| = 1.

5.1 - Definicao: Um espago normado é dito uniformemente convexo quando dado

e > 0 existe um § > 0 tal que se x,y € Ux e ||z — y|| > € entao

r+vy

v

5.2 - Exemplo: Os espagos R munidos da norma || - |2 definida por

n 3
[z]l2 = (me) , = (x1,...,2p),
i=1
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sao uniformemente convexos. Com efeito, || - |2 satisfaz a relacao
lz + 12 + 2 = yliz = 2(l= ]2 + Iyl3), (5.1)
donde, se z,y € Ux e ||z — y||2 > ¢, entdo

lz+y|3+e? < 4

e? e?
<A/l——=1—(1—4/1——]=1-6
22
comd=1-— 1—Z>O,umavezque0<5§2.

5.3 - Exemplo: A relagao (5.1) é valida para todo espago de Hilbert; logo, os espacos

e, portanto,

r+y
2

de Hilbert sdo uniformemente convexos.

5.4 - Exemplo: Os espagos LP(2, 4, 1), 1 < p < oo, munidos da norma

prz(lﬂxwwwﬁé

sao uniformemente convexos, o que resulta imediatamente das Desigualdades de Clark-

son (Clarkson [1])

z+yl” rz—yl” 1
: 2| <5 Ul +lyl) p>2
P P
e
/p
r+yll? Jlz—y|* 1 I
152 < G| t<p<,
P P
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1
onde — + — = 1. A demonstracao das Desigualdades de Clarkson também se encontra
p q

em Hewitt-Stromberg [1] e uma outra demonstragao de que LP(2, A, 1) é uniformemente

convexo, em Diestel [1].

5.5 - Observagao: O espaco R” também é uniformemente convexo quando munido da

norma || - ||, 1 < p < oo, definida por

n v
|l = <Z|$z|p> , = (21,...,Tp).

1=1

Mas R™ nao é uniformemente convexo quando munido das normas ||-[|; e ||||oc definidas

por

n
lzlli =) lzil ezl = max {Jaul},
i=1

1<i<n

embora todas essas normas sejam equivalentes no sentido de que definem a mesma

topologia. As esferas unitarias no caso de R?, por exemplo, sdo da forma

KA AN o
NEANVZENVauD
p=1 1<p<2 p=2 2<p<o p=®
Nesse caso tem-se rry = 1 mas ||z —y||1 = 2 e, analogamente, m;—y” =1 mas
1 oo

17 = lloo = 2.

Um importante teorema devido a Milman ¢é o seguinte:

5.6 - Teorema: Todo espaco de Banach uniformemente convexo € reflexivo.
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A demonstragao encontra-se em Brezis [7] e em Yosida [1].

5.7 - Exemplo: Como L'(Q, A, ), L>=(2, A, 1) e C(0,1) nao sao reflexivos, segue-se
pelo Teorema de Milman que esses espacos nao sao uniformemente convexos. No caso
de L'(Q, A, ), por exemplo, pode-se ver isto diretamente considerando as fungoes x =

Xp/ME)ey=xp/m(F),onde E,FCQENF =0, 0< pu(E)<ooel < pu(F) < oo.

Temos, com efeito,
1/ ( XE XF )
2 Jo \u(E)  w(F)

1 XE Xp
= [ = + d
' /Qzluw) u(Fy| "
/ A+ — / di—1
=5 | Xgdh+ o | Xpdp =
2u(E) Jo F 2u(F) Jo °F

1
”x_y”lz/sz d”:/g(ufg)jLu)((;))d” -

1 1
:m/gﬁd“m/w“:?-

5.8 - Proposigao: Seja X um espaco de Banach uniformemente convexo e x,x, € X,

r+vy
2

mas

XE X

w(E)  p(F)

n=1,.... Entao X tem a sequinte propriedade:

T, = e lim sup |z, < ||z|| = 2, — 2. (5.2)
n—oo

Demonstragao: Se x = 0 a afirmagao é trivial. Suponhamos, entao, x # 0. Pelo

Exemplo 3.3a) temos ||z|| < liminf ||z,|. Logo, lim ||z,| = ||z| > 0. Sem quebra da
n— oo n—oo

generalidade podemos supor ||x,| > 0 Vn € N. Ponhamos y,, = z,/||z,||, y = z/||z||

e y* = z*/||z*| onde x* € F(z). Entao, y, € Ux,y € Ux,y* € Ux- e

Yn+y Yn +Y
< <
(gt < |(g ) <]

Yn T Y
2

| <5 ol ol =1
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<yn2+y,y*> — 1.

Logo ||(yn +y)/2|| — 1, donde, pela convexidade uniforme de X, tem-se ||y, — y|| — 0,

Mas

i.e., y, = y e, como ||z,| — ||z| segue-se que x,, — =, q.e.d..

5.9 - Definicao: Diz-se que um espaco normado, X, é estritamente convexo se Ux nao

contém segmentos proprios, isto é, conjuntos do tipo
A+ (1 =Ny z,ycUx, v#y, 0< A< 1},

Os espacgos estritamente convexos sao também conhecidos por espacgos rotundos.

5.10 - Teorema: Sdo equivalentes as condigoes:
i) X ¢ estritamente convero;
ii) A igualdade ||z +y|| = ||z|| + lyll, =,y € X, implica x =0 ou y = tz, t > 0;
iii) A igualdade ||(x +y)/2| = ||z|| = llyl|, z,y € X, implica x = y.

Demonstragao: i) = ii). Seja X estritamente convexo, x,y € X, z # 0 e tais que
|z +y|l = ||z|| + ||y]|- Se y =0, entao y = tz com ¢t = 0. Seja, pois, y Z0e 0 < A < 1.

Nao é restritivo supor que A||y|| > (1 — A)||z||. Teremos

A A
S e e A e A ]
kgl IMI el Al ] Iyl kgl
H MiLH:Hw+yH HWMW (1 - MMWH
lell Iy ] -yl
_' Hy” Al = (L = Vil _
] - [yl
Logo, )\W +(1- )\)Hy—” € Ux e como X ¢ estritamente convexo, Hx_” Hy” donde
Y z Y

_ vl
=l

—x, i.e.,y=tr comt=
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ii) = iii). Seja |[(z +y)/2| = ||=[| = [lyll. Daf vem [l +y[| = [lz]| + [[yll, donde,
porii),z =0ouy =tx,t > 0. Mas de z = 0 vem |ly|]| = ||z|| = 0 donde y = 0. Caso
contrario, y = tx,t > 0, donde ||y|| = t||z|| e como |ly|]| = ||z||,t = 1 e, portanto, y = x.

ii) = i). Sejam =,y € Ux. Se (z +1)/2 € Uy entio || 22| =1 = ||| = |ly|

donde, por iii), x = y e, portanto, o segmento de extremos x e y nao é préprio.
A convexidade estrita é mais fraca que a uniforme como mostra a proposicao a

seguir.

5.11 - Proposicao: Todo espaco uniformemente convexo € estritamente convezo.

Demonstragao: Sejam x e y pontos de Ux com x # y. Teremos ||z — y|| > & para
algum € > 0 donde, pela hipétese, existe § > 0 tal que ||[(z + y)/2|| < 1 — 6. Decorre
dai que (z+y)/2 ¢ Ux, i.e., 0 segmento préprio de extremos x e y nao esté contido em

Ux.

5.12 - Notagao: Seja X um espaco normado e C' C X,C # (). Vamos por

|C] = inf{[jz];z € C}

C° ={z e Ciz| = |C]}.

5.13 - Lema: Seja X um espaco de Banach e C # () um subconjunto de X, convexo
e fechado. Se (zy) € uma sucessio de elementos de C' tal que |z,|| — |C| e z, — x

entdo x € CY,

Demonstragao: Como C' é convexo e fechado, C' é fracamente fechado; logo, =z € C
donde, ||z|| > |C|. Por outro lado, pelo Exemplo 3.3a) tem-se ||z| < liminf|z,| =

lim ||z, || = |C|. Segue-se que ||z|| = |C| e, portanto, x € CY.

5.14 - Teorema: Seja X um espago de Banach.
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i) X € reflexivo se, e sé se, para cada subconjunto C de X,C # ), convero e
fechado, tem-se CV # ().

ii) X € estritamente convexo se e s6 se para cada subconjunto C de X,C # ()
convezo e fechado, C° contém no mdximo um elemento.

iii) X € reflexivo e estritamente convexo se, e sé se, para cada C C X,C # )

convezo e fechado, C° contém um inico ponto.

Demonstragao: i) Seja X reflexivo e (z,,) C C tal que |x,|| — |C|. Entao (x,) é
um conjunto limitado donde, pela compacidade fraca dos subconjuntos limitados dos
espacos reflexivos, existe uma subsucessao (x,, ) de (z,) e um x € X tais que z,,, — x.
Pelo Lema 5.13, z € CY. Logo, CV # 0.

Vamos demonstrar a reciproca fazendo uso do Teorema de James segundo o qual
X é reflexivo se todo z* € X* atinge o valor ||z*|| em algum ponto da bola unitéria
fechada de X (Diestel [1]). Seja, entao, x* € X* e designemos por C' o conjunto convexo
e fechado

{z e X; (2", 2) = |7}

Seja (z,) tal que ||z,|| = L,n = 1,...,||z*|| = im(z*, x,) e y, = ||z*||z,/{x*, zp).
Entao (z*,y,) = ||z*||, donde y, € C, n = 1,... e lim||y,|| = 1 donde |C| < 1.
Por hipétese, C° # (), isto é, existe um zg € C com ||xg]] = |C|. De o € C vem
(2%, x0) = ||2*|| e de [|zol| = |C] < 1 vem (2%, 20) < [lz"|[. Logo (z*,z0) = [|z*[|, com
o pertencente a bola unitaria fechada.

ii) Seja X estritamente convexo, C' um subconjunto convexo e fechado de X e z,y € C°.
~ 1 1
Entdo (z +y)/2 € C, donde [|(z +y)/2|| 2 |C]. Mas, [|(z+y)/2]| < gllz| + Syl = |C].

Logo ||(z +v)/2]| = |C| = ||=|| = ||y||, donde, por iii) do Teorema 5.10, z = y.
Reciprocamente, vamos supor que para cada C C X, convexo e fechado, C°

contenha no maximo um elemento e seja

C={tz+(1-t)y; 0<t<1}CUx.
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Entao C é convexo e fechado e C° = C. Logo, x = y donde X ¢é estritamente convexo.

iii) Conseqiiéncia trivial de i) e ii).

5.15 - Teorema: Seja X um espago de Banach. Sdao equivalentes:
i) X ¢ reflezivo, estritamente convezo e goza da propriedade (5.2);

ii) Para cada C C X, convezo e fechado, e cada (z,) C C, tal que |z,| — |C|,

eriste um x € X tal que x, — x.

Demonstragao: i) — ii). Vamos supor i) e seja C' C X convexo e fechado e (z,) C C
tal que ||z,|| — |C]. Como (x,) é um conjunto limitado e X é um espago reflexivo,
existe uma subsucessao (z,,) de (z,) e x € X tais que z,, — z. Pelo Lema 5.13,
x € C9 e como X é reflexivo e estritamente convexo, x é, pelo Teorema 5.14, o tinico

ponto de C°. Logo, x, — x. Além disto ||z]| = |C| = hm |n|| = limsup ||z,||. Por
n—oo
(5.2) segue-se que z,, — .

ii) = i) Vamos supor ii) e seja C convexo e fechado e (z,,) C C tal que ||z, || — |C|.
Por hipétese existe x € X tal que z,, — 2. Pelo Lema 5.13x € C° donde C° # 0 e,
portanto, X é reflexivo pelo Teorema 5.14. Se y € CY entdao a sucessdo (z,), onde
Zon = Tp € Zont1 = Y € tal que ||z,|| — |C|. Logo, existe z € X tal que z, — z. Mas

dai vem y = z = z. Logo, X é estritamente convexo pelo Teorema 5.14.

Resta demonstrar que é valida a propriedade (5.2). Seja, para isto, (z,) C X

tal que z,, — zo e limsup ||z, | < ||zo||. Pelo Exemplo 3.3, ||zo|| < hmlnf |z, ||. Logo,

n— 00
lim ||z,| = ||zo||. Como dessas hipéteses resulta que - H
n—+oo YT S HiUoH
' ol H = 1, pode-se, sem quebra da generalidade, supor que ||zo|| = 1, 0 que serd
feito. Seja z§ € F(x); portanto (z§,zo) = ||z§]| = ||zol| = 1. O conjunto C = {z €

X;(x§,z) > 1} é convexo e fechado e como zg € C e ||zg| = 1 tem-se |C| < 1. Além
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disto, de z € C' e ||z|| < 1 vem

absurdo porque

ﬁ” =1e (z§,x) < |x§|]| = 1 para todo x tal que ||z|| = 1; logo,
z

|C| =1 e, portanto, zg € C°. Segue-se, pelo Teorema 5.14, que x é o tinico elemento
de C° pois, pelo que ja foi demonstrado, X ¢é reflexivo e estritamente convexo. Nao

é restritivo supor que (z(j,z,) > 0,n = 1,..., visto que lim (x{,z,) = (x§, o) = 1.
n— o0

Pondo, entao, v, = x,/{(z{, zn) temos (xf,yn) = 1 e |lyn|| — 1, ou seja, (y,) C C e
lynll — |C|. Segue-se dai, por ii), que existe y € X tal que y, — y; pelo Lema 5.13
y € C°, donde y = xq visto que zg é o tinico elemento de C°. Logo v, — x¢ e portanto,
Tn, = (T, Tn)Yn — To uma vez que (xf, x,) — (x, zo) = 1. Logo, X tem a propriedade

(5.2).

5.16 - Teorema: Seja X um espaco de Banach reflexivo com norma || -||. Entao existe
uma norma | - |, equivalente a || - ||, tal que X e X* sao estritamente converos quando
munidos de | - | e |- |*, respectivamente.

Esse importante teorema, cuja demonstragao serd omitida, é devido a Asplund [1].

5.17 - Definicao: Diz-se que o espago de Banach, X, é liso no ponto = € X se F(x)

contém um tunico elemento; diz-se que X é liso se X é liso em todos os pontos de Ux.

5.18 - Proposicao: Se X ¢ liso entdo X € liso em todos 0s seus pontos.

Demonstragao: Decorréncia imediata de iii) da Proposicao 2.1.

5.19 - Teorema: i) Se X* € estritamente convexo, entdo X € liso;
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ii) Se X* € liso, entao X € estritamente convezo.

Demonstragao: i) Seja x € Ux. Pela Proposigao 2.1, F(z) é convexo e F(z) C Ux-~.
Mas, por hipétese, Ux+ nao contém segmentos préprios. Logo F'(z) tem um unico
elemento, i.e., X é liso no ponto x.

ii) Vamos supor que X* seja liso e que os elementos z,y € Ux sao tais que o

segmento de extremos x e y estd contido em Uy . Decorre daique (x4 y)/2 € Ux. Seja

z* € F((z +vy)/2). Teremos

(5=)+ (5) = (552 ) =1 =1

Mas,
T x . 1
22 < IS = 5
2 2 2
Y o« Yo - L
£2) <12 = 5.
2 2 2
Logo, (z,z*) = (y,z*) = 1, donde lembrando que X C X** xz,y € F(z*).
Portanto, x = y uma vez que X* é, por hipdtese, liso; assim, Ux nao contém segmentos

proprios, i.e., X é estritamente convexo.

5.20 - Corolario: Seja X reflerivo. Entao:
i) X € estritamente convexo se, e sé se, X* € liso;

ii) X € liso se, e s se, X* € estritamente convezxo.

Demonstragao: Ambas as afirmagoes decorrem do Teorema 5.19 e de X** = X.

6. Diferenciabilidade da norma de X

Seja X um espago de Banach. Vamos por, Vz,y € X,

[z + Myl = [l _
A

[xvy])\v )‘7&0
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6.1 - Proposicao: Sdo vdlidas as sequintes propriedades:

i) Va*e F(x) tem-se

(%, y) < ||=ll[z,y], se A>0.
ii) A fungao A — [-, -], € ndo decrescente em R\{0};

(%, y) = ||=ll[z,y], se A<O.
iii) Vz*e F(x+ \y) tem-se

(" y) = [l + Myl gl A>0

(2" y) < llz + Ayll[z, 9], A <O

iv) =yl <[z,yl, se A>0
Iyl > [x,y], se A<O.

Demonstragao: i) De z* € F(x) vem
(@ @+ Ay = |lz]|* + AMz™, y)
e dai,
Ma*,y) = (@ 2+ Ay) = [l2l® < [lzllllz + Ayl = l2]® = A, y],

donde as desigualdades i).

A
ii) De 0 < A < pp vem 0 < — < 1 donde
I

|z + Myl =

Al

A A A
r—=x+=r+ =pyll < (1—= )|z + = |z + pyl|-
peoopp T p

Logo,

A
|z + Ayl = [z]] < m (llz + pyll = ll[])
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e, dai,
e+ 20l - el |Iw+uzﬂ\—HwII’ o eyl < eal,
De)\<,u<0vemo<§<1donde
o+l = o= Lo+ Bat Syl < (1= 5) llall + X 2+ il
Logo,
2+ pyl| = llell < 5 (e + Ayl =[]
e, dai,

[z + pyll = ll2l] o [lz + Ayl = [[=]]
W - A

) i'e'7 [xvy])\ < [xvy]/l'

Portanto [z, y]) é nao decrescente em (—o0,0) e em (0, +00) donde, por i) é ndo decres-

cente em R\{0}.
iii) Temos, Vz* € F(z + Ay) e A > 0

z+ Ml|?2 = ||z||||x + \y z+ Myl = [(z*, x
e+ dull ol = 2200 =l Ayl e Ayl = )]

<Z*,fc+ky;— (5 2) <Z*,w>+k<z1’y> il LCARECD ] I ()

Se A < 0 as desigualdades sao vélidas com o sinal invertido.
iv) Por i) tem-se —|z| - |ly]| < (z*,y) < [|z]|[=,y],, VA > 0 e Va* € F(z). Logo,
—llyll < [z, y], VA > 0.

A segunda desigualdade tem demonstracao analoga.

Por ii) e iv) a funcdo [z,y], tem, Vz,y € X, um limite a direita [m,y]+ e um
limite & esquerda [z,y] quando A — 0 e

[z,y], = inf [z, y])
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[x,y] = sup[z,y],.
A<0

6.2 - Proposigao: Sao validas as sequintes propriedades da derivada [ -, - ]+:
i) [az, Byl = |8z, y], se af >0

i) [z, 0 +yl, = allzl| + [z, y],

iii) —[z, =yl <[z,yl,

) |z, yl, | < llyll

v) [2,8y], = Blz,y],

Demonstragao: i) Temos, para af > 0,

_ llaa + ABy| — Jlaz] _

[amuﬁy])\_ by
122 + My|| — || 2] lz + A2y — |||
= | = B = IBlle. vl

A2

Tomando o limite quando A — 0, A > 0, temos a igualdade i).
ii) Se a = 0 a igualdade ii) é trivial. Seja a # 0 e A\g tal que 1 +Aa > 0se 0 < X < Ag.

Para 0 < A < A, temos, entao,
|[.’L’, Oé.’L’—f—y])\ - [x7y])\ - OéHIL’H |

[z + Aox + Ayl — |zl — [l + Ayll + llz]] = Aafl]]
A

_ ' [(1+ Aa)z + Ayl — [z + Ayll — Aallz]

A
“ (a4 x|z x4+ Myl = Az
| DN TN Y
=12 (|| + -2 le+ Mgl +a 2+ —2yll - |12
DY :c 1+)\ay v y @ 1+)\ay
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< |3 (o + =2yl = o+ 200 [+ |a (o + —2—y] -l
A v 1+)\ay v y U 1+)\ay v
— |z + —z—My||+ |a| ||z + A — |||
= 1+ 2’ 4 1+ A’
1 A
— -1 -
o I+ o (o 5y - )| 0

quando A — 0. Daf vem [z, ax +y] = ofz| + [z,y],.

iii) Temos VA > 0

_ e+ Ayl =l 4 [l = Ayl = [l]
)

[mvy])\ + [.I, _y])\

=~ ([ + 2yl + llz = Ayll = 2[jzl)) = T (lz + Ay + 2 = dy[| = 2]|z]]) = 0.

> =
> =

L0g07 _['x?_y])\ < ['x?y])g VA> 07 donde —[$,—y]+ < [$,y]+-

iv) Temos

_ Nz Ayl = el flll 4+ Allyll = [l«]

R < : = llyl, ¥A >0,

donde [z,y], < |ly[|. Por outro lado, de iv) do Lema 6.1 vem —||y[| < [z,y] . Logo
[z, y] | < llyll-
v) Se 8 =0 a desigualdade a demonstrar é trivial e se 8 > 0, é vélida por i). Se 8 < 0
tem-se, por i) e iii),

6[$,y]+ = _|ﬁ|[’r7y]+ = —[.’L’, |ﬁ|y]+ = —[.I, _ﬁy]+ < [muﬁy]+

6.3 - Lema: Para cada x,y € X existe 2™ € F(x) tal que (z*,y) = ||z|[z, ] .

Demonstracgao: Se z e y forem linearmente dependentes, y = px para algum p € R e

como, para A suficientemente pequeno, 1+ Ap > 0, tem-se

|z + Apz| — llzll _ (1 + Ap)z| — |lz|
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Por outro lado, para todo z* € F(z) tem-se (x*,y) = (z*, px) = p||z||>. Nesse caso
tem-se, entdo, (z*,y) = ||z[|[z,y], para todo z* € F(x).
Sejam x e y linearmente independentes, V' o subespaco de X gerado por x e y e

&* o funcional definido em V' por
(€ az + By) = al|z| + Blz,y] .,

i.e., o funcional que toma o valor ||z[| no ponto x e o valor [z,y] no ponto y. Teremos,

por ii) , iv) e v) da Proposigao 6.2,

(€ ax + By) = allzl| + Ble, yl, < aflzll + [z, fyl, = [z, ax + Byl < |lax + Byl|

Logo, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe {§ € X* que estende £* a X e é tal que
1€5]] < 1. Como & é uma extensao de £*, &} coincide com £* nos pontos z e y, i.e.,

(€1, @) = [lz]l e (&7, y) = [z,y] . Portanto, pondo ™ = [lz[|{T temos
l]]* = (", @) < ™| - ||])-
Logo, ||z|| < ||x*|| e como de ||€F]| < 1 vem ||z*|| < ||z, tem-se ||x*|| = ||z||. Portanto,

e F(z) e (2% y) = |z, y],.

6.4 - Teorema: Pondo (y,x) = sup{(y,z*),z* € F(x)}, entdo

(y, 2), = [lllfz, v, - (6.1)

Demonstragao: Temos, por ii) da Proposigao 6.1, (y,z*) < ||z[|/[z,y],, Vz* € F(x) e
VA > 0. Logo, (y,2*) < [|z|l[z,y] ., Va* € F(x) e, portanto, (y,z), < ||z[[z,y],. Por
outro lado, pelo Lema 6.3, (y,z)s > ||z|/[z,y], . Logo, (y,z)s = |z[/[z,y]+.
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6.5 - Teorema: Sdo vdlidas as propriedades:
i) (az +y,2), = allz]® + (y,2),;
ii) (By, ax), = afly,z), se aBf =>0;
i) (y + 2z,2), < |zl - l[2] + (y, ), ;

iv) a fungdo (-, -), : X x X — R € semicontinua superiormente;

v) [y, 2) | < llzll llyll.

Demonstragao: i), ii) e iii) sdo conseqiiéncias imediatas da defini¢ao da fungao (-, ),
e das propriedades do supremo. iv) Para todo A > 0, [-,-], é uma fungao continua de
seus dois argumentos. Portanto o invélucro inferior, [-,-],, da familia {[-,-]\; A > 0} ¢
s.c.s.. Pelo Teorema 6.4, (-,-), ¢é, pois, s.c.s.. v) Temos, pelo Teorema 6.4, [(y,z), | =

||| [[z,y] |, donde v), por iv) da Proposicao 6.2.

6.6 - Teorema: Seja x € X, x # 0. Sao equivalentes:
i) X € liso no ponto x;
ii) Toda aplicagao dualidade de X é demicontinua no ponto x (i.e., continua quando
X estd munido da topologia da norma e X* da topologia fraca —x ).

iii) A norma de X é diferencidvel a Gateaux no ponto x.

Demonstragao: Vamos supor que a aplicagao dualidade f nao seja demicontinua no
ponto z. Entdo existe uma seqiiéncia (x,) de elementos de X tal que z,, — x mas
(f(zn)) nao converge fraco—* a f(x). Passando a uma subseqiiéncia, se necessdrio,
podemos determinar uma vizinhanca fraca—*, V', de f(x) tal que f(z,) ¢ V,n=1,....

Pelo Teorema de Alaoglu, (f(z,)) tem um valor de aderéncia fraco—*, z*. Temos
[ (2", 2) = l2|*| < [ (2", 2) = (f(@n), )] + [ (@n), @) = {f(20), 20) |+
+{f(@n), zn) = ll2l®] = Kz* = flan), 2)| + [(f(@n), 2 — za) |+

Hllzall® = ll2l* [ < ™ = f(@n), )| + [ @)l 2 = znl + | lzall® = ll2]*]. (6.2)

Como z, — x tem-se que ||z — z,| — 0, [|z,| — ||z|| e que {f(z,)} é um conjunto
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limitado. Dado ¢ > 0 existe, pois, ng tal que || f(z,)| |z — 2ol + | |2nll® = ||z||?| < €
para todo n > ng. Além disto, como x* é valor de aderéncia de (f(x,)), existe m >
no tal que f(x,,) pertence a vizinhanca fraca—* {{ € X*;|[(z* — £, x)| < €} de z*,
ie., |(z* — f(zm),x)| < e. Logo, (z*,x) = ||z||?, por (6.2) e, dai, ||z| < ||z*||. Por
outro lado, ainda de z,, — =z resulta que dado § > 0 existe um indice n; tal que
lzn|| < ||z]| + 6 Yn > ny e, portanto, ||f(z,)] < |||+ Vrn > ny. Além disto, a bola
{€e X*||€|| < ||z|| + 0} é fechada na topologia fraca—*. Logo, ||z*|| < ||z| + 9 Vd > 0,
donde ||z*|| < ||z||. Portanto, ||z*| = ||z| e, assim, 2* € F(x). Mas supondo i), F(x)
tem um s6 elemento donde z* = f(z), i.e., f(z) é um valor de aderéncia de (f(z,)), o
que estd em contradigdo com a escolha de (f(zy,)).

ii) = iii). Fazendo z* = f(z) e z* = f(x + Ay) em i) e iii) da Proposigao 6.1
tem-se, para A > 0,

(f(@),y) < llzlllz, 9]y, e (Flz+ ),y = llz+ Mylz, 9],

Logo, por ii) vem (f(z),y) = ||z|/[z,y], . Analogamente, ainda por i) eiii) da Proposi¢ao 6.1

e a continuidade de f tem-se (f(x),y) = ||z||[z, y]_. Portanto,
. _ /@)
}\%[’r7y])\_ < H.CC” Y ) Vy€X7

i.e., a norma de X ¢é diferencidvel a Gateaux no ponto x.
iii) = i). Se a norma de X ¢ diferencidvel a Gateaux no ponto z, entao [z,y], =
[x,y]  Vy € X. Mas, entdo, por i) da Proposi¢ao 6.1 tem-se, Va* € F(z),
(", y) = [|z||[z,y],, VYyeX.
Logo, F(x) tem um sé elemento, i.e., X é liso no ponto x.

6.7 - Proposicao: Seja X* estritamente convexo. Entao:

i) O operador dualidade € univoco e demicontinuo.
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ii) A norma de X € diferencidvel a Gateauz em todo ponto x # 0.

Demonstragao: Decorréncia imediata dos Teoremas 5.19 e 6.6.

6.8 - Observacoes: a) Pelo Teorema 6.6 a norma de X ¢é diferenciavel a Gateaux no
ponto = # 0 se e s6 se F'(z) consta de um dnico ponto e, portanto, se e sé se todas as
aplicacoes dualidade coincidem no ponto z. Logo, se a norma de X for diferenciavel a

Gateaux no ponto x # 0, teremos

lim [z, y], = <%y>

para toda aplicacao dualidade f, i. e., f(z)/||z| é a derivada de Gateaux da norma de
X no ponto x, qualquer que seja a aplicagao dualidade, f.

b) Para que a norma de X seja diferencidvel a Gateaux no ponto z é suficiente
que, para todo h € Ux, exista o limite de [z, h], quando X tende a zero. Com efeito,
se isto acontece e y € X, y # 0, entdo, como y/||y|| € U y, existe o limite de [z,y/[/y|l],

quando A tende a zero e

AN | .
Iyl lim |z, 2| . = ||y|| lim H‘”Anyn ) =l
S ) R e \
I e e G 7
L S T ! _
N PV [ 3
=] 1
o0 lim [z, ],

i.e., existe o limite de [z,y], quando A — 0 e, portanto, a norma de X ¢é diferencidvel a
Gateaux no ponto x por i) da Proposicao 6.1.
c¢) Se a norma de X é diferencidvel a Gateaux no ponto x, o mesmo acontece no

ponto kx, Vk >0 e

;ig(l)[kw,yh = <%y> VyeX,
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i.e., a derivada a Gateaux da norma de X tem o valor constante f(x)/||z| ao longo do

raio {kx; k > 0}. Com efeito, tem-se

kx4 \y|| — ||kz z+ 2y — Il
k

Logo, pondo \/k = pu,

: L _ /I
lim [kz, y], —ilg%[m,y]u— < B VyeX.

Pela Observacao 6.8a), se a norma de X for diferencidavel a Gateaux em um
conjunto C' C X, entao todas as aplicagoes dualidade de X coincidem em C' e, portanto,

se f é uma qualquer delas tem-se, levando em conta a Observagao 6.8b),

lim [z, y], = <%,y> VyeUx,

A—0

em cada ponto x de C. Quando a convergéncia é uniforme em C, diz-se que a norma de
x é uniformemente diferencidvel a Gateaux em C'. Portanto, a norma de X é uniforme-
mente diferencidavel a Gateaux em C se, e s6 se, dado € > 0 pode-se, para cada y € Ux,

determinar Ao > 0 tal que, qualquer que seja a aplicacao dualidade f, tem-se

'<%,y>—[w,yh

6.9 - Proposigao: Se C ¢ limitado e tal que |C| > 0 entdo a norma de X ¢é uni-

<e Vzel se 0<|A< A

formemente diferencidvel a Gateaux em C se e so se ela € uniformemente diferencidvel

a Gateauz no conjunto C; = {h;h = z/||z||,z € C}.
Demonstragao: Fazendo k = 1/||z|| e k = ||z|| em (6.3) tem-se, para todo x # 0,

Liy} A= [l € vl = {H—i”y} Mzl o
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Suponhamos que a norma de X seja uniformemente diferenciavel a Gateaux no

conjunto C. Entao, dados € > 0 e y € Ux existe A\g > 0 tal que

’<%,y>—[w,yh

donde, por (6.4),
‘<W‘y> - {My} Ml

Vo e Csel< |\ < e, portanto, se 0 < |A|/ [|z|| < Ao/ ||z||. Mas, por hipdtese, existe
M tal que ||z|| < M Vz € C. Tem-se ||z|| > |C|. Logo, ||/ |z|| < X/|C|Vx € C,
entao |A|/||z|| < Xo/|C| Vz € C e, portanto,

\ERNIETE

i.e., a norma de X é uniformemente diferenciavel a Gateaux em C7.

<eVazel se 0<|A <)

<e

<e Vezel se 0<|ul < —. (6.5)

Reciprocamente, suponhamos que a norma de X seja uniformemente diferenciavel

a Gateaux em C. Entao, dados € > 0 e y € Ux existe A\g > 0 tal que

NI

Portanto, por (6.4),

'<%,y>—[m,y]u

i.e., a norma de X é uniformemente diferencidvel a Gateaux em C.

<e Vzel se 0<|A <A

<e Vzel se 0<|A< Ao,

donde

<e Vzel se 0<|ul <M,
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Vamos dizer que a norma de X é uniformemente diferencidvel o Gateaux se
ela for uniformemente diferenciavel a Gateaux em Ux. A Proposicao 6.9 justifica essa

definicao.

6.10 - Teorema: Sao equivalentes:

i) A norma de X € uniformemente diferencidvel a Gateaux;

ii) O operador dualidade de X ¢é univoco e uniformente demicontinuo em todo
conjunto limitado (i.e., uniformemente continuo estando X munido da topologia da

norma e X* da topologia fraca—*).

Demonstragao: i) = ii). Vamos supor que a norma de X seja uniformemente dife-
renciavel a Gateaux. Como dai resulta, pelo Teorema 6.6, que F é univoco, resta
mostrar que para cada € > 0, M > 0 e z € X existe § > 0 tal que se ||z < M e
|z —y|| < 6, entao |(F(z)— F(y),z)| < e. Isto equivale a mostrar que as hipGteses
|znll < M, ||zn —ynll = 0 e [(F(zn) — F(yn), 2)| > €0 >0, n=1,..., levam a uma
contradicao. Suponhamos satisfeitas essas hipdteses. Se x,, — 0 entao y,, — 0 donde
1P (@) = lzall = 0 ¢ [Pl = lyall = 0. Logo, [|F(2n) — F(ya)| — 0 donde
[(F(2n) = F(yn), 2)| < [F(xn) = Fyn)ll 2] = 0, ie, [(F(zn) = F(yn), 2)| = 0, uma
contradicao. Passando a uma subseqiiéncia, se necessario, podemos supor, entao, que
|zn|| > a>0,n=1,.... Resulta que existe ng tal que ||y,| > «/2 para todo n > ny.

Seja i > 0 e n > ng. Por i) pode-se determinar \g tal que

(o) -] <5 o [(The) -

lynll
Mas

<% se 0<|A <A

[2n + Aozl = llznll _ [lyn + Aozl = llynll
)\0 )\O

<

l2n: 213, = s 2,

|70 + Aoz|| = [lyn + Xoz|
Ao

[nl =

<
= Ao

_|_

2
0
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st = )| <
(),

N '<F(yn) Z> N

quando n — 0o e como

< ' +’[mnvz]>\0_[ymz]>\0 +

2
<pt = zn =yl

lynll Ao
tem-se
lim sup ’<F(mn) — F(yn>,z> < p
n—oo |\ l[znll llynll
e dai, <7":(ch’) — ﬂ;y]),z> — 0 quando n — oo, pela arbitrariedade de p. Além
disto,

’<F(wn) F(yn) Z>’:’<F(wn) F(yn) Z>_<F(yn) F(yn) Z>'Z

el llynll lzall Nzl lynll — llnll "

Z'<F(fvn) F(yn) Z>'_’<F(yn) F(yn) Z>’:

lznll ]l lynll Nzl

1 1 1

= o {F ) = Flyn), 2)| - ’ ol Teog | [(F )2 2
> L (F(n) = Fyn), 2)l = s [ F @)l 2] - 2 =yl
- M ’ CEQ n n n

Logo,

F(zn)  F(yn) 2M
[(F'(zn) = F(yn), 2)] SM’< - 2 )|+ = 1E @)l - 20 2n = ynll
[znll Nlynll a?
e como ||F(yn)|| = ||lynll é, por hipétese, limitado tem-se [(F(x,) — F(yn), z)| — 0, uma

contradicao. Logo F' é uniformemente demicontinuo em todo conjunto limitado.



52 PRELIMINARES CAP. 1

i) = i)
Vamos supor ii) verdadeira. Pondo z* = F(z) e 2* = F(xz+\y) em i) e iii) da Proposigao

6.1 temos, para x,y € Ux

F(z+ M\y)
<W,y> <lz,y], < (F(x),y) se A<0
(F(x),y) <[z,y], < <H,y> se A>0.
Logo,
ol — (Pl < [ (T ) — (o), (6:6)

Mas sendo C = B(0,1 + p)\B(0,1 —p),0 < p < 1, onde B(0,r) é a bola aberta de
centro na origem e raio r, um conjunto limitado, F' é uniformemente demicontinuo em

C. Logo, dado € > 0 e y € Ux existe A\g > 0, A\g < p, tal que para todo = € Ux tem-se
[(F(z+ Ay),y) — (F(x),y)] <& se 0<[A < Ao

Mas, entdo, (F(x+M\y),y) converge a (F(x),y) uniformemente em Ux e como 1/||z+Ay||
converge a 1/||z|| uniformemente em Ux e essas fungoes sdo limitadas parax € Ux e 0 <

F(z + \y)
[l + Xy

Por (6.6) segue-se que, para cada y € Ux, [v,y], converge a (F(z),y) uniformemente

|IA| < p, o produto delas < ,y> converge a (F'(z),y) uniformemente em Ux.

em Uy, i.e., a norma de X é uniformemente diferenciavel a Gateaux.
Recorde-se que uma aplicacao ¢: X — Y, onde X e Y sao espacos de Banach, é
diferencidvel a Fréchet no ponto z € X se existe uma aplicacao L(z): X — Y, linear e

continua, tal que V y € X tem-se

o +y) —p(r) = L)y + w(z,y)
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onde

y=0 [y

=0, y#0.
6.11 - Lema: Uma aplicacao p: X — Y é diferencidvel a Fréchet no ponto x se, e so

se, @ € diferencidvel a Gateaur no ponto x e

hm¢@+kw—¢@)
A—0 A

= ¢'(z)y (6.7)

uniformemente em y no conjunto Ux, onde ¢'(x) designa a derivada de Gateaux de ¢

no ponto .

Demonstracgao: Se ¢ é diferencidvel a Fréchet no ponto = tem-se, para y € X,
ez + My) — p(x) = L(z) y + w(z, Ay),

onde
i 225 AY)

— 27 =0. 6.8
o Tl (6:8)

Mas de (6.8) vem iir% w(z, A\y)/\ = 0 e a convergéncia é uniforme em y no conjunto
—

Ux. Logo,

hmw®+kw—w®)
A—0 A

= L(z)y

e esse limite é uniforme em y no conjunto Uy, i.e. ¢ é diferenciavel a Gateaux no ponto
x e o limite (6.7) é uniforme em y no conjunto Ux. Reciprocamente, vamos supor que

essa condicao seja satisfeita. Se y € X, seja A= ||y|l, h=y/||y| e
w(x, A\h) = o(z + Ah) — o(z) — ¢’ (z)\h.

Entao

lim w(x, \h)

=0 uniformente em h no conjunto Ux (6.9)
A=0 A
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e, portanto,

A—0 )\ = S0 H)\hH y—=0 ||yl

Logo, o(z+y) —¢(x) = ¢'(z)y +w(z,y) com lin%) w(z,y)/|ly|| = 0 i.e., ¢ é diferencidvel
y—r

a Frechet no ponto x.

6.12 - Teorema: Seja X um espaco de Banach. Sao equivalentes:
i) A norma de X ¢ diferencidvel a Fréchet no ponto x # 0;

ii) Toda aplicagao dualidade, f, € continua no ponto x.

Demonstragao: Seja i) vélida. Vamos mostrar que se f: X — X* é uma aplicagao
dualidade e 2, — x em X, entdo f(z,) — f(2) em X*. E bastante demonstrar que

f(xn)/||lznll = f(z)/]|z]] em X* porque se isto acontecer teremos

flen) — f(=)

[zl {2l

1f(zn) = F(@)]] = [zl

flan)  flo)  flx) =)

y nu\ @ @) J@))
feal ~ Tl el Tl
f(zn) f £ 1
< Jlzl (\ (@) 1@l = 0
Teal ~ Tl Il Tl ™ T nu

quando n — oo visto que a sucessao (||z,||) é limitada. Ponhamos para simplificar a

escrita, z/||zl| = w , an/||znl = un , f(2)/l|2] = w e f(zn)/]|2znl = u;,. Teremos
[ (s w) = 1] = [{un, w) = (up, un)| = [(ug, w = un)| < Jlug |[llu = un ]l =0
uma vez que ||u}|| =1 e u, — u. Logo,

(uy,u) -1 quando n — oo. (6.10)
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Se existir n, tal que v, = u* para todo n > ny nada ha demonstrar. Caso contrario,
passando a uma subseqiiéncia se necessario, podemos supor que w) # u*, n =1,....
Dai vem (u),u) < (u*,u), n=1,..., pois de (u),u) < |lu’||lu||=1e (u*,u) =1 vem
(uk uy < (u*,u) e se, para algum n, (u},u) = (u*,u), entdo u} € F(u), donde v} = u*
pois u* € F(u) e, pelo Lema 6.11 e o Teorema 6.6, F'(u) tem um dnico elemento. Tendo

em vista (6.10) temos entao,

*

(u*u) — (ur,u)y >0, n=1,...,(u*,u) — (u,, u) —0. (6.11)

Suponhamos que u) /4 u*. Passando a uma subseqiiéncia, se necessario, temos

para alguma seqiiéncia (z,) de elementos de Ux e algum o > 0

(uy —u®,zp) >2a>0, n=1,....

Entao
1 *k *
—(uy —u*,zp)—1>1, n=1,...
Q
e temos
*k * * *k ]' E3 *
<’LL ,’LL) - <un7u> S ((u 7u> - <un7u>)(a<un —u ,Zn> - 1) =
* * 1 * E3 E3 E3
= (up, w) = (0" u) + — (", w) = (ug, w)){uy — ™, 2n) =
1

(up, — ™ u A —((u, u) = (up, u))zn) <

< [(up, u+ é(w*,w = {un, w))zn) | =

G () = G ) ) <

< Jlu+ é(@f’w = {un, w))zn | = flull =
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1
Dai, pondo y,, = —({u*,u) — (u}, u))z, vem, por (6.11), v, #0,n=1,...,y, —
a
0 quando n — occ e

<u*7u> - <’U,:,’U,> < ||’LL+ yn” — ||u|| - <U*7yn> _ w(uuyn>

O0<a= < =
[yn]] [yl [y

Y

pois a norma de X sendo, por hipotese, diferenciavel a Fréchet no ponto x, é diferenciavel
a Fréchet no ponto u e sua derivada a Fréchet no ponto u coincide com a de Gateaux
que é u*. Mas isto é um absurdo visto que nli_)rg() w(u, yn)/|lynl|l = 0. Logo, ul — u*,
q.e.d..

Reciprocamente, seja ii) valida. Fazendo x* = f(z) e z* = f(z + Ay) em i) e iii)

da Proposigao 6.1, decorre da continuidade de f que

i 12T Al = Nl _ <f(a:) > |

A—0 A x|’

uniformemente em y no conjunto Ux. Logo, pelo Lema 6.11, a norma de X ¢é dife-

renciavel a Fréchet no ponto z.

6.13 - Definicao: Diz-se que a norma de X é uniformemente diferencidvel a Fréchet
se ela for uniformemente diferenciavel a Fréchet em Ux.

Do Lema 6.11 resulta que a norma de X ¢ uniformemente diferencidvel a Fréchet

f(z)

se, e s6 se, [z, Y]\ — <W,y> quando A — 0, uniformemente em x, y no conjunto Ux.
x

6.14 - Definigao: Diz-se que um espago de Banach X é uniformemente liso se dado

e > 0 existir § > 0 tal que se z € Ux e ||y|| < §, entao
Iz +yll+ llz —yll <2 +ellyl.

Do teorema a seguir resulta que se X é uniformemente liso entao X ¢ liso.



86 DIFERENCIABILIDADE DA NORMA 57

6.15 - Teorema: Seja X um espaco de Banach. Sao equivalentes:
i) X € uniformemente liso;
il) X* é uniformemente convero;
iii) O operador dualidade, F, é univoco e uniformemente continuo, em todo conjunto
limitado;

iv) A norma de X € uniformemente diferencidvel a Fréchet.

Demonstragao: i) = ii). Seja e > 0 e z*,y* € Ux~ tais que ||[z* — y*|| > . Supondo

i) verdadeira, existe 6 > 0 tal que
£
Iz +yll + llz =yl < 2+ Fly|

se © € Ux e ||y|| < §; de [|[z* — y*|| > e resulta que, para algum y tal que ||y|| = §/2,
tem-se (z* —y*,y) > £4§/2. Mas entdo

[ +y*[| = sup{(z" + ", x); 2 € Ux} =

=sup{(z*,z+y)+ (¥, x—y) — (@" —y",y);x € Ux} <
<sup{llz +y||+ |z -yl —€d/2;x € Ux} <

€ 1) 1)
<24 = - — =2 —

o que mostra que X * é uniformemente convexo. ii) = iii). De ii) resulta pela Proposicao
5.11 e o Corolario 5.20 que F' é univoco. Para demonstrar que F' ¢ uniformemente
demicontinuo devemos demonstrar que para cada € > 0 e cada M > 0 existe 6 > 0 tal
que ||z|| < M e ||z — y|| < § implicam ||F(z) — F(y)| < e. E bastante demonstrar que

as condigoes
[znll < M, fln —yull =0 e [[F(zn) = Flyn)ll 2 €0 >0, n=1,...

levam a uma contradigao.
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De z,, — 0 vem y,, — 0, donde ||F(z,)| = ||zn]| — 0 e [|[F(yn)| = |lynl|l — O.
Logo, ||F(xy) — F(yn)|| — 0 e, nesse caso, tem-se uma contradigao. Podemos, entao,
supor que ||z, > a > 0, n = 1,.... Resulta que para n suficientemente grande,

|lynl| = /2 > 0. Vamos por u,, = x,,/||zn]|| € v = yn/|lyn|. Entao u,,v, € Ux e

Ty — 1 1
n=Yn ( B )yn
[ | [znll llynll

Como F(uy), F(v,) € Ux~ tem-se

Tn

(Un,, F(un) + F(vy)) = (Un, F(up)) + (vn, F'(vp)) + (Un, — v, F(vy)) >
>14+1—||up —vp| — 2
e, portanto, como (U, F'(uy) + F(vy)) < ||F(un) + F(vy,)|, tem-se

liminf | F'(uy,) + F(vy)]| > 2.

n—oo

Da convexidade uniforme de X* segue-se agora que || F'(u,) — F(v,)|| — 0 e como de

F(zn) = Fyn) = [lzall(F(un) = F(vn)) + (lzal = llynl) F(vn) (6.12)

e l|zn|| £ M vem ||[F(z,) — F(yn)|| — 0, tem-se uma contradicdo. A igualdade (6.12)
é justificada por iii) da Proposic¢ao 2.1. iii) = iv). Suponha-se iii) verdadeira. Entao,
exatamente como na demonstracao do Teorema 6.10, F' é uniformemente continua em
C = B(0,14+p)\B(0,1—p),0 < p < 1. Logo, F(x+ A\y) converge a F'(z) uniformemente
em Uy, relativamente a x,y e como 1/|z + Ay|| converge a 1/||z|| = 1 uniformemente
em Ux relativamente a z, y, segue-se que F'(x+A\y)/||x+ Ay|| converge a F'(z) uniforme-

mente em Ux, em relagdo a x,y. Por (6.6) segue-se, dai, que }\in%)[:c,y]x = (F(x),y),
%

uniformemente em Uy relativamente a x,y. Logo a norma de X é uniformemente dife-
rencidvel a Fréchet, pelo Lema 6.11. iv) = i). Supondo-se a norma de X uniformemente

diferenciavel a Fréchet temos, pelo Lema 6.11,

[z + Xyl = =]l = (F(2), Ay) + w(z, Ay),
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onde )l\iH(l) w(z, Ay) /A = 0 uniformemente em Ux relativamente a x,y. Entdo, dadoe > 0
—

existe 0 > 0 tal que de 0 < A < 4§ vem

w<x7 )‘y) + w<x7 _)‘y>
A A

<,

ie.,

2+ Ayl + [lz = Ayll < 2+ €l[ Ay,

q.e.d..

7. Teorema do ponto sela (Teorema Minimax)

7.1 - Definigao: Sejam A e B conjuntos quaisquer. Diz-se que o ponto (xg,yg) de

A x B é ponto sela da aplicacao f: Ax B — R se
f('r()ay)Sf(x?yO)? \V/.’L’EA, vyEB (71)

Nota: A desigualdade (7.1) sendo valida para todo x € A e todo y € B é, em particular,
valida para x = xg, donde f(zo,y) < f(zo,y0), € para y = yo, donde f(xg,yo) <

f(x,y0). Logo (x0,y0) é ponto sela de f se e s6 se

f(wo,y) < f(zo,90) < f(z,v0), Vx€A VyeB, (7.2)
condicao que é freqiientemente tomada para definicao de ponto sela.
7.2 - Lema: Para cada aplicagdo f: A x B — R tem-se

sup inf f(z,y) < inf su r,Y).
sup inf f(z,y) < inf yegf( y)

Demonstracao: Tem-se, com efeito,

iggf(w,y) < f(z,y), Ve e A,Vye B
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donde

sup 1nf flz,y) < sup f(x,y) Vee A
yeB €A yEB

e dai,

sup inf f(:c y) < 1nf sup f(z,y).
yeB TE€EA A yeB

7.3 - Proposicao: A aplicagio f: A x B — R admite um ponto sela se, e so se,

min Stelgf(x y) = max inf f(z,y), (7.3)

onde substituiu-se inf por min e sup por max para indicar que o inf e o sup, respecti-

vamente, sao atingidos.

Demonstragao: Seja (xg,yo) ponto sela de f. Teremos por (7.2)

sup f(zo,y) = f(zo0,v0) = inf f(x,yo) (7.4)
yEB €A
e como
inf sup f(z,y) < sup f(zo,y) (7.5)
€A yeB yEB
e
mf f(x,y0) < sup inf f(x,y) (7.6)
yEB rEe

resulta que

inf sup f(z,y) < sup mf fx,y).
r€A yEB yEB T€EA

Dai e do Lema 7.2 tem-se

inf su T =sup inf f(z
inf yegf( ) sup xeAf( ,Y)
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donde, tendo em vista (7.4), é vélida a igualdade em (7.5) e (7.6). Portanto,

min sup f(z,y) = sup f(zo,y)

inf — inf .
mlrelAf(x,yo) max ;relAf(m,y)

Dai e de (7.4) vem a igualdade (7.3).
Reciprocamente, vamos supor que (7.3) seja valida e designemos por zg e o

pontos onde o infimo e o supremo, respectivamente, sao atingidos. Entao,

inf f(z,yo0) = sup f(xo,y)
€A yeB
e, dai,

f($,y0)2f($0,y>7 V:UEA,VyEB

que é (7.1).

7.4 - Teorema: Sejam X e Y espacos de Banach reflexivos, A e B subconjuntos
convexos, limitados e fechados de X e Y, respectivamente. Vamos supor que a fun¢ao
f:Ax B — R satisfaz as condi¢oes: i) Para caday € B, f(x,y) € uma fung¢ao convezra
e s.c.i.; i) Para cada x € A, f(x,y) € uma fungdo concava e s.c.s. .

Entao f possui um ponto sela (xo,yp) € A X B e

i — i — 7.7
min gleagf(m,y) max gggf(w,y) f(zo,yo0) (7.7)

Demonstragao: Vamos supor, inicialmente, que V y € B, f é estritamente convexa,

ie.,

f x1+$2,y = f(z1,y) = f(z2,y), w1,72€ A, implica x; = x3. (7:8)
2
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Das hipoteses resulta que A e B sao fracamente compactos. Pelo Teorema 3.20,
Vy e B, f(x,y) é fracamente s.c.i. e Vo € A, f(x,y) é fracamente s.c.s.. Logo, pela
Proposicao 3.15, Vy € B, f(x,y) atinge seu minimo em um ponto de A o qual, por
argumento andlogo ao usado em ii) do Teorema 5.14, é tinico. Representemos esse

ponto por ¢(y) e o minimo atingido em ¢(y) por m(y). Desse modo,

m(y) = min f(z,y) = fle(y),y) (7.9)

A fungéo m é concava pois Vyi,y2 € B e Vt € [0,1] tem-se

m(tyr + (1 —t)y2) = fgﬂ flz tyr + (1 —t)y2) >

> min [t (@, 1) + (L= 0)f (2, )] = ¢ min f(z, 1) + (1 = 1) min f (@, ) =

=tm(y1) + (1 — t)m(y2)

e é fracamente s.c.s. pois, por (7.9), é o invélucro inferior de fungdes fracamente s.c.s..

Portanto, m atinge seu maximo em um ponto yg € B. Temos, entdo, por (7.9)

m(yo) = I;leagm(y) = max min f(z,y) = fle(yo)yo)) < flw,90) VaeA (7.10)

Em particular, para z = ¢, = ¢(ty + (1 —t)yp), 0 <t < 1, y € B, temos
m(yo) = m(ty + (1 —t)yo) = fee, ty + (1 —t)yo) =

tf (e, y) + (1 —1) f(es,90) > tf (e, y) + (1 —t)m(yo)

e dai,

m(yo) > f(¢t,y), Vy € B. (7.11)

Como X ¢é reflexivo e A é limitado, A é fracamente seqiiencialmente compacto. Existe,

pois, uma sucessao (t,), t, > 0, t, — 0 e um xg € A tais que ¢;, — . Além disto,

tnf (@t y) + (1 —tn) f(@1,.90) < e, tny + (1 —tn)yo) < f(z, tny + (1 — tn)yo)-
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Logo, pela semicontinuidade de f(x,y0) e o fato que, por (7.9), f(p¢ y) é limitada
inferiormente por m(y), temos, no limite quando n — oo,

f(zo,y0) < hnﬂ_l)iofcl)ffﬁptmyo) <limsup f(z,t,y + (1 — tn)yo) <

n—oo

Sf(m7y0>7 Vo e A

Segue-se que zo = ¢(yo), donde o nao depende de (¢,,) e de y. Podemos, pois, passar
(7.11) ao limite e temos

m(yo) > f(zo,y), VYy€B. (7.12)

Por (7.10) e (7.12), (zo,y0) é ponto sela de f. Devido a semicontinuidade, o sup e o
inf em (7.3) sdo atingidos, donde a primeira das igualdades (7.7). A segunda resulta de
(7.10) e de z¢p = v(yo)-

Suponhamos agora que (7.8) nao seja necessariamente satisfeita. O espago X
sendo, por hipdtese, reflexivo, podemos, pelo Teorema 5.16, substituir sua norma por

uma norma equivalente e estritamente convexa, |- |. Ponhamos,

fe(x,y) = f(z,y) +elz|[, £>0.

Entao, Vy € B, f-(x,y) satisfaz (7.8), donde, pelo que ja foi demonstrado, f. possui

um ponto sela (z.,y.) € A x B. Portanto,

f(me,y) +elae| < flae, ye) + elae] < fla,ye) + elal. (7.13)

Pela compacidade fraca de A e B existem (g,), zg € A e yo € B tais que ¢, — 0,

Te, — To € Ye,, — Yo. Logo, passando (7.13) ao limite temos

n

f(wo,y) < Hminf(f(ze,,y) + enlre,|) < limsup(f(z, ye, ) + enlz]) <

n—oo n—oo

Sf(%%) VmEA,Vy€B~
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Logo, (xo,yo) é ponto sela de f.

8. Integracao das fungoes vetoriais

Seja (€2, A, u) um espago medida, X um espago de Banach e u:) — X uma
aplicagao de 2 em X.

8.1 - Definicao: a) Diz-se que u é uma fun¢ao simples se u toma apenas um numero
finito de valores. b) Diz-se que a funcao simples u é A-mensurdvel se u='(z) € A
para cada x € X. ¢) Diz-se que a fungao simples e A-mensurdvel u é p-integrdvel se

pu(ut(x)) < oo para cada x € X, x # 0; nesse caso a soma finita

[ =3t )

reX
z#0

¢é dita p-integral de u.

8.2 - Definigao: Diz-se que u é fortemente A-mensurdvel se existir uma seqiiéncia (u,,)
de fungoes simples e p-integraveis tal que w,, — u p-q.s. em £, i.e., ||u,(t) — u(t)|| — 0

u-q.s. em €.

8.3 - Proposigao: Temos: i) Toda funcdo simples e p-integrdvel € fortemente A-
mensurdvel.

ii) Se u é fortemente A-mensurdvel, a fun¢do numérica t — |u(t)||, que serd
representada por ||ul|, é A-mensurdvel.

iii) A soma de fungées fortemente A-mensurdveis é fortemente A-mensurdvel;
0s produtos de escalares e de func¢oes numéricas A-mensurdveis por funcoes fortemente

A-mensurdveis sao fortemente A-mensurdveis.

Demonstragao: i) é trivial. ii) Se (u,,) é uma seqiiéncia de fung¢oes simples e u-integraveis
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tal que u,, — u p-q.s. em €, entao (||u,||) é uma seqiiéncia de fungdes numéricas simples
e p-integraveis e tal que ||u,|| converge a ||u|| p-q.s. visto que |||u,||—||u||| < ||up—ul — 0

p-q.s. . iil) Demonstra-se como no caso das fungbes numéricas.

8.4 - Definicao: a) Diz-se que u é fracamente A-mensurdvel se a fungdo numérica
(u, z*) for A-mensuravel V z* € X*. b) Diz-se que u é uma fungao a valores separdveis
se Im(u) é um conjunto separavel; diz-se que u é u-quase a valores separdveis se existir
um conjunto N € A tal que pu(N) =0 e {u(t);t € Q\N} é separavel.

A demonstracao do Teorema a seguir serd omitida (cf. Yosida [1], Hille e Phillips

[1])-

8.5 - Teorema (Pettis): A funcdo u € fortemente A-mensurdvel se e sé se u for

fracamente A-mensurdvel e p-quase a valores separdveis.

8.6 - Proposicao: Se u é o limite u-q.s. de uma sequéncia de funcgoes fortemente

A-mensurdveis, entdo u € fortemente A-mensurdvel.

Demonstragao: Se u é o limite u-q.s. de uma seqiiéncia (u,,) de fungoes fortemente
A-mensuraveis, entao, pelo Teorema de Pettis, cada u,, é fracamente A-mensuravel e
p-quase a valores separaveis donde u tem idénticas propriedades e, desse modo é, ainda

pelo Teorema de Pettis, fortemente A-mensuravel.

8.7 - Definicao: Diz-se que u é p-integravel (no sentido de Bochner) se existir uma

seqliéncia (u,) de fungoes simples e p-integraveis que converge a u p-q.s. em € e tal que

nh—{%o/g |tr, — ul| du = 0.

Diz-se que (u,) é uma seqiéncia aprorimante de u.
Observe-se que a Defini¢ao 8.7 tem sentido visto que, de acordo com a Proposigao 8.3,

|, — u|| € uma fungdo numérica A-mensuravel.
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Seja u p-integravel e (u,) uma seqiiéncia aproximante de u. Entao,

’/undu—/umdu“ S/ [tn — tm | dp <
Q Q Q

[ o =l + [ fju = wnld = 0
Q Q

quando m,n — oo, 0 que mostra que a seqiiéncia ( / und,u) é convergente. Além
Q

disto, se (v,) é outra seqiiéncia aproximante de u, entao

’/undu—/vnduH g/ Hun—quu—F/ v, — ul|dp — 0,
Q Q Q Q

0 que mostra que o limite de / Uy, dp nao depende de (uy,). O limite
Q

/ud,u: lim [ w,du
Q

n—w Q

é dito p-integral de u (no sentido de Bochner).

8.8 - Teorema (Bochner): A funcdo fortemente A-mensurdvel u é p-integravel se e sé

se a fungdo numérica ||u|| € p-integrdvel.

Demonstragao: Seja u p-integravel. Como u é fortemente A-mensuravel, |lul| é A-
mensuravel, por ii) da Proposigao 8.3. Além disto, se (u,,) é uma seqiiéncia aproximante

de u, entdao como |lu|| < ||u — wy,|| + ||un| tem-se

/ lulldu < / lu — wnldp + / s < oo,
Q Q Q

uma vez que ||u,|| é p-integravel e / |u = un| — 0.
Q
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Reciprocamente, seja ||u| p-integrével e (u,) uma seqiiéncia de fungoes simples

e p-integraveis tal que u, — u p-q.s. em 2. Ponhamos, para ¢ > 0,

un(t) se |lup(@)] < [lu(@®)][(1+¢)
v (t) =
0 se  |Jun ()] > [lu@®)[I(1+¢).

Entao (v,) é uma seqiiéncia de fungoes simples e p-integraveis que satisfaz as condigoes
lim [lu—vn | =0 p-q.s. e [Jvn]| < [lul|(1+¢), donde [[u—vp|| < [[ull +||lvn || < 2/|ul/(1+¢).
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim / |lu — vp||dp =0,

n—oo

o que mostra que u é p-integravel no sentido de Bochner.
Boa parte da teoria classica da integral mantém-se na integral de Bochner. Vamos
citar apenas alguns resultados que serao usados. As respectivas demonstracoes nao

oferecem dificuldade.

8.9 - Teorema: a) Se u e v sdo fungoes p-integrdveis e o, 5 € R, entao au + fv €

p-integravel e

/Q(au%—ﬁv)dlt:a/ﬂudunLﬁ/ﬂvdu;

b) Se u é p-integrdvel, entao

H/ uduH S/ [[ul|dp;
Q Q

c) Se u é u-integrdvele A, € A, n=1,---, A,NA, =0sem#neA= J A,

n=1

entao

wdp = /udu,
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onde a p-integral de u sobre E € A ¢é definida por

/ud,u:/XEud,u
E Q

(xXp@)=1sex € E,xy(r)=0sex ¢ E).
d) Se Y € um espago de Banach, T: X — Y wum operador linear limitado e

u: 2 — X uma funcdao p-integravel, entao Tu: ) —'Y € p-integravel e

T/ud,u:/Tudu.
Q Q

Em particular
<x*,/ud,u> :/<x*,u>du, Va* e X~
Q Q

e) (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Seja (uy, ) uma seqiéncia de fungdoes p-integrdveis tal que u, — u p-quase sempre
em Q e suponhamos que exista uma funcao f:Q — R p-integrdvel e tal que ||un(t)]| <

f@) p-qg.s. em Qn=1,.... Entdo u é p-integrdvel e

lim Uy dp = / wdp.

f) (Lema de Fatou). Se (u,) é uma seqiiéncia de funcgoes p-integrdveis tal que

Un(t) — u(t) fracamente p-q.s. em § e

liminf/ ||l dp < 0o
Q

n—oo

entao u € p-integrdavel e

/Hu”dugliminf/ ||t || d -
Q n—oo Q
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g) Seja (1, A1, 1) e (Qa, Az, u2) dois espagos medida o-finitos, Ay x As a o-
dalgebra gerada em 1 x Qo pela familia dos conjuntos Ay x As, A1 € A1, Ay € As €
p1 X po a medida produto em A x As.

Teorema de Fubini: Se u: Q1 x Qs — X € puy X ps-integravel, entao para quase todo

t € Oy a funcdo s — u(t,s) € ps-integrdvel e / u(t, s)dus € pp-integrdavel; analoga-
Qs

mente, para quase todo s € Qo a funcdo t — u(t,s) € pi-integrdvel e / u(t,s)duy é
931

[e-integravel e tem-se

[ oo [ attesane = [ s [ attosdin= [t o).
0 Qo Qo 911 Q1 xQo

h) Designando por LP(Q,X), 1 < p < oo a classe das fun¢oes u fortemente A-

mensurdveis e tais que a func¢do numérica ||ul]: 2 — R pertence a LP(Q), entao ||ull, =

P
(/Q ||w||? du) ¢ uma seminorma em LP(Q, X),1 < p < 00, € ||u]loo = sgpgss“u(t)”
€

uma seminorma em L*°(Q, X). Identificando func¢des iguais q.s. em ), o respectivo
espaco das classes de equivaléncia, representado ainda por LP(Q), X), é um espaco de
Banach. Se X for reflexivo, u uma o-medida e 1 < p < oo, entao o espago dual de
LP(Q,X) é L (Q,X*), onde 1/p +1/p/ = 1. Se X é um espaco de Hilbert, entio
L?(Q, X) é um espaco de Hilbert com o produto interno definido por

(u,0) = /Q (ult), v(t))dp.

i) Seue LP(Q,X), 1< p < oo, entdo lim [lu(t +h) — u(t)[|, = 0.
—

j) Seja A a classe dos subconjuntos de R mensurdveis a Lebesgue e p a usual

medida de Lebesgue em R.
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1-SepeLl'(R) eue LP(R,X) com 1 < p < oo, entdo, para quase todo t € R,

a fung¢do s — o(t — s)u(s) € integravel em R e pondo
wxu(t) = / o(t — s)u(s)ds, (convolugao de ¢ por u)
R

tem-se ¢+ u € LR, X), ¢+ ulmoex) < Ielm lullosx) e supplp + u)

supp ¢ -+ supp u.
2-SepeLl'(R),ue LP(R,X) etp e L (R), entio

[@rwp= [ upeu),

onde ¢(t) = p(—t).

3 - Se (pn) € uma sucessdo regularizante (i.e., p, € C§(R),pn > 0 em R,

11
/pn =1 e supp pn C (——,—), n=1...,) e p:R — R € integrdvel, supp ¢ C
R n n

[a+n,b0—n], n < (b—a)/2, entdo, para n > 1/n, p, *x ¢ € C§°(a,b).

4 - Se (pn) € uma sucessio regularizante e u € LP(R,X), 1 < p < oo, entdo
pnxu € C®(R,X) e ppxu—uemn LP(R,X).

Vamos nos limitar, daqui por diante, ao caso em que Q = [0,T], 0 < T < oo,
A é a classe dos subconjuntos de [0, 7] mensuraveis & Lebesgue e p a usual medida de

Lebesgue.

8.10 - Teorema: Se u:[0,T] — X € integrdvel em [0,T], entao para quase todo
te(0,7)

1 t+h
}llii% 7 /t u(r)dr = u(t).

Demonstragao: A afirmacao é verdadeira no caso das fungdes numéricas (Teorema de

Lebesgue). Além disto temos

t+h
P ) -y

t+h t+h
2 [ o) = <5/ I —uolar
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Mas como ||u(7) — u(t)|| é integrével temos

li 1
hli%h

t+h
/t [u(7) = u(®)lldr = [lu(t) —u(@)]| =0 qs..
Logo,

lim sup
h—0

=0 q.s.,

t+h
% /t w(F)dr — u(t)

donde o resultado a demonstrar.

8.11 - Corolario: Se u € integravel em [0,T], a fun¢ao

¢ diferencidvel quase sempre em (0,T) e

dv
20 = ult

quase sempre em (0,T).

8.12 - Definigao: Seja u:[0,7] — X uma aplicacao.

a) Diz-se variagdo total de u em [a,b] C [0,7] o ntimero

sgp {Z |u(a;) — U(%—l)”} = V(u, [a, b]),

onde P é a familia das parti¢bes a, = a < a1 < ... < a,, = bde [a,b]. Quando V (u, [0,T7])
¢ finito, diz-se que u é uma funcao de variacdao limitada.

Por simplicidade, poremos V (u, [0,t]) = V,,(¢).
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b) Diz-se que u é absolutamente continua se para cada € > 0 existe um § > 0 tal

que para cada familia {(a;,b;)}, i = 1, ..., n, de subintervalos de [0, T], disjuntos dois a

n n
dois, que verifica a condigao Z(bZ —a;) < 6, tem-se Z lu(bi) — u(a)|| < e.
i=1 i=1

Toda funcao absolutamente continua €, obviamente, de variacao limitada.

8.13 - Teorema: Seja u : [0,T] — X uma funcao de variagao limitada. Entao,

T—h
/ |lu(t + h) —u(t)||dt < Ch,
0

onde C é uma constante.

Demonstragao: A funcdo t — V,,(t) sendo crescente, o conjunto de suas descon-
tinuidades é, no maximo, numeravel. O mesmo acontece, entao, com u. Logo u é
quase sempre a valores separaveis. Além disto, para todo z* € X* a funcao numérica
t — (z*,u(t)) é de variagao limitada e, portanto, mensuravel. Segue-se pelo Teorema
de Pettis (Teorema 8.5) que u é fortemente mensuravel, donde integravel no sentido de

Bochner (Teorema 8.8). Entao, como
Jult + ) — u(t)| < Valt +h) = Va(t) ¥V te[0,T— ],

temos

T—h T—h
/‘ w@+m—wwws/ (Valt 4+ h) — V() <
0 0

T
< / Vo (t)dt < hV,(T) = Ch.
T—h

Quando X = R toda funcao de variacao limitada é diferenciavel q.s.. No caso

geral isto nao é verdade. O exemplo a seguir mostra que nao é verdade mesmo que a
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funcao seja absolutamente continua.

Exemplo: Seja u:[0,7] — L'(0,T) definida por u(t) = X[o,,> onde x[o 1 € a fungao

caracteristica do intervalo [0, ¢]. Portanto

0 se t<7<T.

Se {(a;,b;)}, i =1,...,n é uma familia de subintervalos de [0, T, disjuntos dois a dois,
n

e tal que Z(bZ —a;) < J, entao
i=1

D lulds) = w@)lh =D X1 = Xouaglt = D 1X¢a,pillt =
=1 =1 =1

n T n b; n
= Z/O X (ay,001 (DT = Z/ dr =" (b —a;) <.
=1 i=1 Y @i i—1

Portanto u(t) é absolutamente continua. Vamos mostrar que u(t) nao é diferencidavel
em tg, Vtg € (0,T).

Com efeito, se u(t) fosse diferencidvel em um ¢y € (0,7), entao a funcdo real de
varidvel real (u(t), f) seria diferencidvel no ponto ty para todo f € L*°(0,7T). (Recorde-

se que L>(0,T) é o dual de L*(0,T)). Mas, se f é a fungao

entao
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—t se t <t

/O e =

que nao ¢ diferenciavel no ponto ty, o que é uma contradigao.

t— 2ty se t>to,

No entanto, é valido o teorema a seguir, devido a Komura [1], Apéndice.

8.14 - Teorema: Se X € reflexivo, cada fun¢ao absolutamente continua, u: [0,T] — X,

¢ diferencidvel q.s. em (0,T) e

u(t) — u(0) = /Ot Z—;‘m dr,  Vtel0,T]
Demonstragao: Seja u:[0,7] — X absolutamente continua. Entao o subespago de
X gerado por Im(u) é separdvel, uma vez que u sendo continua, Im(u) é um conjunto
compacto. Podemos, entao, sem quebra da generalidade, supor que X é separavel. A
variagao total V,,(¢) de u em [0,T] é derivavel q.s. em (0,7) visto que V,, é uma fungao

numérica mondtona crescente em [0, 7]. Logo, de
[u(t +h) —u(®)]] < Vit +h) = Vu(t) (8.1)

resulta que

lim sup

< t .s.em (0,7
0 s <— () a [0, 7]

'u(t +h) — u(t) H vy,

e, portanto, o conjunto

u(t + h) — u(t) H

{t; lim sup h

h—0
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tem medida nula.

Como X é, por hipdtese, reflexivo e separavel, seu dual, X*, é separavel, donde
existe uma seqiiéncia {z}} de elementos de X* densa em X*. Para cada k =1,..., a
funcao numérica (u, z}) é absolutamente continua em [0, 7], donde diferenciavel q.s. em
[0,T], i.e., para cada k existe
(ut +h), z3) = (u(t), =5)

p— ]_. p—
hli]% h

lim
h—0

<u(t+h}1—u(t) >

7mk

d

(), 77), (52)

exceto num subconjunto N de [0, 7] de medida nula e

(u(t) — u(0), zk) = /0 %w(f),wpm vt elo,T). (8.3)

Mas no conjunto [0, 7]\No o conjunto {(u(t + h) —u(t))/h} é limitado; portanto, fra-
camente precompacto visto que X é reflexivo, por hipétese. Dai, de (8.2) e do fato que

oo
{z}} é denso em X* segue-se que, pondo N = U N, existe u/(t) € X tal que
k=o

u(t+ h) —u(t)
h

(), (8.4)

Vte[0,T]\N. E, como a norma é semicontinua na topologia fraca, tem-se, entao

’u(t+h) — u(t) H

/ < . .
[l ()] < lim inf -

para todo t € [0, T]\N. Além disto, pelo Teorema 8.13

/T—h
0

dt < C.

u(t + h) — u(t) H
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Podemos, entao, aplicar o Lema de Fatou uma vez que, v’ sendo fracamente mensuravel
e X separavel, u’ é fortemente mensuravel, pelo Teorema de Pettis. Logo, u’ € L(0,

T —h;X),0<h<T. Ponhamos

(u(t) — u(0),27) = / D), ) dr = / (! (), k) dr =

/ o' (T)dr, x}';> = (u(t) —u(0),zr), qs.em[0,T], k=1,....
0

d
donde d—?(t) =/(t) q.s. em [0,¢], q.e.d..
Corolario 8.15: Se X ¢ reflexivo e f: X — R € absolutamente continua, entao, Vh > 0,

h <T, tem-se

T—h

lim e

L) ar.

—wt

dt

flt+ h;i - f®) H it < /OT -t

Demonstracao: De acordo com o Teorema 8.14 temos

t+h
f(t+h)—f(t)=/t f(Fydr, h>0, h<T,
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donde, pondo 7 =t + sh,

ft+h)—ft)= h/o f'(t+ sh)ds

e, portanto,
Lf(E+h) = FOIl < h/O1 1 (t + sh)|| ds
ou, ainda,
TSR = O <0 [ s
Logo,

T—h T—h 1
/ eS| F(t+ h) — F(8)]|dt < h/ dt/ eS| 7't + sh)|| ds =
0 0 0

1 T—h
:h/ ds/ e Y| f!(t + sh)|| dt.
0 0

Mas como 0 < s <1 tem-se

T—h T—(1—s)h
| ensarsla= [ ey ) ar <
0 s

h

T
et [C e (o)l
0

Logo,
T—h 1 T
[ e s m — sllde<n [ estas [ el ar =
0 0 0
ewh —1 [T ,
— —WwT d .
— [ i@l
Portanto,

h) — wt T
HE =IO g < <= [T emnip o) ar

T—h
/ e—wt
0
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donde
T—h B) — T
}lll_% i e—wt f<t+ }1 f<t> Hdt S/O e—thf/(7_>||d7_ —
T . df
:/0 et E(t)”dt.

8.16 - Lema (Du Bois Reymond): Se v € L'(0,T; X) e

T
/ wp=0 ¥ peC0,T), (8.6)
0

entdao u =0 qg.s. em (0,7).

Demonstragao: a) Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que X = R e u é

continua em (0,7"). Se num ponto ty € (0,7 tivéssemos u(ty) # 0, entao u(t) teria
T

o mesmo sinal de u(tg) em uma vizinhanga V de zy donde, / up # 0 para toda
0

p € C3°(0,T) tal que ¢ # 0, ¢ > 0 e supp ¢ C V, o que estd em desacordo com a
hipétese (8.6). Logo u(t) =0V ¢t € (0,T).

b) Seja agora X um espago de Banach qualquer, (p,) uma sucessao regularizante
en>0tal que n < T/2. Se ¢ € C§°(n,T —n), entao por j) do Teorema 8.9, p,, * ¢ €
C§°(0,T) para n > 1/n. Logo, designando por @ a fungao igual a u em (0,7) e zero
fora de (0,7") temos paran > 1/ne ¢ € C3°(n, T —n)

/nT_n(Pn*ﬂW:/oo (nxie= [ ilpa) :/OTu(pnw) —0.

— 00 — 00

Dai vem para n > 1/n

T—n T—n
/ <:c*,pn*ﬁ><p:<x*,/ (pn*ﬂ)g0>:0V:c*€X*eVg0€Cgo(n,T—n).
7 7
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Mas por j) do Teorema 8.9 p,, * @ é continua, donde (x*, p,, * @) é continua. Logo, pelo
que foi demonstrado em a), para n > 1/n, (z*, p, xa) =0 em (n,T —n) Va* € X* ¢,
portanto, p, x@ = 0 em (1,7 —n). Segue-se dai que u = 0 g.s. em (n, T —n), visto que,
ainda por j) do Teorema 8.9, & = lim p,, * & em L'(R, X). Logo u = 0 q.s. em (n,T —n)
donde u =0 q.s. em (0,7), pela arbitrariedade de 7.

8.17 - Lema: Seja u € L1(0,T; X) tal que
T
d
/ w2 =0 Ve 0r0,T). (8.7)
o dt
Entao eziste c € X tal que u=c q.s. em (0,T).

T
Demonstragao: Seja ¢ € C§°(0,T) tal que / wo=1epeC§0,T). Ponhamos
0

A=/OT¢ e ¢(t)=/0t(<ﬁ—)\<ﬁo)-

Teremos 1 € C3°(0,T) e ' = ¢ — A\pg. Logo, por (8.7)

T g T T T T
0:/ UE:/ U(SD—)\SDO):/ USD—/ USOO/ p =
0 0 0 0 0

T T T T T
:/ USO—/ 90/ USOOZ/ (U—/ U%)SO-
0 0 0 0 0

T
Pelo Lema de Du Bois Reymond temos, entao, u = / upg =c € X q.s. em (0.7).
0

8.18 - Lema: Seu e L1(0,T;X) e
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entao

T T

d

/ = —/’wa ¥ o € C5°(0,T).
0 7 0

Demonstracao: Tem-se

/OT”“)%“W:/OT Ut (v )dT] Cfi—t()dt:/OT {/:u(T)C;—f(t)dT} dt =
_/O“ U;U(T) %f(t) dT} dt + /aT Uatum (fz_f(t) dr} dt.

Mas, pelo Teorema de Fubini temos, observando que ¢(0) = p(T) =0V ¢ € C§°(0,T),

/dt/ d—¢’ dT—/dT/

/‘wwv—¢mﬂ<>dfz/‘mwwvwh

0 0

Logo,

T T

d

/ & —/1w Vo e C(0,T).
0 dt 0

8.19 - Definigao: O espaco de Sobolev W1P(0,7T;X) é o conjunto das fungoes
u € LP(0,T;X) para as quais existe uma funcdo Du € LP(0,7;X) que satisfaz a

condigao

T dQD T
| w% == [ v veecrom)
0 dt 0
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8.20 - Teorema: Sao equivalentes:
i) ueWhr(0,T; X)
i) u(t) =u(t) ¢.s. em (0,T) onde YVt € |[0,T],

t
ﬂ(t):c—I—/ v(r)dr, ce X, veLP(0,T;X).
0

Demonstragao: i) = ii). Seja, com efeito, u € W1P(0,T; X) e

Pelo Lema 8.18

T dy T
/ ﬂ—:—/ (Du)yp Vo eCi°(0,T).
o dt 0

Mas, pela definicao de Du,

Logo,

T

d

/ w-a)% —0 vyecro),
) dt

81

donde, pelo Lema 8.17, u —u = c € X q.s. em (0,7). A funcdo 4 = u + c satisfaz ii)

com v = Du.

ii) = i) Com efeito, pondo
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temos, pelo Lema 8.18,

u - = U — = c— U— = — V.
Logo u satisfaz a Defini¢ao 8.19 com Du = v.

8.21 - Lema: Seja a uma constante nao negativa, m € L'(s,t) tal que m >0 q.5. em

(s,T) e p:[s,T] = R uma fungio continua tal que

3P0 <50+ [ mreryar Ve lsT)

Entao,

t
lp(t)] < a+/ m(r)dr Y telsT)].
Demonstracgao: Sejae >0 e

@Ds(t):%(a—ket)z—k/ m(r)o(r)dr, te[s,T].

Entao,

Q)+ = <p(t) Vite[s,T)

£2
2 2

Temos
d 1 di. B 1 1

g.s. em [s,T]. E como /1. é absolutamente continua temos, integrando de s a t,

1 t
WMSWwHﬁlmmh
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donde

o(t)] < VAV (B) < VEV(5) + / m(r)dr = a+e+ / m(r) dr
ou, ainda,
o(t)] < a+t / m(r) dr,

pela arbitrariedade de €.

8.22 - Lema de Gronwall: Seja a uma constante nao negativa, m € L'(s,T) tal que

m >0 qgs. em (s,T) e ¢:[s,T] = R uma funcao continua tal que

o(t) <a —I—/ m(T)e(T)dr Y telsT].

Entao
o(t) < ael: Oy e [s, T

Demonstracao: Pondo

P(t)=a —I—/ m(T)e(r)dr VY te|[sT|

temos
dy

L) =mt)p(t) <mO(t) as. em  [sT)

Logo,

% (¢(t)e_ f:mm‘h) <0 qs.em [s,T]

t
. - dr , , ~
e, como a funcdo t — Y(t)e J - MO ¢ absolutamente continua, essa funcao é decres-

cente. Portanto,

wt)e L mO <y —a Wiels T,
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donde

P(t) < ael mrdT -y e [s, T,

q.e.d..

9. Equacgoes Diferenciais

9.1 - Teorema: Seja X um espaco de Banach, C' C X um cone convezxo e fechado de

vértice 0 e J uma aplicacao lipschitziana de C em C, i.e., tal que
[Jz = Jyl| < allz—yl, Vayedl,

onde o é uma constante. Se f € L*(0,T;X), T > 0, é tal que f(t) € C para quase todo
t € (0,T), entao para cada xg € C existe uma unica fung¢ao u : [0,T] — C tal que:

i) u € absolutamente continua em [0,T], derivdvel quase sempre em (0,T) e

u(t) e CVte|0,T]; (9.1)
ii) %(t) + (I —J)u(t) = f(t) ¢.s. em (0,T); (9.2)
iii) w(0) = zo. (9.3)

Demonstragao: Recorde-se que C satisfaz as condigoes C+C C Ce A\C C CV A > 0.
Pondo j(t)x = Jx+ f(t), z € C, t € [0, T], entao, para quase todo t € (0,7, j(t) é uma
aplicacao de C' em C tal que ||j(t)z —j()y|| < allx —y||, YV z,y € C, j(t)z é integravel
em [0,7)V x € C e (9.2) toma a forma

du

on (t)+ (L —j(t)ut)=0 q.s. em (0,T).

t

Logo, pondo v(t) = e'u(t),

— (1) = e'j(t) (e~ v (1)),
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que, juntamente com (9.3), da
t
v(t) =z, + / e’j(s)(e *v(s)) ds.
0
Portanto, as condigoes (9.1), (9.2) e (9.3) s@o equivalentes a
t
u(t) = e ', +/ e* 75 (s)(u(s)) ds. (9.4)
0

Vamos mostrar que (9.4) tem uma unica solugao.

Indiquemos por Co subconjunto convexo e fechado

{u;u e C0,T;X) e u(t) eC Vitel0,T]},

do espaco C(0,7;X), munido da norma do supremo <||u|| = sup ||u(t)||> e seja
te[0,T]

¢:C(0,T; X) — C(0,T; X) definida por
t
du(t) = e ‘xq +/ e ti(s)(u(s))ds, tel0,T].
0
Pondo p(s) = / e~ 'dp temos, para u € C,
0

1
1—et

=y _ b iy s)(u(s 5
| e tite s = — [ i) s duts)

e, como a média que figura no segundo membro é o limite de uma sucessao de com-

binagoes convexas de elementos de C,

1_et /0 et j(s)(u(s))dse C Yt el[0,T].
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Dai e de xp € C' vem
t
du(t) = e g +/ e*7tj(s)(u(s))ds € C Vtel0,T).
0

Portanto, qﬁ:é — C. Vamos mostrar que ¢", para n suficientemente grande, é uma

contracao estrita. Temos

[pu(t) — pu(D)] S/O " 5(s)(u(s)) — j(s)(v(s))lds <

t
< a/o S H|u(s) — v(s)||ds < at|lu — v||c([O’T];X).
Dai vem

242

[¢*u(t) — o*o(®)] < Of/t e [lgu(s) — du(s)l|ds < - u— o]
=) =9 C((0.TIiX )

e, por inducao,

antn an T’I’L

[¢™u(t) — ¢"v(t)| < oy |u — v C([0,7);X) < ol |u — | C(]0,T];X)"

Resulta dai que, para n suficientemente grande, ¢™ é, de fato, uma contracao estrita.

Logo, ¢ tem um e um sé ponto fixo em C, i.e., (9.4) tem uma unica solugao.

9.2 - Corolario: Nas mesmas hipoteses do Teorema 9.1, para cada xo € C e cada

A > 0, eziste uma unica fungao u:[0,T] — C que satisfaz (9.1), (9.3) e

du 1
— O+ = Du(t) = f(t) as. em (0,7). (9.5)
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Demonstragao: Pondo v(t) = u(At), (9.5) toma a forma (9.2).

9.3 - Corolario: Seja C um subconjunto convexo e fechado de X,J:C — C lip-
schitziana com constante a, A > 0 e T" > 0. FEntdo, Yxog € C existe uma unica
u:[0,T] — C que satisfaz (9.1), (9.3) e

du 1

= (t) + X(I —J)u(t)=0 g¢.s. em (0,T). (9.6)

Demonstragao: Com a transformacao v(t) = wu(At), (9.6) toma a forma (9.2) com
f =0 e a demonstragao do Teorema 9.1 é, entao, aplicavel visto que j(t) = J:C — C,

nao sendo, pois, necessario supor que C' seja um cone.

9.4 Colorario: Nas condi¢oes do Coroldrio 9.3, se xg,yo € C e u e v satisfazem (9.1),

(9.6) e u(0) = zg, v(0) = yo, entdo:
) (a—1)t
i) lu@®) —v@)l <e > lzo = yoll;
du (a=1)t || du

. du - du '

ii) ’ o (t) o (0 H

(&

Demonstragao: i) Temos

donde

Alu(®) = o0l < 2o = sl + 5 [ e o) = v(s)] s
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e, portanto,

(a—1)t
lu(t) —v(@®) <e A [lzo — yoll,

pelo Lema 8.22.
ii) Seja h € (0,T) et € [0,T — h). Pondo v(t) = u(t + h) temos, por i),

_ (a—1)t _
u(t + h) — u(t) H < u(h) — u(0) H 7
- h
donde, no limite, quando A — 0,
du (a=Dt || du
— ()| < —(0)] .
|ao] =5 5ol

A estimativa que serd estabelecida a seguir é devida a Chernoff [1] no caso linear
e a Miyadera e Oharu [1] no caso geral. A demonstragao que daremos é encontrada em

Brezis [4] e Pazy [2].

9.5 - Teorema: Seja C' um subconjunto convexo e fechado de X, J:C — C wuma
aplicagao lipschitziana com constante o > 1, xg € C,T > 0 e u:[0,T] — C satisfazendo
(9.1), (9.3) € (9.6). Entdo, V inteiro positivon e Yt >0 tem-se

1/2

(a=)t A’
|lu(t) — J zo|| < a™e X |zg — Jxo|| || n—a~ ) +a— (9.7)

A A

Demonstragao: E bastante demonstrar (9.7) para A = 1. Por ii) do Corolério 9.4

temos, para A = 1,

d
—“<0>H < =1\ = D).

< (Oé—l)t
¢ dt

o)




§9 EQUACOES DIFERENCIAIS 89

Portanto, se Jzg = xg, entdao u(t) = xo ¥V t > 0 e, nesse caso, é vilida a estimativa (9.7).

Seja, entao, Jxrg # xp e ponhamos paran =0,1,...
pn(t) = llu(t) — T xollllzo — Jaol 1. (9.8)

Como, para A =1,

t
u(t) = e txg +/ e* "t Ju(s)ds
0

tem-se
t
|w(t) — J™zo|| < e t|lag — J™ 0| +/ e* 7| Ju(s) — J"xol|ds <
0
t
<e oo — J xo| + a/ S u(s) — J" Lagl|ds.
0
Logo,
t
on(t) < e H|zg — J xol|||zo — Jxo|| T + a/ e* Lo, _1(s)ds. (9.9)
0
Mas
||.’L’0 — Jn{L’QH = ||JOIL’0 — J.’L’o + J.I() — s — J”xOH S

n n
< Z | T g — Jiag|| < Zai_lﬂxo — Jxol|
i=1 i=1

e como, por hipdtese, a > 1, ||[xg — J"xo|| < na™||zg — Jxol|. Dai e de (9.9) vem, para

n=1...,
t
0n(t) <na™e Tt + a/ e tp,_1(s)ds. (9.10)
0
Além disto,

u(t) —xg = /0 St (Ju(s) — xg) ds =
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t t
= / eS7HJ — Du(s)ds +/ st (u(s) — zo) ds.
0 0
Mas, pelo Corolario 9.4,

—1)s du a—1)s
<el*h —(O)H = (V8| 2y — Jao]|.

107 Dyuts)l = i

Logo,

t t
lu(t) — zol| < llo — Jao| / e~ ds + / & Hlu(s) — xol| ds =
0 0

t t
= e t||xo — Jao| / e ds + e_t/ e’||lu(s) — zo|| ds,
0 0

isto é, a féormula

t n k
t_
Hu(t)—a:OHge_tHa:o—J:coH/ Z—( kﬁ e ds+
0 k=0 ’

et [t
+ — (t—s)"e’|lu(s) — z,| ds
n! Jo

¢ valida para n = 0. Por inducao veé-se que é valida para todo inteiro nao negativo

donde, no limite quando n — oo
t
|lu(t) — zo|| < [|zo — Jxol| / el Vs ds < tel@ Dt ||z — Jaxg|.
0

Logo,
wo(t) = lu(t) — zoll|lzo — Jaol| 7 < tel~ V", (9.11)

De (9.8), (9.10) e (9.11) vem (9.7) pelo lema a seguir

9.6 - Lema: Seja (p,) uma seqiiéncia de fungées localmente integraveis em [0,00) tal

que

t
on(t) < nae Tt + a/ e o 1(s)ds, n=1,...,a>1,
0
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e wo(t) < tela—1t, Entao, para todo inteiro nao negativo, n, et > 0 tem-se

on(t) < alele Dt [(n— at)? + o] V2 (9.12)

Demonstracao: Tem-se
QOo(t) < te(a—l)t < e(a—l)t(a2t2 +at)1/2
visto que aw > 1 e t > 0; logo, (9.12) é vélida para n = 0. Supondo valida para n — 1
teremos, pelas hipdteses,
K 1/2
on(t) < naet + Oz"/ els7tela=1l)s [(n—1—as)*+as] '~ ds.
0

Logo, (9.12) estard demonstrada se demonstrarmos que

¢
nae t + a”/ es~tela—1)s [(n —1—as)®+ ozs] 1/2 ds <
0

< aela—1t [(?’L . at)2 + at]l/Q

ou, equivalentemente,
t 1/2 1/2
n+ / e [(n—1—as)®*+as] ""ds<e*[(n—at)® + ot
0
e como ambos os membros sao iguais a n no ponto ¢t = 0 é bastante demonstrar que a

derivada do primeiro é menor ou igual a derivada do segundo, i.e., que

}1/2

e [(n—1—at)® + ot] Y2 < qeot [(n—at)*+at] "~ +

1/2

- 1
+ae* [(n — at)® + at] (5 —n+ at).

Mas essa desigualdade é verdadeira porque o segundo membro é positivo, visto que



92 PRELIMINARES CAP. 1

/2

(=t + 1] "+ [(n =)+ o] /(4 —ntat) =

1/2

=[(n—at)®+at] {m—awimn+%—n+a4:

:Kn_my+aﬂ*”kn—1—mﬁ+n—%}2&

e o quadrado do primeiro é menor ou igual ao quadrado do segundo porque de

1
Og(é—n+at)2 vem
1
Kn—aw?+mf+a{§—n+a4Kn—aw?+m}g

1 1
< [(n—ozt)2+at}2+2 [§—n+at] [(n— at)® + at] +(§ —n + at)?
donde, por ser (n — at)? + at > 0 paran > 1,
2 ].
(n —at) +ozt+2(§—n+at)§

(3 —n+at)?
(n—at)? 4+ at

1
S(n—at)2+at+2(§—n+at)+
ou seja
1 _1 1
n—1-at)’+at <{[(n—at)®*+at]* + [(n—at)’ +at] * (§—n+at)}2,

donde a afirmacao tendo em vista que o > 1. [



CAPITULO II

OPERADORES MONOTONOS E ACRETIVOS

1. Operadores Mono6tonos

1.1 - Seja f: R — R uma fungdo mondtona crescente. Isto quer dizer que se x,y € D(f)

e x <yentao f(x) < f(y). Equivalentemente,

(z—y)- (f(z) = fly) 20, Va,ye D) (L.1)

Observe-se que se Ry é a rotacao do plano, do angulo 6, 0 < 6 < 7/2, tem-se,
para todo par de vetores z,y € R?, (x — y|Rg(z) — Ro(y)) > 0, onde (-|-) é o produto
interno de R?. E, de um modo geral, se 7' é um operador linear positivo de um espaco

de Hilbert X, i.e., (z|[T'z) >0 V z € X, onde (:|) é o produto interno de X, entao
(@ —y|Te —Ty) = (x—y|[T(x —y)) 20, Va,yecX,

que ¢ a desigualdade (1.1) quando o produto de niimeros reais é ali visto como o produto
interno do espaco R.
Um outro exemplo: seja f:R — R uma funcdo mondétona crescente e {2 um

subconjunto aberto de R™. Podemos definir um operador  no espaco L?(Q) pondo

B={(u,v);u,v e L*(Q) e wv(z)=pu(z), qs em Q.

Tem-se, V (u1,v1), (u2,v2) € B,

(u1 — uglvr —v2)2(0) = /Q(ul(:c) —ug(x)) - (v1(x) — vo(z))dz >0
93
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uma vez que, sendo § uma funcao mondtona crescente, tem-se
(u1(z) —u2(x)) - (vi(x) —v2(z)) >0 q.s. em £

Em todos esses exemplos tem-se um operador, A, de um espaco de Hilbert com
a propriedade:

(371 — w2|y1 - y2) >0 Vv (37171/1)7 (3727312) € A. (1~2)

Tais operadores sao conhecidos por operadores mondtonos. A nogao de operador
monotono de um espago de Hilbert é, desse modo, uma generalizacao natural da nocao
de funcao mondtona crescente.

Para generalizar ainda mais a nocao de fungao mondtona crescente, observe-se
que, no caso dos espacos de Hilbert, X* pode ser identificado com X e, assim, os
operadores monotonos de X podem ser considerados como operadores A: X — X*,
sendo o produto em (1.2) encarado como o produto interno derivado da dualidade de
X e X*. Esta observacao nos leva a considerar operadores como df: X — X* pois iv)

da Proposicao I-4.11 diz que se X é um espaco vetorial normado qualquer, entao

(x —y,z* —y*y >0 V(x,2%),(y,y") € 0f.

Neste mesmo caso estd o operador dualidade F: X — X*, estudado no §2 do

Capitulo I: de (z,2*), (y,y*) € F vem
(r—y, 2" —y") = (2,2") + {y,y") — (2,9") = (y,27) =

> [l + llyll* = 2llzll - lyll = (llzll = lylh* = 0.

Essas consideragoes nos levam a definicao a seguir.

1.2 - Definicao: Seja X um espago vetorial topologico real, X* seu dual e A: X — X*.

Diz-se que A é um operador mondtono de X se

(x —y,z*—y*) >0, V (x,2%),(y,y") € A. (1.3)
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No caso dos espacos de Hilbert a monotonia de um operador pode ser expressa

pela condicao a seguir, que envolve apenas a norma.

1.3 - Proposicao: Um operador A de um espago de Hilbert é mondtono se, e s se,

|21 — 22+ Ayr — w2)l| 2 lzr — 22|, V (21,91), (22,92) €A e VA>0.  (1.4)

Demonstracao: Temos, com efeito,
lz1 = 22 + Ay — ) |I? = llzn — 22]* + N lyr — y2l* + 2\ 21 — 22,91 — ).
Dali, trivialmente, (1.2) implica (1.4). Supondo (1.4) verdadeira temos
Mlyr = yol? +2(z1 — 22,91 —92) 20 VA >0

e dai vem (1.2), no limite, quando A — 0.

1.4 - Proposigao: Seja M a familia dos operadores mondtonos de X. Entao:
) ABeEM=A+BeM;
) AeMeA>0= A e M;
iii) A e M= A"1: X* — X** é mondtono;
YAE M = A c M, onde o fecho é tomado no espaco X x X*, estando X*

1

11

iv
munido da topologia fraca—s;

v) Ae M= Ae M, onde Az = conv A(z), ¥V & € D(A).

Demonstracgao: Todas essas propriedades decorrem diretamente das definicoes.

1.5 - Proposicao: A monotonia do operador A de X € equivalente a do operador A
definido por

D(A)=D(A)—a e Ar=Ax+a)—a*,VaeX e Va €X".
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Demonstragao: Com efeito, Va € X e a* € X*, (z,2%) € A& (v —a,z* —a*) € A.
Além disto,

(11— g, 27 — 23) = (21 + a) — (22 + a), (27 + a¥) — (23 + a7)).

1.6 - Definigcao: Diz-se que o operador A de X, X normado, é localmente limitado no
ponto o € X se existir um p > 0 tal que o conjunto UAz, = € D(A), ||lx — x| < p, é

limitado.

1.7 - Teorema: Todo operador mondtono € localmente limitado em cada ponto do
interior de seu dominio.

A demonstracao deste teorema envolve o lema a seguir.

*

*) sucessoes de elementos de X e X*, respectivamente,

1.8 - Lema: Sejam (z,,) e (z

tais que ||x,|| — 0 e ||z} || = 0o, quando n — oo. Entao, dado p > 0, eziste um elemento

*

*), respectivamente, tais que

z(p) de X e duas subseqiiéncias (vn,) e (z;,.), de (x,) e (v
)zl <p

ii) lim (2}, ,2(p) — Tn,) = 0.
1— 00

Demonstragao: Seja w) =z} /(14 [(z}, x,)|). Tem-se

s ezl 1
iy )
T (g za)] = T4l el g + llzal

lwnll =

donde, ||w} || = oo quando n — co. Pelo Teorema da Limitagao Uniforme existe, entao,

*
n

*
mn;?

uma subseqiiéncia (w;; ) de (w;) e um ponto z € X tais que (w;, ,z) — oo. Pondo

z(p) = pz/2||z]|] tem-se ||z(p)|| < p e como, além disto, [{(w}, z,)| < 1 vem
(@5, 2(p) = ony) = (L [(25,, 2n) ) - (wr,, 2(0) — @ny) 2

> (W, 2(p) — n,) = (wh, 2(p)) — 1 — o0,

ng?
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Demonstragao do Teorema 1.7: Seja A um operador monétono de X, x € int D(A)

e p > 0 tal que D(A) contenha a bola de centro z e raio p. Se o teorema fosse falso,

existiriam seqiiéncias (z,) e (x))) em X e X*, respectivamente, tais que (x,,z}) € A,

rn, — z, [|2}]| = 0o. Pelo Lema 1.8 existiriam, entao, duas subseqiiéncias (x,,) e (z,,)

de (z,,) e (z}), respectivamente, e um z(p) € X tais que ||z(p)|| < p e

(z,,,2(p) = (xn, — 7)) = 00 quando i — oo. (1.5)

De ||z(p)|| < p resulta que z(p) + = pertence a bola de centro x e raio p; logo z(p) +

x € D(A). Pela monotonia de A tem-se, entao,
(" —an,2(p)+x—an) 20 Vy" € Alz(p) + ).
Mas, desta ultima desigualdade vem
W 2(p) + @ —an,) = (2, 2(p) + & = 2n,),
donde, por (1.5) terfamos (y*,z(p) + x — x,,) — o0, em contradi¢do com z,, — =,

q.e.d..

1.9 - Proposicao: Seja X um espago vetorial topologico localmente convexo, C um
subconjunto convexo e compacto de X, A: X — X* um operador mondtono tal que
D(A)C C e H: X — X* uma aplicagdo continua tal que D(H) = C. Entao existe um

x em C tal que

(x—y,Hr+y*) <0, V (y,y") € A.
Demonstragao: Ponhamos, para cada z € C,
Tz={xeCi{z—y, Hz+y") <0V (y,y") € A}.
Se x1,29 € Tz et €[0,1] entdo, V (y,y*) € A tem-se

ey —y, Hz+y*) <0, (1 —t){za—y,Hz+y") <0
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donde, pondo x = tx; + (1 — t)zg temos z € C' e
(r—y,Hz+y") <0 V(y,y") € 4,

i.e., Tz é convexo. Além disto, seja (z,) uma seqiiéncia de elementos de C e

T, € Tz, V n € N; entao
(xn —y,Hzy +y*) <0 V(y,y") €A e VneN,
donde, se z,, = z e x,, — x, tem-se, pela continuidade de H,
(x—y,Hz+y") <0 V(y,y") € A

Logo, T:C — C é um operador fechado. Portanto, se demonstrarmos que D(T) = C,
i.e., que Tz # () para todo z € C, decorrera, pelo Teorema do Ponto Fixo de Kakutany,
que T" admite um ponto fixo, i.e., existe um x € C tal que x € T'(x). E é exatamente essa
a conclusao a que se deseja chegar. Vamos, entao, demonstrar que Tz # ), V z € C.

Seja z € C' e ponhamos, para cada (y,y*) € A,
Cly,y*) ={rx e C;{z —y, Hz+y") < 0}.

Temos C(y,y*) # 0 V (y,y*) € A, uma vez que y € C(y,y*). Se x,, € C(y,y*),
ie, (xp,—y, Hz+y*) <0 VneNeuz, -z, entdo (z —y, Hz+ y*) < 0; logo, C(y,y*)
é fechado. Portanto, para demonstrar que Tz # () é bastante demonstrar que a familia,
{C(y,y*)}, (y,y*) € A, de subconjuntos nao vazios e fechados de C, tem a propriedade

da intersecao finita. Para demonstrar isto vamos por
n
K={(w Ak > Ni=1 A 20, i=1--,n}
1

Entao K é um subconjunto convexo e compacto de R™. Seja (y;,y;) € A,i =1,...,n.

Se z(A): K — X é definida por z(\) = Z Aiy; entdo a funcdo f: K x K — R definida
i=1
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por

n

FOG ) = @\ — yi, Hz + y7)

¢é bilinear e continua, donde admite um ponto sela, pelo Teorema Minimax. Assim,

existem \g e po tais que

f<)‘07u)§f()‘07NO>Sf()\7li()), VA,,LLEK

e, portanto,

(Ao 1) < fpo, o) < sup f(A,N), VpeK. (1.6)
AEK

Mas,

n

FON =D MO Ny —vi He+yi) = Y Adjlyy — v, Hz +y)

1 j=1 i,j=1

e como Z AiXj(y; — i, Hz) = 0, uma vez que M\ (y; — vy, Hz) = = \j (v —y;, Hz),
ij=1

temos

FOGN) =D Xy — iy == D Aidilys — 4, 0))

i,j=1 i,j=1

= (1/2) Y NNy — iyl — u))-

3,j=1

Dai, f(A,A) < 0 visto que A é mondtono, por hipétese. Por (1.6) tem-se, entao,

f(Xo,p) <0 V pu € K e, em particular, para u* € K definido por
Mi:((silu"'aéin)a i:]-u"'una
onde d;; ¢ o delta de Kronecker. Temos, para p = e

<’r()\0>_y’sz+y:>§07 Z':]-u"'anu
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relagdo que mostra que x(Ao) € C(yi,y), i =1,--- ,n e, assim, a familia

{C(y,y*); (y,y*) € A} tem, de fato, a propriedade da intersecao finita.

1.10 - Proposicao: Seja E um espago de Banach de dimensdo finita, A:E — E*
um operador mondtono tal que 0 € D(A) C C C E, onde C' é um conjunto convexo e

fechado, e H: E — E*, D(H) = E, uma aplicagdo continua e coerciva, i.e., tal que
a(llzlDlz| < (=, Hz), YV x € E,

onde a:R — R € tal que a(p) — oo quando p — co. Entdo, para cada yi € A(0) existe
uma constante M, que sé depende de y§ e da fun¢io o, e um x € C tais que ||z|| < M

e

<:c—y,H:c+y*) SO? v (y7y*) € A.

Demonstragao: Designando por A, e H,., respectivamente, as restricoes de A e H a
D(A)NrB e C, = CNrB, onde B é bola unitaria fechada de E e r > 0, existe, pela
Proposicao 1.9 aplicada a A, e H,.,, um z,. € C). tal que

(xr —y,Hr, +y*) <0 V (y,y") € A,.

Dai vem

(@r, Hry) <y, Har) — (@0, ") + (0¥, V (y,¥7) € Ay,
e essa desigualdade ¢é valida, em particular, para y = 0 e yj € A(0). Logo,
<x7"7 Hmr) S _<x7"7 y8>

donde
a(|ze D]zl < (2, Hrp) < [l2|| [yl (1.7)

e, se x, # 0, a(]|z,]]) < |lyj||. Pela definicao da fun¢ao « segue-se, entao, que existe M,

dependendo apenas de a e de yg, tal que ||z,|| < M, VY r>0.
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Seja
S,={xeE;xeC, e (r—y,Hr+y") <0 V(y,y*) €A}

Ve-se, imediatamente, que S, é fechado e, portanto, .S, N M B é compacto e nao vazio

VvV r > 0. Além disto, de M <r; <ry vem S,, NMB D S,, N M B. Portanto,

r>M
donde, se z é um ponto qualquer dessa intersecao, entao x € C' e

(x—y,Hr+y") <0 V(y,y") €A, qed..

2. Operadores maximo mondétonos e m-monotonos

2.1 - Definicao: Diz-se que o operador monétono, A, é mdzimo mondtono se A nao
admitir extensao mondtona prépria.
Seja C' C X e designemos por M(C) a familia dos operadores monétonos de X

com dominio contido em C. Ordenemos M (C') por inclusdo.

2.2 - Observagao: i) M(X) = M e os operadores maximo mondtonos sao justamente
os elementos maximos de M, i.e., A € M é méximo mondétono se, e s6 se, de A C B
e Be M vem B = A. ii) A familia M(C') ¢ indutiva superiormente como ¢ imediato.
Pelo Lema de Zorn segue-se, entdao, que cada elemento de M(C') estd contido em um
elemento maximo de M(C). Em particular, cada elemento de M estd contido em um
elemento méaximo de M; logo, por i) cada operador monétono de X estd contido em

um operador maximo mondtono de X.

2.3 - Teorema: Sao equivalentes as duas sequintes condi¢oes:
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i) A € mdzimo de M(C);
i) zeCelz—y,x*—y") >0 V(y,y") € A= (z,2") € A.

Em particular, A € mdzrimo mondtono se, e so se,

(x —y, 2" —y")y >0 V(y,y") € A= (x,2%) € A. (2.1)

Demonstragao: Se A é maximo de M(C) e (x,z*) satisfaz a hipdtese de ii), entao
o operador B = AU {(z,z*)} € M(C) e A C B. Logo A = B, donde (z,z*) € A e,
assim, a condigao ii) é satisfeita. Reciprocamente, vamos supor que ii) seja satisfeita e
seja B € M(C) uma extensao de A. De (z,2*) € B vem, entao, ¢ € C e (z—y,x*—
y* ) >0V (y,y*) € B e, portanto, V (y,y*) € A. Logo (x,2*) € A, donde A nado tem

extensao prépria em M(C), isto é, i) é satisfeita.

2.4 - Coroldrio: a) Sdo equivalentes as afirmagaoes :
i) A € mdzimo de M(C);
i) A, A >0, é mdzimo de M(C);
iii) O operador A, definido na Proposi¢io 1.5 é mdzimo de M(C — a)

b) Nos espacos reflexivos sdo equivalentes as afirmagoes:
iv) A é mdzimo mondtono;

v) A= é mdzimo mondtono.

Demonstracgao: Essas equivaléncias decorrem imediatamente das definigoes.

2.5 - Proposigao: i) Se A é mdzimo de M(C), entio Az é convexo e fechado para
todo x € D(A). Em particular, se A é mdximo mondtono, entao Ax € convezo e fechado
VaeD(A).

ii) Se A € mdzimo de M(C), entao A é fechado em C, i.e., se (x,) C D(A),x, —

x e Cx} € Az, ez} — x* entio x € D(A) e * € Ax. Em particular todo operador
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mdzrimo monotono € fechado.
Demonstracao: i) Seja A maximo de M(C), z € D(A) e z7, 25 € Az. Entao,
(z—y,21—y) =20 e (2—y25-y") >0 V(y,y") € 4,
pela monotonia de A. Logo, se 0 < \ < 1,
(x—y, AeT + (L= N2y —y") 20 V(y,y7) € A

e, dai, Ax] + (1 — A)xb € Ax, pelo Teorema 2.3. Portanto Ax é convexo.

Sejax) € Az,n=1,... ex} — xj. Pela monotonia de A temos (x—y, z>—y*) >0
V (y,y*) € A, donde (z —y, x5 —y*) >0V (y,y*) € A, pela continuidade do produto
interno, e dai, (z,x)) € A pela maximalidade de A. Logo, zf, € Az e, assim, Ax é
fechado.

ii) Das hipéteses vem
(xp —y, 28 —y* ) >0 V(y,y")€eA n=1,....
Logo,
(x—y, 2" =y ) =20 V(yy") €A

e, como z € C, (z,2*) € A pela maximalidade de A. Portanto, z € D(A) e z* € Ax.

2.6 - Definicao: Diz-se que o operador monétono A: X — X* é m-mondtono se

Im(F 4+ A) = X*, onde F' é o operador dualidade.

2.7 - Exemplo: Vamos mostrar que se X é um espago de Banach reflexivo e liso, e
se f: X — (—o00,400] é uma funcdo convexa, prépria e s.c.i., entdo o operador Jf é
m-monotono.

Seja zj € X*. Devemos mostrar que existe o € X tal que xf € (F + 9f)zo.

Consideremos a funcao
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que é convexa, propria e s.c.i.. Pela Proposicao 1-3.26 existe um z7 € X* eum g € R

tais que f(x) > (x},z) — 5. Logo,

[El . Bl .
2 — (xg, ) = 5 — (x5 — 2], 2) — B>

p(r) > (27,2) = B+

s

- 2

= llzg — 23] - [lz]l = 8 = o0

quando ||z|| — oo. Pelo Teorema I-3.25 existe o € X tal que p(xg) < ¢(z), V z € X.

Mas dai vem
1
f(@) = f(xo) > (25,2 — wo) + §(||900||2 — llz[?).

Como X é liso o operador F' é univoco. Podemos, entao, escrever

(loll® + ll21*) = ll2lI* = [lwol| - [ll| — [|=]|* =

N | =

1 2 2
5 (lzoll” = ll]%) =

= llzoll - [|1F(2)]| = llz]l* = (F(x), o) = (F(x),z) = (F(x), z0 — ).
Portanto, f(z)— f(zo) > (2§ — F(x),z — xo), donde, fazendo z = tzo + (1 —t)y, tem-se

pela convexidade de f,

f(y) = f(z0) > (x5 — Ftzo + (1 — t)y),y — o).

Pela demicontinuidade de F' (Corolario I-5.20 e Proposigao I-6.7) dai vem, quando

t—1,
f(y) = f(z0) > (x5 — F(x0),y — o)

donde xf — F(z¢) € 0f(x0), i.e., x5 € (F+0f)xo, q.ed..
Observagoes: i) As restrigoes impostas a X neste exemplo, sdo desnecessarias. Foram

introduzidas apenas para simplicidade da demonstracao. O caso geral é tratado por

Rockafellar ([5]).
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ii) Com as mesmas hip6teses, o operador \df, A > 0, é m-mondtono. E bastante
notar que se A > 0 e f é convexa e s.c.i., entao Af é convexa e s.c.i. e A\Jf = O\f.

iii) Por i) e o Exemplo 1-4.9, o operador dualidade F', é m-monétono.

2.8 - Exemplo: Todo operador monétono, hemicontinuo e definido em todos os pontos
de um espago de Banach, é maximo monétono. (Recorde-se que um operador univoco
H: X — X* é dito hemicontinuo se ¥ z,y € X, H(x + ty) — Hx quando t — 0).

Seja, com efeito, (y,y*) € X x X* tal que

(x—y,Hr—y*) >0, VzelX.

Pondo z; = tz + (1 — t)y, onde z é um ponto qualquer de X e 0 < ¢t < 1, e fazendo
x = x; nessa desigualdade temos (z — y, Hz; — y*) > 0; como H é hemicontinuo,
(z —y,Hy — y*) > 0. Dai, y* = Hy, pela arbitrariedade de z. Logo H é mdximo
monétono, pelo Teorema 2.3.

Em particular se H for univoco, mondtono, continuo e D(H) = X, entao H é
maximo monotono. Portanto:

i) Os operadores lineares limitados e positivos de um espaco de Hilbert sao
maximo mondtonos (o que implica A = df no Exemplo 1-4.8);

ii) As fungoes f:R — R monétonas crescentes, continuas e definidas em todos os

pontos de R sao operadores maximo monotonos de R.

2.9 - Lema: Seja E um espacgo de Banach de dimensao finita e H: E — E* um operador

mondtono e hemicontinuo. Entao:
i) H € limitado nos conjuntos limitados;

ii) H € continuo.

Demonstragao: i) Vamos supor que H nao seja limitado em um conjunto limitado.

Da precompacidade dos conjuntos limitados decorre, entao, que existe uma seqiiéncia
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(x,,) de elementos desse conjunto e um zy € F tais que x,, — z¢ e |Hz,| — 0o quando

n — 0o. Como H é, por hipdtese, mondtono,
(xp, —x,Hx,, —Hz) >0 VYze€FkE

e, portanto,

Hzx, — H:c>
Ty — T, ——— ) >0 Ve e k. (2.2)
< [ Han|

Como Hz,/||Hz,|| € Ug e, portanto, {Hz,/||Hz,||} é um conjunto limitado , nao é

restrito supor que Hx, /| Hz,| — y* € £*. Temos |ly*|| = Jim. |Hxyn/||Hzy||]) = 1.

Mas de (2.2) vem, no limite, quando n — oo,
(xg —z,y*) >0 VzekE

e, portanto, y* = 0, o que estd em contradigdo com |y*|| = 1. Logo H é limitado nos
conjuntos limitados.

ii) Seja z, — z¢. Como {z,} é limitado, {Hz,} é limitado, por i), donde
uma subseqiiéncia de Hz,, converge a um certo y* € E*. Sem quebra da generalidade

podemos supor que Hzx, — y*. Pela monotonia,
(x —xp,Hr — Hzx,) >0 VYzeE,
donde, no limite quando n — oo
(rt —x9,Hr —y*) >0 Vzxek.

Pondo = = tz+ (1 —t)xo nessa tltima desigualdade temos, para um elemento arbitrario
zde E,
(tz4+ (1 —t)xg — 20, H{tz + (1 = t)xo) —y* >0 Vite0,1]

e, dai,

(z—x0, H(xwo+t(z —x0) —y*) >0 Vite[01]
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No limite, quando ¢ — 0 temos, entao, pela hemicontinuidade de H,
(z —xo, Hzo —y*) > 0

donde Hxg = y* pela arbitrariedade de z, q.e.d..

2.10 - Teorema: Seja X um espag¢o de Banach reflexivo, A: X — X* um operador
mondtono tal que 0 € D(A) C C, onde C' é um conjunto convezo e fechado de X, e
H: X — X* um operador mondtono, hemicontinuo, coercivo, que transforma conjuntos
limitados em conjuntos limitados e tal que D(H) = X. Entdo existe um ponto xo em
C tal que

(xo—y,Hro+y™") <0 V (y,y") € A. (2.3)

Demonstragao: Seja A a familia dos subespacos de X de dimensao finita, jp: £ — X
a inclusao de £ € A em X e jj;: X* — E* a projecao adjunta de jg. Designemos por
A o operador j;Ajp. Temos A :E — E* e D(A;) = D(A) N E. Analogamente,
Hp =jiHjp: E — E* e D(Hg) = E. Observe-se que para todo x,y € E tem-se

e, analogamente, se v € E, y € D(A) e y* € Ay, entao
(2,ipy") = (Ez,y") = (2,97).

Logo, da monotonia de A decorre a de A, da monotonia de H, a de Hg e da coercivi-
dade de H, a de Hg com a mesma func ao a.. Observe-se ainda que, estando X* munido
da topologia fraca, Hjgr é continua, pelo Lema 2.9, e jj é seqiiéncialmente continua,
pois jg é um operador compacto. Logo Hg é continua.

Seja y; € A(0). Entao jrys € Ap(0), donde, pela Proposicao 1.10, existe xp €

Cr = C N E e uma constante Mg tais que ||zg|| < Mg e

(tg—y,Hpzp+y*) <0 VY (y,y") € A,.
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Por (1.7) tem-se a(||lzel]) < [l7pysll € como |75l = izl = 1, a([lze]) < |ysll. Pode-
mos, pois, supor que Mg é uma constante M que independe de E. Portanto, V E € A

existe xp € Cpg tal que ||zg|| < M e
(zp—y,Hzp+y") <0 V (y,y") € Ag.

Como, por hipétese, H transforma conjuntos limitados em conjuntos limitados, existe

uma constante M’ tal que |[Hrg|| < M', V E € A. Os conjuntos
WEO = {(.’L’E,H.’L’E);E D) Eo},E() €A,

sao, portanto, subconjuntos do conjunto limitado (CNMB) x M'B* C X x X*, onde B
¢ a bola unitdria fechada de X e B* ade X*. Além disto, a familia {Wg,; Ey € A} tem a
propriedade da intersecao finita. Logo, existe (zg, z§) € X x X* tal que (z¢, x{) pertence
ao fecho fraco de cada Wg, e como C' N MB ’e convexo e fechado, logo fracamente
fechado, xo € C.
Seja (y,y*) € A, u € X e Ey € A tais que y,u € Ey. Se E D FEy temos, entao,
(g —y,Hxp+y*) <0 e como, por hipétese, H é monétono, (g —u, Hu— Hxg) < 0.
Logo,
(xp—y,Hrp +y*) + (tg —u,Hu— Hzg) <0 (2.4)

para cada (y,y*) € Ag, cadau € X ecada F D Ey. Consideremos a fungao g: X x X* —
R definida por

gz, x*) = (x —y, 2" +y*) + (x — u, Hu — z™).
Por (2.4), g(x,2*) <0V (z,2*) € Wg,, onde Ey é tal que y,u € Ey. Além disto, de
gz, x*) = (u—y, ") + (x, Hu + y*) — (y,y*) — (u, Hu)

segue-se que g é uma funcao continua em X x X*, quando os fatores est ao munidos da
topologia fraca. Logo, g(x,z*) < 0 no fecho fraco de W, e, em particular, g(zo, z§) < 0.

Portanto,

(ko —y, x5+ y")+(xo—u, Hu—xf) <0V (y,y" ) €A e VuelX. (2.5)
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Fazendo-se u = xg em (2.5) temos
(ro =y 29 +y") <0 ¥V (y,97) € A. (2.6)

Logo, A" = AU{(z¢, —z{)} é uma extensao monétona de A e como zy € C, A" € M(C).
Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que A é méximo de M(C). Nesse caso,
A" = A, donde (xg, —z§) € A e, portanto, o € D(A). Logo, podemos fazer y = zp em
(2.5) e, assim,

(xo —u,Hu—z5) <0 YVueX.
Mas dai vem x5 = Hzg, pelo Teorema 2.3, uma vez que H é méximo mondtono, pelo

Exemplo 2.8. Substituindo x§ por Hxg em (2.6) temos

(ro —y,Hzo+y") <0 V(y,y") e A
e o teorema estd demonstrado nesse caso particular. Se A nao for maximo de M(C)
existe, por ii) da Observagao 2.2 , um operador, A, méximo de M(C) e tal que A C A.

Mas, pelo que ja foi demonstrado, o teorema é valido para E, isto é, existe zg € C tal

que

(ro —y,Hro +y*) <0 V (y,y") € A.
Logo, com mais forte raz ao,
(o —y,Hro+y*) <0 V (y,y") € A4,

e, assim, o teorema estd demonstrado no caso geral.

2.11 - Teorema: Seja X um espaco de Banach reflexivo, C' um subconjunto convexo
e fechado de X, A: X — X* um operador mdximo de M(C) e tal que 0 € D(A), e
H: X — X* um operador mondtono, hemicontinuo, coercivo, que transforma conjuntos

limitados en conjuntos limitados e tal que D(H) = X. Entdo, S(H + A) = X*.

Demonstragao: Seja z* um elemento arbitrario de X* e A:X - X* o operador

definido por Az = Az — z*. Entdo A é méximo de M(C), pelo Corolario 2.4. Pelo
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Teorema 2.10, existe xg € C' tal que

(ro —y,Hro +7") <0 V (y,7%) € A.

Mas, (y,9*) € A< (y,y*) € A, onde y* = §* + z*. Logo,
(o —y,Hro+y* —2") <0 V (y,y") € A.

Segue-se dai, pelo Teorema 2.3, que (zg, z*—Hxg) € A, i.e., x*—Hxy € Axg e, portanto,

x* € (H + A)xg. Logo, Im(H + A) = X*, q.ed..

2.12 - Corolario: Seja X um espaco de Banach reflexivo e liso e C' um subconjunto

convexo e fechado de X. Entdo, todo operador, A, mdzimo de M(C) é m-mondtono.

Demonstracao: Suponhamos satisfeitas as hipoteses. Entao, o operador dualidade é
univoco porque X é liso, é mondtono pelas consideragoes feitas em 1.1, é demicontinuo
e, portanto, hemicontinuo pelo Teorema 1-6.6, D(F) = X por i) da Proposicao 1-2.1
e, trivialmente, satisfaz as demais condi¢oes impostas ao operador H no Teorema 2.11.
Além disto, se zop é um ponto qualquer de D(A), o operador F definido por F(x) =
F(x —z¢) ainda satisfaz essas mesmas hipdteses e, se A é maximo de M(C'), o operador
A definido por Az = A(z — x¢) satisfaz a condicdo 0 € D(A) e, por iii) do Corolério
2.4, é maximo de M(C —z). Pelo Teorema 2.11 tem-se, entdo, S(F + A) = X* e como

I(F 4+ A) = S(F + A) segue-se que A é m-mondtono.

2.13 - Teorema: Seja X um espaco de Banach reflexivo e sejam X e X* lisos. Entao,

o operador mondtono A: X — X* € mdrimo mondtono se e sé se A € m-mondétono.

Demonstragao: Suponhamos satisfeitas as hipoteses. Entao, pelo Corolario 2.12, se
A é maximo mondtono, A é m-mondtono.

Reciprocamente, vamos supor que S(F + A) = X* e seja (z,2*) € X x X* tal
que

(x—y, 2" —y") 20 V(y,y") €A (2.6)
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Como Fx 4 x* é um elemento de X™*, existe um z; € X tal que Foz + x* € Fx1 + Axq;

portanto, existe um zj € Az, tal que
Fx+x* = Fxy + z7. (2.7)
Fazendo (y,y*) = (x1,z]) em (2.6) e levando (2.7) em consideragao temos
(x — a1, Fx — Fxq) <0.
Dali,
|z[|* + [lz1]1* = (2, Fa1) = (21, Fz) <0 (2.8)
e, com mais forte razao,
l]I* + [l ]1* = 2fjz] 1]l < O. (2.9)
De (2.9) vem ||z1|| = ||z| donde, por (2.8),
2zl < (2, Fan) + (1, Fz) < 2.
Dai, (x1, Fz) = ||z||? e, como ||z1]]? = ||z||? = ||Fz||? = (x, Fz), segue-se que x,x; €
F*(Fzx), onde F*: X* — X é o operador dualidade de X*; logo, 1 = z visto que X é,

por hipétese, liso. Novamente por (2.7) tem-se x = z*. Logo, (z,z*) = (x1,27) € A,

donde A é miximo mondtono.

2.14 - Corolario: Seja X um espaco de Banach reflexivo e sejam X e X* lisos.

Entao para que A seja m-mondtono € necessdrio e suficiente que XA seja m-mondtono,

vV A>0.

Demonstragao: Conseqiiéncia imediata do Teorema 2.13 e de ii) do Corolario 2.4.
A proposigao a seguir refina ii) da Observagao 2.2, quando X é reflexivo e X e

X* sao lisos.

2.15 - Proposicao: Seja X um espaco de Banach reflexivo, X e X* lisos, C um

subconjunto convexo e fechado de X e A um operador mondtono e tal que D(A) C C.
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Entao A admite uma extensao mdximo mondtona com dominio contido em C. Em
particular, todo operador mondtono de um espaco de Banach nas condicoes especificadas

admite uma extensdo mdximo mondtona com dominio contido em conv D(A).

Demonstragao: Por ii) da Observacao 2.2, A admite uma extensdo maxima em C,
extensao essa que é m-mondtona pelo Corolario 2.12 e, portanto, maximo monotona
pelo Teorema 2.13.

A segunda assergao é, agora, imediata visto que conv D(A) é um conjunto con-

vexo e fechado que contém D(A).

2.16 - Teorema: Seja X reflexivo, X e X* lisos e A: X — X™ num operador mdzimo
mondtono, coercivo e tal que 0 € D(A). Entao, Im(A) = X* (Recorde-se que um
operador A: X — X* € coercivo se existir uma funcio a:R — R tal que a(p) — oo

quando p — oo e o||z])||z]] < (z,2*) V (z,2*) € A ).

Demonstracgao: Para cada A > 0 o operador A\F' estd nas condig¢oes do operador H do
Teorema 2.11; logo, Im(AF + A) = X*. Portanto, se y* € X*, existe z) € D(A) tal que
(AF + A)xy > y*, donde existe 235 € Axy tal que

AFzy +xy =y . (2.10)
Como, por hipotese, A é coercivo,
a(lzalDllzall < (@x, 23) + (2a, AFzx) = (@a, AFza + 23) = (@2, y7) < lzalllly*],

donde, se z) # 0, a(||zx]|) < ||ly*|| e, portanto, o conjunto {zx; A > 0} é limitado. Mas

dai decorre que o conjunto {Fzx; A > 0} é limitado; por (2.10) tem-se, entao,
zy=y"—AFzy —y" quando A —0 (2.11)

na topologia da norma de X*. Além disto, sendo {x)} um conjunto limitado e X

reflexivo, existe uma seqiiéncia (zy,), A\, — 0, e um y € X tais que x, — y quando
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n — oo. Dal, para cada (z,z*) € A,
(x —xx,, 2" —2}, ) >0
donde, levando 2.11 em conta,
(x —y, 2" —y*) >0 V(x,2%) € A

Logo, (y,y*) € A pela maximalidade de A, i.e., y* € Im(A).

2.17 - Corolario: Seja X reflerivo, X liso e H: X — X* um operador mondtono,
hemicontinuo, coercivo e tal que D(H) = X. Entdo, Im(H) = X*.

Com efeito, H sendo, por hipdtese, monétono, hemicontinuo e definido em todos
os pontos de X, H é maximo mondtono, pelo Exemplo 2.8. Portanto, Im(H) = X*,

pelo Teorema 2.16.

2.18 - Exemplo: Se f é uma funcao convexa prépria e s.c.i., df é um operador m-
monotono (Exemplo 2.7, Observacao iii)). Quando X é reflexivo e X e X* sdo lisos,
Of é, pelo Teorema 2.13, maximo monétono. Em particular, se C' C X é convexo e

fechado, X é reflexivo e X e X™ sao lisos, entao 0l é maximo mondtono.

2.19 - Exemplo: O operador 3 descrito em 1.1 é monétono. Demonstra-se (Gomes
1], pag.20) que, quando 0 € 3(0) ou Q é limitado, § é m-monétono. Logo, 3 é méximo

mondtono, uma vez que os espagos de Hilbert satisfazem as hipéteses do Teorema 2.13.

2.20 - Exemplo: Seja {2 um subconjunto aberto e limitado do R™ com fronteira regular

e A o laplaciano. O operador A de L?(2) definido por

D(A) = {u c H*(Q); g—z =0 em 89}

Au=—Au Vue D(A)
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(onde Qu/0On é a derivada de u na dire¢ao da normal exterior a 92) é maximo mondétono.

E monétono porque

(Au— Av,u—v) = (A(u—v),u—) :/

Q(—A(u—v))(u—v)dm = /Q |V (u—wv)|*dz > 0.

E m-monétono porque, pelo que se sabe da teoria das equacoes diferenciais eliticas, para
cada v € L?(Q) existe um u € D(A) tal que u — Au = v, i.e., Im(I + A) = L*(Q2). Logo,
pelo Teorema 2.13, A é maximo mondtono.

Como foi visto no Exemplo I-3.5, a funcio ¢ : L?(Q) — (—o0, +00] definida por

1
olu) = © / Vul*de
2 Ja

és.c.i. e, como foi visto no Exemplo I-3.17, essa funcao é convexa e prépria. Seu dominio
efetivo é H'(Q). De acordo com o Exemplo 2.18, dp é, entdo, um operador maximo
mondétono de L?(Q). Vamos mostrar que A = 9.

Seja, de fato, u € D(A) e v € De(yp). Tem-se

(Au,v —u) = /Q(—Au)(v —u)dzr = /QVqud:U — /Q |Vul?dx <

1 1 1
< —/(|Vu|2+|Vv|2)dm—/ |Vu|2dm: —/ |Vv|2dm——/ |Vu|2 dr = p(v) — p(u),
2 Jq Q 2 Ja 2 Jq

donde se segue que Au € dp(u), Vu € D(A). Logo, A C dp e, como A é maximo

mondétono, A = Jp.

2.21 - Exemplo: Se A é méximo monétono e X ¢é reflexivo, entdo A~ é maximo
mondétono por b) do Corolario 2.4. Em particular se X é reflexivo, X e X* sdo lisos e
f: X — (=00, +00] é convexa, prépria e s.c.i., (0f)~1 é um operador maximo mondtono.

Vamos mostrar que (0f)~1 = df*, onde f* é funcao polar de f.
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Seja, com efeito, (z*,z) € (f)~!. Dai vem (z,2*) € Of ou, o que é o mesmo,

x* € 0f(x). Pela Proposigao 1-4.10 tem-se, entao, f*(z*) = (z*,x) — f(z) e, como

[ ") = sup{(y*,z) — f(x)} > (", 2) — f(=)

reX
segue-se que
W) = f7(@%) = (z,y" —a7),
o que mostra que x € df*(x*), ou seja (z*,x) € df*. Logo (0f)~1 C df* e, como

(0f)~! é maximo monétono, (9f)~ = df*.

3. O resolvente e a aproximacao de Yosida

3.1 - Proposicao: Seja X um espaco de Banach reflerivo, X e X* lisos e A um

operador mdximo mondtono de X. Entao, para cada xo € X e cada A > 0 a equacao
F(x —xg) + Az >0 (3.1)

tem uma unica solugdo x = x) e tem-se xx € D(A).

Demonstracio: Seja A: X—X* o operador definido por

D(A) = D(A) — xo,

Az = A(z + x9), Vo € D(A) — xp.

Pela Proposic¢ao 1.5, A é um operador monétono e pelo Corolério 2.4 é méximo monétono;

logo, m-mondtono, pelo Teorema 2.13. Portanto, a equacao

(F+AA)z 3 0

tem uma solugdo & € D(A). Pondo z) = z¢ + &) temos, entdo, xx€D(A) e

F(.’L’)\ — .1’0) + /\Av(.’L’)\ — .I()) >0
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ou seja

F(xy —z0) + Mz)x 30

i.e., (3.1) tem, realmente, uma solucdo. Tem uma s6 solucao porque, se z’, também é

solucao de (3.1), temos

(xx —x0,—F(x)x —20)) € )\Av, () — mo, —F(x\ — ) € A

donde
((xx — x0) — () — x0), —F(x\ — T0) + F(2\ — 20)) > 0.
Logo
0>y — xol|? + [l — wol|* — (wx — @0, F(x) — x0)) — () — @0, F(xx — 20)) >
> [lzx — zo|* + [l — @oll® — 2]|lzx — zol|-lz) — zoll = (lzx — zoll — |2} — zo]1)*>0
e, dai,

(@x — 0, F (2} — w0)) = ||l2x — zo|* = [|F(z} — z0)[|*.

Mas X e X* sendo lisos, dessa relagdo vem ', = x,.

3.2 - Definigao: Diz-se resolvente de A: X—X*, onde X é um espaco de Banach
reflexivo e X e X* sao lisos, a aplicacao Jy: X —X definida por Jyzg = x), onde x)
é a tnica solugao da equagao (3.1); diz-se aprozimacdo de Yosida de A a aplicagao

Ax: X — X* definida por Ayzo = (1/A)F(z¢ — xy).

3.3 - Proposicao: V A >0eV z € X, (Jaz, Axz) € A.
Com efeito, V x € X,

F(zyx—z)+ Az 20= (—1/N)F(x) —x) € Az) =

(L/N)F(xz —xy) € Azy = Axx € Adyz = (Jrz, Axx)€A.
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3.4 - Caso Particular: Quando X é um espago de Hilbert, F' = I. Nesse caso tem-se,
pois,
1

J)\:(I—F)\A)_l e A)\:X(I—J)\>

3.5 - Lema: Seja X reflexivo e A um operador mdxzimo mondtono de X .

Se(un,uZ)EA, nzl,,_.,un_\u,u;’;éu*e
lim sup (ty, — U, w) —ur,) <0, (3.2)
m,n—00

entdo (u,u*) € A e (up,u’)—(u, u*).

Demonstracgao: De (3.2) e da monotonia de A vem

m,lTlLIEoo (U — U, uy —ur ) = 0. (3.3)

*

*) sdo, por hipétese, seqiiéncias fracamente convergentes, resulta que

Como (uy) e (u

(up) e (u}) sao limitadas, donde ((u,,w})) é limitada pois |(u,, u:)| < ||uy||||uk]; logo,

nl
n

uma subseqiiéncia ({uy,,u;, )) converge. Seja [ = klim (Uny,, uy,, ) Por (3.3) tem-se
— 00

i (Cup,, ) = (g 0™) = (u, up,) +1) = 20 = 2{u, u),

17— 00

*
n

donde (u,u*) = [ e, portanto, (u,,u))—(u,u*), pela unicidade de I. Além disto,

(V= Up,v* —ul) >0 V(v,0*) € Aen€N;logo

(v—u,v* —u*)y = lim (v —up,v*—ur) >0 V(v,0") € A,
n—oo
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donde (u,u*) € A, pelo Teorema 2.3.

3.6 - Nota: O Lema 3.5 continua vélido se (3.2) for substituida por

nh_}rrgo sup(uy, — u, uy —u*) <0.

3.7 - Teorema: Sejam X reflerivo, X e X* lisos e A: X — X* mdzimo mondtono.
Entao,

i) Jx e Ay sdo aplicagoes limitadas nos conjuntos limitados;

ii) Ax € um operador mondtono;

iii) Ay € demicontinuo e Jy continuo de X, com a topologia da norma, em X com

a topologia fraca;

v) [Arel<lAzl, ¥ @€ D(A);

v) D(A) é convezo e )\l_i)r(r)1+ Iar =z, Vz € D(A).
Demonstragao: i) Seja (y,y*) € A. Como (J,z, A,z) € Atemos (J,z—y, A, z—y*) >
0. Dai vem

1
~Flz—J,z)—y") >0,

(Jyr—x 41—y, N

donde
o = Jyall? = Mla = Jyall-ly*l| = lle = yl-le = Tyl = Mlz = yll-ly*]| <.

Logo, ||z — J,z|| estd compreendido entre as raizes do trinémio &2 — p(z)€ — ¢(z) <0,
onde p(z) = M|y*||+||lz—vyl e ¢(z) = M|z—y]|- ||[y*||. E como p e ¢ sdo fungodes limitadas
nos conjuntos limitados, ||z — J,z| é limitado nesses conjuntos, o mesmo acontecendo,
pois, com J,z. De A,z = (1/\)F(z — J,z), e do que se acaba de demonstrar, resulta,
imediatamente, que A, é uma aplicagao limitada nos conjuntos limitados.
ii) Temos, V z,y € X,

(x—y, Ayo—Ayy) =((e = Jy2) = (y = J,u), Az — Ay) +

+(Jyz—Jy, Az — Ay) >0,
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uma vez que a primeira parcela do segundo membro é minorada por (1/\)(||z — Jyx|| —
ly — Jay||)? e a segunda é positiva porque (Jyz, Ayz) € A Vz € X e A é mondtono.
iii) Seja r,—x. Para simplicidade da escrita ponhamos y,, = J, 7, e y;, = A, z,,. Entao
{z,} é um conjunto limitado, donde, por i), {y,} e {y:} s@o conjuntos limitados, o
mesmo acontecendo com {F(y, —x,)} uma vez que F conserva a norma. Pela reflexivi-
dade de X existem, entdao, uma seqiiéncia (ny) de inteiros positivos, yeX e y*, w*eX*
tais que
.

Y =Ys Yo, =Y € Flyn, —an,)—w’. (3-4)
Além disto, pela definicao de A,,
F(yn —xn) + Ay, =0. (3.5)
Dai vem
(m = 2n, Fyn — &n) = F(Ym — om)) =
= ((yn = 2n) = Wm = Tm), F(Yn — 2n) = F(Ym — Tm)) + MYn = Yms Y = Yom)-
Mas o primeiro membro dessa igualdade tende a zero quando m,n—o0o, uma vez que

a seqiiéncia (F'(yx — zx)) é, como ja foi dito, limitada, e ambas as parcelas do segundo

sao nao negativas, visto que F' e A sao operadores mondtonos. Logo,

lim <(yn —Tp) = (YUm — Tm), F(Yn — Tn) — F(Ym — xm» =0 (3.6)

m,n— 00

m  (Yn — Ym, Y — Yp) = 0. (3.7)

m,n— 00

De (3.4) e (3.7) vem, pelo Lema 3.5,

(y,y") € A. (3.8)

Das hipéteses decorre, pelo Exemplo 2.8, que F' é médximo monoétono. Além disto, pondo

Un, = Yn, — Tn, tem-se, por (3.4), u,, — vy —z, F(u,,) = w* e, por (3.6),

Hm (up, — Un,, F'(tn,) — F(up,)) = 0.

i,k—00
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Segue-se, pelo Lema 3.5, que w* = F(y — x). Mas, entao, por (3.5) e levando (3.4)
em consideragao, tem-se F(y — x) + Ay* = 0 . Decorre dai e de (3.8) que y = Jyx e
y* = A,x. Logo, por (3.4), J, o, — Jaz e Az, = A1, q.ed..

iv) Seja (z,2*) € A. Como (Jyz, A,x) € A temos (Jyxz —z, A,z —x*) > 0, donde

1
<J>\m —x, —F(x — J)\x>> —(Jax —z,z%) >0

A
ou
1 «
<m — iz, XF(m - ka)> <(x — Jrxz,z")
ou, ainda,
A z|| < Jlz* | Va* e Ax.
Logo, A/\mH < |Ax|.

v) Seja (y,y*) € Aex € X. Temos (Jxz —y, A,z —y*) > 0, donde (J,z —y, A x) —
(Jar —y,y*) > 0. Dai vem (Jxz —x + 2 —y, A, x) — (Jrz — y,y*) > 0 e, portanto,

lz = Jaz|® = (@ =y, F(z = Jxz)) + Mrz —y,57) <0 (3.8)

Seja (A\) tal que A, > 0 e A, — 0. Por i), tem-se ||z — Jy x| < C(A\,||z*]],
||z—z||) onde (z, 2*) € A. Portanto, o conjunto { F/(x—Jy, x)},n=1,...,¢élimitado em
X*. Existe, pois, uma subseqiiéncia ();,) de (\,) e um z* € X* tais que F'(z —Jx z) —

x*. Segue-se, entao, de (3.8) que

limsup ||z — J)\;L.CCHQ —(r—y,z") <0,
oo

n—

para cada y € D(A) e, portanto, para cada y € convD(A) = C. Logo, se z € C,

lim Jyz = z. Mas Jyz € D(A), Vz € X e, portanto, lim Jyz € D(A), se existir. Em
A—0 A—0
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particular, se x € C' temos x = hn%) Jyz € D(A), o que vem mostrar que C C D(A),
_>

i.e., D(A) é convexo e ;in%) Jar = x Yz € D(A).
%

3.8 - Corolario: A, ¢ um operador mdximo mondtono.

Demonstragao: Decorréncia imediata do Exemplo 2.8 e de ii) e iii) do Teorema 3.7.

3.9 - Proposicao: Seja X um espaco de Hilbert e A um operador mdzximo mondtono.

Entao, J, € uma contragao e A, uma aplicagao lipschitziana com constante 2/,

Demonstragao: Sejam z,y € X. Temos J,x = (I + AMA)~'z (Caso Particular 3.4),
donde (I +AA)J,x = x e, dai, . = J,z + AAJ, v = J,x + AA, 2. Pondo z; = Jyz e
y1 = A, x tem-se, entdo, r = 1 + Ay; com (z1,%1) € A. Analogamente, y = 3 + Ay2,

(z2,y2) € A. Portanto,

lz = ylI” = |lz1 — 22 + Ay — v2)|
= ((x1 — 22) + AMy1 — ¥2), (21 — 22) + AMy1 — ¥2))

= |lz1 — za|” + M lyr — 2l + 2M{(z1 — 22, Y1 — o).
Mas A sendo monétono, (x; — x2,y1 — y2) > 0; logo
o =yl = s — a2l = || T,z — Ty
i.e., J, é uma contragao. Dai vem

Az — Ayl =

1 1

(lz =yl +[|J 2 — T,y < !fv—yH

>/|+—‘



122 OPERADORES MONOTONOS E ACRETIVOS CAP. 11

i.e., A, ¢ lipschitziana com constante 2/A.

4. Perturbagao dos operadores maximo monétonos

4.1 - A soma de dois operadores mondétonos é um operador mondtono, como foi visto na
Proposicao 1.4. Porém a soma de dois operadores maximo mondétonos nao é necessari-
amente maximo mondtona. Para ver isto é bastante considerar os operadores maximo
monétonos dl¢, e 0lc,, onde C; e Cy sao dois subconjuntos convexos e fechados de
X e tais que C; N Cy = ¢. A soma desses dois operadores é o operador ¢, contido
propriamente em todo operador monétono nao vazio.

A esse respeito vamos inicialmente estudar um resultado obtido por Browder [3].

4.2 - Teorema: Seja X um espaco de Banach reflexivo, X e X* lisos, A: X — X* um
operador maximo monotono e H um operador hemicontinuo, mondtono, que transforma

conjuntos limitados em conjuntos limitados e tal que D(H) = X. Entdao, H + A €

mdaxrimo monotono.

Demonstragao: Por iii) do Corolario 2.4 nao é restritivo supor que 0 € D(A). Das
condicoes impostas a H e das propriedades do operador dualidade decorre, imediata-
mente, que o operador F' + H é mondtono e hemicontinuo, transforma conjuntos li-
mitados em conjuntos limitados e D(F + H) = X. Além disto F'+ H ¢ coercivo. Com
efeito, de

(, Hz) = (x — 0, Hx — H(0)) + (z, H(0)) > — [[H(0)| - [|]
(@, (F+ H)z) = (&, Fz) + (2, He) > |l|* = [|H(O)|| - |l = (]| = [H©O)]) ||

Pondo a(|[z]]) = [lz|| = [[H(0)]| temos a(||z|)) |z < (z,(F + H)z), com a:R — R ¢
a(p) — oo quando p — oo. Logo, pelo Teorema 2.11, Im(F + H + A) = X*, donde

H + A é m-mondtono e, portanto, maximo mondtono, pelo Teorema 2.13, g.e.d. .
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Usando o resultado que se acaba de demonstrar, Brezis, Crandall e Pazy [1]

estabeleceram um critério geral que passaremos a estudar. Preliminarmente um lema.

4.3 - Lema: Seja X reflexivo, X e X* lisos e A: X — X* um operador mdzrimo

mondtono. Se A, — 0, x, — x, A)\na:n —y*e

limsup(z, — Tm, A, Tp — A, xp) <0,
m,n— oo n m

entao (z,y*) € A e

lim (2, —2m, A, v, —A, ,)=0.

m,n— 00

¢ limitado quando n — oo e

Demonstracao: De A/\nxn — y* segue-se que HA/\nmn

como, pela Definicao 3.2, F(z, —J, x,)= A\, A, z, tem-se

— 0 quando n — oc.

= A\

mn—Jknxn AAnmn

|

Mas, entao, J, x, = x e
n

limsup(JAnmn —Jy\ Tm, AAnxn — AAmxm> =

m,n— 00

= limsup(Jy, xn — Tpn, Ax, T — Ax,, Tm) + limsup(z,, — I, Tm, Ax, Tn — AN, T+
m,n— o0 m,n— oo

+lmsup(z, — zm, A, T, — A, ) =limsup(x, — Tpm, A, 2, — A, 2p) <0
m,n—00 " m m,n— 00 " m

Segue-se dai, pelo Lema 3.5 com u,, = J, =, e uy, = A, x, que (z,y*) € Ae, como A

¢ monétono e (J,z, A,x) € AVr € X, que

m’légoo(JAnmn —Jy\ Tm, AAnxn — AAmxm) =0.
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Portanto,

mvl%rg@(xn — Ty, Axnm” — Akmmm> =0.
4.4 - Das propriedades da aproximagao de Yosida (Teorema 3.7) e do Teorema 4.2
decorre que, se X for reflexivo, X e X* forem lisos e A e B operadores maximo
monotonos de X, entao A + B) é maximo mondtono e, portanto, m-mondtono, pelo

Teorema 2.13. Logo a equagao
Fr+a"+Bx=y", 2" €Ax (4.1)

tem uma solucao para todo y* € X™* e os argumentos usados na Proposicao 3.1 mostram

que é Unica.

4.5 - Teorema: Seja X reflexivo, X e X* lisos, A e B operadores mdximo mondtonos

de X ex, asolugdo de (4.1). Entdo, y* € Im(F+A+B) se, e s0 se,

B/\mA H ¢é limitado

quando A — 0.

Demonstragao: Se y* € Im(F + A+ B) entao existe x € X tal que y* = Fr+ a7 + x5,

(x,x7) € A, (z,25) € B. Dai vem, levando em conta que x, é a solugao de (4.1) e que

A
F e A sao mond6tonos,

0<{(x

A—:U,F:IZ'A—FSU> = (:U)\ x, T} —x:>+<:c>\—:c,:c§ —BASU)\>
<

(r, —x,25 — B,x,).

Mas como, por defini¢ao, B,x, = (1/\)F(x, —J,x)) tem-se z, = J,x, + \F (B, x,)
e, portanto,
0< (J,z, + \F"Y(B,z,) —z, 25 — B,z,)

= (J,z, —z, 235 — Byx,) + (\F " '(B,z,), =5 — B,z,)

IN

(AF7Y(B,x,), z5 — Byx,)
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uma vez que B é monétono e (J,z,,B,x,) € B. Mas dai vem

HBA“",\HQ < <F_1(BA%>737§>

e, portanto, tendo em vista que X e X* sao lisos, B/\x/\H < ||z3||, donde a necessidade
da condigao.
Reciprocamente, vamos supor que HB /\m/\H seja limitado quando A — 0 e seja

(wo,z5) € A. Como z, é solugao de (4.1) tem-se
Fx, +z\ + Bz, =y". (4.2)

Dai vem

(), — w0, Fx, + 2\ + Bz, —y*) =0

donde
2 . .
HmAH - <$0’F$>\> + <$>\ - xo,xk) + <x>\ - mO,BXrA> - <x>\ —x0,y") = 0.

Mas A sendo mondtono, (z, — o, z} — z3) > 0, donde (x, — x¢,2}) > (x, — z0,27)-

Logo,
lzal” = ol ]l = [l = o]l 18l =l = zol| [ Byzs | = lly — ol ly*I} < 0

e, portanto, H:cAHQ - P H:UAH — @ <0, onde P e (@ sao funcoes limitadas quando A — 0.
Logo Hx/\H é limitado quando A — 0 e, portanto, por (4.2), Hx:“\H é limitado quando

A — 0. Como o espago X é, por hipétese, reflexivo existe, entdo, uma seqiiéncia (A, ),

*

r € X e xj,r5, w' € X* tais que A\, — 0, z, — z, x3

_\ * RN *
xy, By x, 5 e

Fz, — w*. Tem-se por (4.2)

Fa, +:cf\n +B, z, =Fx, +a:”;\m +B, z, = v

m



126 OPERADORES MONOTONOS E ACRETIVOS CAP. II
Logo,

(mAn -z, (FmAn —|—x§n) — (kam +x§m)) + <x>\n — mAm,BAnm)\n — B/\mka> =0

e, como F' 4+ A é mond6tono,

limsup(z, —x, ,B, z, —B, x, )<0
Dai vem, pelo Lema 4.3, (z,2%) € B e
nli_)rréo(mAn —z, B, z, — B/\mmAm> =0.

Logo,

nlgg()(:c)\n —zy L (Fz, 42 )—(Fz, +z) ))=0

e como F' e A sdo mondtonos

lim {(x, —=x Fx, —Fx =0
n—>o<>< An Am’ An >‘m>
e
lim (z, —=x zt —zt Y =0.
n—>o<>< An Am? T An >‘m>

Pelo Lema 3.5 segue-se, dai, que (z,w*) € F e (z,z]) € A. Finalmente, de
Fzy, +ay +B, z, =y"

vem, no limite quando n — oo, Fx + a7} + x5 = y* com (x,27) € A e (x,23) € B, donde
y € Im(F + A+ B), q.ed..
Com o uso do Teorema 4.5 tem-se uma demonstragao da generalizacao do Teo-

rema 4.2, devida a Rockafellar [1], que segue.
4.6 - Teorema: Seja X reflexivo e X e X* lisos. Sejam A e B dois operadores mdzimo
mondtonos de X tais que (int D(A)) N D(B) # ¢. Entdo A+ B é mdximo mondtono.

Demonstragao: Vamos supor que 0 € (int D(A)) N D(B), 0 € A(0) e 0 € B(0) o que,

pelo Corolério 2.4, nao afeta a generalidade. Seja y* € X™* e A > 0. Pelas consideragoes
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feitas em 4.4, existe x) € X tal que
Fr, +z\ + Bz, =y", (v,,2))€ A (4.3)
Dai vem
2 * * *
Hx>\H +<Jc/\,m/\>+(m/\,B>\m>\):(m>\,y >7 (xpx)\)eA- (4'4)
Como 0 € A(0) temos (x,,z}) > 0 e, como de 0 € B(0) vem B,(0) = 0, temos
(z,,B,x,) > 0. Portanto, de (4.4) vem
[ENEY AR (4.5)

Dai e, novamente, de (4.4),

(g, 23) < @y, y") < [l |yl <l (4.6)

Além disto, como 0 € int D(A), A é localmente limitado no ponto 0, pelo Teorema 1.7.
Logo existe p > 0 tal que se ||z|| < p entdo x € D(A) e ||z*| < C1, Va* € Az. Mas pela

monotonia de A, (v —x,,z* —x]) > 0 donde
(z,2)) < (z,,z}) + (v, 2%) — (x,,27).
Portanto, Vz tal que ||z|| < p tem-se, levando (4.5) e (4.6) em conta,
* * (12 * * * * (12 *
(@, 23) < {ly" 17 + Nl ™[] + [l [ - [l=1 < [ly™[I” + Crp + Cr lly™ [l -

Pelo Teorema de Banach-Steinhaus resulta, entao, que Hmj H ¢ limitado, i.e., existe
uma constante Cy tal que H:U*;\H < Cy, YA > 0. Dai, de (4.3) e de (4.5) vem HBA:UAH <
2||ly*||[+Cy = C = constante. Logo, pelo Teorema 4.5, A+ B é m-mondtono e, portanto,
maximo monétono pelo Teorema 2.13.

O lema a seguir, que admitiremos sem demonstracao (a demonstracao encontra-se

em Brezis, Crandall e Pazy [1]), é um refinamento do Teorema de Asplund (Teor.I-5.16).

4.7 - Lema: Seja X um espago de Banach reflexivo e ||-|| sua norma. A cada a > 1

corresponde uma norma ||-||, de X tal que:
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i) X e X* sao estritamente convexos quando munidos das normas HHa e sua dual
|-11%, respectivamente.

i) ™, < Il < alllly, oG < 17 < allllg-

4.8 - Teorema: Sejam X um espac¢o de Banach reflerivo e A e B dois operadores
mdximo mondtonos de X tais que
i) D(A) C D(B).
ii) |Bz| < k(||z||) |Az| + c(||z||), onde k e ¢ sdo fungdes reais ndo decrescentes e
k(r)<1 Vr>o0.

Entao, A+ B € mdzrimo mondtono.

Demonstragao: Vamos supor que 0 € D(A), 0 € A(0) e 0 € B(0) o que, pelo Corolario
2.4, nao implica em quebra da generalidade. Pelo Teorema 2.13 e levando o Lema 4.7
em consideracao, é bastante demonstrar que existe um a > 1 tal que relativamente as
normas |||, e HH:, A+ B é m-monétono. E bastante, pois, demonstrar que se y* € X*,

entao existe a > 1 e z € X tais que
(FG+A+B)m9y*7

onde F, é o operador dualidade relativo as normas ||-||, e ||||>. Mas, entao, pelo Teo-
rema 4.5, é bastante demonstrar que HBim/\HZ ¢ limitado quando A — 0, onde Bf ¢ a

aproximacao de Yosida derivada de ||-||, e [|-]|%, e =, satisfaz
Fox, + o\ + Bz, =y*, (z,,2}) € A (4.7)

Para simplificar a escrita escreveremos simplesmente [|-|| e ||-||, em vez de ||-||" e ||-]*.

De (4.7) vem, para todo a > 1,
<$>\, Fam)\> + <x>\,x§> + <x>\7Bi’r)\> = <$)\7y*>' (48)

Mas de 0 € A(0) vem, pela monotonia de A, (x,,z}) > 0 e de 0 € B(0) vem, por iv)
do Teorema 3.7, B§{(0) = 0, donde (z,, B{z,) > 0, pela monotonia de B{. Por (4.8)
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tem-se, pois, ||z, < lly*]l,, donde, por ii) do Lema 4.7,

2y, < ally™l- (4.9)

la

Seja r = 4 |ly*|| e o nimero a tal que 1 < a < 2 e a?k(r) < 1. Tendo em vista ii) do
Lema 4.7, iv) do Teorema 3.7, (4.7) e (4.9) temos
a_l |A.’L’)\| < ’Am)\}a < HmiHa < ||y*||a + HFa’rAHa + HBim)\Ha

= ly"lla + [z, [, + 1BYz,[l, < 2ally™ll + Bz, ],
< 2ay* | +a|Br,| < 2a || + alk(|la, ) |Aza| + e, )]
< a2_r + ak(r) |Az, | + ac(r) (4.10)

e, dai,

Az, | < a2(1 — a2k(r)) " (g + c(r)) .

Logo, }Am/\} é limitado quando A — 0 donde, ainda por (4.10), o mesmo acontece com

}Bwkla. Logo, HB?\:U é limitado por iv) do Teorema 3.7, q.e.d. .

la

5. Operadores ciclicamente mondétonos

5.1 - Definigao: Diz-se que o operador A de X é mondtono de ordem n se, para toda
seqliéncia (x1,x7),...,(zn,z}) de elementos de A, tem-se

n

Z(J::umz —xi_1) >0,

i=1
onde, por convengao, ry = x,. Um operador mondétono de ordem n Vn € N é dito

ciclicamente mondtono.

5.2 - Exemplo: Os operadores mondétonos sao, justamente, os operadores monétonos

de ordem 2 porque se (x1,z7), (x2,23) sdo pontos de A, as condigoes

<.’L’1—$2,IIZT—IIZ§> >0 e <.’L’>{,.’171—x()>+<117§,x2—$1> >0,
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onde xg = x3, sao equivalentes. Desse modo, todo operador ciclicamente mondtono é

mondtono.

5.3 - Exemplo: O subdiferencial de uma funcao convexa, f, é ciclicamente mondtono

porque de (z;,x}) € df, i=1,...,n, vem

f@iz1) = f(zs) = (2 zim1 — @)
que, por adicao ordenada, da

n
* . — 2V <0 —
(], xim1 —x) <0, 9= Tp.
i=1
Se, além de convexa, f é s.c.i., entao 0f é, como se sabe, m-mondétono. Logo, Jf é

ciclicamente m-mondtono.

5.4 - Teorema: Um operador A é ciclicamente mondtono se e sé se existir uma fungao,

f, convexa, propria e s.c.i. tal que A C Of.

Demonstragao: Do Exemplo 5.3 decorre imediatamente que se A C Jf, onde f é
convexa, prépria e s.c.i., entao A é ciclicamente mondtono. Reciprocamente, seja A

ciclicamente mondtono, (zg,x;) € A (se D(A) = ¢ o resultado é trivial) e ponhamos
f(@) = sup{(z — wn, 23) + (Tn — Tn1, 25 1) + -+ (21 — @0, 25) },

onde o supremo ¢ tomado na familia de todas as seqiiéncias finitas (z1,z7), ..., (zn, z}),

(xi,xf) € A, i = 1,...,n. A funcdo f é convexa e s.c.i., visto que é o invélucro
superior de uma familia de fungoes afins continuas. Além disto, como A é, por hipdtese,
ciclicamente mondtono, tem-se —oo < f(xzg) < 0 e como tem-se, para a cadeia cujo

tnico elemento é (xg, x§),

f(z) > (x — w0, 75) + (w0 — T0, ()
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e, portanto, f(xg) > 0, segue-se que f(xg) = 0. A funcdo f é, pois, prépria. Vamos
mostrar que A C df. Seja, para isto, (z,z*) € A. Pela defini¢do de f tem-se, para toda

seqiiéncia finita {(z;,z})} de elementos de 4, i=1,...,n,
fu) = (u—2,2%) + (x — an,23) + - + (21 — 20, ).

Dai vem

fu) —(u—x,2") > (x —xp,x)) + - + (T1 — 20, 23)

donde

flu) = (u—xz,2%) > sup{{z — @p, 27) + - - + (21 — 20, 79)} = f(2).

Portanto
fu) = f(2) = (2%, u— )

donde (z,z*) € 0f, q.e.d..

5.5 - Corolario: Todo operador ciclicamente mdzimo mondtono € do tipo Of, onde

f: X — (—o0,+00] € convezxa, propria e s.c.i..

5.6 - Teorema: Seja X reflexivo, X e X* lisos e f: X — (—o0,+00] uma fung¢do

convera, propria e s.c.i.; ponhamos A = 0f e seja f, a funcao

@ =min{ Sy -l + S}, veex e aso (5.1)

Entao:
i) fy(z)= %}}A/\x”2+f(=]/\x), Vee X, el>0; (5.2)

ii) f, € uma fungdo convera, diferencidvel no sentido de Gateaur e Ofy = A\ =

(Of)x;
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iii) fa(z) < f(z) Ve € X, VA >0; f, € para cada x € X, uma fung¢do mondtona

decrescente de X e lim f,(z) = f(z), Vo € X.
A—0

Demonstragao: i) Pelo Exemplo 1-4.9 e iii) da Proposicao I-4.11, pondo

e(y) = (1/2)) |ly — |* + f(y),
tem-se

0oly) > 5 Fly — ) + 05 (y).

Como J, (x) é, por definicao, a tnica solucao de 0 € (1/A\)F(y — x) + df(y), segue-se,
por v) da Proposicao I-4.11, que J, () é ponto de minimo de (; portanto,

fA(:U):%HJA:c :CH + f(J ) = HA :cH + f(J ).
ii) Como A,z € 9f(J,x) segue-se que

f(JAy> - f(JXr> > <A>\xa J>\y - J)\x>§

logo,

Faw) = £ = S AP~ [A,el) + (A, Ty — T,2)

= (Al ~ 4] + (e Sy — vy — oo Ja)

= 2l ~ 1Ayal) — Ay — T + (A — )+ (Ayey — 2

> 21l + sl = A yel] - Al + Ay - )

= 2 Al ~ Ayl + {4,y — ). (5.3)
Portanto,

| V

1) = f@) = (A, = 2) = S (|40 = [[As]))?
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Por (5.3) temos
IO ROE —%(HAAyH |4zl — (Ayz.y — )
= 2 (Al Ayl — (A y — =) + {2 —9) — (A )
= 2 (Al Al + (A Aye.y — 2+ (A — ),
donde
Fe) = F30) — (A —0) < S| Ayll — [ Ayz)? + (Ayy — A,y — )
<(Ay—Azy—z), Vo,yeX, A>0. (5.4)
Permutando z com y em (5.4) temos
)= (@) = (Az,y—x) < (Ayy — A2,y — o)
e, portanto,
0<f(y) = fi(@) = (Ayz,y —a) < (Ayy — A,y — ). (5.5)
Pondo y = z +tz, t> 0, temos

fA(x +t2) - f)\(x>
t

—(Ayz,2) < (A (v +tz) — Az, 2)

donde

lim f)\(w +t2) - fA(.%)
t—0 t

= (A, z,2)

visto que A, ¢, de acordo com iii) do Teorema 3.7, demicontinua. Logo, f, é difer-
enciavel a Gateaux.

Além disto, f, é convexa. Com efeito, de (5.3) vem

f)\(y) - f)\(m) > <A>\$7y - x)? (5'6)
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desigualdade que ¢ valida para todo z,y € X. Logo ¢é valida quando nela se substitui y

por x e x por (1 —t)x +ty, 0 <t < 1. Temos, entao,

Fa(@) = [ =tz +ty) = (A (1 =tz + ty), © — y). (5.7)

Substituindo, em (5.6), x por (1 — t)x + ty temos

F) = F(( =Dz +ty) = =1 = 1)(A, (1 = )z + ty), z — y). (5:8)

Multiplicando (5.7) por 1 —t e (5.8) por t e somando membro a membro temos

(=) f\(@) +t £ (y) = [ (A =tz +ty) =0,

donde f, é convexa. Agora, sendo f, convexa e diferencidvel no sentido de Gateaux
segue-se, pela Proposicao 1-4.4, que f, é subdiferencidvel e sua subdiferencial no ponto
r € X consta apenas de A,z. Portanto, df, = A, = (9f),, o que completa a demon-
stracao de ii).

iii) Pela definicao de f, tem-se, Vy € X,

Fr@) < = lly—=2|*+ fy)

1
2\
donde, para y = z, f,(z) < f(x), o que demonstra a primeira assercao de iii). Ainda

por (5.1) tem-se, trivialmente, f,(z) < fu(z), Vi < A, ie., f, é uma funcdo mondtona

decrescente de A\. Vamos, finalmente, demonstrar que )l\iH(l) fi(x) = f(z), Vo € X.
%

Suponhamos que isto nao seja verdade, i.e., existe uma constante ¢ tal que
filz) <c< f(x) VA > 0. (5.9)
Entao, VA > 0 existe y, tal que

1

X Haz — yAHQ + fly,) <ec. (5.10)
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Como f é convexa prépria e s.c.i., f admite uma minorante afim continua, i.e., existe

r* € X* e f €R tais que (z*,y,) — 8 < f(y,). Mas daf vem,

<$*,y>\—$>+<$*,l’> _5: <ZC*,y)\—SU+ZE> _B: <$*,y>\> _Bgf(y)\)

donde
—la* || - |z =y, || = ll*]| -zl = 8 < f(y,)

ou, pondo p = max{|[z*[|, lz*[| - [|=[| + £},

—pljz = y,[| = 1 < fly,)- (5.11)
De (5.10) e (5.11) tem-se
%Hx—kaQ<c—f(yA)§c+uH:c—yAH+u (5.12)

isto é,
H:U — yAHQ <2\ H:U — yAH + 2\ + 2Xe

o que mostra que y, ¢ limitado quando X varia nos conjuntos limitados. Portanto f(y,)

é limitada inferiormente quando A — 0 e como de (5.12) vem

0 < |jo—y,|° <2A(c— f(y,)

segue-se que y, — z quando A — 0. Portanto, f(x) < )1\11% f(y,) < ¢, o que contraria
%

(5.9). Logo,

>1\1_I>r%)f/\(x):f(x) Vo e X.

Quando X é um espaco de Hilbert ii) do teorema anterior pode ser melhorado

como mostra o corolario a seguir.

5.7 - Corolario: Se X ¢ um espago de Hilbert, entdao f, € diferencidvel no sentido de

Fréchet.
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De fato, pela Proposicao 3.9, A, é uma funcao lipschitziana com constante 2/\.

Por (5.5) temos, entao,

2
’f)\(y)_f)\(x>_<A)\muy_m>’ SXH‘T_yHZ Va,y € X,
donde f, ¢é diferencidvel a Fréchet.

5.8 - Proposicao: Seja X um espagco de Banach reflexivo, X e X* lisos e f: X —

(=00, +00] convexa propria e s.c.i.. Entdo, D(0f) = De(f).

Demonstragao: Pela definicao de subdiferencial, D(9f) C De(f). Basta, entao,
demonstrar que D(Jf) é denso em De(f). Seja x € De(f). Como Jf é méaximo

mondtono existe, pela Proposigao 3.1, um x, € D(Jf) tal que
F(z, —x) +Af(x,) > 0.

Dai vem,

F(x —x,) € 0(Af)(z,)
donde, pela definicao de subdiferencial,
(@) = Af(wy) = (F@ - 2,),2 - a,)
e, dai,
1 2
f(z,) < Y H$ — 90,\H + f(x).

Mas, pela Proposicao 1-3.26, f é minorada por uma funcao afim continua; segue-se,

entao, por essa ultima desigualdade, que x, — = quando A — 0.

Nota: Essa propriedade de D(0f) decorre também da demonstragao de iii) do Teorema

5.6.
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6. Operadores acretivos

De acordo com a Proposicao 1.3, a monotonia é, no caso dos espacos de Hilbert,
equivalente a condicao (1.4). Como (1.4) envolve apenas a norma, ela tem sentido em
qualquer espago normado, o que permite uma outra generalizacao da nogao de operador

monotono dos espagos de Hilbert.

6.1 - Definicao: Seja X um espaco de Banach. Diz-se que um operador A: X — X é

acretivo se, para todo par (x1,¥1), (2,y2) de pontos de A e todo A > 0 tem-se
|1 = @2f| < [lor — 22+ A(yr — y2)| - (6.1)

Diz-se que A é dissipativo se —A é acretivo.

6.2 - Teorema: Sejam x,y € X. sao equivalentes:

) |z <|lz+Ay| VA>0.
[.I,y]+ > 0.
(y,z)s > 0.

Eziste z* € F(x) tal que (x*,y) > 0.

iv
Demonstragao: i) < ii). De i) vem

[z + Ayl — =]
['x?y])\ = )\

>0 VA>0,
donde [z,y]+ = )\l_i)r(r)le[:c, y], > 0. De ii) vem

x4+ My — ||z .
| )\H ]l = [e,y], = inflz.y], = [2,5]+ 20 ¥A>0,

e, portanto, ||z| < [z + Ay|l, VA > 0. Além disto, iii) < ii) pelo Teorema 1-6.4 e iv) <

ii) pelo Lema 1-6.3 e i) da Proposicao I-6.1.

6.3 -Corolario: Seja A: X — X um operador. sdo equivalentes:
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i) A € acretivo;

i) [21— 22,91 —y2l+ 20 V(x1,91), (x2,y2) € A;

)
)

iii) (y1 — Y2, 21 —X2)s >0 V(x1,y1),(T2,y2) € A;
)

iv) V(z1,91), (x2,y2) € A eziste z* € F(x1 — x2) tal que

(x*,y1 — y2) > 0. (6.2)

Demonstragao: Conseqiiéncia imediata da Definicao 6.1 e do Teorema 6.2 com

T=T1 —T2€Y=Y1 —Y2.

6.4 - Notas: a) No caso dos espagos de Hilbert o tinico elemento da classe F'(z; — x2)
é o préprio x1 — z2; nesse caso a condi¢ao (6.2) é, pois, a condigdo de monotonia (1.2).
b) Quando se trata dos espacos de Banach complexos a condigao (6.2) é substituida
pela condigao Re (z*,y1 — y2) > 0. No caso dos operadores dissipativos dos espagos de
Banach complexos, a condicao de dissipatividade é, pois, Re (z*,y; — y2) < 0.

Vejamos alguns exemplos de operadores acretivos.

6.5 - Exemplo: a) Se T: X — X é uma contragao, entdao I — T é acretivo.
Sejam, com efeito, x; € D(I —T), y; = (I —T)z;, i=1,2. Entao
|21 — @2 + Ay — y2) || = llw1 — @2 + Moy — Ty — @2 + Tao)|
= [T+ A)(z1 —22) = AMT'w1 — Txo)|| = (14 A) [Jo1 — 22| = ATy — Tas|

> (1+A) [|[zr — 22| = MMz1 — 22| = |l21 — 22| -

b) Seja f:R — R um operador mondtono e {2 um aberto do R™. Vamos definir
B:Lp(ﬂ) — LP(2), 1 < p < 00, por

D(B) = {u € LP(Q); v € LP(Q) tal que v(z) € B(u(z)) q.s. em Q},

Blu) = {v e LP(Q);v(x) € Alu(z)) as. em Q),  Vu € D(B),
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e mostrar que f é acretivo. Observemos, em primeiro lugar, que sendo o dual de LP(f2)
um espaco uniformemente convexo, o operador dualidade, F', é univoco pelas proposicoes

1-5.11 e I-6.7 e, como se vé imediatamente,

FP(u)=u[uf . Jul2"  YueLP(Q). (6.3)

Logo, se (u1,v1), (ug2,v2) € f,

(v1 — o, F(ur — uz))

= [ — s, /Q(Ul(fﬂ) —uz(2)) - Jur (&) = ua (@) - (01 () — va(2))dz > 0

visto que (uq(z) — ua(x)).(vi(x) — v2(x)) > 0 pois B é mondtono.

c¢) Vamos definir A: LP(Q2) — LP(Q2), 1 < p < oo, por
D(A) = W2P(Q) N W, *(Q)
Au = —Au, Vu e D(A),

onde A ¢ o laplaciano, e mostrar que A é acretivo.

Como A é univoco e linear temos, Vuy,us € D(A),
(Auy — Aug, F(u; —ug)) = (A(ug — ug), F(uy — ug)) = —(Au, F(u)),
onde u = u; — uy. Levando em conta (6.3) e integrando por partes temos

(Au, F(u)) = ||u||j;p/ w. [ulP 7 Audz
Q

e O /Q WP [Tl de < 0.

6.6 - Exemplo: a) Seja ¢: R — R uma fungao continua, estritamente crescente e tal

que ¢(0) =0, p(R) = R. Entdo o operador A: L'(0,1) — L'(0, 1), definido por

D(A) ={u € C(]0,1]));u(0) = 0 e p(u) é absolutamente continua}
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é acretivo.
Seja, com efeito, p: R — R uma funcao lipschitziana, nao decrescente, tal que

Ip| <1ep(0)=0,ej:R— R definida por

Teremos, para u,v € D(A),
[u = v+ MAu— Av)|| 11 1) = /o lu— v+ Ap(u) — p(v))|de
> [ v Mla) = o)) () — ¢(0)] ds
0

> / [ = v+ Mep(u) = (v) p(p(u) = ¢(v))dz
0

Mas

visto que ¢(0) =0 e j > 0. Logo,

=0+ M= A0}y, > [ (= v)pliota) = p(o))d.
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relagao que, em particular, é valida para p = p,, onde, para cada n, p,: R — R é definida
por

ns se |s| <1/n,

Pu(s) =

sign(s) se |s| > 1/n,
onde sign(s) = +1 se s > 0, sign(s) = —1 se s < 0 e sign(0) = 0. Mas p,, converge em
todo ponto s € R a sign(s). Logo, p,(¢(u) — ¢(v)) converge, em cada ponto de [0, 1],
a sign(¢(u) — @(v)). Além disto, ¢ sendo estritamente crescente, sign(p(u) — p(v)) =

sign(u—wv). Logo, p,(¢(u) —p(v)) converge em cada ponto de [0, 1] a sign(u—v) e como

|(u = v)pn(p(u) = ¢(v))| < fu =]

e, por hipdtese, |u — v| é integrével, segue-se pelo Teorema da Convergéncia Dominada

que

1 1
||u—v—|—)\(Au—Av)||L1(O = / (u —v)sign(u — v)dx = / |lu — v| dx
’ 0 0

ou seja,

|lu— v+ ANAu — Av) > |Ju —

I Lrco,1) vl Lrgo,ny

i.e., A é acretivo.

b) Seja ¢: R — R continua, estritamente crescente e tal que ¢(0) =0 e p(R) = R, como

no exemplo anterior. Entao, o operador A: L'(0,1) — L*(0,1) definido por

D(A) = {u € C([0,1]);u(0) = u(1) = 0, o(u) e p(u)" absolutamente continuas}

Au=—p(u)” Yue D(A)

é acretivo.
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Com efeito, usando a notacao do Exemplo a) temos, como naquele exemplo,
1
lu — v+ A(Au — Av)|| L101) = / lu —v — Aep(u) — o))" dx
0

> / (1 — v)p(p(u) — p(v))dz — A / (p(u) — (0))"plp(w) — p(v))dz.

/

Mas das hipéteses resulta que, pondo s = p(u) — p(v), a funcao (j(s)) = s'p(s) é
1

absolutamente continua, donde / (7(s))"dz = (j(s)) (1) — (j(s)) (0) = 0. Além disto,
0

das hipdteses resulta, ainda, que (s')p/(s) e s”p(s) sao integraveis e como (j(s))” =

(5")2p'(s) + s"p(s) segue-se que

porque p’ > 0 visto que p é nao decrescente. Logo,

1
lu — v+ A(Au — Av)|| L101) = /0 (u —v)p(p(u) —p(v))dr — |lu — vl £1(0,1)

quando se toma p = p,, e faz n tender ao infinito como no Exemplo a).

c) Seja p:R — R continua, ndo decrescente e tal que ¢(0) = 0. Entao, o operador

A:C([0,1]) — C([0,1]) definido por

D(A) = {u e C([0,1]); u(0) =u(1) =0 e u,u’,u” sdo continuas}

Au={w € C([0,1]); o(~w) =u"} Vue D(A)

é acretivo.
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De fato, sejam uq,us € D(A), wy € Auy e wy € Auy. é bastante considerar o
caso em que u; # ug. Supondo, entao, que este seja o caso tem-se

= 2]l go,17) = Joax fur (@) — uz(x)] = Jur(zo) — uz(z0)| > 0 (6.4)

para algum xg € [0,1] e, como uy(z) = uz(x) =0 paraz =0ex =1, tem-se 0 < z¢ < 1.
Pela continuidade, o conjunto dos pontos de [0,1] onde u; — ug atinge seu maximo é
fechado, donde tem um menor elemento. Seja x( esse elemento e, para fixar idéias,
ui(zo) > ua(wo). Deve-se ter, entdo, wi(zg) > wa(xg). Com efeito, pela continuidade
de wy e wa, se wi(xg) < wa(zg), entdo wy < we em algum intervalo J = [xg — 6§,z + ¢]

com § > 0 e como ¢ é nao decrescente,
(u1 — up)"(2) = p(—wi(x)) — p(—wa(x)) 20 V€]

Portanto, u; — ug seria uma funcao convexa em J e como ela assume seu maximo no
) s
ponto xg, interior a J, seria constante em J, em contradicao com a escolha de z.

Portanto, wy (o) > wa(x) e, tendo (6.4) em vista, segue-se que, VA > 0,

lur = vz + Alwr = w2)ll oo,y = X |ur () — ua(@) + A(wr(2) — wa(x))]

> |ur(zo) — uz(wo) + Mwi(wo) — wa(wo)| = [ur(wo) — ua(zo)| = [lur — uzll oo 1) »

i.e., a condicao (6.1) é satisfeita.

6.7 - Definigao: Seja X um espaco de Banach, A: X — X e A € R. O operador
(I+XA)~L, que sera representado por J ,, (ou, quando houver possibilidade de confusao,
por Jf\‘) é dito resolvente de A; Y\ # 0, o operador (1/\)(I — (I +XA)71), que serd
representado por A, , é dito aprozimacao de Yosida de A.

De acordo com essa definicao temos imediatamente:

6.8 - Proposigao: i) D(A,) = D(J,) =Im(I + AA) = D,, Im(J,) = D(A);
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i) J, =T+ M) ={(z+ Iy, 2); (z,y) € A}, VA€ R.

i) Ay = (1= J,) = {(+ Ay, 9 (,) € A}, VAZ0;

iv) Sex € J,z, entdo evistey € X tal que (x,y) € A ez =+ \y;
v) Se \#0 eyc A,z entdo eriste v € X tal que (z,y) € A ez=2x+)y.

6.9 - Observacgao: Os simbolos J, e A, e as respectivas denominagoes ja foram usa-
dos anteriormente para representar operadores semelhantes da teoria dos operadores
monotonos. Isto porém nao apresenta inconveniente algum porque nos espacos de
Hilbert, i.e., nos espacos onde as nocgoes de operador monoétono e operador acretivo
coincidem, os operadores J, e A, ora definidos e os definidos anteriormente também

coincidem (recorde-se que, nos espagos de Hilbert, F' = I).

6.10 - Proposigao: Seja A acretivo. Se A > 0, entao J, € um operador univoco; se

A>0, A éunivoco e (J,z,A\z) € AVz€D,.

Demonstragao: Se x1,72 € J,z, entao existem y; € Az, i = 1,2, tais que 2z =

r1 4+ A\y1 = o + Ayo. Logo, pela acretividade de A

|21 — 22| < flor —22 + Ay —w2)| = [z — 2] =0 VA>0,

donde r; = w3. Analogamente, se A > 0, Ay = —~ (I — J,) é univoco. De z € D, vem

3
z =+ Ay, onde (z,y) € A, e como J, e A, sao univocos se A > 0 tem-se J,z = z,
A,z =y, donde (J,2,A,2) = (z,y) € A.

Podemos agora determinar mais uma condigao equivalente a acretividade.

6.11 - Teorema: O operador A: X — X € acretivo se, e s6 se, J, € uma contragao

para todo A > 0.

Demonstragao: Sejam 21,22 € D,. Entao z; = x; + Ay, (v4,y:) € 4,1 =1,2. Se
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A >0 e A é acretivo, J, é univoco, pela Proposigao 6.10. Logo, J,z; = x;, i = 1,2, €
17321 = Tzl = s = 2al] < flwn = 22+ Mys = w2)l| = [lz2 = 22,
i.e., J, é uma contragao VA > 0. Reciprocamente, se J, for uma contragao para todo
A > 0, entao J, ¢ univoco, donde J,z; =x;, 1 =1,2, ¢
21 — @] = |[Ty21 = Ty22|| < 21 — 22|l = [lan — 22 + My — 2|

para todo A > 0, i.e., A é acretivo.
Vamos designar por A(w), onde w € R, a classe de todos os operadores A: X — X

tais que A + wl é acretivo. A(0) é, portanto, a classe dos operadores acretivos.

6.12 - Proposicao: A € A(w) se e sé seV (z,y), (u,v) € A, existir £ € F(x —u) tal
que

(y—v,&") +wlz—ull* > 0.
Demonstragao: Conseqiiéncia imediata de iv) do Corolério 6.3.

6.13 - Teorema: Seja w um real, A\ > 0 tal que \w <1 e A € A(w). Entdo sao vdlidas
as sequintes assercoes:

i) J . € um operador univoco e lipschitziano com constante (1 —)\w)_l, e, Va,y e

D,

|32 = Tyl < (1= 2w) "l =yl

i) ||, — || < A(1 - Mw)~!| Az, Vo € D(A)N D,;

iii) Se n € um inteiro positivo, x € D(JY) e M|w| < 1, entdo
|73 = o] (1 = Aol 7y — ]
iv) Sex € D,, A\#0 e pu€R, entao

A\ —
Jx€D, e Ja=J, (%x + TNJA:C) :

Poy A H
PR
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v) A, € Alw(l—Iw)t);
vi) [[Ayz— Ayl < AT+ (L= M) ) |z —yll, Va,y e Dy, A>0;
vil) Sex € D, N D, e0 < pu <\, entdo

(1= dw) [[Ayz]] < (1= pw) [| Ayl

viii) )l‘ir% Jyx=xz,Vz e DA)N <ﬂ D)\>.
—
A>0

Demonstragao: i) Seja z € D, e x1,z2 € J,2z. Vamos mostrar que z; = z2. De
71 € J, 2 segue-se, por iv) da Proposicao 6.8, que existe y; € A tal que z = z1 + Ay1.
Analogamente, existe yo € Ao tal que z = z9 + Ayo. Logo, Vz* € F(z; — x2) tem-se
0=1(0,2%) = (x1 — 22+ AN(y1 — y2),2™)
= (21 — 22 + AMy1 + wr1 — Wr1 — Yo — WT2 + WT2), )
= ||v1 — 302||2 + My1 +wry — Yo — wr2, 7)) — Aw||z1 — $2||2

= (1 = Mw) |1 — @2||® + AMy1 4+ way — yo — wig, ).

Mas, para algum z* € F(z1—x2), tem-se, pelo Corolério 6.3, (y1 +wx1 —ys—wxa, z*) > 0
e, como \w < 1, ||z — x2f| = 0, i.e., 1 = 2, 0 que mostra que J, é univoco. Como
A+ wl é acretivo, seu resolvente, isto é, o operador (I +t(A+wI))~! é uma contragio

para todo t > 0. Mas, se 1 + wt # 0,

(I+t(A+wD) ™ = (1 +w)+tA) 1 = (I+ )_ (14 wt)™t.

1+ wt

Logo o operador (I+tA/(1+wt))~! é uma aplicacio lipschitziana com constante |1 + wt|,
Vt >0, tal que 1 +wt # 0. Além disto, por hip’otese, Aw < 1; portanto (1 — \w)™! >0
e como A > 0 podemos fazer t = A\(1 — Mw)~ L. Teremos 1 + wt > 0, donde |1 + wt| =
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14wt =(1-Xdw) te comoJ, = (T+AA)"t = (I+tA/(1+wt))~!, J, é uma aplicacao
lipschitziana com constante (1 — Aw) 1.

ii) Seja x € D(A) N D,. Para cada y € Az temos J, (z + A\y) = z, donde, por i),
|y — || =||Jyz— T (z+ Ay)|| < (1= Aw) "z — (@4 Ay)[| = A1 = dw) "yl
donde ii) pela arbitrariedade de y em Az.

iii) Por i) temos
n

Z(J;\L—’H-l T — J;\L—’L IL’)

1=1

|75 — || =

< Z(l — dw) " T 2 — |

<n(l—Aw)) [T,z — 2.

iv) Seja x € D, e A > 0. Entao, * = x1 + Ay para algum (z1,y1) € A. Mas, entao,
1+ pyr € Dy, donde

A— A—
%x%— T'MJAm: %(wl%—)\yl)—l—

M.’L’l =1+ puy1 EDH

A\ —
Jyrx =11 = Ju(x1+pyr) = J, (%l‘—l— TMJA:c) .

v) Sejam z,y € Dy e t > 0. Temos, por i),

m—y—I—t(AAm—i—i—A/\y— s >H:

1—)w 1— ) w
_ t wtx t wty _
N A EC) e ms vl U A AX Dl v [
t wt t
(14 5+ 250 ) - e =) 2
S+l 2 r—y - -yl >
T T T w TNA =) Y=

S+ ie 2 Ve—y=le—y
= X1 M) yi=lz—yl-
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vi) Se ,y € D,, entao, por i),

HA,\QU - A/\yH = Hm —Jy\r—y+ J,\yH

> =

1
< o=+ 7,2 - T

IA
—_

Sz =yl + (1 =20) 7 [l = yl))
A~

1+ A=) ) [lz =yl
vii)SeO<u§)\em€D ND,, entao, poriv)

HAX’L’H Hx—J xH < - ||m—J x| + HJ x—J mH

1 L A—p
X Juxr —J, (X:c+ TJA:U)H

[l + 5 (1= ) O = ) [ Az

donde (1 — Mw) ||[4,z|| < (1 — pw) ||A 2|

viii) Por ii),

|z — Jyz|| <M1= dw) Az, VzeDA)N <ﬂ D/\> :
A>0

donde, nesse caso, iir% Jyx =z Sejax € D(A)N () D,)ey € DA)N(NsoD,) tal
- A>0

que ||z — y|| < &/2, onde € > 0 é dado. Temos, por i),
|z = Tyl < llo =yl + [y = Tyl + |73y = T 2]
<[+ =) e =yl + [y — Ty

Logo,

0< 111/1\15:)1p |z — J,z| < llH(l)[l + (1= 20) Y|z -yl + )1\13%) |y — T,

<2z —yll <,
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donde lim H:c — JA:cH = 0, pela arbitrariedade de ¢.
A—0

6.14 - Exemplo: Seja T: X — X lipschitziana com constante a. Entao, para todo
t>0,(I-T)/t € A((ae—1)/t). Em particular, se T' é nao expansiva, entdo I — 7T é um
operador acretivo.

Com efeito, se A > 0 temos

1-T -1 1-T -1
xl——aa-+-A[ ( + a I> xr1 — ( + a I) $2]

t t t t
2200 - 2 22
> (1+2%) floy — 2] = 3 71 — T
> (14 22 o1 = wall = 22 s — wall = o1 — )]

O caso em que T é nao expansiva ja foi tratado no Exemplo 6.5-a).
6.15 - Seja A € A(w), \w<1le
p=J [ () D,
pu>0 \0<A<p

Por vii) do Teorema 6.13, (1 — A\w) HAXCCH, x € D, é uma funcao decrescente em

um intervalo (0, \g). Logo, essa funcao tem um limite quando A — 0+. Ponhamos
[|Az]|| = lim (1 — M) ||A,z||, zeD, A>0. (6.5)
A—0
6.16 - Proposicao: Seja A € A(w), A >0 e lw < 1.

i) ||Az]| < (1= ) H||Az||| YzeDND,;
ii) A funcdo HAXI

, x € D, tem um limite quando X\ — 0 e

tim [} 4, = 1Az
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iii) |||Az||| < |Az|, Yz € D(A)ND.

Demonstragao: De \w < 1, (1 — \w) ||4, z|| decrescente e (6.5) vem i); de (6.5) e de

;in%)(l — Aw) =1 vem ii) e de ii) do Teorema 6.13 vem iii).
%

Em (6.5) o limite pode ser +o00. Vamos por
D(4) = {z € D; ||| Az]|| < +oc}. (6.6)
6.17 - Proposigao: Seja A € A(w), \w <1 e D(A) CD. Entdo
D(A) Cc D(A) C D(A).

Demonstragao: D(A) C E(A), por iii) da Proposigao 6.16. Seja x € D e x ¢ D(A).
Como J,x € D(A) para todo A > 0, temos

|z —J,z|| > inf [lz—yl|=d>0.

ye€D(A)
Portanto,
. o1
tim [ Ay = im § [z — ] = oo,

i.e., z ¢ D(A). Logo D(A) C D(A4), q.e.d..

6.18 - Definigao: Diz-se que o operador A é fechado se de x,, € D(A), n=1,...,
Tp = Ty Yn € Azp,n=1,..., ey, — yresulta que x € D(A) e y € Ax.

6.19 - Proposicao: Seja A fechado, A € A(w) e A > 0 tal que A\w < 1. Entao:
i) J,
i) D

¢ um operador fechado;

\ € um congunto fechado.

Demonstragao: i) Seja (2,) uma seqiiéncia de elementos de D, convergente a z,

Tp=J 2p, n=1,..., e (x,) convergente a x. Como 2, = T, + Ay, onde y, € Az,
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segue-se que (y,) converge a um certo y € X e como A é fechado, por hipdtese, segue-se
que (x,y) € A. Logo, z =z + Ay € D, e J,z = x mostrando que J, ¢ fechado.

ii) Seja (2,,) uma seqiiéncia de elementos de D, convergente a z. Temos z, = o, + Ayn
e J,zn = 2y, n=1,..., com (zn,y,) € A. Como, por i) do Teorema 6.13, J, é

lipschitziana com constante (1 — Aw)~! tem-se
@0 = &m || = || T 320 — Jy2m]|] < (1= 2Aw) ™" 20 — 2|

i.e., (z,) é uma sucessao de Cauchy e, portanto, convergente. Seja = limz,,. Entao,
yn = (1/A) (2, — x,), converge a um certo y € X e como, por hipétese, A é fechado,
segue-se que (z,y) € A. Logo, z = limz, = lim(z, + A\y,) =  + Ay com y € Ax.

Portanto, z € D, e, assim, D, ¢é fechado.

7. Operadores maximo acretivos e m-acretivos

7.1 - Definicao: Seja A: X — X um operador acretivo e D(A) C C' C X. Diz-se que
A é mdzrimo acretivo em C se A nao admitir extensao acretiva prépria com dominio
contido em C'. Diz-se que A é mdzrimo acretivo se A for maximo acretivo em X. Diz-se
que A é m-acretivo se A é acretivo e Im(I + A) = X.

Da Proposicao 6.10 resulta que todo operador m-acretivo é méaximo acretivo.
Com efeito, seja A: X — X m-acretivo, A C B com B acretivo e (z,y) € B. Pondo
z=x+ytem-se ze X e

JB

[Z=1. (7.0)

De z € X e A m-acretivo segue-se que existe 1 € D(A) tal que z € (I + A)z,. Portanto
z=ux1+y com (x1,y1) € A. Dai e de A C B vem (z1,y1) € B donde

sz::cl. (7.1)

Mas B sendo acretivo, JP ¢ univoco pela Proposicao 6.10. De (7.0) e (7.1) vem, entéo,

x = 1 e, portanto, y = y; pois z =z +y = x1 + y1. Desse modo (z,y) = (x1,y1) € A.
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Logo, B = A e, assim, A é maximo acretivo. A reciproca que, pelo Teorema 2.13,
é vélida nos espagos de Hilbert, ndo tem validade geral. Um exemplo de Calvert [1]

mostra que nao é valida mesmo que X e X* sejam uniformemente convexos.

7.2 - Proposigao: Seja A um operador acretivo tal que Im(I + pA) = X para algum
> 0. Entdo, Im(I + AA) =X VA > 0.

Demonstragao: Sejam Im(I + pA) = X, p > 0, A > 0, z € X e ponhamos k = \/p.

Se
z=J -4+ (1 —1 e X
H k k v 4 ’

entdao z € D(A), uma vez que J,: X — D(A). Ponhamos z = By. Entao B é um

operador de X e, como J,, é uma contracao (Teorema 6.11), Vy1,y2 € X temos

1
<|1—= = |ly1 — val|-
<[1= 1[I = el

8

x 1 1

Ju(k + (1 - E)yl) - Ju(% + (1 - E)y2)

|Bys — Byl — \

T 1 T

1
<|IZ=+1-)yp-=-@1--=

Logo, se k > 1/2, B é uma contragao estrita, donde B tem um ponto fixo yo. Mas,

T 1
w5+ (1) m)

x 1
- 1—— I+ pA

entao, de
vem

donde = € (I + AA)yg. Desse modo, Im(I + AA) = X para todo A > u/2. Segue-se,

dai, que Im(I + (¢ + E)A) = X para cada € > 0 e o mesmo argumento, aplicado agora

2
afle =€+ g mostra que Im(/ + AA) = X para cada A > u/4. Por iteragao vé-se que
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para cada n € N, Im(I + A A) = X, VA > p/2".

7.3 - Corolario: i) O operador acretivo A é m-acretivo se, e sé se, Im(I +  \A) = X,
V> 0.
ii) Se A é m-acretivo, entio D(A,) = D(J,) =D, = X VA > 0.

7.4 - Proposigao: Todo operador m-acretivo € fechado.

Demonstragao: Seja, com efeito, A: X — X um operador m-acretivo, (z,) C D(A)
tal que x, — z e y, € Az, tal que y, — y. Entdo, z, + vy, € (I + A)x, donde,
Ji(zn +yn) = xp, n = 1,.... Mas A sendo m-acretivo temos D(J;) = X, pelo
Corolario 7.3; logo = + y € D(J1) e como, pelo Teorema 6.11, J; é uma aplicacao

continua, Jy(x +y) = x. Dai vem x € D(A) e x +y € (I + A)x, donde y € Ax.

7.5 - Exemplo: a) O operador 3 do Exemplo 6.5-b) é m-acretivo nos dois seguintes
casos: 1) é limitado; ii) 0 € 3(0).

Para mostrar que 3 é m-acretivo basta mostrar que Im(I + 8) = LP(£), ou seja,
que para cada v € LP(Q) existe um u € D(B) tal que v € (I + B)u Mas como (8
é, por hipétese, acretivo, (I + )71 é um operador univoco donde, pondo, para cada
x € Q, u(z) = (I + B)"tv(z), basta mostrar que u € LP(Q) uma vez que dai vem
v(z) € (I + B)u(zx) ou seja, v(z) —u(z) € B(u(x)) com v —u € LP(). Pelo Teorema
6.11, (I + 3)~! sendo uma contragao, u é mensuravel donde, pondo ¢ = (I + 3)71(0),

u(@)] = fu(z) + ¢ —cf < uz) —c| + ||
= [(I+8)" () = (I +B)7H0)] + |e] < |v(z) = (0)] + le| = Jv(2)] +[C].
Se  for limitado, ¢ € LP(Q). Logo, u € LP(Q). Se 0 € 3(0) entao (I + 8)~10 = 0,
donde |u(x)| < |v(zx)|. Logo, u € LP(Q).

b) O operador A, definido no Exemplo 6.5-c), é m-acretivo porque é acretivo e,

como se mostra na teoria das equagoes diferenciais parciais, para cada v € LP({2) existe
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we W2P(Q) N W, P(Q) tal que u — Au = v, i.e., Im(I — A) = LP(1).

Em particular, o operador A de L?(2) definido por D(A) = H?(Q) N H}(Q),
Au = —Au Yu € D(A) é m-acretivo e, portanto, maximo monétono pelo Teorema 2.13.

c) Se A € A(w) e Im(I + AA) = X para algum A > 0 tal que \w < 1, entao
A+ wl é m-acretivo.

Pela Proposicao 7.2 e tendo em vista que, por hipdtese, A + wl é acretivo, é
bastante mostrar que existe um real p > 0 tal que Im(J + p(A + wl)) = X. Como
Aw < 1 temos 1 — Aw > 0. Ponhamos p = \/(1 — \w) e, portanto, A = p/(1+ pw). Seja
y € X. Por hipdtese existe x € D(A) tal que

eI+ MA
T (I +AA)x
ou seja

y € (1+ pw)x + pAzx

e, portanto,

ye I+ puA+wl))x.

Logo Im(I + p(A+wl)) = X.
d) Seja C' um subconjunto convexo e fechado de um espago de Banach, X, T: C' —
C uma aplicacao lipschitziana com constante a. Seja t > 0 e ponhamos A = (I —T)/t.
Entao A € A((a — 1)/t), pelo Exemplo 6.14. Vamos mostrar que Jy aplica C em C
quando
i) A>0,se a<l;
i) 0<A<t/(a—1),sea>1.

Com efeito, sejam = € C; A > 0 e ponhamos

t n A
= z
T+ A t+ A

G(y) T(y).
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Como C' é convexo, G: C — C. Além disto,

16) ~ G )]
- H(HL:A‘” ti/\T(w) - (ti)\er tJ/r\)\T(Z))H
< T - TE) < oy - .

Portanto, G é uma contracao estrita para todo A > 0 se « < 1 e, uma contracao estrita
para 0 < A < t/(a—1) se « > 1. Em ambos os casos G admite um e um sé ponto fixo
yeC,ie.,

t A
P S Ay

T(y)

y:

ou, equivalentemente, y = Jyx.

a—1
Se C' = X, de ii) segue-se, pelo exemplo anterior que, se & > 1, entao A+ TI

é m-acretivo.

7.6 - Exemplo: a) O operador descrito no Exemplo 6.6-a) é m-acretivo. Para demons-
trar que isto é verdade devemos mostrar que para todo h € L1(0,1) existe u € D(A) tal

Le v = ¢(u), que existe v absolutamente

que u+ Au = u+ ¢(u)’ = h ou, pondo B = ¢~
continua satisfazendo as condigoes v(0) =0 e v’ + S(v) =

Seja, em primeiro lugar, h € C([0,1]). Com auxilio do Teorema de Existéncia de
Peano vé-se que, nesse caso, a equagdo v’ + B(v) = h tem uma solugao local v em um
intervalo [0,a), 0 < a < 1, tal que v(0) = 0. E v é tnica porque se w for outra teremos

(v—w) + B(v) = f(w) = 0, donde

ou, como (B(v) — f(w))(v —w) > 0 uma vez que S é mondtono,
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Dai, [v(z) — w(z)]* =0, 0 < z < a, pois v(0) = w(0) = 0; portanto, w = v.
Para estender v a [0, 1] observe-se que, exatamente como foi mostrado que A é
um operador acretivo em L!(0, 1), mostra-se que A é acretivo em L'(0,a). Observe-se,

ainda, que 0 € D(A) e A(0) = 0. Tem-se, pois, pondo u = 5(v),

/ \u\d:c:/ |u—0|d:c§/ |lu— 0+ Au — A0|dx
0 0 0
a 1
— [+ Auldz < [ 0o =
0 0

e, portanto, se 0 < z < a,

|v<x>|s/0 \v'|ds=/0 h— B(v)] ds < 2 1], -

Segue-se que v pode ser estendida ao intervalo [0, 1].
Seja agora h € L1(0,1) e (hy,) C C([0,1]) tal que h,, — h em L'(0,1). Pelo que
ja foi demonstrado, Vn € N existe u,, tal que u, + Au,, = h, e, como da acretividade

de A vem
|2, _umHl < lup — m + Auy, _AumHl = [|hn — hm”l — 0,

quando m,n — oo, segue-se que existe u € L1([0,1]) tal que u,, — u em L(0,1). Mas,
entdo, Au, = h, —u, — h—u em L*(0,1). Para completar a demonstragio ¢ bastante,
pois, demonstrar que A é um operador fechado. Seja, para isto, {u,} C D(A), u, — ue
Au,, — w em L1(0,1). Devemos mostrar que u € D(A) e Au = w. Como, por hipétese,

©(uy,) é absolutamente continua temos

\w(unxm) - [ty

< / (p(n)’ — w)(r)] dr

s/o (p(n) — w)(7)] dr = | Aun —wll,, Yz € [0,1);
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portanto,

n—oo

lim p(u,)(x) = /Omw<7')d7'

e, pela continuidade de S,

n—oo n—oo

i () =l Ae(n)) (o) = 5 ([ wlrrar )

Por outro lado, como u,, — u em L*(0,1), existe uma seqiiéncia (ny) tal que

lim wu,, (z) =u(z) qs. em [0,1].
k— o0

Portanto,
u(z) = B ( /0 ww(r)dr) as. em [0, 1]

donde redefinindo u de modo que essa igualdade seja verificada em todo ponto de [0, 1],

resulta que u é continua, u(0) =0 e

é absolutamente continua; logo u € D(A) e Au = p(u) =w, q.e.d..

b) O operador A, descrito no Exemplo 6.6-b), é m-acretivo. Para demonstrar essa
afirmagao é bastante demonstrar que Vh € L1(0,1) existe u € D(A) tal que u+ Au = h,
ou seja, u — p(u)” = h, uma vez que ja foi demonstrado que A é acretivo.

1

Pondo, como no exemplo anterior, 5 = ¢~ e v = ¢(u) devemos, entao, demons-

trar que para todo h € L'(0,1) existe v tal que v e v’ sdo absolutamente continuas,
v(0) =v(1)=0e B(v) —v" = h.
Observe-se, inicialmente, que se v satisfaz essas condigoes, entao v é limitada.

Com efeito, da acretividade de A e de A(0) = 0 vem

1By = llully = llu = 0lly < flu =0+ (Au— A0)|[; = |[All; -
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Além disto, de v(0) = v(1) = 0 segue-se que existe £ € (0,1) tal que v'(§) = 0 e, assim,

\</|w hh</‘w h(r)ldr < 2|hl,

Portanto

wunsé|wvmhs2mm Ve e (0,1,

ie. |lv]| . <2|h|;. Isto posto, seja 3 definida por
B2IAlL)  se s> 2]l
B(s) = Bs) se [s| <2[hlx
B(=2[|pll1) se s < =2|hlx.

Teremos B(v) = B(v) Yv tal que |v]| - < 2]h||;, donde v é solugao de B(v) —v" = h

se, e s6 se, v é solugao de B(v) — v” = h. Ponhamos

ﬂw@»:[;mawwwxw—h@mw,veL%am,

onde

Imediatamente se tem 7'(v)(0) = T'(v)(1) = 0, Tv e (T'v)’ sao absolutamente continuas,
(T(v))" = B(v) —h, Yv € L'(0,1). Assim, para demonstrar a assercao feita é bastante
demonstrar que o operador 7:S — S, S C C([0,1]) tem um ponto fixo. Seja K =

max{B(2 b)), [BC2 |All )1} entio |B(s)

mNS/JW@wMW@Xw—h@ﬂ@

< [ 3 - n)| @ < 5+,
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Logo, 7)o,y < K + Il Analogamente, (7()) oo,y < K + I, Por-
tanto, 7" aplica L'(0,1) em S = {w,w € C([0,1]),w(0) = w(1) = 0, |jw|| < K +

Illy s llefllog = K+ [IRfly} onde flwll, = max fw(@)| = |lwllog,))- Pelo Teorema

de Arzeld-Ascoli, S é relativamente compacto em C([0,1]). Vamos mostrar que T é
continua em C([0,1]). Seja (v,) € C([0,1]), v, — v em C(]0,1]). Entdo B(v,)(y) —
Bv)(y) e

donde

|ﬂ%%@—ﬂ®ﬂ§£l&wﬂ@—&@@ﬁ@%0

Assim ||T'(v,) — T'(v)||,, — O
Logo T'(v,) converge a Tv em C([0,1]). Segue-se, pelo Teorema de Schauder,

que T tem um ponto fixo.

c) O operador acretivo, A, definido no Exemplo 6.6-c), é m-acretivo. Para
demonstrar essa afirmagao, i.e., que para todo h € C([0,1]) existe u € D(A) tal que
h € (I + A)u, ou, o que é o mesmo, u” = p(u — h), suponhamos inicialmente, que ¢ é
limitada, |p(s)] < K Vs € R e consideremos o operador T": C([0, 1]) — C([0, 1]) definido

por
ﬂwuazégmawﬂmw—hw»w,uecmaux

onde g é a funcao de Green, definida no exemplo precedente. Do mesmo modo que
anteriormente, vé-se que T'(u)” = ¢(u — h) e, dai, que todo ponto fixo de T' é uma
solucdo da equacao u” = ¢(u — h). Vamos, entdo, demonstrar que 7' tem um ponto

fixo. Temos

\</N¢ h(t))| dt < K
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donde ||T'(u)||,, < K. Analogamente, ||(T'(u))'||,, < K e, portanto, T" aplica C([0, 1])
no conjunto

{wiw e C([0,1]), W] < K, ']l < K}

que é um subconjunto relativamente compacto de C([0, 1]). Além disto, T é continuo.
Seja, com efeito, u,, — u em C([0, 1]). Como ¢ é continua e limitada, ¢ é uniformemente

continua. Logo,

T (un)(2) = T(u)(x)] < /O o (un(y) = h(y)) — w(uly) — h(y))|dy = 0

donde ||T'(uy) — T'(uw)||, — 0, i.e., Tu, — Tu em C([0, 1]). Logo, T é, de fato, continua
e, assim, tem um ponto fixo, pelo Teorema de Schauder. Como Tu = u = u € D(A).
Observe-se, agora, que as solucoes do problema em estudo sao limitadas, quer ¢

seja limitada quer nao. De fato, se v é uma qualquer delas temos
[0l = lo =0l < flv =0+ (h—v) =0l =[]l -
Seja, entao, ¢ nao limitada. Pondo

p(2|hlle)  se s =2]lhl,

o(s) =1 ¢(s) se |s| <2]hl,
o(=2|hll) se s<=2]hl

@ é limitada e satisfaz as condig¢oes impostas a . Logo, se u é uma solugao de v” = @(u—
h), solugao que existe pelo que ficou estabelecido anteriormente, entao |lul| . < |||,
donde @(u — h) = ¢(u — h) e, desse modo, u é solucao de v’ = ¢p(u — h). Portanto, em
todos os casos, h € Im(I 4 A).

Condicoes equivalentes a maximalidade dos operadores acretivos sao dadas pelo

teorema a seguir.

7.7 - Teorema: Seja A acretivo. Sao equivalentes:
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i) A é mdzimo acretivo em C D D(A);
i) Sex e C,ye X, eV(u,v) € A, lx—u+ Ay —v)|| > ||z —ul]| VA > 0, entdo
(z,y) € A;
iii) Sex € C,y € X epara cada (u,v) € A existe {* € F(x—u) tal que (y—v,&*) >0,
entdo (x,y) € A.

Demonstragao: Analoga a do Teorema 2.3.
Os operadores acretivos, maximo acretivos e m-acretivos tém uma propriedade

analoga a dos operadores monétonos dada pela Proposicao 1.5:

7.8 - Proposigao: Se A € acretivo, mdximo acretivo ou m-acretivo, entao o operador
obtido de A por translagoes de D(A) e Im(A) €, respectivamente, acretivo, mdzimo
acretivo ou m-acretivo.

A demonstracao nao oferece dificuldade.
7.9 - Proposigao: Seja X liso, A € A(w), D(A) C C C X e A+ wl mdzimo em C.
Entao, Ax é convezo e fechado ¥z € D(A).

Demonstragao: Seja z € D(A) e y; € Az, i = 1,2. Como, por hipdtese, A € A(w),

para cada (u,v) € A tem-se
(yi +wr —v—wu, F(x —u)) >0, i=1,2.

Mas dai vem, para cada (u,v) € Ae0 <t <1,
(ty1 + (1 = t)y2 + wzr — v —wu, F(z —u)) = t{y1 + wr — v — wu, F(x — u))
+ (1 —t){y2s +wr —v—wu, F(x —u)) >0

donde, pelo Teorema 7.7, ty; + (1 — t)ys € Az, i.e., Ax é convexo.
Seja y, € Az,n=1,... e y, — y. Entao, para cada (u,v) € A,

(Yyn twr —v —wu, F(zr—u)) >0, n=1,...,
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visto que A € A(w). Mas dai vem
(y+wr—v—wu, Flx —u)) >0 VY(u,v) € A

Pelo Teorema 7.7, y € Az, o que mostra que Ax é fechado.

7.10 - Definicao: Diz-se que um operador A: X — X, onde X é um espacgo de Banach,
é demifechado se as condic¢oes (Tn,yn) € A, n=1,...,2, = = e y, — y implicam

(z,y) € A.

7.11 - Proposigao: Seja X um espaco de Banach, cuja norma é diferenciavel a Fréchet,

A€ Alw) e A+ wl maximo em D(A). Entao A é demifechado.

Demonstragao: Como, por hipétese, a norma de X ¢é diferenciavel a Fréchet, o
operador dualidade é univoco e continuo, pelo Teorema 1-6.6 e Lema 1-6.12. Sejam
(Tn,yn) €A, n=1,... 2, >z ey, —y. Tem-se, entdo, V(u,v) € A,
(Y + it — v — wu, Pl —u)) — (y +wz — v — wu, Pz — u))
< Ky =y, Fo —u))| + [(yn — v, Fzn —u) = F(z —u))|
+ |w(zy —u, F(x, —u) — F(x — u))| + |w(z, — 2, F(x — u))]
< (yn =y, F(z —u)| + (lyn — vl + l|lw(@n —w))) |F(zn —uv) = Fz — u)|

+ |w(xy —x, F(x —u))| =0
quando n — oo. Logo,

(y +wz —v—wu, F(r—u)) = lim (y, + wr, —v —wu, F(x, —u)) >0

n—oo

para todo (u,v) € A. Como x,, - x e x,, € D(A), n = 1,... segue-se que = € D(A).

Logo, (z,y) € A pelo Teorema 7.7.

7.12 - Proposicao: Todo operador A € A(w), tal que A+ wl é mdzimo em D(A), é
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um subconjunto fechado de X x X.

Demonstragao: Sejam (x,,y,) € A, x, = z e y, — y quando n — oo. Como

A€ Aw),
[ =l < o — 1w+ Ay +wan — v —ww)|| ¥ (u,v) € A,
donde no limite quando n — oo,

|z —u|l <z —u+ ANy +wr —v—wu)|| V(uv)e A

Como z,, € D(A),n=1,...,ex, — x tem-se x € D(A) e como, por hip’otese, A+ wl

é maximo acretivo em D(A) tem-se (z,y) € A, pelo Teorema 7.7, q.e.d..

7.13 - Proposicao: Seja X um espa¢o de Banach e A € A(w). Se Aw < 1 entdo,

para cada x € m Dy=D,
0<A< Ao

J/\xH ¢ limitado em 0 < X\ < Ag.

Demonstragao: Seja z € D e 0 < A\, u < A\g. Entao, A,x € AJ,x e Ayx € AJ,x,
donde, para algum ¢* € F(J,z — J,) tem-se

<AXI +wlyz— A —wlx,§) >0

pois, por hipétese, A € A(w). Logo,
0 < MAyw = Ay, €) + 2w €]
= (M2 — pA,z + pAur — M, £) + dw [[€7]]°
= (M2 — pAyr, €) + (1= M) (A, €) + dw |7
< —{pAur = Mz, €) + | = Al A - (167 + M [I€°]17

Mas
F(Jyor—Jux) = F(x — Mo — 2+ pA,r) = F(pAu(z) — A, x).
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Logo,
(1= w) [Ty = Juz|| < i = Al | Ay

e, portanto, de 0 < A < p = Ao vem

HJA:c - JAO.CCH <X HAAO.CC

, se w<o0

HJA:c — JAO.CCH < Ao(1 — Aow)™? HAAO:UH , se w>0,

q.e.d..

7.14 - Proposigao: Seja X* uniformemente convezro, A € A(w), A+ wl mdzximo em

D(A) e D(A) CIm(I + XA), 0 < X < \g. Entdo,

)1\2% |A,z|| = |Az] Ve e D(A).

Demonstragao: Temos, por hipétese, D(A) C D,, 0 < A < Ag, donde pela Proposicao

6.16, HAXIH tem um limite quando A — 0 e
)l\ig(l) HAASCH = |||Azx||| < |Az|, Vz € D(A).

Por outro lado, de acordo com o Teorema de Milman, X* é reflexivo e, portanto, X é
reflexivo. Existe, entdo, uma seqiiéncia (A,), A\, — 0 quando n — oo, e um y € X tais

que A, = — y quando n — oc. Segue-se daf que
lyll < liminf || 4y, 2] = ||| Aa |

pois a norma ¢é seqiiencialmente s.c.i. em relagao a topologia fraca de X. Mas, A, = €

AJ, x e, por viii) do Teorema 6.13, J, z — x Va € D(A). Além disto, pelo Teorema
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1-6.15 e a Proposicao 7.11, A é demifechado. Logo, y € Az e, portanto, |Az| < |ly|| <
| Azl], donde
lim [[Ayz]| = [[[Az]]| = [Az] V2 € D(A),

q.e.d..

7.15 - Lema: Seja X um espago de Banach reflexivo e estritamente convexo, D um
subconjunto convexo de X e P,: D — X, n = 1,...,uma aplicacao lipschitziana cuja
constante l,, — 1, quando n — co. Se x,y € D, P,x — x e P,y — y, entio P,(tx +

(1—-t)y) =~te+ (1 —t)y quandon — oo, 0 <t < 1.
Demonstragao: Ponhamos z =tz + (1 —t)y, 0 <t < 1. Temos z € D. De P,z —
segue-se que o conjunto {P,x}, n =1,...,¢é limitado donde, por
[ Prz — z|| < ||[Prz — Pozl| + || Poz — 2|| <y ||z — 2| + || Pz — ]
= (1 =1t) ly — 2/l + || Prz — 2],
o conjunto {P,z}, n =1,...,¢é limitado. Pela reflexividade de X segue-se, entao, que

existe uma seqiiéncia {ny}, nx — oo quando k — oo, e um w € X tais que Pnkz —w

quando k — oco. Mas entao,

o = 2]l < limint | Py 2 = Poll < liminfly, |z =2l = |l = ] = (1 - ) |y - 2.
o=yl <timinf | P, 2= P, y| <timinfl, 2=yl =z =yl =ty - |
e, dai,
ly = ll = lly —w+w—all < lly = wl + |l —all < lly -]
ie.,
Iy —w) + @ =)l = lly = wll + o —al = ly | (7.2)
Portanto,

lw =zl =1 =t) [y -zl e fw—yll=tly—zl. (7.3)
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Mas X sendo estritamente convexo, de (7.2) resulta, pelo Teorema I-5.10, que, ou
w —z = 0 donde por (7.3), t = 1 e, portanto, w = z = 2z, ou y — w = A(w — x). Dal,
ainda por (7.3), A =t/(1—t) e, portanto, w = z. Pela unicidade do limite tem-se, entao,
P,z — z.

7.16 - Proposicao: Seja X um espag¢o de Banach reflexivo, estritamente convezro e que

satisfaz a condi¢do 1-(5.2) da Proposi¢ao 1-5.8. Entao, se A+ wl é m-acretivo, D(A) €

CONVETO0.

Demonstragao: Sejam x e y pontos arbitrarios de D(A). E bastante demonstrar que

(x+y)/2 € D(A). Se A\, = 0, entdo J, x — x e J, y — y, por viii) do Teorema
6.13, donde Jy,((z + y)/2) — (z + y)/2, pelo Lema 7.15. Além disto, se \,w < 1,

n=1,...,entao, por i) do Teorema 6.13,
lim sup ||.J Tty —J, z|| < lim (1 - Aw)™? y_ T |y
o || 2 A= A S0 " 2 2

Logo,

xr + —x
J)\n( 2y>—J)\n£U—>y2

pela hipdtese 1-(5.2). Portanto, Jy, ((x + v)/2) — (z + y)/2, donde Jx((z + y)/2) —
(x+y)/2, pela unicidade do limite. Finalmente, como Im(Jy) = D(A) tem-se (z+y)/2 €
DA,

Seja X um espago normado e C' C D C X. Diz-se que P: D — C' é uma retra¢ao
de D em C se P é continua e P(x) =z Va € C. Quando existe uma retracao de D em
C diz-se que C é uma retracao de D. A retracao P: D — C' e a retracao C' sao ditos

ndo expansivos se ||P(z) — P(y)|| < ||z — y||; sdo ditos irradiantes se de P(x) = z vem

P(z4+ XMax—2)) =2VA>0tal que z + Az — 2) € D.

7.17 - Teorema: Seja X um espaco de Banach reflexivo e estritamente convexo e

A: X — X tal que A+wl é m-acretivo. Entao, conv D(A) € uma retragdo nao expansiva
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de X onde conv D(A) € o conjunto das combinacdes converas dos elementos de D(A).

Demonstragao: Seja C' = {z € X;J,» — x quando A — 0}. Pelo Lema 7.15, com
D = X,C é um conjunto convexo. Além disto, seja (x,) C C, z, — x e w* € X*.
Escolhendo A\g > 0 de modo que A\gw < 1 entdo (1 — Aw)~! é limitada e menor que um
certo M, para 0 < A\ < )\g. Logo, dado € > 0 existe um ng tal que ||z — x,|| < &/2(M +
1) ||w*]| Vn > ng e, para cada n, um A,, 0 < A\, < Ao, tal que |[(Jyz, — zp,w*)| <
€/2 ¥ A que satisfaz a condi¢do 0 < A < A,. Portanto, se n > ng e 0 < A < A,, entao

|<J>\x - m7W*>| S |<J)\{L’ - JAmn7W*>| + |<J>\xn - mn7W*>| + |<xn - m7W*>|
<z = Izl - [lw* (| + [{(T @0 — 2n, 0*)| + [0 — 2| - [lw*]]
<14+ (1= 2w0) ™) |z =zl || + [{(Irzn — 20, w*)| <€
ie., Jxx — x e, assim, C é fechado.

Como por viii) do Teorema 6.13, D(A) C C e C é convexo e fechado tem-se

conv D(A) C C. Por outro lado, de J,» € D(A) Vz € X resulta, pela defini¢ao de

C, que C esta contido no fecho fraco de D(A). Mas D(A) C conv D(A) e conv D(A) é
fracamente fechado. Logo, C' C conv D(A) e, portanto, C' = conv D(A).
Para cada = € X existe, pela Proposicao 7.13, um Ay > 0 e uma constante M (x)

tais que ||Jyz| < M(z) para todo A € (0, Ag]. Seja
Co ={y € Cillyl < M(x)}.

Cada C, ¢ fracamente compacto donde H C, = @ é compacto na topologia produto
zeX

correspondente. Para cada A, 0 < A < Ag, Jy é um ponto de (). Seja \,, — 0 e P
o limite de J, em Q. Entao, Px € C Vzr € X visto que C, ¢é fracamente fechado.
Portanto, P: X — C e

| P2 — Pyl < limint [T,z — J,yll < lim (1 - Aw) ™" flz =yl = o - y]l,
n—oo n—ro0
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i.e., P é uma retragdo nao expansiva e, assim, conv D(A) é uma retragdo nao expansiva

de X.

7.18 - Nota: Os operadores acretivos dos espagos de Banach nem sempre tém uma
extensdo m-acretiva em conv D(A), como ocorre com os operadores acretivos dos espacos
de Hilbert (Proposicao 2.15). Seja, por exemplo, C' um subconjunto convexo e fechado
de um espaco de Banach, X, que nao seja uma retragdo nao expansiva de X. (Se
a dimensao de X é maior ou igual a 3 e X nao é um espaco de Hilbert, certamente
existe um C' nessas condigoes; com efeito, demonstra-se (Reich [1] pag. 381) que todo
subconjunto convexo e fechado de um espago de Banach, X, de dimensao maior ou igual
a 3, é uma retracao nao expansiva de X se, e s6 se, X é um espago de Hilbert). Entao,
pelo Teorema 7.17, o operador acretivo A: X — X, definido por A = {(z,0);z € C},

nao tem extensao m-acretiva em conv D(A) = C.

7.19 - Lema: Seja C' um subconjunto convexo, fechado e nao vazio de um espago de

Banach liso. Entdao, x € C° se, e so se,

zeC e |a|* <(y,F(x), VyeC. (7.4)

Demonstragao: Se z satisfaz (7.4), entdo ||z||> < |jy|| ||lz|| e dai, ||z < |y| Vy € C;
logo x € C°. Reciprocamente, de z € C° vem, Vy € C et € (0,1),

(1= t)z +ty|* = (1 — ) + ty, F((1 — t)a + ty))
=(z, F((1-t)z+ty)) + t{y — =, F((1 — t)x + ty))
< [zl |(1 = )z + tyll + t{y — 2, F((1 — )z + ty))
< (1= t)z + ty|* + t{y — z, F((1 — t)z + ty)).

Logo,
tly —xz, F((1 —t)x +ty)) >0
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donde, dividindo por t, fazendo t tender a zero e levando em conta o Teorema I-6.6,

tem-se (7.4).

7.20 - Lema: Seja D um subconjunto convexo e fechado de um espaco de Banach liso
e P: D — C uma retracao de D em C. Sdo equivalentes as condigoes:
i) (x— Px,F(Px—y))>0 VYxeDeVyeC.

ii) P € ndo expansiva e irradiante.
Demonstragao: Seja i) verdadeira. Entao

Portanto,

(x — Px+ Py —vy,F(Px— Py)) >0
e, dai,
[Pz — Pyl < (¢ — y, F(Pz — Py)) < |lz — y|| - | Pz — Py|| ¥a,y € D.

Logo, P é nao expansiva. Seja A tal que Pr+A(z—Px) € D. Pondo w = Prx+\(z— Pzx)
tem-se

(x — Px,F(Px— Pw)) >0 e (w— Pw,F(Pw— Px))>0.
Logo, tendo em vista que w — Px = A(z — Px), segue-se que
(w— Px+ Pw—w, F(Px— Pw)) >0,

ou seja

—||Pz — Pw|* >0

e, dai, Pw = Px. Logo P é irradiante e, assim, i) = ii). Reciprocamente, suponhamos
ii) verdadeira e sejam x € D, y € C e K = DN {Px + A(x — Px); A > 0}. Entao, K é

um conjunto convexo e fechado, Py =y e se w € K, Pw = Px. Logo, para todo w € K,

[Pz =yl = [[Pw— Pyl < lw—yll,
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i.e., Pr —y € (K —y)" e pelo Lema 7.19 aplicado a K — v,
1Pz —y||* < (w—y, F(Pz —y)).

Dai
(Pr —y, F(Pr—vy)) <(w-y, F(Pz —y))

e portanto

(w— Pz, F(Pr—y))>0 VzeD VyeCl.

Em particular, para w = z, tem-se (x — Pz, F(Px —y)) > 0, que é a condigao i).

7.21 - Corolario: FExiste no m’aximo uma retracao nao expansiva e irradiante de um

espaco de Banach liso, X, em um subconjunto C de X, nao vazio.

Demonstragao: Com efeito, se P e () forem duas retracoes nao expansivas e irradiantes

de X sobre C' entao, pelo Lema 7.20 tem-se
(x — Px,F(Pr—Qx)) >0, (r—Qx F(Qx— Pzx)) >0,

donde (Qx — Pz, F(Pz — Qz)) > 0 e, dai, Qx = Px.
O operador dualidade, F', de um espago de Banach liso é dito fracamente seqiien-
cialmente continuo se a condicio x,, —  implica F(z,) — F(z). E o caso, por exemplo,

dos operadores dualidade dos espacos de Hilbert.

7.22 - Teorema: Seja X um espago de Banach reflerivo, estritamente convexo e liso
e suponhamos que o operador dualidade F seja fracamente sequencialmente continuo.
Se A: X — X € tal que A+ wl é m-acretivo, entao a retragdo nao erpansiva P: X —

conv D(A), definida no Teorema 7.17, € irradiante e P = )1\11% Jyem Q=[] C,.
- rzeX

Demonstragao: Pelo que foi demonstrado no Teorema 7.17, existe uma seqiiéncia

{A\n}, 0 < A < Ao, Aw < 1, A\, = 0 quando n — oo e tal que, quando n — oo, Jy,
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tende fraco a Px, Vx € X. Pela acretividade de A + wl temos
Dai vem
(1= Aw) [[Ia, 2 = Tayl* < (@ —y, F(Ia,x = Jay)) Va,ye X,

Portanto, se x € X e y € conv D(A) tem-se J), z — Jy,y — Pz —y donde
[Pz —y||* <liminf ||,z — Jx,yl
n— oo

< lim (1 — )\nw)_l(a: —y, F(Jr,x — Jr,y)) = (x —y, F(Px —vy)).

~ n—oo

Dal,
|Pz —y||* = (Pz —y, F(Pz — y)) < (x — y, F(Pz — y))

e, portanto,
(x — Pz, F(Pxr—y)) >0 VzeXeyecconvD(A).

Pelo Lema 7.20, P ¢ irradiante donde, pelo Corolario 7.21, P = iir% Jrem Q= [] Cy,
- reX

q.e.d..
Um operador Po: X — C' é dito projecao de X sobre C' se

|z = Poz|| <[z -yl VyeCl.

E bem sabido que se C for um subconjunto convexo e fechado de um espago de Hilbert,
entao existe uma e uma sé projecao de X sobre C' e que P¢ é a projecao de X sobre C'
se, e sO se,

(x — Pox,Pcx —y) >0 Vy e C. (7.5)

7.23 - Corolario: Seja X um espaco de Hilbert e A: X — X um operador tal que

A+ wl é m-acretivo. Entao:
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i) D(A) é um conjunto convezro;

ii) A retragio nao expansiva e irradiante P: X — conv D(A) definida no

Teorema 7.17 é a proje¢do P~ de X sobre D(A);

D(A)

iii) JA:c—>PD(A) Ve e X, quando A — 0.

Demonstragao: i) D(A) é convexo pela Proposigao 7.16. ii) Como, no caso dos espagos

de Hilbert, F' = I temos, pelo Teorema 7.22 e o Lema 7.20,
(x — Px,Px—y) >0 Vy e D(A)

donde, por (7.5), P é a projecdo P=—. iii) Seja u € D(A) e v € Au. Temos, pela

D(A)”
acretividade
(Axz + wyz — v —wu, Jyr —u) >0
donde
I Tl* < (@ = v, Jaw — u) + (Jaw, u) + Mo || Jnz — ul)?
Logo,

li J.z|’ <z, P~z — P— x,u),
”;1_?310” " <t Ba)? — W T Py, )

Vu € D(A) e, portanto, para todo u € D(A); fazendo u = P5ez)® temos

lim sup || Jxz||® < HPM:UH
A—0

e, como Jyr — PD(A)m segue-se que Jyr — P+~

D(A)”"
Para que um operador acretivo A: X — X, onde X é reflexivo e estritamente con-
vexo, tenha uma extensao m-acretiva com dominio contido em conv D(A) é necessério

que conv D(A) seja uma retracdo nao expansiva de X, como decorre do Teorema 7.17.



§8. SECCOES 173

Essa condicao nao é, porém, suficiente. Condigoes suficientes sao encontradas em Reich

[1] pag. 384.

8. Seccgoes
Ao operador A: X — X associemos o operador A% X — X definido por A%z =

Ax 0 i.e.
( ) ) )
11037 - {y, Yy € 11377 ”yH |‘1$‘}

O operador A é dito seccdo minima de A.

8.1 - Teorema: Seja X reflezivo, estritamente convezo e liso e A € A(w) um operador

demifechado e tal que
D(A) Cc Im(I +AA), 0< A< Ao (8.1)

Entao AY é um operador univoco, D(A°) = D(A) e A’z =y onde y = )l\in%) fraco Ayx .
%

Demonstragao: Seja B o operador definido por D(B) = D(A) e Bx = conv Az, onde
conv Az é o conjunto das combinagoes convexas dos elementos de Ax. Das condigoes
impostas a X decorre que Bz tem um tnico elemento de norma minima, Bz (Teorema
I-5.14). Vamos mostrar que B’z € Ax e, portanto, que B%r é o tinico elemento de
norma minima de Azx.

Sey € Ax e v € Au, entao

(y+wr—v—wu, Flx—u)) >0 (8.2)

n
uma vez que A € A(w). Portanto, se y; € Az, \; >0,i=1,... ,n,e > A\ =1, entao
i=1

<Z/\iyi+wm—v—wu,F(m—u)> >0,

i=1
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i.e., (8.2) é valida para todo y € conv Ax. Logo é vélida para todo y € conv Az = Buz.
Analogamente, (8.2) é vélida para todo v € conv Au = Bu; segue-se que B € A(w).
Como de (8.1) vem D(A) C Im(I +AA) C Im(I + AB), 0 < X < g, segue-se, por ii) do
Teorema 6.13, que para cada x € D(A), ||Az|| < (1—-2Aw)™t [Az|, 0 <A < Ao, dw < 1;
logo, pela reflexividade de X, existe uma seqiiéncia (A,), A, — 0 quando n — oo, e
y € X tais que AM:U — gy quando n — oo. Mas J;\‘nx — x quando n — oo, pelo

Teorema 6.13, (Jf r, A, z) € A, pela Proposicao 6.10 e A é demifechado, por hipétese.

Logo, y € Axz. Além disto, pela definicao de B, tem-se J/\Bm = fo, 0 < A< Ag, donde
B,z = A,z. Portanto, para 0 < A < Ag e Aw < 1 tem-se

< i ] = i 5,5 <t 32 5

pela semicontinuidade da norma em relagao a topologia fraca e pelo Teorema 6.13. Logo

y = Bz visto que y € Ax C Bz, q.e.d..

8.2 - Teorema: Sejam X e X* uniformemente converos e A € A(w) um operador
fechado e tal que
D(A) Cc Im(I 4+ MA), 0< A< Ao (8.3)

Entao existe uma extensao demifechada, 12[7 de A tal que:
i) Ae Aw) e D(A) CIm(I +AA) CIm(I +AA), 0 <A < Ao, Iw<1.
ii) D(A) = D(A%) = D(A%) = D(A) e A% = A% Vz € D(A).

Demonstracao: E imediato que, ordenada por inclusao, a familia dos operadores de

A(w) com dominio contido em D(A) é indutiva superiormente. Pelo Lema de Zorn, A

estd, pois, contido em um elemento maximo, dessa familia, i.e., existe uma extensao A de

A tal que D(A) C D(A), A € A(w) e A+ wI é méxima em D(A). Pela Proposicao 7.11

A é demifechado. Além disto A sendo, por hipdtese, fechado e A > 0, A\w < 1, o conjunto

Im(I + MA) é fechado pela Proposigao 6.19. Logo, de (8.3) vem D(A) C I(I + \A),
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0 <A< Ao, \w < 1e, como D(A) C D(A),
D(A) C Tm(I + MA) C Im(I + AA), 0< A< X, dw < 1.

ii) Seja z € D(A). Por i) temos & € Im(I + AA), 0 < A < Ao, Aw < 1 donde, por ii)
do Teorema 6.13, {||}1v/\x||}, 0 < X< A, Aw < 1, é um conjunto limitado. Como, pelo
Teorema de Milman, X é reflexivo, segue-se que existe uma seqiiéncia (\,), A\, — 0, e

y € X tais que EA xr —y. Mas de =z € D(Z) vem J§ x — x quando n — oo. Logo,
como A é demifechado, (z,y) € Z, ie,y e Az. Além disto, da semicontinuidade da
norma na topologia fraca, do Teorema 6.13 e do Teorema 8.1 vem
|ly|| < liminf HZA":CH < liminf(1 — A\pw) ™! )g:c’ = ’Av:c’ = HEOSCH .
n—oo n—oo

Logo, y = A% e, portanto, lyl| = limelA :cH Pela Proposicao 1-5.8 segue-se que

. Z . A . e -
A Ty Tendo agora em vista que J{z = J{w e, conseqiientemente A,z = A, xz,

A
pois, pelo que ficou demonstrado em i), x € Im(I + AA), e que A é fechado por hipétese,
segue-se que (z,y) € A. Logo, z € D(A) e A% =y € Az. Portanto, D(A) = D(A?) =

D(A%) = D(A) e A% = A%, Vx € D(A).

8.3 - Lema: Seja X* um espago uniformente convero e A € A(w) tal que A+ wl é

mdzimo em C, D(A) C C C X. Entao F(A%) tem um tinico elemento ¥V € D(A).

Demonstragao: Pela Proposicao 7.9, Az é convexo e fechado Vx € D(A). Logo,
A # ¢, Vo € D(A), pelo Teorema I-5.14. Sejam y1,y2 € A%z, Tem-se ||y1|| = ||y=|l;
além disto, como X é liso, F'(y1) e F(y2) sdo conjuntos de um sé elemento. Pelo Lema

7.19,
2 2
lyall™ <y, F(y1)) < [yl lyell = llyall”-

Logo,
2 2 2
(W2, F(y1)) = llyll” = llmall” = [[F' ()]l
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donde F(y1) € F(y2) e, portanto, F(y1) = F(y2), q.e.d..

8.4 - Proposicao: Seja X* um espaco uniformemente convero, A € A(w), A + wl

mazimo em D(A) e D(A) C Im(I +AA), 0 < A < Ag. Entao:
i) lim F(A,r) = F(A°2), Vaxe& D(A);
A—0

ii) Se X também € uniformemente convexo, entao )1\11% Az = Az,
—
Demonstragao: Como A € A(w) e A,z € AJyz, A >0, tem-se Vr € D(A)
(y+wer—Ax—wla, Flr—Jyr)) >0 Vye Ax

e, dai,

(1— ) || Az|* < (v, F(A2)) Yy e Az (8.4)

Por ii) do Teorema 6.13, se Aw < 1 e 0 < XA < Ag, entdao A,z é limitado Vo € D(A).
Portanto, Va € D(A), F((A,x) ¢é limitado se Aw <1 e 0 < A < Ag. Como, além disto,
X* é reflexivo, existe uma seqiiéncia (A,), A\, = 0, dyw <1, n=1,..., eu* € X* tais

que F(Ay, x) — u*. Dai, de (8.4) e da Proposicao 7.14 vem
|Az|® < (y,u*) Vy e Ax. (8.5)

Como essa propriedade é valida, em particular, para y € A% temos ||u*|| > |Az|. Por

outro lado,
|lu*]] < liminf | F(Ayx, )| = liminf || Ay, z|
n— 00 n—00
< lim (1 — \w) ! |Az| = |Az]|.
n—oo
Logo ||u*|| = |Az|. Mas entdo, para y € A%z tem-se, novamente por (8.5),

|Az)® < (y,u*) < |Az|?,
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ie.,

* 2 2
{y,u) = [Az]” = [y vy e A,
o que mostra que u* € F(A%). Mas F(A%) tem um tnico elemento, pelo Lema 8.3;
logo u* = F(A%r). Pela Proposicao I-5.8 tem-se, entdo,

lim F(Ay, x) = F(A%)

n—oo

e, dai,

: _ 0
)1\1{}%17(14)\3:) = F(A°z),

pela unicidade do limite, o que demonstra i).
ii) Pelo Teorema I1-6.15, F~! é uma funcdo continua e, pelo Teorema I-5.14, A%z
tem um sé elemento. Logo, por i) temos lim A,z = Az, Yz € D(A), q.ed..

A—0

8.5 - Definigao: Seja A+wl m-acretivo. Diz-se que o operador univoco A’ C A é uma

sec¢do principal de A se D(A’) = D(A) ede (z,y) € D(A) x X, {* € F(x —u) e

(y+wr —v—wu,&) >0 V(uv)e A

vem (z,y) € A, i.e., as extensoes de A’ com dominio contido em D(A) e pertencentes a
A(w) estao contidas em A.

Em Brezis [4], Gomes [1] e Pazy [2] estd demonstrado que se X é um espaco de
Hilbert e A é m-acretivo, entdo a seccao minima A" é uma seccdo principal. A este
respeito voltaremos oportunamente para demonstrar um resultado mais geral (Capitulo

IIT - Teorema 3.18). Por ora serd demonstrado apenas o resultado auxiliar a seguir.

8.6 - Teorema: Seja X* uniformemente convexo, A + wl m-acretivo e A’ C A um

operador tal que D(A") = D(A) e Vu € D(A) existe v € A'u que satisfaz a condi¢ao

[0l < 0(|Aul), (8.6)
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onde 6:]0,00) — R ¢é limitada nos intervalos limitados. Se x € D(A) e y € X sao tais
que

(y+wz—v—wu, Flx—u)) >0  V(u,v)ed,
entdo, (z,y) € A.

Demonstracao: Satisfeitas as hipdteses, o operador A+ wl , onde A=A- Yy, € m-
acretivo e, pondo 0(|Au|) = 6(|Au|) + |jy||, A’ = A’ —y, 6 ¢ limitado nos intervalos
limitados e, por (8.6), Vu € D(A) = D(A) existe v —y € A'u tal que ||v—y| <
o]l + llyll < 0(lAu]) + |lyll = 0(|Aul), i.e., A satisfaz condicdes anslogas as impostas a
A. Além disto, (x,y) € A se, e s6 se, (z,0) € A. Sem quebra da generalidade podemos,

pois, supor que y = 0. Supondo, entao, y = 0 tem-se, por hipdtese,
(wr —v—wu, Flx—u)) >0  V(uv)e A
donde, para u = Jyx, A > 0,
(wr —v—wdyz, F(x — Jyz)) >0, VveAJw.

Dali,
(v, F(A,z)) < Aw HAXTL’Hz , VYve Az, (8.7)

Como A,z € AJy\x tem-se, VA tal que \w < 1,
0 <|AJyz| < HAXCCH <(1- Aw) ! |Az|.

Segue-se daf que, se v, é um elemento de A'Jyz, 0 < A < Ao, Aw < 1, que satisfaz (8.6),
entdo o conjunto {||v,||} é limitado. Logo existe uma seqiiéncia (A,), A, — 0 quando
n — 00, e z € X tais que vy, — z, uma vez que das hipdteses resulta que X é reflexivo.
Tendo em vista i) da Proposi¢ao 8.4 segue-se daf e de (8.7) que (z, F(A%)) < 0. Além

disto, pela Proposi¢ao 7.11, A é demifechado e por viii) do Teorema 6.13, J x — x.
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Logo, z € Az. Mas Az é convexo e fechado pela Proposicao 7.9, donde A%z # ¢ pelo
Teorema I-5.14. Logo, A%z = {0} pelo Lema 7.19, donde (x,0) € A, q.e.d..

8.7 - Corolario: Seja X* uniformemente convero, D(A) = D(B), A+wl e B+wlm-
acretivos e A%x N B% # ¢ Vo € D(A). Entio A = B. Em particular, se A = BY,
entao A = B.

Demonstragao: Para cada x € D(A) = D(B) seja S o operador definido por Sz =
Az N BY%. Entao SC A, SC Beseyc Sz
lyll = [Az[, llyll =|Bz[  Vze D(A)= D(B),
isto é, a condicao (8.6) é satisfeita. Além disto, de (z,y) € A e (u,v) € S vem
(y+wer—v—wu, F(x—u)) >0 Yue D(A) = D(B);

logo (z,y) € B, pelo Teorema 8.6. Portanto, A C B e, analogamente, B C A.

9. Perturbacao dos operadores acretivos

A soma de dois operadores acretivos de um espaco de Banach liso é um operador
acretivo e, de um modo geral, se A € A(wy1) e B € A(ws), entdo A+ B € A(w; + ws),
como decorre imediatamente de iv) do Corolario 6.3. Entretanto, se A+w;I e B+wyl sdo
m-acretivos, A+ B+ (w1 +w2)I nado é necessariamente m-acretivo. Serao estabelecidas,
a seguir, algumas condigoes suficientes para que a soma de um operador m-acretivo

A + wl com um operador m-acretivo B seja um operador m-acretivo.

9.1 - Lema: Seja X um espago de Banach liso, A+ wl um operador m-acretivo de X
e B um operador univoco, lipschitziano, acretivo e definido em todos os pontos de X.

Entao A+ B + wl é m-acretivo.

Demonstragao: Pela Proposigao 7.2 temos que demonstrar que Im(/+\(A+B+wl)) =
X para algum A > 0, i.e. queVy € X existe x € D(A) tal quey € (I +\(A+B+wl))x
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ou, o que é o mesmo, y — ABx € (I + A(A +wl))z ou, ainda, = = J4 T/ (y — ABuz).

Portanto o que se tem a demonstrar é que dado y € X a aplicacao
A+twl
x — J{T (y — ABa), (9.1)

que, pela m-acretividade de A + wl, transforma X em D(A), tem um ponto fixo para

1
algum A > 0. Seja, entao, A = YA onde L é a constante de Lipschitz de B. Tem-se

pelo Teorema 6.11,

[ 74% (y — ABay) — J{+ (y — ABu,)|| <

1
S )\ ||B.I1 — B.’L’QH S /\L ||.I1 — .’L’QH = 5 ||.’L’1 — .’L’QH .

1
Logo, para A = 3T (9.1) tem um ponto fixo.

9.2 - Proposicao: Seja X liso e A+ wl e B operadores m-acretivos de X. Entao,
para cada y € X e cada A > 0 existem x, € D(A) e u, € Az, tais que

y=(1+w)z, +u, +B,z,. (9.2)
Se além disto, D(A) N D(B) # ¢, entdo x, ¢ limitado quando A\ — 0.

Demonstragao: O operador B, ¢é univoco, lipschitziano e acretivo pelo Teorema 6.13
e definido em todo ponto de X pelo Corolério 7.3. Logo, A+ B, +wl é m-acretivo pelo
Lema 9.1. Portanto, Im(f 4+ (A + B, +wl)) = X ouseja Im((1 +w)[+ A+ B,) = X
donde, se y € X, existe z, € D(A) e u, € Az, tais que y = (1 +w)z, +u, + B,x,, 0
que demonstra a primeira das assercoes feitas. Seja xo € D(A)ND(B), y, € (14+w)xo+
Azrg + B,x9 e y € X. Pelo que se acaba de demonstrar, y € (1 +w)z, + Az, + Bz,

para algum x, € D(A). Tem-se, entao,

Yy, — 20 € (A+B, twlzy e y—x, € (A+ B, +twl)z,
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donde, pela acretividade de A + B, +wl,

<(y_37)\> - (y)\ _$O)7F(x)\ _370)> > 0.

Dai vem
2y — xOHQ <y -y, Fzy —20)) < [ly =9l [z, — 2ol

ie., H:UA — :cOH < Hy — yAH. Mas y, ¢ limitado quando A — 0 pois, por ii) do Teorema
6.13, HBXI()H < (1=Xw)7 ! |Bxgl, VA >0, \w < 1. Logo, r, ¢ limitado quando A — 0,
q.e.d..

9.3 - Teorema: Seja X* uniformemente convero, A+ wl e B operadores m-acretivos
de X tais que D(A) N D(B) # ¢, y € X e suponhamos que x, satisfaga (9.2) e B,x,
seja limitado quando X — 0. Entdo a equagio y € (1 +w)x + Ax + Bz tem uma unica

solugao x e x, — x quando A — 0.

Demonstragao: Sejam A, u > 0. Entao, pela Proposicao 9.2,
y=(1+w)z, +u, +B,x,, u, cAzx, (9.3)
y=(14+w)x, +u,+ Bux,, u,¢€Ax,.

Dai vem xy — x, + Baxxx — Bz, +u) +wr) — u, —wz, = 0 e portanto,

HxA - ”TMHQ +(B\zy — Buzy, F(z, —x,))

+ (uy +twzy —u, —wzy, Flzy, —x,)) =0
donde, pela acretividade de A + wl,
2
HwA - xu” + (Byzy — Buzy, Fzy, —2,)) <0
e, pela de B,

2
Hm,\ - xu” + (Byzy — Buzy, Flz, —xu) — F(JAB% - Jf%)) <0
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ou seja

ENE :cMHQ <(B,z, — B,x,, F(x

Atao _xu)_F(JB _fou»-

A AT

Dai vem, supondo ||B,z,|| < C para todo v tal que 0 < v < vy,

|z, — :UMHQ <2C||F(zy, —xy) — F((z, —zu) + (Jf:cA —x,) + (2, — Jf:ﬁu))H

€ Como

[y ) + (1 )| = B~ ABya, | < (04 )

segue-se, pela continuidade uniforme de F', (Teorema I-6.15) que x, satisfaz o Critério
de Cauchy para a existéncia do limite no ponto 0. Seja x = limz,. Quando A — 0
r, € limitado pela Proposi¢ao 9.2 e B,z,, por hipétese. Segue-se por (9.3) que u, é
limitado quando A — 0. Existe, entao, uma sucessao (A,) e um u € X tais que A\, — 0
e uy, — u quando n — oo e como, para cada A, (), ,uy,) € A, tem-se (x,u) € A
visto que A é demifechado pela Proposigao 7.11. Novamente por (9.3), existe v € X
tal que By, zy, ~vev=y— (1+w)r—u Vamos mostrar que x € D(B) e v € Bx.

Tem-se, com efeito,
|2y =zl = |TYzy =2y + 2, — 2| < [Tz, — 2| + ||z — =]

)

=By, || + ||lz) — =

donde J{¥z, — x quando A — 0. Mas (anx,\n, By, xy,) € BVYn €N, donde (z,v) € B,
pela Proposicao 7.11. Portanto, y = (1 + w)z + u + v, u € Az e v € Bx. A unicidade

resulta imediatamente da acretividade de A + B + wl.

9.4 - Teorema: Sejam X* uniformemente convero e A + wl e B dois operadores

m-acretivos de X tais que:

i) D(A) ¢ D(B)
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ii) Para cada r > 0 existem constantes k(r) e C(r), k(r) < 1, tais que
|Bx| < k(r)|[Az|+C(r) se x € D(A) e |z| <r. (9.4)
Entao A+ B+ wl é m-acretivo.

Demonstragdo: Para todo y € X e todo A > 0 existe, pela Proposi¢do 9.2, z, € D(A)
tal que
y:(1+w)m/\—|—u/\+B/\xA, Uy GAxA,
e ||x,|| <r para X suficientemente pequeno. Logo, por (9.4),
Az, | < [luy [ < gl + [[(1+ @)z || + [ Bz, |
<yl +[|(X +w)z, || + | Bz,
< |yl +||(1 + w)z,|| + k(r) |Az, | + C(r),

para A suficientemente pequeno donde

}AxA’ < (||y||+ H(l+w)mﬂ}+0(r))

1
1 —k(r)

e, portanto, Aac/\’ ¢ limitado quando A — 0. Dali e de HB/\QU/\H < ’Bm/\’ segue-se,
novamente por (9.4), que B,z, é limitado quando A — 0 e, assim, A+ B + wl é

m-acretivo pelo Teorema 9.3.

9.5 - Teorema: Seja X* uniformemente convero e A+ wl e B dois operadores m-
acretivos de X tais que:

i) D(A)ND(B) # ¢

ii) (utwz, F(B,x)) > —(||z]]) —b HB)\SEHQ, Vue Az, onde 0 <b<le é

uma fung¢do nao decrescente e ndo negativa em [0,00). Entdo, A+ B+wl é m-acretivo.

Demonstragao: Pela Proposicao 9.2, Vy € X e VA > 0 existe x, € D(A), x, limitado

quando A — 0, tal que

y=1+w)zr, +u, +B,z,, (v,,u,)cA
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Dai e de ii) vem
(y —z,,F(B,z,)) = (u, +wz, + B,z,,F(B,x,))

> —t([|z,[)) — b HBA%HQ + HB,\”T,\HQv
donde HB \T /\H satisfaz a desigualdade do segundo grau

(1= 0)[|Byz,||* = |l — 2, || 1By || = ([, ) < 0.
Logo,
(1=b)[|Byzy || < [ly = =\ [| + (1 = 0)e(||2, ]2

e, como x, ¢ limitado quando A — 0, B,x, ¢ limitado quando A — 0. Segue-se, pelo

Teorema 9.3, que A + B + wl é m-acretivo, q.e.d..

9.6 - Corolario: Nas mesmas condi¢oes do Teorema 9.5, se (u + wz, F'(B,x)) >0

Vu € Ax, entao A+ B + wl é m-acretivo.

Demonstragao: Caso particular do Teorema 9.5 com b =0 e 1) =0 em [0, +00).

9.7 - Teorema: Seja X* uniformemente convero. Se A + wl e B sao operadores
m-acretivos, B € linear e sao satisfeitas as condi¢oes

i) D(B) C D(A)

i) (u+wz, F(Bzx)) > —(|z]) —b||Bz||> Vu € Az, onde 0 < b <1 ep é

uma fung¢do nao decrescente e nao negativa em [0, +00), entao A+ B+wl € m-acretivo.
Demonstragao: Seja z € D(A),u € Az e v € AJPz. Entéao

Mu+wz, F(B,z)) = (u+ wz, F(AB,)) = (u+wz, F(z — JY2))

= (u+wz —v—wllz, Flz— JY2)) + (v + wIlz, F(z — JPx))

> (v +wam, F(AB, 1)) = Mv —|—wa$, F(Bfo»
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pela acretividade de A 4+ wl. Usando a hipdtese ii) temos
(utwe, F(B,a) = =(||73e]) b || BIFa” = —u(lal) ~ b || B,z

visto que B sendo, por hipétese, acretivo e linear tem-se ||J¥z|| < ||lz||, Bxz = BJPx.

Pelo Teorema 9.5 segue-se que A + B + wl é m-acretivo.

9.8 - Exemplo: Seja X = LP(f2), 1 < p < oo, onde 2 C R™ é aberto, limitado e tem
fronteira regular, 3 ¢ A = —Au os operadores m-acretivos descritos nos Exemplos 7.5
a) e b), respectivamente. Entéo o operador A+ 3 é m-acretivo. Para ver isto é bastante

observar que se u € LP(2) entao
) 2
F(u)(z) = w(@) [u() " [lu], ™
e, portanto, se (u,v) € A,

(v, F(Byu)) = |8,ul2 7" /Q ~Au() (8, (u(@) [, (u(@)|""*) do

= =Bl [ (8D [Vu(@)? B (@) > 0

pois a derivada 6’/\ de B, € nao negativa uma vez que, pelo Teorema 6.13, 3, é acretivo.

Pelo Coroldrio 9.6, A + 3 é, entdao, m-acretivo.






CAPITULO III

SEMIGRUPOS NAO LINEARES E EQUACAO DE EVOLUCAO

1. Semigrupo nao linear

1.1 - Definigao: Seja X um espaco de Banach e C' um subconjunto de X. Diz-se que
uma fungao S de [0, 00) na familia das aplicagdes de C' em C é um semigrupo sobre C
se:

i) S(0)=1I

i) S(t+s)=S(t)S(s), t,s=>0.
Diz-se que o semigrupo S é continuo se

iii) tgr&_S(t):c =z, Vredl,
e que S é do tipo w,w € R, se

iv) IStz = SOyl < e [l —y].
Quando w < 0 diz-se que S é um semigrupo de contragées. Escreve-se S € Q,,(C) para

exprimir que S é um semigrupo continuo do tipo w, sobre C.

2. Formula Exponencial

2.1 - Teorema: Se A € A(w) e D(A) C Im(I + AA) para 0 < X < Ao, entao o limite

S(t)e = lim <1+ %A) . (2.1)

n—oo

existe para todo x € D(A) et > 0 e a convergéncia € uniforme em todo intervalo [0,T],

0<T < oo. Além disto, S € Qu(D(A)) e para cada x € D(A), S(t)x € lipschitziana
187
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nos intervalos limitados.

A demonstragao deste teorema funda-se nos dois lemas a seguir.

2.2 - Lema: Seja A€ A(w), 0 < p <A\ w<1exeDJ)ND(J]}) onde m en sdo

inteiros positivos e m < n. Entao,

m—1

e = el < (= oy 3 @i () |3 o]
— j

J

+ Z (1 — pw)ampi=m (7‘;__11> HJg_jx —z|, (2.2)

onde v = p/X e f=(A—p)/A

Demonstragao: Sejam j e k inteiros tais que 0 < j < n e 0 < k < m. Ponhamos
' k
a,j = HJIJLm — Jme .

Temos, pelo Teorema I1-6.13, para 57 >0e k> 0

Ak,j =

: J - A—p
Jix—J, (Xjf 'z + X fo)

i

JiTlg — (ﬁjf—lx + Mjfx) H

< (1= pw)~ || 3 3

< (g { B = el A5 - S}

= a1ak—1,j—1 + Brak,j—1,

onde a; = (1 — pw) L u/Xe By = (1 — pw) (A —p)/X\

Usando a férmula

agj < arag—1,j-1+ Brag;j-1 (2.3)
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vamos demonstrar (2.2) por indu¢do. Indiquemos por P, ,, a asser¢ao (2.2). Entao P ;

é vélida, por (2.3). Supondo P; ,,_; verdadeira, temos

L (n—1 . (i-1
"’Bl {L 1( 0 )CLLO‘}_ZO{lB{ 1(j 0 >0J0’n_1_j
j=1

a1,n < 1001 + B1a1n—1 < a100,n—1

n—1 n

j k—1
= Braio+ Z 1f{a0,n—1-5 = Braio+ Z @18y aon—k -

§=0 k=1

m—1 . (n n . i — 1 ~
Como P,y é amp < >, o187 ( _)CLm_jp + > o g™ (‘7 )ao,n—j entdao Py,
5=0 J j=m m—1

¢ verdadeira. Vamos, entao, supor P,,_i, verdadeira para todo n tal que n > m — 1.

Por aplicagao repetida de (2.3) teremos

Am,m S d10m—1,m—1 + Blam,m—l
< a1(a1am—2m-2 + B1am—1,m—2)
+ ﬁl(alam—l,m—Q + ﬁlam,m—2>

2 2
= Q1am—2,m—2 + 204161am—1,m—2 + 61 Am,m—2

m—1
<Y gy J(j)am_j,o,

7=0

i.e., Py m € verdadeira. A seguir, seja Py, ,—1 verdadeira para algum n > m. Teremos,

()= (G- 6)

por (2.3) e por
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Am.n S d10m—1,n—1 + Blam,n—l

= n—j—1 -1 j—m—+1 j —1
Z o B . )am—j—10+ Z a ao,n—j—1
7=0

—2
j=m-—1
i /n—1 —1
+ b1 o ?_J_l( . )am Jo+za’{”ﬁj m( _1)ao,n—j—1
i=0 J j=m
i n - 1—1
= et (oot st (7 Yoo
=0 i=m

i.e., P, , é verdadeira para todo n > m, o que completa a demonstracao.

2.3 - Lema: Sejam m e n inteiros positivos tais que m < n e «, numeros reais
positivos tais que o+ 5 = 1. Entao,

Mz

I
=

i) Y ()adB" I (m - j) < \/lna — m)? + nap

J

ii)

g

(Z)amsi ™ (n— ) < /72 + (%2 4 m - ).
J

Demonstragao: i) Temos, pela Desigualdade de Schwartz,

> (%)t tm =iy < 3 ()t -

Jj=0 j=0

3
N[=
N[=

(2.4)

IN
o
/X
. 3
~_=
Q
<
=
3
<
3
/X
<. 3
N
Q
<
=
3
<
3
<
e
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Mas, por calculo direto, verifica-se que

n

3 (7;) /" = (a + B)"

Jj=0

J=0

if (?) ol " = aPn(n — 1)(a+ )" % + an(a + §)"~!
j=0

relagoes essas que, juntamente com (2.4) e a + 5 = 1, demonstram 1i).

ii) Temos,
> (;Zf ﬁ)amﬁﬂ "n—j)< (J )amﬁj—m [n =l
Jj=m j=m

Pondo
Fo(B) = Z (j __11)6j_m, 0<p<1

temos
Fl(ﬁ):Z(j 0 )ﬁﬂ =8 =13
k=0
e, por inducao,

En(B) =1 =p)"" (2.6)

Derivando em relacao a 3 temos

Fa(®) =3 ( . __11) (= m)s ="t = m(1 = g~ (27)
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m—1

Fe) =3 (270U mG—m— 0@ s )-8 (28)

j=m

Das relagoes (2.5)-(2.8) resulta ii).

Demonstracao do Teorema 2.1: Seja z € D(A) e 0 < p < A < Ag,m < ne
Alw| < 1. Por hipétese, temos x € D(J{*) N D(J}}). Por ii) e iii) do Teorema I1-6.13 e
o Lema 2.2 temos, tendo em vista que 1 — A |w| < 1,

m—1

T — J|| < (1= plo) (1= A ™A Y a? 8 () (m — j) |Ax|
e = ] < (1= > e ()=

sl u Y amg (I Yol e

onde a = pu/Ae B =(\—p)/X Como a fungao f(t) = (1 —t)" 2" tem derivada nao
negativa para 0 < t < 1/2 e como f(0) = 1, segue-se que (1 —¢)™" < e***. De (2.9)

resulta, entdo, para A |w| < 1/2, levando o Lema 2.3 em consideragao,

| — J || < 2wl mN) N (noy — m)? + nafB)? |Az|
1
+ e2lwlny, {m—f + (m_ﬁ +m — nQ)] |Az|.
« o

Mas

M(na—m)? +nap)® = [(nu—mA)? + np(A — p)]?,

Logo,
1
[T 2 = I3 || < I m D [ — mA)? + np(X — p))? | Az

+ 2B mA = ) + (mA — np)?)? |Az] . (2.10)
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Dai vem, fazendo p = t/n, A = t/m e levando em conta que e2l@lt > 1 parat >0,

|

Desse modo, lim Jf/na: existe e a convergéncia é uniforme em todo intervalo limitado,
n— oo

1 1)®
t/n® — Jg‘mxH < 2ttt (E — —) |Az| . (2.11)

n

[0,7],0 < T < oc.

Como a constante de Lipschitz de J;), é menor ou igual a (1 —wt/n)™" e

: wt - wt
lim (1— — =",
n— 00 n

segue-se que S(t)x = lim J3, x existe para todo z € D(A) e S(t) ¢ lipschitziana com
n—oo

constante menor ou igual a e*!. Imediatamente se tem, S(t)(D(A)) C D(A). Seja
x € D(A) e 0 <t < 7; tomando o limite em (2.10) com m =n, p =t/ne X =7/n
tem-se

1S(T)x — S(t)x|| < [0+ 4 2l | Ag| |7 — ¢ (2.12)

o que mostra que S(t)x é lipschitziana em ¢ nos intervalos limitados. Segue-se dai que
S(t)x, v € D(A), é fortemente continua em t.
Resta demonstrar que S satisfaz a condigao ii) da Definicao 1.1, ja que a condigao

i) é trivial. Temos

S(mt)xr = nh_}ngo ot jn T = klg{)lo Jgf/mk T = klin;O(Jf/k x)™

=S(t)"x, Vee D(A) e VmeN.

Sejam, agora, [, k,r e s inteiros positivos. Entao

s <é+ g) _ S(ls ]—;kr) ) (s (i))l—i—k
) G ) <)
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ie, S(t+71)=S(t)S(7), para t e T racionais, donde, para t e T reais, pela continuidade

de S.

2.5 - Corolario: Seja (g,) uma seqiéncia de reais positivos tal que €, — 0 quando
n — 00, [t/e,] a parte inteira de t/e, e A um operador que satisfaz as hipéteses do

Teorema 2.1. Entdo, se x € D(A),

Stz = lim (I +¢e,A4) /onlg = lim (I 4 ¢,A4)"[t/=n]"1g,

n—oo n— oo

uniformemente nos intervalos limitados.

Demonstragao: Para z € D(A) a primeira dessas igualdades é uma conseqiiéncia

imediata de (2.10), de t — [t/ep]en < e, e de

b

|75 2= Sel < |

en &=, t/k H"” e, T — St

onde k,, = [t/e,]. Para x € D(A) segue dai pelos argumentos usuais. A segunda tem

demonstracao andaloga.

2.6 - Nota: De um modo mais geral, se (¢,,) é uma seqiiéncia de reais ndo negativos e
tal que g, — 0 quando n — oo, (k,) uma seqiiéncia de inteiros nao negativos tal que
knen — t quando n — 0o e A é um operador satisfazendo as condigoes do Teorema 2.1,
entao,

S(t)e =lim(I +e,A) %z V& € D(A).

2.7 - Proposigao: Se x € D(A) e 0 < 7 <t tem-se, supondo satisfeitas as hipdteses
do Teorema 2.1,

1S(t)z — S(r)z|| < e e T (t — 1) |Az], (2.13)

onde wt = max{w, 0}.

Demonstragao: Como S € Q,(D(A)) temos
|S(t)x — S(T)x|| = [|S(7)S(t — 7)x — S(T)x| < ™ ||S(t — 7)x — z]| . (2.14)
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a) Se w < 0 temos, pelo Teorema I1-6.13, para n suficientemente grande e s > 0,

|

Dai vem, no limite quando n — oo, pelo Teorema 2.1,

;L/n:c—:cH §Z<1— %w>_ %\Aw\ < s|Ax|.

1=

15(s)x — || < s [Az|

donde, por (2.14), segue-se (2.13) uma vez que, neste caso, wt = 0.

b) Se w > 0 temos, ainda pelo Teorema I1-6.13, para n suficientemente grande e s > 0,

’ ;‘/na:—:cH §i<1—£w>_i+l HJS/n:c—:UH
i=1

n
1=
1-(1—sw)™ = 1 2w)™" 1
= (1= ) - —n | Az :( n%) |Az|
I-(1-2w)t 1-2w

donde, pelo Teorema 2.1, no limite quando n — oo,

evs —1

15(s)x — xf| < | Az

Mas para w > 0, e¥* — 1 < wse“?, donde
|1S(s)x — z|| < sev®|Azx|.

Daf e de (2.14) segue-se (2.13) tendo em vista que, neste caso, w™ = w, q.e.d..

Note-se que a estimativa (2.13) melhora consideravelmente a (2.12).

2.8 - Definicao: O semigrupo associado a A € A(w) pelo Teorema 2.1 serd dito

semigrupo gerado por —A e —A o gerador exponencial de S.

3. Problema de Cauchy Abstrato

Seja X um espago de Banach, A: X — X um operador e consideremos o seguinte

Problema de Cauchy Abstrato
du

A 0 3.1
dt+ =) (3.1)
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u(0) = x. (3.2)

3.1 - Definigao: Uma funcao u:[0,00) — X diz-se solu¢do forte de (3.1) se
i) u é continua em [0, c0) e lipschitziana em cada subconjunto compacto de (0, c0);
ii) w é diferenciavel em quase todo ponto de (0, c0);
iii) u(t) € D(A) para quase todo t € (0,00);
du
dt
Observe-se que, se u for solucio forte de (3.1), entdao por i) e iii), u(t) € D(A),

iv) ——(t) € Au(t) para quase todo t € (0, c0).

Vt € [0, T]. Em particular, se u satisfaz (3.2), entdo x € D(A).

3.2 - Lema: Seja u uma funcao definida em um intervalo e com valores em um espaco
de Banach X. Suponhamos que u tenha uma derivada fraca, u'(t) no ponto t (isto é,
que exista a derivada d{u(t),x*)/dt no ponto t e d{u(t),z*)/dt = (u'(t),z*) para cada

x* € X*) e que a funcao ||u(t)| seja diferencidvel no ponto t. Entado,
[t )H clu@®l = (@'(1),u”) V™ € Flu(t)).

Demonstragao: Temos Vu* € F(u(t))

(u(t + h),u*) = (u(t),u”) < Jlult+ h)| lu(®)] = [u(@)]* =
= ([[u(t + ) = [lu@]) [lu@)] -

Logo, se h > 0 temos, dividindo por h e passando ao limite quando h — 0,
(u'(8),u") < Jlu(®)ll — IIU( )|l

e, se h <0,

(u'(8),u") = Jlu®)ll — HU()H
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3.3 - Proposicao: Seja A: X — X, A € Aw) e u e v solugdes fortes de (3.1) com
u(0) =z e v(0) =y. Entao

lu(t) — v < ez -yl Vte[0,00). (3.3)

Demonstragao: Temos —du/dt € Au q.s. em (0,00), —dv/dt € Av q.s. em (0,00)
donde, pela acretividade de A 4+ wl, existe u* € F(u(t) — v(t)) tal que

< - %(t) + wu(t) + Z—:(t) — wv(t),u*> >0 qs. em (0,00).

Dai, vem
du dv 9
— () — —(t),u* ) < - S
(50500 ) <wlu@ v a5 em 0,00
donde, tendo em vista o Lema 3.2,

% |lu(t) —v(t)|| < wllu(t) —v(®)|| q.s. em (0,00).

E como por hipdtese, u e v sdo lipschitzianas, ||u(t) — v(t)|| é absolutamente continua.

w

Multiplicando por e~“* e integrando de 0 a t temos (3.3).

3.4 - Corolario: Seja A € A(w). Entdo, (3.1) tem no mdximo uma solug¢ao forte que

satisfaz (3.2).

Demonstragao: Conseqiiéncia imediata da Proposicao 3.3.
3.5 - Lema: Seja A € A(w), u uma solugao forte de (3.1) e h > 0. Entdo a fungao

p(t) = e u(t+h) —u(t)|
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€ monotona decrescente.

Demonstracgao: Pondo v(t) = u(t + h) resulta que v(t) é a solugao forte de (3.1) com

valor inicial v(0) = u(h). Logo, como na Proposigao 3.3,

d
5 10 —u@®) < wllo®) —u®l, as. em [0, 00).
Dal,
d —wt
@ (e o) ~u®)]) <0, qs em [0,00)
e, como a fungdo ¢(t) = e “! |lu(t + h) — u(?)|| = e ¥ ||v(t) — u(t)|| é absolutamente

continua, ¢ ¢ monotona decrescente.

3.6 - Teorema: Seja A € A(w) e u solucdo forte de (3.1). Entdo:
D) ) —u(s)| < e =) (t — s)|Au(s)| para quase todo t € (0,00) e todo s tal
que u(s) € D(A), 0 <s<t;
if) ' du

o O = [Au(®)] g5 em (0,00);
iii) A funcao e=“'|Au(t)| é mondtona decrescente.

Demonstragao: Seja € o conjunto dos pontos ¢ de (0,00) tais que u(t) € D(A), u é
diferencidvel no ponto t e du(t)/dt + Au(t) > 0. Segue-se das hipdteses que (0, 00)\Q2
tem medida nula.

i) Fixemos s tal que u(s) € D(A), 0 < s <t esejay € Au(s). Pela acretividade
de A + wl existe um u* € F(u(t) — u(s)) tal que

(= GO+t —y - wuls). ) 20

<%“>’“*> < —(y,u) + wllu(®) = u(s)|* < llyll - lu(t) - u(s)]
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e, tendo em vista o Lema 3.2 e que u(s) nao depende de ¢,

ult) — () < Iyl + e )~ u(s)|| < ol +* ) ~u(s)l|. (3.4)
Logo,
(e D ) —uls)) < e g

Se wT > 0 temos, integrando de s a t

1— e—w+ (t—s)

—w+(t—s) o - <*x-"
e Ju(t) —u(s)]| < T vl
donde
wh(t—s) _ 1 +(t _ ) wt(t—s)
e w S)e
[u(t) —u(s)]| < 7 [yl < [yl

wt (t—s
= (t —s)e” = ly]

e, como essa desigualdade é valida para todo y € Au(s), i) é valida para w™ > 0. Se

wt =0 temos, por (3.4),
[u(t) —u(s)[| < (E—s)llyll  Vy € Auls).

Logo
Ju(t) = u(s)|| < (t = s) [Au(s)| = e =9 (t = 5) [Au(s)],

e, assim, i) também ¢é valida se wt = 0.

ii) Para s,t € 2, 0 <t < s temos, por i),

d d
d—?(t)” > |Au(t)], visto que ——u(t) € Au(t), segue-se a igualdade em ii).

_ i 1) O gy ot -0 |Au(t)| = |Au(t)]

s—t s —1t s—t

d_u (t
dt

e, COmo

dt
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iii) Pelo Lema 3.5, vem, para h > 0e 0 < s <,
e lu(t +h) —u(t)|| < e [luls + h) —u(s)|

donde, supondo que s,t € () tem-se, dividindo ambos os membros por h e passando ao

limite quando h — 0,

du

du
E(t)

—wt et
e o (s)

H —ws

Levando ii) em consideragao tem-se iii).

3.7 - Corolario: Seja X reflexivo, estritamente convexo e liso e A + wl acretivo e
mazimo em C,D(A) C C C Im(I + AA). Se u € uma solugao forte de (3.1), entdio

ACu(t) tem um tnico elemento e

d
d—:f(t) + A%u(t) =0 gq.s. em (0,00).

Demonstragao: Para todo ¢ tal que u(t) € D(A), Au(t) é convexo e fechado pela
Proposicao I1-7.9, donde (Au(t))? tem um tnico elemento, pelo Teorema 1-5.14. Além

disto,
du
—E(t) € Au(t) q.s. em (0,00).

Logo, levando em conta ii) do Teorema 3.6 e notando que, por definicao, A%u(t) =

(Au(t))?, tem-se o resultado que se queria demonstrar.

3.8 - Definigao: Seja m a particao 0 =ty <3 < --- <ty =T de [0,T]. O esquema

TiT il g 50, i=1,...,N

- 3.9
e W, (35)

serd dito discretizacdo da equagao (3.1). Se 1I<n.z?§v{t,- —ti—1} < g, (3.5) serd dita e-
727

discretizacao de (3.1) em [0, T7.
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Se a seqiiéncia g, x1, ... ,xy satisfaz (3.5), a fungao u,, definida por u,(0) = xg
e ur(t) = z; se t € (t;—1,t;], é dita solugio de (3.5) em [0,T] com wvalor inicial xg.
Se (3.5) for uma e-discretizacdo, u, sera dita solucdo e-aprorimada de (3.1) com valor
inicial xo; se u, for uma soluc¢do e-aproximada de (3.1) em [0, 7] com valor inicial z( e

|z — x0|| < e, uy serd dita solugdo e-aprozimada do problema (3.1)-(3.2) em [0, 7.

3.9 - Proposicao: Seja A um operador nas condi¢oes do Teorema 2.1. Entdo, para
cada particao de [0,T],0 = tg < t1 < -+ < ty =T tal que t; —t;—1 < Ao e cada

xo € D(A), a discretizacao (3.5) admite uma tunica solugdo com valor inicial x.

Demonstragao: Para i = 1 a discretizacao (3.5) com valor inicial zy é equivalente a

X1 — Xo
3]

+Az1 30

e, portanto, a (I + t;A)x; > xg. Mas, por hipdtese, A € A(w) e g € Im(I + t;A4),
0 < t1 < Ap. Logo, existe um tnico z7 € D(A) tal que zg € (I + t1A)x; e tem-se
x1 = (I +t1A)"1zg. Por recorréncia, vé-se que, para cada i = 2,..., N existe um s6

x; € D(A) que satisfaz (3.5) ou, equivalentemente,

= I+ (t; — ti—1)A) oy 0<t;—ti_1 <o (3.6)
ou, ainda,
z;= I+ (t; —tim1)A) NI + (tiy —tio)A) 7 . (I +t1A) L. (3.7)
A seqiiéncia xg, 1, ... ,zy define a unica solugao de (3.5) com valor inicial zg.

3.10 - Proposicao: Seja A um operador que satisfaz as condi¢cdes do Teorema 2.1,

xg € D(A) e uey a solugio da eyn-discretizagdo (3.5), onde t; —t;—y = T/N = ep,

i=1,...,N, com valor inicial xq. Entao,

lim uc, (t) = S(t)zo, (3.8)

N—oo
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uniformemente em [0,T], onde S € o semigrupo gerado por —A.
Demonstragao: Tem-se, por (3.7),

Uey (1) = (I +enA)~IH/enl=1g, Vit € [0,T],
onde [t/en] é a parte inteira de t/en. Logo, pelo Corolario 2.5,

lim ., (t) = S(t)zo,

N—o00

uniformemente em [0, 7).

Pode-se demonstrar o resultado mais geral a seguir.

3.11 - Teorema: Seja A € A(w), zo € D(A) e suponha-se que para cada € > 0 exista
uma solu¢do e-aprorimada, u., de (3.1)-(3.2). Entdo u. converge uniformemente para
uma fungao continua.

Nao usaremos este teorema e omitiremos sua demonstracao. (A demonstragao

encontra-se em Pazy [3] e Crandall e Evans [1]).

3.12 - Teorema: Seja A um operador que satisfaz as condi¢coes do Teorema 2.1, x €

D(A) e u uma solugao forte de (3.1) com u(0) = x. Entao, u(t) = S(t)x, t € [0, 00),

onde S € o semigrupo gerado por —A.

Demonstragao: Vamos supor, em primeiro lugar, que z € D(A). Seja T > 0 e N tal
que (T'/N)w < 1,e =T /N e ponhamos u(t) = x,set <0, e

u(t) —u(t—e) du

ge(t> = - - E(w

Como —%(t) € Au(t) q.s. em (0,T) segue-se daf que u(t) = (I+eA) " (u(t—e)+eg(t))

g.s. em (0,7"). Por outro lado, pondo u.(t) = x para t < 0 temos por (3.6)

uc(t) = (I +eA) tu(t —¢), t > 0.
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Logo, por i) do Teorema I1-6.13 e tendo em vista que (1 —ew)™! < (1 —e|w|)~! temos
lue(t) — u(®)]] = | Jeue(t — &) = Je(u(t — &) + ege (1))

< (1 —elw) M llus(t —e) —ult =)l +ellge(Ml]  a-s. em (0,7).

Portanto,

T

/0 lue(t) — u(t)]| de < (1 — e w]) ™" / lue(t — &) — ult — o) dt

Fe(l—ew)? / lg=(8)] dt.

donde,

S o - uoae < B T o - o)

€ JT—¢
T
Frelu)™ [ oo at (39)

0

Mas, de acordo com as hipéteses, se T' > 0 tem-se, pelo Teorema 3.6
whe _ whe_ _w(t—e) wtT
lu(t) —u(t —e)|| <e¥ “clAu(t —e)| < e” ‘ce |Az| < e¥ “e|Ax|

q.s. em (,7),0<e<T, e
lu(t) = u(t — )|l = |Ju(t) — xl| = Ju(t) — u(0)|| < e "t|Az| < e Te|Az| qs. em (0,¢)

e, |lu(t) —u(t—e)|| < e Te |Az| q.s. em (0,7). Além disto, ainda pelo Teorema 3.6,

Logo, ||ge(t)|| < 2¢ T |Az| e, portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

Z_;L(t)H = |Au(t)| < ¥t |Az| < e’ T |Az| q.s. em(0,T).

T
timy [ )t =0,
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Logo, de (3.9) vem, por (3.8), no limite quando ¢ — 0,
T
IS(T)a = (D] < ol [ 1502~ u(v)] d

donde, pelo Lema de Gronwall (Lema I-8.21), u(t) = S(t)z, Vt > 0.

Seja agora, x € D(A) e (g,) uma seqiiéncia tal que ¢, — 0 e u(e,) € D(A),

d
n =1,.... Entdo, a funcdo v,(t) = u(t + ,) ¢é solugado da equagao % + Av,(t) 50

com v, (0) = u(ey,). Mas pelo que ja foi demonstrado, S(t)u(e,) = v, (t); logo, no limite
quando n — oo, S(t)z = u(t).

A reciproca do Teorema 3.12 envolve o lema que segue.

3.13 - Lema: Seja A € A(w) tal que Im(I + AA) D D(A) para 0 < A < Ag e S o

semigrupo gerado por —A. Se x € D(A) e (xo,y0) € A, entdo

sup  limsup

C*EF(:I?—&Z()) t—0 t

<M +w(zo — 1’),(*> < (yo, To — T)s.

Demonstragao: Vamos designar por [t/\] a parte inteira de t/\, t > 0, A > 0. Por ii)

e iii) do Teorema II-6.13 temos, para A suficientemente pequeno
|78/ 20 — o | < [1/A11 = M)A r0 — o]

< (1 — N w|) "B/ Az .

Por hipétese, x € Dy, 0 < A < A\g. Por i) do Teorema II-6.13 tem-se, entao, para A

suficientemente pequeno,
R L L B

< (1= 2w) BNl — 2o + (1 = Xw|) "N Az, A >0,t>0. (3.10)
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Ponhamos, para A >0e k € N,
Yk = A_l(Jf_l x— J¥r).

Teremos,

Uk = AT = NI e = ANJY T € AJSa
Como A + wl é acretivo, existe n* € F(zg — Jiz) tal que

(Yrk — Yo,1") SWHSUO—Jf\CwHQ- (3.11)

Mas,
(Yr e, ™) = AWV e — JFa,n*) = XN (w0 — JFz) — (mo — JY '), ")

> 37 (||wo — T2 ||” = oo — JEa - [lwo — JE )
> (20) 7 (||wo — JEz|) = ||lz0 — TE e ).
Portanto, por (3.11),
o — T ||* = oo — JE ]| < 2Mya )
— 22 (Yak — Y0, 1") + 2M(y0, 1%) < 27\ (o, ") + 22w ||z0 — JF )
< 27\(yo, 70 — JEw)s + 2w |20 — Tha||” .

Mas, para kA < 7 < (k+ 1)\ tem-se J;T/A] x = J¥z. Logo,

A(k+1)
on — meHQ — Hmo — Jf_lmHz < 2/ <y0,x0 — J;T/A]x> dr
Ak s

+ 2w ||z — Tz (3.12)

Seja t > . Somando (3.12) de k =1 a k = [t/)] teremos

2 ([E/Al+1)A
H:co — J/[\t/’\]a:H — ||z — 580H2 < 2/ <y07370 — J,[\T//\]SC> dr
A s
[t/A] )
+25w Y e — SRz (3.13)
k=1
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Por iv) do Teorema I-6.5 e o Corolario 2.5 temos

lim sup <y0,x0 — J)[‘T/A]x> < (yo, o — S(7)x)s.
A—0+ s

Mas, por v) do Teorema I1-6.5,
[(yo, z0 — S(7)x)s| < |lyoll - lwo — S(7)z|

e, por (3.10),

|lxg — S(T)z|| < e“7 ||z — x| + rell |Azg| .

Portanto, se 7 > 0 temos, para A suficientemente pequeno,

(a7

onde f(7) é uma funcao integravel. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

< f(7),

temos, tomando o limite superior, quando A — 0, de ambos os membros de (3.13),

t
o — Sl — Iz — 20| < 2 / (o, @0 — S(r)e)edr + 1,
0

onde
[t/ )
I = lim sup 2)\w Z on — me” .
A—0 E—1

Fazendo \ = t/n temos [t/A] = t/X = n. Logo, por (3.10),

220 > [Jwo — Tz < 220 STI1 = Aw)F o — o] + Me(1 — Afw]) 7 Ao 2
k=1 k=1

t & t \ 7" tk t —k
= 2w— [(1 - —w) |z — zo|| + — (1 - — |w|) | Az
n 1 n n n

. (3.14)
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Observe-se, agora, que pondo

RN N L
on(T) = (1 — —w) |z — zo|| + 7 (1 - |w|) | Az

n

2

tem-se, quando n — oo,
on(7) = [T o — mo| + TelI Ao |7, 0<7 <4,

uniformemente em [0,t] e que a expressao pela qual 2w é multiplicada no membro da
direita de (3.14) ¢ justamente a soma de Riemann de ¢,, relativamente a decomposicao

de (0,t) em n partes iguais. Logo,
t
I< Qw/ (e“7 ||& — || + 7 eI | Ao |)2dr.
0
Seja ¢* € F(x — xp). Teremos

2
< 2|lzo — Stz - lz = zoll = 2| — ol

< ko — S(t)z ] ~ 1 — ol
t

< 2/ (yo, xo — S(T)x)sdT + 1.
0

Mas (yo, zo — S(7)x)s é semicontinua superiormente e zo — S(7)x converge fortemente

a xo — x quando 7 — 0. Logo, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
<y07 o — 8(7-):6)3 S <y07 o — .fC)S + g,

para 0 < 7 < § e, portanto, se 0 <t < §

<ﬂ@:ﬁx§sllkmw—ﬂmmw+i

t t 2t

I
< <y0,$0—$>5+§+€. (315)
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Como

1 2
o4 B _ B «
%11% 97 =W |z — zo||” = w(x — x0, (")

temos, tomando o limite superior de ambos os membros de (3.15),

lim sup <M, C*> <(yo,x0 — T)s + w(x — 20, ("),

t—0

donde a desigualdade a demonstrar.

3.14 - Teorema: Seja A € A(w), D(A) C Im(I + AA), 0 < A < Ao, A um operador

fechado, S € Q,(D(A)) o semigrupo gerado por —A, z € D(A) e S(t)z diferencidvel
q.s. em (0,00). Entdo, S(t)z € uma solucdo forte de (3.1).

~ : d :
Demonstragao: Seja z € D(A) e tg > 0 tal que pr S(t)z existe no ponto t = to.

Podemos, entao, escrever

S(to)Z—S(to—h)Z :h%8<t0>2—|—a<h), 0<h<ty, (316)

onde ||a(h)|| /h — 0 quando h — 0. Como S(ty — h)z € D(A), segue-se das hipéteses
que se h < Ao, entdo existe um (zp,yp) € A tal que S(to — h)z = xp + hyn. Logo, de
(3.16) vem

d
S(to)Z —xp=nh (ES(t())Z + yh> + a(h) (317)
Fazendo (zo,y0) = (zn,yn) € © = S(tp)z no Lema 3.13 e tendo em vista que

F(xp—S(tg)z) é um conjunto compacto na topologia fraca-x de X™*, segue-se que existe
um n* € F(z, — S(to)z) tal que

d

<a S(to)z +w(@p — S(to)Z,C*> < (yn,m"), V("€ F(S(to)z — xn).
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Em particular, para (* = —n* temos, levando (3.17) em consideragao,
(S(to)z — zn + hw(zp — S(to)z) — a(h),n") = 0.

Logo,
(1= hw)(zn = S(to)z,n") + (a(h),n") <0

donde
(1 — hw) [lzh — S(to)zl” < lla(h)|| - [lzn — S(to)z]| -

Segue-se que

fim S00)Z =0
h—0 h
Portanto illir% xp = S(to)z e, tendo em vista (3.17),
—
lim g = —— :
o dtS<t0)Z

Mas (xp,yn) € A e A é fechado. Logo,

L S(to)2) € A

(S(to)z, %

que € o que se queria demonstrar.

Nota: No teorema que se acaba de demonstrar é bastante supor que D(A) C Im(I+\A).
Com efeito, A é fechado por hipétese, donde Im(/ + AA) é um conjunto fechado pela

Proposigao 11-6.19. Portanto de D(A) C Im(I + AA), 0 < XA < Xy vem D(A) C
Im(I + MA).

3.15 - Corolario: Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se A satisfaz as hipdteses

do Teorema 3.14 ¢ S é o semigrupo gerado por —A, entao S(t)xr € a solugcao forte de
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(3.1)-(3.2), Vx € D(A).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.1, S(t)x é, para todo z € D(A), uma funcao lips-
chitziana, portanto diferenciavel q.s., visto que o espaco é reflexivo (Teorema I-8.14).

Pelo Teorema 3.14 S(t)z é, entdo, solugao forte de (3.1)-(3.2).

3.16 - Nota: Se A satisfaz as hipdteses do Teorema 3.14, os Teoremas 3.12 e 3.14
mostram que o problema (3.1)-(3.2) tem uma solucao forte se e s6 se a fungdo S(t)x
é diferenciavel q.s. e, no caso da diferenciabilidade, a solugao forte é S(t)x. Este
fato, aliado ao que ficou estabelecido na Proposigao 3.10, sugere considerar S(t)z como
solucao do problema (3.1)-(3.2) mesmo que S(t)z nao seja diferenciavel e, portanto, nao
satisfaga as condigoes ii) e iv) da Defini¢ao 3.1. Assim, quando A estiver nas condi¢oes
do Teorema 2.1, a funcao S(t)x sera dita solucdo generalizada de (3.1)-(3.2).

Estamos agora em condicoes de demonstrar o teorema a seguir

3.17 - Teorema: Seja X* uniformemente convexo, A + wl e B + wl m-acretivos e

Sa e Sp os semigrupos gerados por —A e —B em D(A) e D(B), respectivamente. Se
Sa(t)=Sgp(t) Vt > 0, entdo A = B.

Demonstragao: Vamos inicialmente demonstrar que D(A) = D(B). Seja z € D(A).
Por hipétese, D(A) = D(B) donde pondo S(t) = Sa(t) = Sp(t) tem-se pelo Lema 3.13

lim sup

t—0 t

<M + w(zo — 2), Fz — :co)> < (yo, F(zo — x)), (w0, %) € B.

Como, pelo Corolario 3.15, S(t)z é a solucao forte de (3.1), (3.2) segue-se, por i) do

Teorema 3.6 com s = 0, que

HS(t)m —x

. §€W+T|ASIZ‘|, 0<t<T.

Sem quebra da generalidade pode-se, pois, supor que (S(t)x — x)/t — y quando t — 0.
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Tem-se, entao,
(y +w(zo — 2), F(z — 20)) < (Yo, F(zo —2)), V(z0,%0) € B,

donde
(=Y + wz — yo — wro, F'(x — 70)) > 0, V(z0,40) € B.

Pela maximalidade de B + wl segue-se que (z,—y) € B, donde x € D(B). Logo
D(A) € D(B). Analogamente, D(B) C D(A).

Vamos por D = D(A) = D(B). Se x € D, u(t) = S(t)x é a solucdo forte de
(3.1)-(3.2), pelo Corolario 3.15. Logo, pondo ¢(t) = —dS(t)x/dt, tem-se p(t) € AS(t)z
e p(t) € BS(t)z q.s. em (0, 00) donde, por ii) do Teorema 3.6, p(t) € A°S(t)xNB°S(t)x

q.s. em (0,00). Além disto,
le@)l = [AS(t)z| < e T [Az] e |lp@t)| = |BSEt)z| < e T |Bz| qs. em (0,00),

por ii) e iii) do Teorema 3.6. Como X ¢é reflexivo existe uma seqiiéncia (¢,) tal que
tn, = 0 e ¢(t,) = y quando n — oo. Pela continuidade forte, S(t,)xr — x e como
o(tn) € AS(t,)zNBS(t,)x segue-se que y € Ax N Bx pois A e B sdo demifechados pela
Proposicao II-7.11. Mas, pelo Exemplo 1-3.3a), ||y|| < hnrr_1>10réf|]gp(tn)H < |Az|. Logo,

y € A%z N B, donde A = B pelo Corolério 11-8.7.
Os resultados ja obtidos permitem demonstrar um teorema relativo as secgoes

principais estudadas no §8 do Capitulo II.

3.18 - Teorema: Seja X* uniformemente convexo. Se A+ wl é um operador m-

acretivo, entdo A é uma seccdo principal de A.

Demonstragao: Seja xg € D(A) e yp € X tais que

(yo +wzo — v — wu, F(zg —u)) >0, V(u,v) € A° (3.18)
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e S o semigrupo gerado por —A sobre D(A). Como X é reflexivo, S(t)z é, pelo Corolario

3.15, solugao de (3.1)-(3.2), para todo = € D(A). Logo,

—%S(t)x c A’S(t)z q.s. em (0,00),

por ii) do Teorema 3.6. De (3.18) vem, entao,

<yo +wzy + %S(t):c —wS(t)x, F(xg — S(t):c)> >0 qs.em (0,00).

Dali,
- iS(t):c, F(xg—St)x) ) <w(xg— S(t)z, F(xg — S(t)x))
dt
+ (yo, Fzo = S(t)2)) < w [[S(H)z = z0||* + Iyl [|S()z — 20| 5. em (0, 00)

donde, pelo Lema 3.2,
d +
5 15z = zoll < ™ [|S(t)a — ol +[lyoll . a.s. em (0, 00).

Integrando de 0 a ¢ temos ||S(t)z — zo|| < ||z — zo|| + ¢ |lyo]| se wF =0e

—wtt b, ] — e—w't
e TISt)x — ol < [lo — ol + [ e lyoll d7 < |z — @oll + ——— 3ol
0

donde ||S(t)x — zo| < €'t ||lz — mo|| + te*"t ||yol|, se wT > 0, desigualdades que sio

véalidas para todo x € D(A). Como zy € D(A) dai vem, em ambos os casos
+
IS(#)zo — woll < te” " flyoll,

ie., [[(S(t)zo — x0)/t|| é limitado em todo intervalo limitado. Logo, existe uma seqiiéncia

(tn), tn — 0 quando n — oo, e um 2z € X tais que

S<tn>$0 — o

; — z quando n — oo.
n
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Pelo Lema 3.13 tem-se, entao,
(z+w(u—xp), Fxg —u)) < (v, F(u — xp)), Y(u,v)€ A,

ou seja

(—z+wrg—v—wu, Fxg —u)) >0, ¥Y(u,v) € A.
Dai, pela maximalidade de A + wl, (z9,—2) € A e, portanto, zo € D(A). De (3.18)
segue-se, entdo, pelo Teorema I1-8.6 que (xg,yo) € A. Logo AY é uma secgao principal

de A.

3.19 - Teorema: Sejam X e X* uniformemente convexos, A € A(w) e A fechado e tal

que
D(A) C Im(I + M\A), 0 <A< Ao

Entao, Vx € D(A):
i) O conjunto Az tem um tunico elemento, A°x, de norma minima.
Se S € o semigrupo gerado por —A, S(t)x € a unica solugdo forte de (3.1), (3.2).
iv) A°S(t)x é continua a direita em todo t > 0.

ii)
iii) A fungio o(t) = e ! ||A°S(t)z|| € mondtona decrescente.
)
v)

S(t)x € diferencidvel a direita em todot >0 e

= S( )+ A°S(Hx =0 WVt >0.

vi) A fungdo S(t)x € continuamente diferencidvel exceto em um conjunto, no mdzximo,

numerdvel e

d o
~ % S(t)xr = A°S(t)x

nos pontos onde € diferencidvel.

Demonstragao: Seja A demifechado, a extensao de A garantida pelo Teorema II-8 2.

Entdo A’z = A9 e i) é valida ; i) decorre do Corlério 3.15 tendo em vista o Teorema
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de Milman; iii) é conseqiiéncia imediata de iii) do Teorema 3.6. Vamos demonstrar iv).
Seja, para isto, t > 0, (¢,,) uma seqiiéncia tal que t, > t, n = 1,...,t, — t quando

n—ooeS(t,)re D(A),n=1,.... Por iii) temos
e Wi ||A°S(t,)x|| < ||A%]|, n=1,....

Devido a reflexividade de X existe, entao, uma subseqiiéncia (t,, ) de (t,) eum y € X
tais que A°S(t,,)r — y quando k — oco. Como S(t)z é uma funcao continua e Aé
demifechado segue-se, daf, que S(t)z € D(A) = D(A) e y € AS(t)z. Mas a norma

sendo semicontinua inferiormente na topologia fraca de X tem-se

e ! y|l < liminf e« AVOS(tnk):c’ < limsup e” " [|A°S(t,, )z
k— o0 k—o0
< e “t|A°S(t)z| = e || A°S (t)x||. (3.19)

Portanto, y = A°S(t)z e, assim, A°S(t,, )z — A°S(t)x. Logo, A°S(t,, )xr — A°S(t)x,
pela Proposigao 1-5.8. Como A°S(t)z independe de (t,, ), A°S(t,)x — A°S(t)x, o que
demonstra iv).

Como, pelo Corolério 3.15, S(t)x é solugao de (3.1)-(3.2)

d
— S(t)r € AS(t)r q.s. em (0,00),

donde, por ii) do Teorema 3.6,

—% S(t)yr = A°S(t)xz q.s. em (0, 00).

Para todo t > 0 e Vh > 0 temos, entao, pelo Teorema I-8.14,

t+h
S(t+h)x —S(t)x = —/ A°S(7)zdr,
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donde,

t+h
< %,l‘ |4°S(t)z — AOS(r)a| dr

L A%S(t)x

'Pu+mx—aw
h

Tendo em vista que, por iv), A°S(T)z — A°S(t)x quando T — ¢ pela direita, segue-se

que no limite quando h — 0

% S(t)x+ A°S(t)x =0 vt >0,
o que demonstra v).

Por iv) a funcdo A°S(t)z é definida em todo ¢ > 0. Mas entdo o conjunto das
descontinuidades de e~“? HAOS(t):UH é, no maximo, numeravel visto que por iii) essa
fungao é monétona decrescente. O mesmo acontece, entao, com a fungao A°S(t)x porque
todo ponto de continuidade de ||A°S(t)z|| é também ponto de continuidade de A°S(t)z,
o que se demonstra com os mesmos argumentos usados para demonstrar iv), apenas
substituindo a monotonia da fungao e=“*||A%S(t)xz||, em (3.19), pela continuidade da
fungao ||A°S(t)z||. Além disto, como foi dito acima,

d

% S(t)yr = A°S(t)xz q.s. em (0, 00),

donde, integrando de 0 a t,
t
—S(t)x = —x + / A°S(7)x dr.
0
Logo, S(t)x é diferencidvel em todo ponto de continuidade de A°S(t)z, i.e., exceto em

um conjunto de pontos de (0,00) no méximo numeravel e

d
—= S(t)yr = A°S(t)x
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nos pontos de diferenciabilidade.

Pelo que serda demonstrado a seguir vé-se que quando
Im(I +XA) DeconvD(A)=C, 0< A< (3.20)

a solugao forte de (3.1)-(3.2), quando existe, pode ser obtida como limite da solugao do
problema aproximado
du by

— 4+ A)\’Ll,)\ =0
dt (3.21)

ux(0) =z,

onde A é a aproximacao de Yosida de A.

3.20 - Teorema: Se, além das hipdteses do Teorema 2.1, o operador A satisfaz a
condi¢ao (3.20) entdo, VA > 0 tal que X |w| < 1/2, Vo € C' e para todo T > 0, existe

uma dnica fungao uy:[0,T] — C, absolutamente continua em (0,T), derivdvel q.s. em

d’LL)\

(0,7, o + Ayux =0 ¢.s. em (0,T) e ux(0) =z. Além disto,
)l\iH(l) ux(t) = S(t)x, Vexe D(A) e Vt>0, (3.22)
—

uniformemente em [0,T], onde S € o semigrupo gerado por —A.

Demonstragao: Satisfeitas as hipdteses, a restricao de J, ao conjunto convexo e
fechado, C, é uma aplicagao lipschitziana de C' em C com constante o = (1 —\ |w|)~1 >
1. Pelo Coroléario 1-9.3 existe, entao, uma tunica funcao u) que satisfaz as condicoes
enunciadas.

Ponhamos Sy (t)x = ux(t). Por i) do Corolario 1-9.4 temos

(a—1)t |w]

t
ISx(H)z = Sx@yll < e [l =yl = eT=3=T [l —
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e como [|S(t)z — S(t)y|| < e*! ||z — y|| segue-se que é bastante demonstrar (3.22) para

x € D(A). Seja, entao, z € D(A), t € [0,T] e n = [t/)]. Teremos

lux(@) = Szl = [Sx(t)z = Sz < [Sx(H)x = Sx(nA)z]
+ S (nN)z — TRzl + [Tz — S(n\)z| + | S(nh)z — S(t)z] . (3.23)

a) Levando em conta ii) do Corolario I-9.4 tem-se
¢ d’LL)\
[Sx () — Sx(nA)z]| = [Jux(t) — ua(nA)]| < 5 (8)ds
ni

. t |wl|t
< e V% [l ds < TS (- 0d) 4]
nA

lwlt
< eTRT A1 — A |w]) 7 |Az].

b) Tendo em vista que Sy (t)z = ux(t) tem-se, pelo Teorema 1-9.5,

1S5 (n\)z — Jz|| < a™ eV [(an — n)? + om]% |z — Jazx||

N[

< (1= Aw]) e T[N (@ — 1) + aA(mA)]B (1 — Alw]) " [Az| <

twl {tQ w t r VA
1_

Az|.
1—)\w+1—)\w )\w| g
¢) Como A |w| < 1/2 tem-se, por (2.11),

|7¢w = S(nA)z] = lim |

ey

1 1)?
< lim 2nAetlwln? (— - —> |Az| < 2¢/nAet®l |Az| < 2vEV A9l A,

m—00 n m

d) Pela Proposigao 2.7 tem-se

|S(nA)x — S(t)x|| < e¥ T(t=n) wn}‘( nA) |Az| < e¥ t)\|Ax|
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Por a), ¢) e d), respectivamente, a primeira, a terceira e a quarta parcelas de (3.23)
convergem a zero, uniformemente em [0,7] quando A tende a zero; por b), o mesmo

acontece com a segunda uma vez que, quando A — 0,

1= Aw|)~% = el eT=1a1 — el —
( wI) @ e ¢ 1-Jdw| 1-)w

tw] P {th—Ft]% vV

o que completa a demonstracao.

Se S é o semigrupo gerado por —A, S(t), t > 0, é em geral uma aplicagdo de

D(A) em D(A). Mas em espagos particulares, como se vé por iv) do Teorema 3.19,
tem-se S(t): D(A) — D(A), t > 0. Vamos agora ver que para certos operadores dos

espagos de Hilbert tem-se S(t): D(A) — D(A), t > 0.

3.21 - Teorema: Seja X um espaco de Hilbert, p: X — (—o0, +00| uma fungdo con-

vexa, propria e S.c.i., A = 0p e S o semigrupo gerado por —A. FEntao, set > 0,

S(t)x € D(A)Vx € D(A). Além disto, sdo vdlidas as sequintes estimativas:

i) [|A°S(t)z|| < 1 1S(t)x — z||, Vo € D(A) eVt > 0;

ii) ||A°S(t)z| < ||A%v||+ 1 ||v — z||,Vz € D(A), Vv € D(A) et > 0.

Demonstragao: De acordo com o Exemplo I1-2.18, A = 0y é um operador maximo

monotono, ou seja, m-acretivo. Pela Proposigao 11-7.16, D(A) é convexo. Desse modo,
o problema
dU)\

— + AAU)\ =0, A>0
dt (3.24)

ux(0) ==z

tem, pelo Teorema 3.20, uma solucdo forte, uy, para todo = € D(A). Pelo Teorema
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I1-5.6, Ay é o subdiferencial da funcao ¢, ali definida. Portanto, Vv € X

(V) = pa(ur(t)) = (Opa(ur(t)), v —ux(t))

du
— (sn(0,0 = 1) = { ~ GO0 - 0n(0)
1d
YT lo —ur(®)|I,
donde, integrando de 0 a T',
1 9 1 2 g
Sl @I =Sl -l <Ter) - [ eatm@)e. (329
0
De (3.24) vem
duy 2 duy
— A — =0. 2
t’ o (t) +t< aua(t), g (t)> 0 (3.26)

Pelo Corolério I1-5.7, ¢, é diferenciavel no sentido de Fréchet. Portanto a derivada de

Fréchet de ) é Ay, donde

%m(ux)(t) = <A,\ux(t)7 dd%(t)>’

por uma generalizagao da regra de derivacao das fungoes compostas. Logo, por (3.26),

du 24
d—;(t) +t—pa(uy) =0

t
! i

donde, tendo em vista (3.25)

T
X
0

< ~Tpa(ua(T)) + Ta(v) = 5 l[v = ua(T)|* + % lo =]

dU)\

2 T T
P a=— [ o) nd = -Ta@)+ [ o)
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du
Mas, pelo Teorema 3.6, Hd—t/\ ¢ monotona decrescente, donde

T2 2

2

duy L L 2

o )

2
Fazendo v = uy(T') vem, dai,

1

%(T)H < & [[ua(T) - =

i

e, pela arbitrariedade de T,

1
lAxuA @l = 5 llua(t) 2l ¢>0.

< Tpa(v) = Toa(ua(T)) = 5 o = us(D)[* + 5 [l — 2[|*

(3.27)

(3.28)

Como, ainda pelo Teorema 3.20, uy(t) — S(t)x Vo € D(A), segue-se dai que, para cada

t > 0, [[Ayux(t)| é limitado. Portanto, para cada ¢t > 0, existe uma seqiiéncia (A\,) e

um y(t) € X tais que A,, — 0e Ay uy, (t) — y(t). Além disto, Jy, uy, (t) — S(t)z visto
que |lux, (t) — I, ux, (O] = A\ [|Ax, un,, (t)||. Pela Proposicao I1-7.11, A é demifechado.

Como (Jy, uy, (t), Ax,uy, (t)) € A, tomando limite quando n — oo, vem (S(t)z,y(t)) €

A ou seja S(t)xr € D(A).

Resta demonstrar i) e ii). De (S(t)x,y(t)) € A vem, y(t) € AS(t)z donde, por

(3.28) e tendo em vista que a norma é s.c.i. na topologia fraca e que AS(t)x tem um

unico elemento de norma minima segue-se que
o .1
[A°S ()| <yl < limnf |4y, ux, ()] < lim - [lux, () — 2|
n— 00 n—oo t
1 .
= gl\S(t)x—xH Ve € D(A), Vt>0,
que é a estimativa i). Temos, Vv € D(A),

oa(v) = ea(ua(T)) < [(Axv,ua(T) — v)| < [|Axo] lua(T) — v]|

< HAOUH |lua(T) — v]| .
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Portanto, por (3.27)

o]

e como T || A%|| [Jux (T )=l < 3 Lo | A%||” +35 |v—u,\(T)||2 tem-se

donde, pela arbitrariedade de T,

1
< T [|A"]| [lux(T —v||+ o —z|” __||U_U>\(T)||2

o]

du 2 2 1
— < [[A%[" + =

b= < (|4%] + o — =]

(T)

[Axux(®) < [|A%|| + = ||v —z|| t>0, veD(A).
Dai vem, com os argumentos usados para estabelecer i),
|A°S()z|| < ||A%] + = ||v —z| Vz € D(A), Yve D(A) et >0.

3.22 - Corolario: Nas condi¢cdes do Teorema 3.21 temos Vo € D(A):

i) S(t)x € solugao forte de (3.1)-(3.2);

ii) A°S(t)z é continua & direita em todo t > 0;

iii) S(t)x € diferencidvel a direita em todot >0 e
d+
ES(t):c +A'S(t)x =0  Vt>0.
Demonstragao: Conseqiiéncia imediata dos Teoremas 3.19 e 3.21.

Uma outra classe de operadores para os quais S(t): D(A) — D(A) é aquela em

que o interior de D(A) é nao vazio como mostra o teorema a seguir.

3.23 - Teorema: Seja X um espaco de Hilbert, A um operador m-acretivo de X tal
que int D(A) # ¢ e S o semigrupo gerado por —A. Entao, S(t)x € D(A)Vx € D(A) e
Vt > 0. Além disto, Vv € int D(A) existe p >0 e M > 0 tais que

1 [
|A%S ()] < 2—pt(||m — || +tM)? + M Yz € D(A),Vt > 0. (3.29)
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Demonstracao: Pelo Teorema 3.20 o problema

dU)\
| —
It + A uy 0

ux(0) =z

tem uma solucao forte, uy, para todo x € D(A), e ux(t) tende a S(t)z, uniformemente
em [0,7], quando A — 0. Seja v € int D(A). Pelo Teorema II-1.7, A é localmente
limitado no ponto v, i.e., existem p > 0 e M > 0 tais que ||y|| < MVy € A(v + pz),
|z|| < 1. Como (Jyux(t), Axux(t)) € A temos, entdo, pela acretividade de A,

(Axux(t) —y, Jaua(t) —v—pz) >0
t >0,y € A(v+ pz) Vz tal que ||z|| < 1. Dai vem
pllAxux@)]] < (Axua(t), Jaua(t) —v) + M |[Jxur(t) — vl + Mp
trivialmente se Ayux(t) = 0 e fazendo z = A ux(t)/ ||Axux(t)]] se Aaux(t) # 0. Logo,

p (] < ~( (0, 0r(0) = Myur(0) = 0) + M fur(0) — Aaas(0) — o] + Mp

(00 = ) + M () = o + MAAvir (0] + M

donde

1d
(p = MA) [[Axux(®)ll = =5 — llua(t) = oll* + M Jux(t) = vl + Mp

ou, supondo p — M\ > 0, integrando de 0 a T" e levando em conta que, pelo Teorema

3.6, ||Axux(t)|| é mondtona decrescente,

(p = MANT [|Axux(T)|| < (P—M)\)/O [Axux(t)]] dt

1 T
< §Hx—vH2+M/ llux(t) — v|| dt + MpT.
0
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Tendo em vista que uy(t) converge a S(t)z uniformemente em [0, 7] segue-se dai, pelos

argumentos j& usados para demonstrar i) do Teorema 3.21, que S(t)xz € D(A) e
o 1 2 4
pT [|A°S(T)z| < 3 |lx —v||”+ M |1S(t)x — vl dt + MpT. (3.30)
0
Além disto tem-se, levando em conta a Proposicao 2.7 e que S é um semigrupo do tipo
0,
1S(®)x — vl < |S({E)z — S@)v]| + [S(E)v — vl < |z — vl + t]Av] < ||z — v]| + M.

Logo, por (3.30), Vo € D(A), ¥Vt > 0 e Vv € int D(A),

pt||A°S(t)z|| < = (|lz — || + tM)* + Mpt,

DN | —

que ¢é a estimativa (3.29).

3.24 - Corolario: Nas condi¢éoes do Teorema 3.23 sdo vdlidas, para todo x € D(A), as

conclusoes do Coroldario 3.22.

3.25 - Exemplos: a) Seja X um espago de Hilbert e f: X — (—o00, +00] uma fungao
convexa, propria e s.c.i.. Entao 0f é, pelo Exemplo II-2.7, um operador m-acretivo.

Pela Proposicao 11I-5.8, D(0f) = De(f). Logo, pelo Corolério 3.22, o problema

du
E + af(u) >0 (3.31)

u(0) =z

tem, VY € De(f), uma solugao forte, S(¢)z, onde S é o semigrupo gerado por —df sobre

De(f). Um caso particular deste problema é aquele em que f(z) = ||z||. Se X =R, por
exemplo, Of é o operador A definido por D(A) =R e

-1 se <0
Az =< [-1,1] se =0
+1 se x> 0.



224  SEMIGRUPOS NAO LINEARES E EQUACAO DE EVOLUCAO CAP. III

O problema (3.31) tem pois, para df = A, uma solugao forte Vz € R.
Tem-se um outro caso particular de (3.31) fazendo X = L*(2), onde Q C

R™ ¢é aberto, limitado e com fronteira regular, e f a funcao ¢ dada por p(u) =
(1/2)/ |Vu|?* dz (Exemplo 11-2.20); tem-se De(p) = H'(Q) e, portanto, o problema
Q

(3.31) com f = ¢ e x = ug tem uma solugao forte S(¢)ug para todo ug € L?(2), onde S
é o semigrupo gerado por —dy sobre L?(). Observe-se ainda que, de acordo com o Ex-
emplo 11-2.20, d¢ é o operador A de L?(€2) definido por D(A) = {u € H?(Q); Ou/On =
0 em 00} e Au = —Au, onde A é o laplaciano.

b) Se Q C R™ é aberto, limitado e tem fronteira regular, o operador A de LP(£2),
1 < p < o0, definido por D(A) = W2P(Q) N W, P(Q) e Au = —AuVu € D(A), é
m-acretivo como se viu no Exemplo II-7.5, b). Como A é fechado e LP(£2) é reflexivo,
se S é o semigrupo gerado por —A, a funcao S(t)ug é, pelo Corolario 3.15, solugao forte

do problema

du

— +Au =0
a A

u(0) = g

Yug € W2P(Q) N W, ().

¢) O operador  foi definido no Exemplo I1-6.5, b). Pelo Exemplo I1I-7.5, a), Bé
m-acretivo se Q for limitado ou se 0 € 3(0). Como j é fechado e L?(f) é reflexivo para
1 < p < oo, se S éo semigrupo gerado por —f, entdo a funcio S(t)ug, ug € D(f) é,

pelo Corolério 3.15, em ambos os casos solucao forte do problema

du  ~
% +Bu >0
u(0) = g

d) O operador A + B de LP(Q2), 1 < p < o0, estudado no Exemplo II-9.8, é
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m-acretivo. Como é fechado e LP(£2) é reflexivo o problema

du ~
E—f—(A-f-ﬁ)u >0

u(0) = ug

tem, pelo Corolario 3.15, Yug € D(A + B), uma solugao forte S(t)ug, onde S é o
semigrupo gerado por —(A + B)

e) Sejam C' um subconjunto convexo e fechado de um espaco de Banach reflexivo,
T:C — C uma aplicacao lipschitziana com constante o e t > 0. Pelo Exemplo II-
75,d), I —-T)/t € A((a — 1)/t) e existe A\g > 0 tal que para 0 < A < Ay tem-se
D((I-T)/t) =C C Im(I+ (I —-T)/t)). Como (I —T)/t é um operador fechado
segue-se, pelo Coroldrio 3.15, que para A = (I —T)/t e x € C, a fungdo S(t)x é uma
solucao forte do problema (3.1)-(3.2), onde S é o semigrupo gerado por (T' — I)/t.

f) O operador A de L'(0, 1), estudado no Exemplo 11-7.6, a), aparece quando se

reduz o sistema

ur + (p(u))g =0, t>0, O0<z<l1
u(0, x) = wup(x) 0<xr<1
u(t, 0) =0, t>0,

a forma (3.1)-(3.2). Como ele é m-acretivo, a fungao S(t)ug, onde S é o semigrupo gerado

por —A, é solucao generalizada para todo uy € D(A). Um estudo deste problema no
R™ é encontrado em Kruzkov [1] e em Crandall [4].
g) Como no exemplo precedente, o operador A de L!(0, 1), estudado no Exemplo

I1-7.6, b), aparece quando se reduz o sistema

ur — (p(u))ge =0 t>0, 0<z<l

u(0,z) = ug(x) 0<zx<1 (3.32)

u(t,0) = u(t,1) =0, t >0,
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a forma (3.1)-(3.2). Como esse operador A é m-acretivo, se S é o semigrupo gerado
por —A, a funcio S(t)ug é uma solucio generalizada para todo ug € D(A). Quando
o(z) = |z|" " &, v >0, (3.32) é a conhecida equagio do meio poroso.

h) Finalmente, o operador A de C([0, 1]), estudado no Exemplo I1-7.6, ¢) aparece

quando se reduz o sistema

o(Ut) — Ugy =0, 0<zx<l1l, t>0
u(0, z) = uo(z), 0<z<l
u(t,0) = u(t, 1) =0, t>0

a forma (3.1)-(3.2). Como A é m-acretivo, se S é o semigrupo gerado por —A, S(t)ug

é uma solucao generalizada para cada ug € D(A).

4. Equagoes nao homogéneas

Vamos estudar agora o problema de Cauchy

du
Tl Au>s f (4.1)
u(0) =z, (4.2)

num espago de Banach X, onde A € A(w) e f € L'(0,T;X),0< T < oco.

4.1 - Definigao: Diz-se que u: [0,7] — X é uma solugdo forte de (4.1) se:
i) w é continua em [0,77] e lipschitziana em todo compacto de (0,7);
ii) u é fortemente diferencidvel em quase todo t € (0,7);
iii) wu(t) € D(A) para quase todo t € (0,T);
du

iv) E(D € —Au(t) + f(t) para quase todo t € (0,T).
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Inicialmente generalizaremos alguns dos resultados demonstrados para as equagoes

homogéneas. O teorema a seguir generaliza i) e ii) do Teorema 3.6.

4.2 - Teorema: Seja A € A(w) e u solugao forte de (4.1). Entao:
i) [lu(t) = u(s)]| < (t=s)e" =) [Au(s) — f(s)]+e" =) [Lem< T ||f(r) = f(s)] dr,
em quase todo t € (0,T) e todo s tal que u(s) € D(A), 0 <s <t;

du

i) |50 = 4w~ 0] g em 0.7

Demonstragao: Seja €2 o conjunto dos ¢ € [0, T tais que u(t) € D(A), u é diferencidvel
no ponto ¢ e du(t)/dt + Au(t) > f(t). Para t € Q, s fixado e tal que u(s) € D(A), 0 <
s<t<Teye Au(s)— f(s) existe, pela acretividade de A+wl, um u* € F(u(t) —u(s))
tal que

(=204 50) +ut) ~y - 16) — o)) 20
Dai e tendo em vista o Lema 3.2 vem

d

77 () = w(s)ll < ™ Jlu(®) = u()l + Iyl + /() = f(s)]

donde, pelos argumentos j& invocados na demonstracao de i) do Teorema 3.6, segue-se
i).

De t € Q vem, por i),

€ Como
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tem-se ii).
4.3 - Proposicao: Sejam A € A(w), u solugao forte de (4.1) e v solugdo forte de

dv
A 4.3

onde g € L'(0,T; X). Entao,

e u(t) —v(B)]|2 — e [Ju(s) — v(s)]|?
<2 / e (f(r) — g(r)ou(r) — o(r))udr,  (4.4)

para todo s et tais que 0 < s <t < T.

Demonstragao: Sejam u e v solugoes fortes de (4.1) e (4.3), respectivamente. Pela

acretividade de A + wl temos

(0= G0+ wu) = 9(0) + G (0) - (0. 2 0

para algum &* € F(u(t) — v(t)). Daf vem
<i(u - v)(t),€*> < wllu(t) = @) + (f(t) - g(t),£7)
e, levando em conta o Lema 3.2,

== Jlu(®) = v@)* < wllu(t) —v@)* + (f() = 9(t), )

< wllu(t) = v®l + (£() = g(t), ult) = v(t))s.

Logo,
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e, portanto,

d 1

S e ut) — o) < e HF(E) - g(t), ult) — o(0).

Integrando de s a t, 0 < s <t < T, tem-se (4.4), q.e.d..

4.4 - Corolario: Se u € uma solugdo forte de (4.1), entao

e lu(t) — x|* — 7% |fu(s) — || < 2/ e (f(T) =y, u(r) — x)sdr,  (4.5)

para todo (x,y) € Ae0<s<t<T.

Demonstragao: Com efeito, (4.5) é um caso particular de (4.4) uma vez que v(t) = x

¢ uma solucao forte de (4.3) com g(t) = y.

4.5 - Corolario: Sejam u e v solucdes fortes de (4.1) e (4.3), respectivamente. Entdo,

V(xz,y) € A eVs,t tais que 0 < s <t < T,

e lu(t) —v(®)] — e [lu(s) — v(s)] < / e “TIf(r) —g(m)ldr  (4.6)

e “Hlu(t) — x| — e Ju(s) — S/ e “T[f(r) —ylldr. (4.7)

Demonstragao: As relagoes (4.6) e (4.7) decorrem, respectivamente, da Proposigao

4.3 e do Corolario 4.4 levando em conta v) do Teorema 1-6.5 e o Lema 1-8.21.

Nota: A desigualdade (4.6) generaliza a Proposigao 3.3.

4.6 - Corolario: A equacdo (4.1) tem, no mdzrimo, uma solugdo forte que satisfaz

(4.2).

Demonstragao: Com efeito, se u e v forem solugoes fortes de (4.1) que satisfazem
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(4.2), u e v satisfazem (4.6) com g = f e s = 0. Logo u(t) = v(t)Vt € [0,T].

4.7 - Teorema: Seja X reflexivo, f € WH1(0,T; X), A € A(w) e u solugdo forte de
(4.1). Entao,

df
o ()| dr, (4.8)

|Au(t) — f(t)] < e |Au(s) — f(s)] +/ ¢ (t=7)

para quase todo s,t € [0,T],0 < s < t.

Demonstragao: Seja v(t) = u(t+h), h > 0. Entao v é uma solucao forte de (4.3) com
g(t) = f(t+ h). Por (4.6) temos, para 0 < s <t <T — h, s,t € Q, onde Q foi definido

na demonstragao do Teorema 4.2,
t
e Jlu(t + h) —u(®)] < e u(s + h) —u(s)|| + / e T f(m 4+ h) = f(r)lldr,

donde, dividindo por |h|, passando ao limite quando h — 0 e tendo em vista o Corolario

d t
d—z(s)H—k/s e T

Dai, usando ii) do Teorema 4.2, tem-se (4.8). Vé-se que (4.8) generaliza iii) do Teorema

3.6.

1-8.15 e o Teorema I-8.20 segue-se que

e—wt

)

du H s
i <e

Passemos agora a generalizacao do Teorema 3.19.

4.8 - Teorema: Sejam X e X* uniformemente converos. Se A: X — X € um operador

fechado tal que A € A(w),
D(A) c C cIm(I+MA), VYA>0,

onde C é um cone convezo e fechado e f € WH1(0,T; X) € tal que f(t) € C Vt € [0,T],
entdo, Vx € D(A):
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i) O conjunto Ax — f(t) tem, para cada t € [0,T], um unico elemento de norma
minima (Ax — f(t))°;
ii) A funcdo ¢ definida por @(t) = (Au(t) — f(t))°, onde u é solugdo forte do
problema (4.1)-(4.2), € continua a direita em todo t € [0,T];
iii) w € diferencidvel a direita e
dtu 0
T (t) = (Au(t) — f(t))", Vtel0,T).
Demonstragao: A demonstragao é andloga a do Teorema 3.19. Seja A a extensdo
garantida pelo Teorema 11-8.2. A ¢é demifechado, D(A) C D(A) C C C Im(I + MA) C
Im(I + AA). De f(t) € C e A >0 vem Af(t) € C, donde C + Af(t) C C C Im(I + AA)

e, portanto,

D(A — f(t)) = D(A) € C CIm(I + NA) = Af(t) = Im(I + MA — f(¢)),

isto 6, A — f(t) satisfaz as condi¢des do Teorema 11-8.2. Logo i) ¢ verdadeira.

Seja t € [0,T) e (t,) C Qt, >t,n=1,...,et, — t quando n — co. Entao,
pelo Teorema 4.7,
d,
L

T

(Au(tn) = F(ta))"|| < e [|(Aw = £(0))°] + / et dr < C*,

donde existe uma subseqiiéncia (¢,,) e um y € X tais que (Au(t,,) — f(tn,))° — v,
quando k — oo. Mas, u(t,,) — u(t) porque u sendo solugdo forte u é continua, e
f(tn,) — f(t) porque f € WH1(0,T; X) donde f é continua. Como A é demifechado
segue-se, daf, que u(t) € D(A) e y € Au(t) — f(t). Além disto, pelo Teorema 4.7,

ly|| < liknigf H(Au(tnk> - f(tnk)>0H < lil?isip H(Au(tnk) - f(tnk>)OH

i)

< lim (ew(t”k_t) [(Aut) — F(1))°]| + / T gty =) %
t

k—o00

= [[(Au(t) = f£))°]] = | Aut) = £(O)°lI-
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Logo, y = (Au(t)— f(1))° = (Au(t)—f(t))°, donde (Au(tn,)—f(tn,))" = (Au(t)—f(1))°
e, portanto, (Au(t,) — f(t,))° — (Au(t) — f(t))°, pela Proposicao I-5.8 e o fato que
(Au(t) — f(t))° nao depende de (t,,), o que demonstra ii).

Por ii) do Teorema 4.2 temos

du

- (t) = (Au(t) — f(#))° q.s. em (0,7),

donde, pelos argumentos ja usados na demonstragao do Teorema 3.19,

_d+u

(1) = (Au(t) - f@)°  vtelo,T),

isto é, iii) é valida.
Quando X* é uniformemente convexo, pode-se demonstrar a existéncia de uma
solucao forte de (4.1) usando os resultados do §9 do Capitulo I como se vé pelo teorema

a seguir.

4.9 - Teorema: Seja X* uniformemente convexo, C' um cone convero e fechado de

X, A: X — X tal que
DA)cCcIm(I+AA), 0< A< A,

A€ Aw), A+ wl mdrimo em C, lw < 1, sew > 0. Se f € WHY(0,T; X), f(t) € C
para quase todo t € (0,T) e x € D(A), entao (4.1) tem uma solugcao forte que satisfaz
(4.2).

Demonstragao: Pelo Corolario I-9.2 existe uma fungao, uy: [0, 7] — C, absolutamente
continua em [0, 7], derivdvel q.s. em (0,7) e tal que
dU)\
——t+Auy=f
dt (4.9)
ux(0) =z
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q.s. em (0,7).
Pelo Lema 3.2 tem-se

1d

5 gz luat) = up (I = —(Axu() = Apua (1), Fu(t) = uu(t))).

Além disto, de Ayux(t) € AJyux(t) Vt € [0,T] e A € A(w) vem
(Axux(t) = Apu (£), F(Iaun(t) = Ty (1) + w | Iaua(t) = Juua(8)]* > 0

€ Como

1 Txun(t) = T (O = [ Taua(t) + ua(t) = ua(t) + wu(t) — wu(t) = Juu ()]
< 2 Myun () = pAuu (0N + 2 [Jux () — up(2)]

tem-se

(1) — D < WANuA () — A (1), F(Taaun (6) — ua (1)) — Fua(t) — ma(0))
+ 2w [MAxux () — A (8] + 2w ua(t) — w (8[|
< [l Axux(t) = Apu ()| | F(Ixun(t) = Juuu () — Fux(t) — upu(t))]]
+ 2w [MAxux () — pA (8] + 2w Jua(t) — w (8]

Integrando de 0 a ¢,

[NOREMO]

t
< 2/0 U (| Avun(r) = Apu (N IF(Iaua(r) = Juw (1)) = F(un(r) = upu (7))
+ 2w [ AAxux (1) — pAuu, (7)) dr. (4.10)

Além disto, A, é lipschtziana e uy e f s@o absolutamente continuas em [0, 7]; logo,

—Ajuy + f é diferencidavel quase sempre em (0,7") e, portanto, por (4.9), % é difer-

enciavel quase sempre em (0,7"). De (4.9) vem, por diferenciacio,

Puy  d df
S Ayuy = —  qs. 0,7).
@ T =g asem (0.7)
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d
Multiplicando por F (%) tem-se

d2’U,>\ dU)\ d dU)\ df dU)\
(50 (%)) (Gomr(5))=($r (%)) wn

Mas, pelo Teorema I11-6.13, se A\w < 1 entdao Ay € A(w(l — Aw)~1) donde, pondo

w(l — )~ ! = w), tem-se
(Axu(t + h) — Axua(t), Fua(t + h) — ux(t)) + wa lux(t + k) — ur(t)]* > 0

donde, se h # 0

<A,\u>\(t+ h})l —Aan(t) (uA(H h) — ux(t)) > >

ou seja
2

< % Avus(t), F (%(t)) > > as. em (0,7).

Segue-se dai, por (4.11), e tendo em vista o Lema 3.2 que

d

da dux
dt

dt

%(t)“ o

(”H < H%(@H gs. em (0,7)

Integrando de 0 a t tem-se

d'l,L)\ N d'l,L)\ t (t—7) df
A W N < (095N T Y d
’ dt ()H Tl (O)H —/0 c ar 7|47
ou, ainda por (4.9),
d K d
’%(t)“ﬁe“*t H—Am:+f(0)|]+/0 e () %(ﬂ dr
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e como, por ii) do Teorema 11-6.13, ||Axz| < (1 — MAw) ! |Az| tem-se

dﬂ A1 = dw)™ T te“’*(t_T) ﬁ )| dr
[0 < (- 300 sl 4 150 + Tirar @)
Além disto, por (4.9), [|Ayur(t)] < C%@wa(t)u qs. em (0.T). Logo, por

(4.13), Ayuy é uniformemente limitado em [0, 7] e, portanto, A ||Axux(t)|| — 0 quando
A — 0, uniformemente em [0,7]. Tendo agora em vista que, pelo Teorema I-6.15,
F' é uniformemente continua nos conjuntos limitados, segue-se por (4.10) que, quando
A — 0, uy converge a uma funcdo u, uniformemente em [0,7]. Resta mostrar que u
satisfaz (4.1) e (4.2). De ux(0) = x vem u(0) = z, i.e., u satisfaz (4.2). Vamos mostrar
que satisfaz (4.1). Seja, para isto, (g, yo) € A e zx = x¢ + Ayo. Dai vem yo = Az e,

como Ay € A(wy), segue-se que

du
<_d—t>\+f+WAUA_y0—WAmAuF(UA—$A>> >0,

ou seja

d

(=S5l =), Flun = 2) = (= s, Flun = 2)

= (yo — f —walux — ax), Fux — 1))
Pelo Lema 3.2 tem-se, entao,
—= —lua(t) = 2al” > (yo — f(t) — wa(ur(t) — 2x), Flua(t) — z2))

donde, integrandode t at+ h, 0 <t 4+ h < T,

— [lux(t + h) = 2A|* + [lua(t) — za |

t+h
> / (o — F(7) — wr(ur(7) — 22), Flux(r) — z2))dr
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e no limite quando A — 0

— Jult + ) — o> + [[u(t) - ol
t+h
>2 [ g0 f(r) —w(ulr) = 20), F(ulr) = z0))dr.

Dai vem, para h > 0, pelo Exemplo 1-4.9,

u —u t+h
_< (Hh;)l D Fu) —xo>> > % / (yo — F () = w(u(r) = x0), F(u() = x0))dr

donde, se u for diferenciavel no ponto t,

< %), Flu(t) - xo>> > (yo — S(1) = w(u(t) — z0), F(u(t) — o)),
< _ %(t) + f(t) + wul(t) — yo — wxg, Fu(t) — :co)> > 0.

Mas, u(t) € C pelo Corolario 1-9.2 e (xg,yo) é, por hipdtese, um ponto arbitrario de A;

logo, pela maximalidade de A 4+ wl tem-se u(t) € D(A) e —%(t) + f(t) € Au(t), ou
seja

du

E(t) + Au(t) 3 f(1), q.e.d..

Para demonstrar a existéncia de uma solucao forte de (4.1) em hipdteses menos
restritivas que as do teorema anterior serao, a seguir, introduzidos alguns conceitos e

demonstrados alguns resultados preliminares.

4.10 - Definigao: Diz-se que u:[0,7] — X é solug¢ao fraca de (4.1) se existe uma
seqiiéncia (f,), fn € WHYO,T; X)), n=1,...,f, — f em L'(0,T; X), tal que, para
cada n € N, a equagao

du

_”An "
dt+u9f
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tem uma solugdo forte u, e u, — u em C([0,T]; X).

4.11 - Proposicao: As quatro estimativas (4.4)-(4.7) sao vdlidas se u e v sdo solugoes

fracas de (4.1) e (4.3), respectivamente.

Demonstragao: A estimativa (4.4) mantém-se por passagem ao limite uma vez que
a convergéncia de uma seqiiéncia em C([0,7]; X) implica a convergéncia pontual dessa
seqiiéncia, e é valido o lema a seguir. As outras trés decorrem de (4.4) exatamente como

no caso das solugoes fortes.

4.12 - Lema: O problema (4.1)-(4.2) tem no mdximo uma solu¢do fraca.

Demonstragao: Analoga a do Corolario 4.6.

A férmula (4.5), que é apenas uma condi¢do necesséria para que u seja uma

solucao forte, sugere a definicao a seguir.

4.13 - Definicao: Uma funcgao u:[0,7] — X é dita solugdo integral de (4.1) se
u € C([0,T]; X) e u satisfaz (4.5).
E imediato que as solugoes fortes sao solugoes integrais.

Ao contrario das solucoes fracas, nao é vélido para as solugoes integrais o teorema
da unicidade. Por exemplo, sejam D(A) = {0}, A0 =0, f(t) =0Vt € [0,T] e x € X.
Entao, toda funcdo continua, u, tal que u(0) = z e [|u(t)|| < JJu(s)|, 0 < s <t < T, é

uma solucao integral de (4.1) que satisfaz (4.2).

4.14 - Defini¢ao: Uma funcado u:[0,7] — X é dita solu¢ao generalizada de (4.1) se:
i) we ([0, T]; X);
ii) wu satisfaz (4.4) Vg € L1(0,T; X) e para toda solugdo integral, v, de (4.3).

Diz-se que u é solu¢do generalizada do problema (4.1), (4.2) se u for solugao
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generalizada de (4.1) e u(0) = z.

4.15 - Proposigao: As solucoes generalizadas sao solugoes integrais.

Demonstragao: Se (z,y) € A, entdo v(t) = x é uma solugao integral de dv/dt+Av > y
pois é solugao forte dessa equagao; logo, se u é uma solugdo generalizada de (4.1), u
satisfaz (4.4) com v(t) = z e g(t) = y, donde satisfaz (4.5), i.e., u é solucao integral de
(4.1).

4.16 - Proposicao: Se u € solug¢io generalizada de (4.1), entdo:
i) u satisfaz (4.6) Vg € LY(0,T; X) e toda solugao integral, v, de (4.3);
i) w satisfaz (4.5) e (4.7)V(z,y) € A.

Demonstragao: Decorréncia imediata das definicoes e da Proposicao 4.15.

4.17 - Proposicao: O problema (4.1)-(4.2) tem no mdzimo uma solu¢ao generalizada.

Demonstragao: Conseqiiéncia imediata de (4.4) com g = f e v(0) = u(0) = x.

4.18 - Proposigao: As solucdes fortes so solugoes generalizadas.

Demonstragao: Seja u solugao forte de (4.1) e v solugao integral de

d
d—: Y Avsg,  geLY0,T;X).

Entao, pela Definicao de solucao forte,

(u(0). o) = G (@) < 4,

para quase todo o € (0,7). Logo, como v é solucao integral temos, por (4.5),

e 2 lu(o) = v(®)” — e |lu(0) — v(s)|”

<2 t 27 { 1(0) - Glo) ~ g(r).ulo) - v<r>>sdr, (4.14)
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para quase todo o € (0,T),0 < s < ¢ < T. Mas,
(f0) = Gte) = a(r).ulo) = o(7)
< (£(0) - alr).ulo) = v(r). ~ {
— (/@) = g(r), ulo) ~ v(r))s 5
Integrando (4.14) de a a B, 0 < o < B < T e tendo (4.15) em vista, temos
[ et ute) — vl do [ e o) o) o

<2 f o [ 7450) = o) ulo) = o

Logo,

B B
/ e~ |u(o) — v(t)|2 do - / &2 u(o) — o(s) |2 do

«

+ [ e ulg) vl - [ e ufa) - o) dr

S

<2 "o [ 450) = o) ulo) = ot

para0<s<t<Te O0<a<p<T.

239

(4.15)

(4.16)
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O lema a seguir completa a demonstragao.

4.19 - Lema: Sejam (u, f) e (v, g) pontos de C([0,T], X) x L*(0,T; X) que verificam
a desigualdade (4.16). Entao, (u, f) e (v, g) verificam a desigualdade (4.4).

Demonstracao: Ponhamos

e(p,q) = e~ lu(p) — v(q)||> e ¥(p,q) = 229 (p) — g(q), u(p) — v(q))s,

(p,q) € 10,T] x [0,T]. Pela desigualdade (4.16) temos,

B t
/[waw—wwﬁmw+/f<@ r) — gl 7))dr

< /j do /: »(o, 7)dr, (4.17)

0<s<t<T, 0< a<p<T. Vamos supor que ¢ seja continuamente diferenciavel
e 1 seja continua em cada varidvel. Para t = s a (4.4) é trivial. Supondo, entao, s <t

dividindo por t — s e passando ao limite quando ¢ — s temos

/a (0,8)do + (B, 5) — p(a, s) /¢as

donde, dividindo por  — a > 0 e passando ao limite quando § — «

) 0

Sols) + 5E(a,s) < dlas),
ou seja

9 0

22(0.1)+ 22(0.7) < b0

Fazendo o = 7 e usando a regra de derivagao de funcao composta tem-se
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e, dai, por integracao de s a t,

t
o(t,t) —p(s,s) < / (T, T)dT (4.18)

S
que é a desigualdade (4.4). Vamos supor que ¢ nao seja diferencidvel ou que ¥ nao
seja continua em cada uma de suas varidveis. Seja p € C§°(R), p > 0, suppp C [—1,1],

/p = 1 e ponhamos, para € > 0,
1 1
oo(o,1) = / 1 / PPl <€, t = ey

be(ont) = / 1 / PP — €.t~ en)ddn

Entao ¢. e ¥, sdo continuamente diferencidveis para (o,t) € [¢,T —¢| x [e,T — €] e sem
dificuldade vé-se que (4.17) permanece valida se substituirmos ¢ por ¢. e 1 por ..

Segue-se que (4.18) é vélida para ¢, e V., e < 5, <T — ¢, i.e.,

et ) — pels,5) < / e (7, 7)dr. (4.19)

Resta mostrar que passando (4.19) ao limite quando € — 0 tem-se (4.18). Isto é verdade
porque, em primeiro lugar, sendo u continua, ¢.(7,7) tende a ¢(7,7) quando € — 0,
uniformemente sobre todo subconjunto compacto de (0,7); além disto, como por iii) do

Teorema 1-6.5,
W(o =gk, t—en) =2e7 20D (f(g — e€) — g(t —en), u(o — £€) — v(t — en))s
< 2720 f(o — <€) = f(o)| + llg(t —en) — gD} [lu(o — <€) — v(t —en)]|
+(f(0) = g(t),u(o — e§) — v(t —en)s]

e como (-, -)s és.c.s., u e v sao continuas e por i) do Teorema I-8.9

tiny [ 1o =29 = @)l = limy [ latt—em = g(o)] =0,
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visto que f, g € L1(0,T; X), segue-se que

t t
limsup/ wg(T,T>dT§/ (T, T)dT.

e—0

Argumento ja usado na demonstragao da Proposi¢ao 4.11 mostra que ¢é valido o

corolario a seguir.
4.20 - Corolario: As solucoes fracas sao solugoes generalizadas.

4.21 - Definigao: Diz-se discretiza¢do da equagao (4.1) todo esquema

Tim il | Agisy, i=1,... N, (4.20)
ti —1i—1

onde a particdo m = {0 = tgp < --- < ty = T} e os elementos yi,...,yn de X sdo

dados. Se e >0, max {t;, —t;_1} <ee
1<i<N

N t;
> [ Wo-uld<e
i=1"ti-1

diz-se que (4.20) é uma e-discretizacdao de (4.1). Se a seqiiéncia zg, z1, ... ,zy de pontos
de X satisfaz (4.20), a funcao u, definida por u,(0) = zg e ur(t) = x; parat € (t;_1,t;],
i =1,...,N, é dita solucio de (4.20) com valor inicial xzy. Se (4.20) for uma e-
discretizagao, u, serd dita solu¢do e-aproximada de (4.1) com valor inicial xg. Se uy
for uma solucdo e-aproximada de (4.1) com valor inicial xg e || — x¢|| < €, u, serd dita
solugao e-aproximada do problema (4.1)-(4.2).

O teorema a seguir generaliza o Teorema 3.11.

4.22 - Teorema: Se f € LY(0,T;X), x € D(A) e para cada ¢ > 0 o problema (4.1)-

(4.2) tem uma solugdo e-aproximada, u., entdo existe lir% u. uniformemente em [0,T]
e—

e lim u. € uma fungdo continua em [0,T].
e—0
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Este resultado nao serd usado e sua demonstracao nao sera reproduzida aqui. (A
demonstragao encontra-se em Pazy [3] e em Crandall-Evans [1]). Vamos, no entanto,

demonstrar o teorema a seguir:

4.23 - Teorema: Seja u uma funcdo continua e tal que uw = lim wu,,, uniformemente
n—oo

em [0,T], onde, para cada n, u, € solugdo e,-aproximada do problema (4.1)-(4.2), com

lim €, = 0. Entdo u é uma solugcdo generalizada de (4.1)-(4.2).

n—oo

Demonstragao: Para cada n = 1,... existe, por hipdtese, uma particao m,, = {0 =
n no A e " n e m "

tg <--- < tN(n) = T}, uma seqiiéncia T LT+ Ty € UMA SEqUENCIa Yr's . -+ 5 Y (y)

que satisfazem

n n
|

G =t

e
+ A" s yr,  i=1,...,N(n) (4.21)

e tais que a funcdo f, definida por f,(t) = y* para t € (t],t"), i = 1,...,N(n),

1—17 "%

converge a f em L1(0,7;X) e a fungao u, definida por u,(0) = z§ e u,(t) = z7,

t e (tFq,tt], i = 1,...,N(n), converge uniformemente a v em [0,7]. Ponhamos

th — I, = AI' e seja v uma solucdo integral de (4.3). Como, por (4.21),

v — ph
(x?,y?—il )\nz_l)EA, i=1,...,N(n),
7

temos, para 0 < s <t <T
e 2tz —v(t)]|* — e 2} — v(s)|?
t v — ph
< 2/ e_2°”<y;-” — 1)\7712_1 —g(7), x' — U(T)> dr. (4.22)
S 1 S

Mas,

.CE? B xzn— n
(o = T gt a2 = o))

7

IN

R e e ) I

%
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1 n n n
= _)\_7.1 ||xz - U(T)Hz + _<mi—1 - U(T)v €T, — U(T»s
1 n 2 1 n n
< =55l = oI + 5 [Jeiy — o) lf = v(7)l]
Al Al
1 n 2 1 n 2
< ——2)\? |zl —o(7)]|” + —2)\? H%’—1 - v(T)H ) (4.24)

Por (4.22)-(4.24) temos

7

t
e ! |l —o()|I* — e i —v(s)|* < 2/ eyt — g(7), 2 — v(T))sdr
S

+ [ S (et = ol = st o)

Integrando ambos os membros dessa desigualdade de ¢} ; a t' e tendo em vista as

definicoes de u,, e f,, temos

/t (€ un(0) —v(B)[F — €7 [lun(0) — v(s)|*)do

n
1—1

+ / e 2 (lzf = o()|* = ||y —o(m)[|)dr

<2 f "o [ 5al0) = o) (o) ~ el

i—1

Seja agora, 0 < a < B <T ei, e j, tais que

th 1=ap, <a<ty e t _ <B<U =B
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Somando de i =1,, a i = j,, temos
Pn 2 2
/ (e Jun (o) = v(t)||” — e Jun (o) — v(s)|")do
+/$ (a7 — v ||y — o(r)|*)dr
Bn t
<2 [ Mdo [ B 0(0) = ). nlo) — o(r)hudr

donde, no limite quando n — oo, tendo em vista que, por hipotese, u,, — u uniforme-
mente em [0, T],u é continua, f, — f em L'(0,T; X), ap — @, Bn — Be (-, )s és.cs.

temos

7 2 2
/ (e lu(o) = v(®)|I” = 7> [lu(o) = v(s)]")do
+/ e (lu(B) = v(r)|I* = l[u(e) = o(7)|*)dr
3 t
< 2/ da/ e 2T (f(0) — g(1),u(o) — v(T))sdr.

Dai vem (4.4) pelo Lema 4.19, o que completa a demonstracao.

4.24 - Corolario: Se A satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.1, v € D(A) e S € o
semigrupo gerado por —A, entdo S(t)x € solugdo generalizada do problema (4.1)-(4.2)

com f =0.
Demonstragao: Conseqiiéncia imediata da Proposi¢ao 3.10 e do Teorema 4.23.
4.25 - Nota: a) Do Corolario 4.24 e da Proposicao 4.17 decorre que S(t)z é a tnica

funcdo continua que satisfaz (4.4) com f = 0Vg € L'(0,7;X) e para toda solugio
integral v de (4.3).
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b) Pelo Corolario 4.24 a Defini¢ao 4.14 é coerente com a terminologia estabelecida na

Nota 3.16.

4.26 - Teorema: Seja C um cone convexo e fechado de um espago de Banach X, A: X —

X um operador tal que A € A(w) e

D(A) c C CcIm(I +AA), 0< X< .

Seja f € LY(0,T; X) tal que f(t) € C ¢q.s. em [0,T] e x € D(A). Entdo (4.1)-(4.2) tem
uma solug¢ao generalizada, u, e u(t) € WW €[0,7],T > 0.

Demonstragao: a) Vamos supor que f(t) = yoVt € [0,T], onde yg € C' e ponhamos
Ay = A — yo. Entdo D(Ag) = D(A) e Ag € A(w). Além disto, de y € C vem
Yy + Ayo € C visto que C' é um cone convexo. Portanto y + Ayg € Im(I + \A), donde
existe z € D(A) tal que y + Ayp € z+ Az, ousejay € (I + ANA—yp))z = (I + XAp)=.
Logo, C C Im(I + AAg) e, portanto, D(Ag) C Im(I + AAg), 0 < A < Xg. Se Sp é o
semigrupo gerado por — Ay, segue-se, pelo Coroldrio 4.24, que a funcao u(t) = So(t)x é

solucao generalizada de

du

— 4+ A

dt + Agu >0
u(0) =z

ou seja, de (4.1)-(4.2) com f = yo. Além disto, u(t) = So(t)z € D(A) Vt € [0,T], pelo

Teorema 2.1.

b) Seja, agora, f uma fungao degrau e 0 = a9 < a; < --- < ay = T uma partigao
de [0,T] tal que f é constante e igual a y; no intervalo (a;_1,a;), i = 1,... ,N, e
designemos por S; o semigrupo gerado por —(A —y;) = —A;, i = 1,...,N. Vamos

definir u: [0,7] — X por recorréncia pondo

’LL(O) =, u(t) = Sl(t — ai_l)u(ai_l), Vit € [ai_l,ai].
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Entao, u é continua em [0,7] e como u;(7) = S;(T)u(a;—1) é a solucdo generalizada do

problema
du;
L+ Ay
I + Au; 20
u;(0) = u(ai-1),

u satisfaz (4.4) em cada [a;_1,a;], donde em [0, 7], para toda g € L'(0,T; X) e toda
solugao integral v de (4.3). Logo u é solugao generalizada do problema (4.1)-(4.2) para

a particular funcéo f considerada. E imediato que u(t) € D(A)Vt € [0, T).

c) Seja, finalmente, f € L'(0,7T;X), (f,) uma seqiiéncia de fungoes degrau tal que

fn— fem LY(0,T; X) e designemos por u,, a solugao generalizada de

— + Au, O f
dt o (4.23)
un(0) = x,
n = 1,... cuja existéncia foi demonstrada em b). Como, pela Proposi¢ao 4.15, as

solucoes generalizadas sao solugoes integrais temos, por (4.6) com s = 0 e tendo em

vista a Proposicao 4.16,

et (£) — (1) < / T | fulr) = fun(r)l] dr

T
< el / 1alT) = fon(r)] dr

Segue-se dai que u,, converge uniformemente em [0, 7] a uma fungao continua, u, que
é uma solugao generalizada de (4.1)-(4.2) porque u,, é solugdo generalizada de (4.25)

e (4.4) mantém-se por passagem ao limite, como foi observado na demonstracao da

Proposigao 4.11. Além disto, como Vt € [0,T], u,(t) € D(A), n =1,... ,entao u(t) €

D(A)Vt € [0,T).

4.27 - Lema: Se u € uma solucdo generalizada de (4.1)-(4.2) e x € D(A), entdio
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Vh,t >0,t+ h <T tem-se
h
e Y lu(t +h) —u(t)]| < ewh/ e T |f(1) — Ax|dT
0
t
+/ e T f(r+h)— f(r)] dr. (4.26)
0

Demonstracgao: Fazendo s =0et =h em (4.7) temos
h
et fu(h) ~al < [ e A~ ylldr, vy e A,
0
e, dai, usando o Teorema da Convergéncia Dominada,
h
e M lu(h) — 2| < / e T |f(r) — Ax|dr. (4.27)
0
Analogamente, pondo v(7) = u(t + h), g(7) = f(r+ h) e s =0 em (4.6) tem-se
t
e u(t +h) —u®)] < [Ju(h) — || + / e “T[f(r+h) = f(r)lldr. (4.28)
0
De (4.27) e (4.28) vem (4.26).

4.28 - Teorema: Supondo X reflexivo, f € WH1(0,T; X), A fechado e satisfeitas as
condi¢oes do Teorema 4.26, entio a equagao (4.1) tem uma solugdo forte que satisfaz

(4.2) com xz € D(A) e para a qual

du t
0| <150 - ad+ [

e—wt

L r)||dr, as. em 0,71 (4.29)

Demonstragao: Satisfeitas as hipéteses, a equagao (4.1) tem, pelo Teorema 4.26, uma

solucao generalizada, u, que satisfaz (4.2) e tal que u(t) € D(A) para todo t € (0,T).
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Vamos mostrar que u é uma solugao forte que satisfaz (4.29). Como, por hipdtese, f €

W10, T; X), f é uma fungao absolutamente continua (Teorema I-8.20) e, portanto,

t
de variagao limitada. Segue-se pelo Teorema I-8.13 que / e T f(r+h)— f(r)|dr <
0

h
Ch, onde C' é uma constante, Vh,t > 0et+h < T. Analogamente, / e T |f(r)—Ax|dr
0

< Mh. Logo, por (4.26), u é lipschitziana, donde diferenciavel q.s. pelo Teorema I-8.14.
Dividindo, entdo, ambos os membros de (4.26) por h, passando ao limite quando h — 0,
tendo em vista o Corolario I-8.15, temos a estimativa (4.29).

Seja to € [0,7] um ponto onde du/dt existe e tal que f(ty) € C. De (4.5) com
s =ty tem-se

¢uw—ﬂm>s2/efwfvwv—%uvm—wﬂw

to

onde @(t) = e [Ju(t) — z[]?, (2,y) € D(A).

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por t — ¢y, obtém-se

olt) — plto) _ 2 /t

e S 1—t e X7 (f(1) —y,u(r) — z) dr.

to

Sendo f, u continuas e a fungao (..., ...)  semicontinua superiormente, dadoe >0 36 > 0
tal que se t € [to, 0], (f(7) —y,u(r) —z), < (f(to) —y,ulte) —z), +c.

Assim:

¢(t) — ¢(to)
t—to

< ((flto) = goulto) =), + &) - [ 7 dr, Vi€ 03]

t - tO tO
Tomando limite quando t — ty, encontra-se

9 (19) < 2672 (7(t0) ~ y,ulto) ~ 2, +2) . Ve >0,
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d d
Logo £ (to) < 2720 (f (to) =y, u(to) — =), Mas —(to) = —2w e ™20 |julto) —a||* +

2e~2t(u!(tg), £*) VE* € F(u(to)—1), ja que % [lu(t) =[] [Ju(t) —=z|| = (u'(t), &) V& €

F(u(t) — z). Dal, tem-se

du

(G (0067} < (7tt0) = . ulte) = )+ wlfutto) — 1

VE" € F(u(ty) —x) € (x,y) € A. (4.30)

E, como F(u(ty) — =) é compacto na topologia fraca-+ de X*, existe & € F(u(ty) — z)
tal que

du

<E(to),£*> < (F(to) — 9,€3) +wllu(to) — ]

V& € Fu(ty) — ) e, em particular, para £* = £, i.e.,

<%(to) — f(to) + y,§§> < wt|u(ty) — = (4.31)
Além disto,
ulto ~ )~ ulto) = ~h 5 (t0) + (), (132

onde ||a(h)|| /h — 0 quando h — 0. Como u(ty — h) € D(A) para todo h € (0,to),
f(to) € C e C é um cone, existe para todo h € (0,ty), um (zp,yn) € A tal que

u(to — h) + hf(to) = zn + hyn. (4.33)

De (4.31), (4.32) e (4.33), fazendo (x,y) = (wn,yn) vem (u(to) — zn + a(h),&s,) <

wh|u(ty) — zn||? e daf

lulto) — znll _ [le(h)]]
h = h

+ wt|u(to) — zp|| = 0 quando h — 0, pois
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|z = u(to)l| < [|Jn(u(to = k) + hf(to)) = Jnulto) + Jnulto) — ulto)l| <

< T llu(to — h) — u(to)|| + || Jn u(to) — u(to)|| = 0 quando h — 0,

pois Jp(u(to) — u(to), ja que u(ty) € D(A) C Dp Vh < Ao

Portanto,
u(to — h) —x u(tg — h) — u(t
= (to h) by F(to) = (to })L (to)
u(ty) — = du
2B ) 5~ P 1) + fito)
h dt
quando h — 0 e, como z, — u(tp), segue-se que
du
(u(to), _E(t()) + f(to)) € A,

pois A é fechado, por hipdtese. Logo,

du

E(t()) + Au(to) > f(to)

q.e.d..

4.29 - Corolario: Nas condigoes do Teorema 4.28, (4.1)-(4.2) tem uma solugao fraca

para cada f € L'(0,T; X) e cada x € D(A).

Demonstragao: Seja (f,) uma sucessao de fungoes de Wh! tal que f, — f em
LY(0,T; X) e (x,) uma sucessao de elementos de D(A) tal que x,, — x. Pelo Teorema

4.28 o problema
du,,

W(w + Aun(t) = fn(t)

un (0) =z,
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tem, para cada n € N, uma solugao forte u,, e, por (4.6) com s =0,

e un(t) — um (@) < llan — zmll +/O e T [ fu(7) = fm(7)] dr.

Logo a sucessao (uy) converge em C([0,7T]; X) a uma fungao u, solugao fraca de (4.1)-

(4.2) com f € LY(0,T; X) e x € D(A).

5. Caso nao autonomo

5.1 - O problema de evolugao

Wity + Atyu(t) 3 7). 0<t<T (5.1)

u(0) = xo, (5.2)

onde, para cada t € [0,T], A(t): X — X é um operador que depende de t e f €
L'(0,T; X), foi estudado principalmente por Kato [1], [2] e [3], Crandall e Pazy [1],
Crandall-Evans [1] e Evans [1]. Vamos nos limitar a uma ligeira noticia desse problema.

Como no caso em que A nao depende de t introduzem-se as seguintes hipdteses:

(A.1) - A(t) € A(w) q.s. em [0, T7;

(A.2) - Existe um cone convexo e fechado, C, em X tal que
D(A(t)) € C CcIm(I 4+ MA(t)), 0< X <X, Aw <1, (5.3)

para quase todo t em [0, 7.
Pondo Jy(t) = (I + MA(t))"t e Ax(t) = A71(I — Ja(t)), Ja(t) e Ax\(t) dependem

de t. Restringe-se essa dependéncia por uma das duas seguintes condigoes:

(C.1) - Existe uma funcao integravel h: [0, 7] — X e uma func@o continua e nao decres-

cente L: [0, 00) — [0, 00) tais que

[Ax(#)z — Ax(s)z|| < [|h(t) — h(s)[| L(|]]) (5:4)
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para todo 0 < A < Ag, todo x € C' e quase todo s e t tais que 0 < s,t < T

(C.2) - Existe uma fun¢ao mensuravel, essencialmente de variagao limitada, h: [0,7] —

X e uma fungao continua e nao decrescente, L: [0,00) — [0, 00), tais que
[Ax@)z — Ax(s)x]| < [|h(t) = h(s)[| L([[z[))(1 + [[Ax(@)z]), (5.5)

paratodo 0 < A < Ag,Vz € C equase todo set taisque0 < s,t < T (hé essencialmente

de variagao limitada se h é igual q.s. a uma fungao de variagao limitada).

5.2 - Proposicao: Se A(t) satisfaz (A.1), (A.2) e (C.1) ou (C.2), entio D(A(t)) é

constante q.s. em [0,T].

Demonstragao: Satisfeitas as hipdteses, existe um conjunto N, de medida nula, tal
que Vt € [0,T]\N, A(t) € A(w), h(t) é definida e (5.3) e (5.5) (ou (5.4)) sao validas.
Seja t € [0, T)\N e = € D(A(t)). Entdo, como de (5.5) vem

[Ax(s)z]| < [[Ax(®)]| 4+ [[2(E) = h(s)]| L(lz[) (1 + [[Ax(E)=[]),
temos no limite, quando A — 0,
[A(s)a[|| < [[[A@)z][| + [[h(t) = h(s)[| L[| [[) (X + [[[A#)z]]]),

Vs € [0,T]\N. Mas o segundo membro dessa desigualdade é finito; logo x € lA)(A(s))

e, assim, E(A(t)) C ﬁ(A(s)) Permutando entre si as posigoes de s e t em (C.2) temos

a inclusao oposta.

5.3 - Coroldrio: Supondo vdlidas (A.1), (A.2) e (C.1) ou (C.2), D(A(t)) € constante
q.s. em [0,T].

De fato, pela Proposicao I1-6.17 temos D(A(t)) € D(A(t)) C D(A(t)) e, como
pela Proposicio 5.2, D(A(t)) é constante q.s. em [0,T], D(A(t)) é constante q.s. em
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[0,7T], q.e.d..

5.4 - Notagao: Vamos por, na hipétese da validade (A.1), (A.2) e (C.1) ou (C.2),
D(A(t)) =D, D(A@t) =D, telo,T]\N.

5.5 - Proposicao: Sejam: i) (A.1) e (A.2) satisfeitas;
i) 0=ty <ty <- <ty=>8<T uma particao de [0, 5] tal que t; € [0,S]\ N e

0<ti—tii=XN<X,t=1,...,m;
i) (fi),i=1,...,m, uma seqiéncia de elementos de C;
iv) zeC.
Entao, existe uma e uma s$o sequéncia xg,x1,...,T,m € C tal que
T;— T
S LAt w S s, i=1,...,m (5.6)
ti —ti—1
To = x. (5.7)

Demonstragao: Analoga a da Proposigao 3.9.
Vamos chamar de solu¢do do problema discreto (5.6)-(5.7) a funcdo u definida

por u(t) = x; para t € (t;—1,t;],i=1,... ,me u(0) = z.

5.6 - Teorema: Seja T > 0, A um operador que satisfaz (A.1), (A.2) e (C.1) em

[0,T], f € L*Y0,T;X) e x € D. Entdo, para todo T tal que 0 < T < T e para
cada n = 1,... existe uma partigio 0 = 15 <t < --- <tp = T(n), T <T(n) <

m(n
T, t7,... ,t”m(n) € [0,T]\ N, tal que a seqiiéncia (f,), onde f, € a funcdo escada igual a
f(t™) no intervalo (t;—1,t;], i =1,... ,m(n), converge a f em L*(0,T; X) e a seqiiéncia

(uy), onde u,, € a solugio do problema discreto
n n
i P

=t

& AW S F(E), i=1,...,m(n),
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':CO — .SC,

converge uniformemente em [0, T] para uma fun¢ao continua, u, que satisfaz a condi¢ao
u(0) = x. Andlogas conclusées se A satisfaz (A.1), (A.2), (C.2), z € D e f € essencial-
mente de variacao limitada.

Este teorema generaliza o Teorema 4.22. Sua demonstracao, bem como a dos

que serdo enunciados a seguir, encontra-se em Evans [1].

5.7 - Nota: Se f = 0 o Teorema 5.6 ainda é valido quando se substitui a condigao

(A.2) pela condigao mais fraca a seguir.

(A’.2) - D(A(t)) = D independe de t e
D(A(t)) C Im(I + MA(t)), 0 < A < Ao, q,s, em [0, 7.
Nesse caso exige-se, em (C.1) e (C.2), que x € D.

5.8 - Teorema: Se g € Ll(O,T;X), y",y € D,y™ — y e, para cadan = 1,... a
particao 0 = sg < s7 < - < sy, = S(n) € tal que a sucessao {v,} das solugoes dos

problemas discretos

o TAGHY 3 9(s7), G=1,... 1)
J Jj—1

Y =Y

converge uniformemente em [0, T] para uma fun¢ao v entao u e v satisfazem a desigual-
dade (4.4).

Como conseqiiéncia imediata do Teorema 5.8 temos:

5.9 -Corolario: A funcao u depende apenas de A, f e x.
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Adotando para (5.1) a Definigao de solugao forte dada para (4.1) temos:

5.10 - Teorema: Se A satisfaz (A.1), (A.2) e (C.1) (ou (C.2)), z € D(z € D) e u
é uma solucao forte de (5.1) que satisfaz (5.2), entdo u coincide com a fungao limite

definida no Teorema 5.6.

6. O gerador infinitesimal

Seja S um semigrupo sobre C' e

I—S(h
Ah:%, h > 0.

Entao, Ap: X — X e D(A;) = C. Ponhamos

Dg = {z € C;liminf ||Apz| < c0}.
h—0

6.1 - Proposicao: Seja S € Q. (C) ex € Dg. Entao S(t)x € uma fungdo lipschitziana

em todo intervalo compacto [0,T],0 < T < oo.

Demonstragao: Se x € Dg entdo existem um L > 0 e uma seqiiéncia (hy,), h, — 0,
tais que ||Ap, x| < L, ¥n € N. Ponhamos k,, = [h/h,] (= parte inteira de h/h,). Se
t € [0, T] temos

IS(t + h)z — SH)z]| = [S(t)S(h)z — S(t)z[| < e [|S(h)z — |
= e“"|S(h — knhn + knhp)x — S(kphy)z + S(kphn)z — ||
< e“'(||S(knhpn)S(h — kphy)x — S(knhn)z|| + 1S (knhn)z — x))

< e@t(eknhn ||S(h — kyphyp)x — z|| + || (knhy )z — x||).
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Mas,
kn
1S (knhn)z — x|l = || )_(S(Fhn)z — S((J — Dhn)z
j=1
kn,
= [S((J - 1)hn)5(hn)m - S((] - 1>hn>x]
j=1
< NS = Dhn)S(hn)z = S((G = 1))z
7j=1
kn
Z G=Dhn || S(hp)z — 7| < kpe” "hy L.
Logo,
1S(t + h)x — SE)z|| < e TN |S(h — kphy)z — z|| + e TP LA
e, portanto,

|S(t+h)x — Szl < e TLh, t+h<T,
por iii) da Defini¢do 1.1, uma vez que k,h,, — h.
6.2 - Definicao: Diz-se gerador infinitesimal forte do semigrupo S sobre C' o operador
Ap definido por
D(Ap) ={x € C; lim Apx existe}
h—0

A()SU = lim Ahl’, Vo € D(A0>
h—0+4

e, gerador infinitesimal fraco, o operador A’ definido por essas mesmas condigoes com

o limite entendido no sentido da topologia fraca de X.

6.3 - Proposicao: Seja S um semigrupo sobre C'. Tem-se:
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i) D(Ap) C D(A") C Dg e Agx = A'xVx € D(Ayp);
ii) Se S(t)x for diferencidvel a direita num ponto t, entao S(t)x € D(Ap) e
d+
= S(t)r = AgS(t)x.
Demonstragao: i) A existéncia do limite forte de Apx, quando h — 0+, implica a
do fraco e a do fraco implica que Apx é limitada quando h — 0, donde a primeira das

afirmacoes feitas em i). Além disso o limite fraco coincide com o forte, donde a segunda.

ii) Tem-se Vt,h > 0

Se S(t)x é diferencidvel a direita no ponto ¢, o primeiro membro dessa igualdade tem
um limite quando A — 04, donde o segundo também tem um limite quando h — 0+4.

Logo, S(t)z € D(Ap) e, no limite quando h — 0+

d+
o S(t)r = AoS(t)x.

6.4 - Proposicao: Se S € Q,(C) entao A’ € A(w).

Demonstragao: De x,y € D(A’) e z* € F(x — y) vem

(A +wlhz — (A" +wl)y, z*) = hlifg+<7h + wz T WYE

.1 1 x
= lim [ |z — yl? +wlle =yl - 5 (S(h)a = S(h)y, 27)]

h—0+4
> Tim [+ o — yl? +wlle -yl — 2" ||z — y|?
~ h—=0+"h h

1 —ewh

2 2
) o=yl + w e -yl =0,

= lim (
h—0+
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6.5 - Corolario: Se S € Q,(C) entio Ay € A(w).

6.6 - Proposicao: Se X ¢ reflexivo e S € Q. (C), entdo

D(Ay) = D(A") = Ds.

Demonstragao: Seja x € Dg. Pela Proposigao 6.1, S(t)z é uma fungao lipschitziana
em todo intervalo [0,7], 0 < T < oo, e como X é reflexivo, S(t)x é diferencidvel quase

sempre em [0, 00) (Teorema 1-8.14). Por ii) da Proposicao 6.3 segue-se dai que

d

- (S(t)x = ApS(t)zr q.s. em [0, 00).

Portanto, S(t)r € D(Ap) q.s. em [0,00), donde, pela continuidade forte de S,

x € D(Ap). Dai e de i) da Proposigao 6.3 seguem-se as igualdades a demonstrar.
Este resultado pode ser melhorado quando, além da reflexividade, impoem-se a

X outras restrigoes como serd mostrado a seguir.

6.7 - Proposicao: Se X ¢€ reflexivo e estritamente convexo e S € Q,(C), entdo

D(A") = Dg. Se, além de reflexivo e estritamente convexzo, X tem a propriedade 1-(5.2)
(Proposi¢do 1-5.8) e S € Q,,(C), entao D(Ay) = Ds.

Demonstracgao: Seja xo € Dg, V o conjunto dos pontos limite fraco de Apzg quando

h — 0+ e A o operador definido por
D(A) = D(Ao) U {0}, A = Ay U (zg,convV).

Seja v € V. Entao existe (hy,), h, — 0, tal que A, o — v e, por argumentagao analoga

a feita na Proposigao 6.4, tem-se, Vo € D(Ap) e Vz* € F(x — x¢),

(Ao + wx — v —wxg, 2%) = lim (A}, =z +wz — Ap, x9 — wxg, 2°) > 0.
n—oo
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Imediatamente se vé que essa mesma desigualdade é valida para v € conv V' e, portanto,
para v € conv V. Logo, A € A(w). Além disto, como X é reflexivo e, pela Proposicio
6.1, S(t)zo é lipschitziana, segue-se (como na Proposicao 6.6) que S(t)x é diferencidavel
g.s. em [0,00) e, por ii) da Proposicao 6.3, que —dS(t)zo/dt = AgS(t)xo q.s. em [0, c0).
Logo —dS(t)zo/dt € AS(t)xo q.s. em [0,00). Por i) do Teorema 3.6, com u(t) = S(t)xo,
s =0, t = h, temos, entao

w+
| Anzoll < e | Axo] (6.1)

donde, pelo Exemplo 1-3.3,

|lv|| < liminf ||Ap, zo| < |Axzo].
n—r0o

Mas v € Azg. Logo, |lv|| = |Axg|. Como Azg = conv V, portanto um conjunto convexo
e fechado, Az tem, pelo Teorema I-5.14, um tnico elemento de norma |Axg|. Mas
entao Axg = {v}, pois v é um elemento arbitrario de V, e, assim, Apzo — v, donde
xg € D(A’) e, portanto, D(A") = Dg, que é a primeira das asserc¢oes feitas. De (6.1)
segue-se que

lim sup || Anzo| < |Azo| = [lv].
h—0

Dai, de Apzo — v e da propriedade I-(5.2) vem Apxg — v, o que significa que

xo € D(Ap). Assim, Dg = D(Ap) que é a segunda das assercoes feitas.

6.8 - Proposigao: Seja S € Q,(C). Sao validas as propriedades:
i) Existe um operador A tal que A+wl é uma extensao maximo acretiva de Ag+wl;
ii) Se X é reflexivo, X e X* s@o estritamente convexos e A + wl é uma extensao
maximo acretiva de Ay +wl, entdo Agz = A°x Yz € D(Ap), onde A° é a seccdo minima

de A (Cap. II, §8).

Demonstragao: i) Ordenada por inclusdo, a familia dos operadores acretivos é indutiva

superiormente. Pelo Lema de Zorn todo operador acretivo esta, portanto, contido em
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um operador maximo acretivo. Em particular, Ay + wl estd contido num operador
méximo acretivo A. Pondo A = A —wI o operador A é tal que A + wl é uma extensao
maximo acretiva de Ag + wl.

ii) Vamos supor satisfeitas as hipdteses de ii) e seja z € D(Ap). Argumentos
analogos aos apresentados na Proposicao 6.7 mostram que, com aplicacao do Teorema

3.6 temos

|Apz| < e | Az|.

No limite, quando h — 0 temos, entao,
[Aoz| < |Az|

e, como Agxr € Ax, tem-se |Apz| > |Ax|, donde ||Aoz|| = |Az|. Mas A + wI sendo,
por hipdtese, méximo acretivo, Az é convexo e fechado (Proposigao 1I-7.9) e como X é
reflexivo e estritamente convexo, A%z é, pelo Teorema I-5.14, o tinico elemento de Az

cuja norma é |Ax|. Logo, Agx = A%z Vo € D(Ay).

6.9 - Teorema: Sejam X e X* uniformemente convexos, S € Q,(C) e x € D(Ay).
Entao:
i) S(t)xr € D(Ay) Vt>0;
ii) S(t)x € derivavel a direita em todot >0 e
dt

T S(t)xr = ApS(t)x;

iii) ApS(t)z é continua a direita em todo t > 0;

iv) %S(t)m existe e € continua exceto, no mdzrimo, em um conjunto numerdvel de

pontos de [0, 00).

Demonstracgao: i) Seja x € D(Ap). Pela Proposicao 6.3, z € Dg, donde l}ilm(i)nf | Apx||
—0+
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= L < oo. Logo,
I—-S5(h
liminf |4, S(¢)x| = lim inf ’A S(t)x
h—0+ h—0+
= liminf Stz - S(t+h)z < liminf e*? i(hm
h—0+ h h—0+ h

= liminf e*! || Apz| < e“'L.
h—0+

Portanto, S(t)z € Dg = D(Ap) Vt > 0, pela Proposigao 6.7.
ii) Por i), S(t)x € D(Ap)Vt > 0, donde existe o limite de A,S(t)x, quando
h — 0+4,Vt > 0. Logo,

L .. I-5(h)
ApS(t)r = hli}(l)l—i— ApS(t)x = hli}(l)l—i— h S(t)z
_ +
T O el U L) —d—S(t):c, vt > 0.
h—0+ h dt

iii) Seja 0 < s < t. Teremos, para x € D(Ay),

[AnS(#)z]l = (1/h) |S(H)x = S(t + h)z|
= (1/h) ||S(t —s)S(s)x — S(t — s)S(s+ h)z||
w(t—s)

e
<
- h

I1S(s)a — S(s + h)z|l < e~ | ApS(s)al|

e, dai,

e ApS(t)z] < em " [|AnS(s)z] -

Por passagem ao limite quando h — 0 segue-se, dessa desigualdade, que
e [ ApS(t)x[| < e™* [[AoS(s)||

i.e., a fungao t — e~ || A4S (¢)x| é mondtona decrescente.
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Seja A tal que A + wl é uma extensao maximo acretiva de Ay + wl (Proposicao
6.8) e (t,) uma seqiiéncia decrescente de reais positivos tal que t,, — t. Teremos
limsup e “™ ||AgS(t,)z| < e “" || A S(t)x]| .
n—oo
Dal,
lim sup [| AoS (tn)z|| < [|A0S(t)z]], (6.2)

n— oo

i.e., o conjunto {ApS(¢,)x} é limitado. Como, pelo Teorema de Milman, X é reflexivo,
existem uma subseqiiéncia (t,,) de (¢,) e um y € X tais que ApS(t,,) — y. Temos,
entao,

S(tn,)x — St)x, AgS(tn,)r =y e (S(tn,)x, AoS(tn,)x) € A

e como, pela Proposicao II-7.11, A é demifechado segue-se que (S(t)z,y) € A, i.e.,
y € AS(t)x. Mas, por ii) do Teorema 1-5.14, A°S(t)x tem um s6 elemento; logo ||y|| >
HAOS(t):cH. Por outro lado, a norma sendo s.c.i. na topologia fraca de X tem-se, levando

em conta (6.2) e ii) da Proposicao 6.8,

Iyl = tim inf | Ao (¢, )a]| < limsup | AgS(tn, )|

k—oo

< 408 (t)z] = || A°S 1)z

Logo, |ly|| = ||A°S(t)z|| e, portanto, y = A°S(t)x = ApS(t)x. Assim, AgS(ty, )z —
ApS(t)x e
limsup [ Ao S (tn, )z|| < [|AoS(t)x]]-

k—o00

Pela Proposicao 1-5.8 segue-se, dai, que AgS(t,,)xr — ApS(t)x e, portanto,

hli}{)l—l— AoS(t + h).fE = A08<t>$,

visto que o limite AS(t)x ndo depende de (t,,). Logo a funcao t — AgS(t)z, é continua

a direita em todo ¢t > 0.
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iv) Pelo que foi visto na demonstracao de iii) a fungao t — e “'||ApS(t)x| é
monotona decrescente; portanto, o conjunto de suas descontinuidades é, no maximo
numeravel. Com os mesmos argumentos ja usados na demonstracao de iii) vé-se que
todo ponto de continuidade de ¢t — ||ApS(t)z| é, também, ponto de continuidade de
t — AoS(t)x. Logo, o conjunto das descontinuidades de t — AyS(¢)x é, no maximo,
numeravel. Além disto, de x € D(Ay) = Dg resulta que t — S(t)z é diferencidavel quase
sempre em [0, 00), como ja foi observado na demonstragao da Proposigao 6.6. Logo,

dS(t)x

_ dt = A08<t>$ J.s em [07 OO)?

pela Proposicao 6.3. Integrando de ¢ a t + h temos
t+h
—S({t+h)z+ St)x = / AoS(T)x dr,
t

donde se segue que dS(t)x/dt existe e é continua, exceto em um conjunto de pontos de

[0, 00), no maximo numeravel, q.e.d..

6.10 - Teorema: Sejam X e X* uniformemente convexos, A € A(w), A fechado e tal
que

D(A) Cc Im(I +MA), 0< A< Ao,

S o semigrupo gerado por —A sobre D(A) e Ay o gerador infinitesimal de S. Entdo:
i) D(A®) = D(Ao) = D(A);
ii) Agz = A% Vo € D(A).

Demonstragao: A igualdade D(AY) = D(A) foi demonstrada no Teorema I1-8.1. Além
disto, de x € D(A) vem

1S(t)z — x| < e 't |Ax],

pela Proposicao 2.7; logo x € D(Ap) pela Proposicao 6.7. Desse modo D(A) C D(Ay).
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Reciprocamente, de x € D(Ag) segue-se, pelo Teorema 6.9, que S(t)x é derivéavel
q.s. em [0,00) e —dS(t)x/dt = AgS(t)x. Além disto, x € D(A), uma vez que D(Ay) C
D(A), donde S(t)z é solucao de (3.1)-(3.2), pelo Teorema 3.14. Dai, de ii) do Teorema

3.6 e das hipéteses sobre X, vem —dS(t)z/dt = A°S(t)z. Logo,
AgS(t)x = A°S(t)x, q.s. em [0, 00). (6.3)

Mas, por iii) do Teorema 6.9, A9S(t)x é uma fungado continua a direita em todo ¢ > 0.
Logo, de (6.3) resulta que A%S(¢)z tem um limite quando ¢ — 0+. Além disto, A é
fechado, por hipétese, e S(t)z — x quando t — 0+. Logo, x € D(A) o que completa
a demonstragdo de i). Pelo Teorema 3.19, para todo = € D(A), A°S(t)x é continua
a direita no ponto t = 0. Mas de x € D(A) vem, por i), z € D(Ap) donde, pelo
Teorema 6.9, ApS(t)z também é continua a direita no ponto ¢t = 0. Logo, de (6.3) vem

Agz = A%z, Vz € D(A), o que demonstra ii).

7. Aproximacgao e geragao

Serao apresentadas agora generalizagoes dos bem conhecidos resultados de Trot-

ter, Chernoff e Hille-Yosida sobre os semigrupos lineares. Inicialmente a do de Trotter

e a do de Chernoff.

7.1 - Teorema: Sejam A, € Alw,) e A € A(w) tais que D(A,) C Im(I + NA,) e
D(A) CIm(I + AA) para 0 < A < X\g. Sejam S, e S os semigrupos gerados por —A, e

—A sobre D(A,) e D(A), respectivamente. Se
1) 0<|w,|wl <a< oo,

ii) }i_r}rg)JA’rm = Jaz para cada x € D e 0 < X\ < Ao, onde Jy, = (I + \A,)71,

Jrn=(I+XA)"" eD=)D(A,)ND(A),

entao
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iii) lir% S.(t)x = S(t)x para cada x € D e o limite é uniforme nos intervalos com-
r—

pactos.

Demonstragao: Como Ay, = A~} (I—J, ), a hipétese ii) é equivalente a Ay .z — Az
quando 7 — 0 Vx € D. Portanto, tendo em conta i) e iii) da Proposicao 1I-6.16, se

x €D e0< A a<1/2, existe rg dependendo de x e de A tal que

|Ax rz|| < || Axz||+1 <2|Az|+1, 0<r <mp. (7.1)
Temos
1Sr(t)z = Szl < |[Sr(B)x = Sp(t) Ix .zl + 15 (E) Ixrz — S(8)z]]
< 1S @) Iarz = SO)zl + " |52 — =] (7.2)
(§
()T rw = S < [T rw = T Irs| + || Trrw = T
[t g = ]| + | — S8)2]). (7.3)

Por (7.1) e (2.11) no limite quando n — oo tem-se

|

Sr(t>¢])\7»,~$ — Jtn J)HT.CC

‘ < otn 2 edlwrlt | Ay Jx x|

/n,r
< 2tn "7t | Axrz| < 2tn 2 e* (2 |Az| + 1) (7.4)
e
) t /T — S(t)m” < 2tn~7el |Axl. (7.5)

Por i) do Teorema I1-6.13 temos, para n suficientemente grande,

t
<= cw) ™ e -

n n
‘]t JA,T«I — ‘]t X

/mn,r /n,r

< (e +1) | xrz — || (7.6)
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[ Txrz —al| = A Ax ]| < A(2[Az] +1).
Logo, por (7.2)-(7.7) tem-se, para 0 <t < T,
1S, () — S(t)z|| < 2T n~2e*T (3| Az| + 1)

AT +1)(2[Ax| +1) + |

Dado & > 0 seja A\,0 < A < 1/2, tal que

)

MeT +1)(2]Az| +1) <

Wl M

n tal que

2T n~ 2T (3|Az| + 1) <

Wl ™

e, por ii), ro > 0 tal que

|

<3
3

n n
t/n,rl Jt/nx

n n
t/nort — Jt/nm

267

(7.7)

) . (7.8)

para todo r tal que 0 < r < ro. Entao, por (7.8), ||S,(t)x — S(t)z| < e Vr tal que

0 <7 <rgisto é S.(t)r — S(t)x em [0,T], Vo € D. Além disto tem-se, para todo

T € [0,T],

1Sz — Sp(t)z] < [[S(H)x = S(r)z| + [|S(T)z = Sp ()]l + 150 () — Sp(7) x|

+ |5 (T)Ixrx — Sr(t) Inrx|| + ||Sr(t) Inrz — Sy (t)z]|

e como, por (2.12) e (7.1),

|1S(t)z — S(T)z| <2 etaT |Az| |t — 7|,

1S, (T) Iapz — Sp(t) Iy || < 26*T |A Ty pz| [t — 7| = 2*T | Ay 2| [t — 7]

<26t Ay x| |t — 7] < 2T (2|Ax| + 1) |t — 7,
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|Sr(T)x — S (7) I rz|| < e’ |z — Jarz|| < )\eO‘T(2 |Az| + 1)

1S, () Ir i — Sp(D)z|| < Xe®T(2]|Ax| + 1)

segue-se que
IStz — Sy )zl < IS(7)z — Sy ()2l +2e* (3] Az| + 1) [t — 7]

+2Xe2T(2]|Az| +1) < ||S(1)x — Sy (T)z|| + CL |t — 7| + Ca ), (7.9)

onde C; = 2T (3|Az| + 1) e Oy = 2e*T(2]Az| + 1). Dado agora € > 0, sejam
ti,...,tytaisque 0 <t; <--- <ty =T,t;—tj_1 <e/3C1,j=1,... ,N, er; tal que
1S(t;) — Sr(t;)|| <e/3 para 0 < r < r;. Ponhamos rg = min{ry,... ,rn} e A <¢&/3C5.
Se t € [0,7] tem-se, para algum j, ¢ € [t;j_1,t;] donde, fazendo 7 = t; em (7.9),
|S(t)x — S, (t)z|]| <ese 0 <r <rgex € D. Logo a convergéncia de S,(t)x a S(t)x
é uniforme em [0, 7] Vx € D. Levando em conta que ||S(t)z — S(t)y| < e*T ||lz —yl e
1S, (t)x — S, (t)y|| < e*T ||z — y|| segue-se que a convergéncia é uniforme em [0, T para

todo x € D, o que completa a demonstracao.

7.2 - Teorema: Seja C' um subconjunto convexo e fechado de um espaco de Banach

reflexivo, A € A(w), w >0, tal que D(A) = C C Im(I +\A), S o semigrupo gerado por
—A sobre C e {H(r)}, r > 0, uma familia de aplica¢ées de C em C tal que

i) |H(r)e — Hr )yl < M) |z -yl Vayed,
onde M(r) =14 wr + o(r) quando r — 0, M(r) > 1.

—1
i) Jy,w = <I+A%<”) ¢ haVeeC, 0<A< .

Entao

t -

i) lim H(=)"z = S(t)z Ve D(A),

n—oo n

uniformemente nos intervalos compactos.

Demonstragao: Pondo A, = (I — H(r))/r, r > 0, temos D(A,) = D(A,) = C C
Im(I +XA,) e A, € A(%) pelo Exemplo II-7.5, d). Seja S, o semigrupo gerado
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por —A,. De ii) e do Teorema 7.1 resulta que S,.(t)z — S(t)x Vo € D(A) e o limite é
uniforme nos intervalos compactos. Como S, é do tipo (M(r) — 1)/r tem-se

1Sy (nr)z — H(r) || = S, (r)"z — H(r)"z| < ||S;(r)"z = Sp(r)" Iy 2|

+ 150 (r)" Ixpwe — H(r)" Iy pl| + [|H ()" Iy pw — H(r)"z|

< Kq(ryn) ||z — Iy rzl| + [|Sr () Inpx — H(r)" Iy rz|| (7.10)

onde Ki(r,n) = e"™™)=1 4 M(r)". Seja S o semigrupo gerado por H(r) — I sobre C.

Tem-se

S,(t)z = lim (1 + - H(r)))_nx — lim (1 L 1_71&1(7«))—”33 = S, (tr)z

o0 n n r
donde, tendo em vista o Corolario 3.15, segue-se pelo Teorema 1-9.5 que

|

< Ka(r,n) |Ardy ozl = Ka(r,n) [|Ax 2] = A7 Ka(n,r) o — T o]

|Sy(nr)Jy rx — H(r)" Iy yz|| = ’ gr(n)JAmx — H(r)"Jx,x

onde

N[=

Ko(r,n) = r M(r)" er™M@)=1) [(n—=nM(r))*+nM(r)]*.

Substituindo em (7.10) tem-se
1S, (nr)x — H(r)"z|| < (Ki(r,n) + A" Ko (r,n)) ||z — Jx 2. (7.11)

Sex e D(A),0 < w < 1/2esefazr=1t/nem (7.11) tem-se
[Sm(t)e = H(t/n) ]| < (Ka(t/n,n) + X7 Ka(t/n,n) [l = Tyl
< (Ki(t/n,n) + A Ka(t/n,n) A |Az| + || Jaz — Ty 4/mz||)
<2MNKy(t/n,n) |Az| + 2K5(t/n,n) |Az|

+ (K1(t/n,n) + A Ka(t/n,n)) || ae — Ty e/nzl| -
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Como lim M(t/n) =1, lim M(t/n)" =e“* e lim n(M(t/n) —1) = wt, Ki(t/n,n) e
n—oo n—oo

n—oo

K5(t/n,n) sdo uniformemente limitados nos intervalos compactos. Portanto, K1 (t/n,n)
< Cye Ko(t/n,n) < Cy n=z para t € [0,T], T > 0. Logo,
IS(t)e — H(t/m)"a]l < | Sz — Syn(®)a] + || Syyn(t) — H(t/m)"a]

< |St)z — Syyn(t)z|| + 2X Cy |Az| + 2C; n-z |Az|
+(C1+ Co A" 0 2) || az — Ty gjm| - (7.12)

Portanto, dado € > 0, fixando A de modo que 2\C |[Ax| < % e tomando n suficiente-

mente grande para que a soma do primeiro com o terceiro termos do segundo membro
de (7.12) seja menor que £/2 (o que é possivel pois Jy ;/,x — Jrxx e Sy/p(t)x — S(t)x
pelo que ja foi demonstrado) tem-se || S(t)z — H(t/n)"z|| < e, i.e., nh_)rgo H(t/n)"x =
S(t)x Ya € D(A), uniformemente nos intervalos compactos. Como, além disto, ||S(t)z—
S@yll < e |1z — yll e [H(t/m)"x — H(t/n)"yll < M(t/n)" ||z —y|l e M(t/n)" é limi-
tado, segue-se que o resultado é valido Vx € W

Vamos passar agora ao problema da geracao de semigrupos. O que se pretende
é mostrar que se X é um espaco de Banach reflexivo cuja norma é uniformemente
diferenciavel a Gateaux, C' um subconjunto convexo e fechado de X e S € S,,(C) entao
existe um operador A € A(w) tal que —A gera S sobre C. Chega-se a esse resultado

apos a série de resultados preliminares estudados a seguir.

7.3 - Lema: Seja X um espago de Banach e (a,), n = 1,... uma seqiiéncia limitada

de elementos de X . Entao, para alguma subseqiiéncia (an,) de (ay) existe o limite

lim ||an, — ||
k— oo

para todo x € X.

Demonstragao: Seja M = sup |la,|| e @ = [] [0, M + ||z]|]]. Munido da topologia
neN zeX

produto, ) é um espago compacto pelo Teorema de Tychonoff. Seja p,, o ponto de @
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definido por I, (p,) = ||a, — z||, onde II, é a projecao de @ sobre [0, M + ||z||]]. Como

@ é compacto, uma subseqiiéncia (py, ) de (p,) converge. Se p = klim Dn, €ntao
—00

lim I (pp,) = . ( lim p,, ) = I (p)

k—o00 k—o0
visto que II, é continua. Logo,

lim |ay, —z| = I.(p) Ve X,

k—o0

q.e.d..

7.4 - Lema: Se X é um espaco de Banach, a fungio p: X — RT definida por o(z) =

I, (p) € continua, conveza e coerciva, i.e., lim @(x)= co.

||l —o0
Demonstracao: Temos
|o(x) = (o) = e (p) — Iy (P) = | im flan, — || = Lm [, — 2ol
—00 k—o0

< ”SIZ’ - ':EOH >

o que mostra que ¢ é continua. De z,y € X e t € [0, 1] vem
p(tr + (1 —t)y) = lim |lan, —tz — (1 —1)yl|
k—o0
= lim ||tan, + (1 —t)a,, —tex — (1 —1)y||
k—o0
< lim (tlag, — 2| + @ =) llan, —yll)
— 00
= to(x) + (1= t)e(y),

i.e., ¢ é convexa. Finalmente, ¢ é coerciva porque

¢(z) = lim [lan, — || = limsup |[|an, | — []l]] = oo,
k— o0 k— o0



272  SEMIGRUPOS NAO LINEARES E EQUACAO DE EVOLUCAO CAP. III

quando ||z|| = co.

7.5 - Lema: Seja X um espaco de Banach reflexivo, C' um subconjunto convexo e
fechado de X, m = inf{p(z);z € C} e Cy = {£ € C; (&) = m}. Entdo,

i) Cy € um subconjunto convexo, fechado e nao vazio de C;

ii) Se, além de reflexivo, X é um espagco com a norma uniformemente diferencidvel
a Gateauz e (x,), n = 1,..., € uma seqiéncia limitada e tal que nh_{%o |xn — || existe
Vx e X, entao

limsup(z — & F(z, —§)) <0, Ve (Cy,Vzel. (7.13)

n—oo

Demonstragao: Os conjuntos de nivel N (A, ¢) sao fechados pela Proposicao 1-3.8 e

convexos, pela Proposicao 1-3.19. Logo, Cy = ﬂ N(\ o) N C é convexo e fechado
A>m

e, pela Proposigao 1-3.25 ¢ atinge seu minimo, isto é, Cy # ¢, o que demonstra i).

Pelo Teorema 1-6.6, F' ¢ uma fungao univoca e pelo Exemplo 1-4.9, F(z) = 8(||z|” /2).

Tem-se, entao, para todo £ € Cp, todo z € Ce 0 < a <1,

1 2 1 2

g llzn =&l = 5 llan =€ —ale = I 2 afz = & F(zn — £ — a2 =€)

=afz =& Flon—&—a(z—=§)) — F(r, — &) + F(z, —§))

=alz =& Flzn —§)) +alz =& Flon —§ —a(z —¢)) — Flan —9)).
Pelo Teorema 1-6.10, F' é uniformemente continua nos conjuntos limitados relativamente

a topologia da norma de X e a topologia fraca—* de X*. Portanto, dado ¢ > 0, existe

ap, 0 < ag <1, tal que para 0 < a < g tem-se
(z =& Flzn—§—a(z=§)) = Flen —¢))|<e  VnelN
Logo, para0 < a<apen €N

1

S — €1 — &l — € — oz — €)1 > afz — € F(a, — €)) —ac,
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Dai vem, no limite quando n — oo, tendo em vista que £ € Cp,

1

02 5 ¢(€ — 5 wle +alz — ) 2 alimsup(s — & F(un — ) —ac,

n—oo

donde limsup(z — &, F(z, — &)) <0, q.e.d..

n—oo

7.6 - Lema: Seja X um espaco de Banach, C' um subconjunto convexo e fechado de X
e S um semigrupo do tipo w € R sobre C'. Entao, se A > 0 e A\w < 1, existe tg > 0 tal

que para 0 < t < tg, o resolvente da aplicagao (I — S(t))/t, i.e., o operador

I—-SH)\ "
- (1 + Af()) : (7.14)
aplica C em C eVzx € C
t
S(t)J)\’t.I = J)\7t.717 + X(Jk,tm — .I) (715)

Demonstragao: Foi visto no Exemplo II-7.5, d) que J, ; aplica C em C se \e“!/(t +
A) < 1. Mas essa desigualdade decorre da desigualdade (e*! —1 — wt)/t < (1 — Aw)/A
que é verdadeira para t suficientemente pequeno uma vez que \w < 1. Logo existe
to > 0 tal que Jy; aplica C' em C se 0 <t < ty. A férmula (7.15) é uma decorréncia
imediata de (7.14).

7.7 - Proposicao: Seja X um espago de Banach reflexivo com a norma uniformemente
diferencidvel a Gateauz, C um subconjunto convexo e fechado de X e S um semigrupo
do tipo w sobre C. Entao, se A >0 e \w < 1, o limite de Jyx, quando t — 0, existe e
pertence a C', para todo x € C.

A Proposicao 7.7 é conseqiiéncia da série de lemas a seguir. Em todos eles serao

mantidas as hipoteses da Proposicao 7.7.

7.8 - Lema: Pondo

a(T,2) = sup S -z, T >0,
0<t<T
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tem-se

lim a(T,x) =0 Vo e C.
T—0

Demonstragao: Conseqiiéncia imediata da continuidade forte de S.

7.9 - Lema: Tem-se, para todo T’ > 0 e todo x € C,

A
limsup || Jy 1z — z|| < (2 + —) a(T,z) se w=0 (7.16)
t—0 T
Awe TN T, x)
li —zl| < (2 : . 1
th_%lpHJA,tw :UH_( +1—e‘*’T)1—)\w se w#0 (7.17)

Demonstragao: Pondo, para simplificar a escrita, y; = Jy 2, 0 < t < tp, tem-se por

(7.15) e S € Q. (0),

e lye = S(kt)z|| = [S(t)ye — S((k + 1)t)z]|

H( ) ((k+1))w—§w

(lye = S((k + Dt)z|| = [|S((k + D)z — z[).

> [lys = S((k + D)t)z|]

>/|H~

Multiplicando ambos os membros por e~ *TD«! tem-ge

e |y, — S(kt)al| = e "D |y, — S((k + 1)t)a]|

5 e BVl — S((k + t)al — IS((K + 1))z — z]]).

Fazendo k =0,1,... ,n — 1 e somando

lye — @l > e™"" [lys — S(nt)=||

o S0y — S(ht)a] — S (kt)z — z])). (7.18)
k=1
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Se w = 0 tem-se, pois,

(lye = S(kt)al| = IS (kt)z — )
k=1

lys — 2| = llys — S(nt)z|| +

> <+

lye = S(kt)z|| = [[(ye — x) — (S(kt)z — )]

>l —all ~ 18k — 2] 2 lye — = alnt,) k=10 (719
segue-se que
Iy = all > lly — 2l - a(ut,2) + 5 g — o - S -a(nt,2)
donde Vne 0 <t <ty
lye — x| < (2 + %) a(nt, ).

Fazendo n = [T'/t] e tomando o limite superior de ambos os membros tem-se

A
limsup ||y, — z|| < (2 + —) a(T, z)
t—0 T

que é a (7.16). Seja w # 0. Por (7.18) e (7.19)

—nwt( e—kwt(

t n
lye — 2l = e (llye — 2]l - alnt, z)) + 5 lye — 2] = 2a(nt, )
k=

1
n n
_ Hyt _ 37” et + 3 Z e~ hwt | _ a(nt,:c) oWt + % Z e~ kwt
A k=1 A k=1

e, portanto,

>
Il 3
o
Cbl
x~
€
~
~_—
/N
C-K:I
S
€
o~
|
—_
+
> o+
B
Il 3
o
Cbl
x>~
€
~
~_—
L

lye — || < c(nt, ) <6‘”“’t +
k

2% 1 — —nwt t 1 — —nwt\ —1
= Oé(ﬂt,.fC) <€_nWt + X . ewtei_l) <€_nWt -1 + —- 67) .
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Fazendo n = [T'/t], passando ao limite superior quando ¢ — 0 e tendo em vista que

Aw < 1 tem-se (7.17).

7.10 - Lema: Para todo z € C, pondo ys = Jxx, € vdlida a desigualdade
2 o~ ope, “nw
=Y ey —w Fy — S(kt)2) < llye — 2| — e 2™ |lys — S(nt)z|*. (7.20)
A
k=1

Demonstragao: Por (7.15), o Exemplo 1-4.9 e tendo em vista que, por hipdtese, S €
Q. (C) tem-se

2

v — S((k+ 1)t + (g, — 2)

e lye = S(kt)z]” = [1S(t)ye — S((k + )t)z]* = 3

2t

> Jlye = S((k + D)t)z]* + 3

(ye =z, Fye — S((k +1)1)2)).

A férmula (7.20) segue dai multipllicando ambos os membros por e~2(F+1)«t  fazendo

k=0,...,n—1 e somando.

7.11 - Lema: Dado € > 0, para cada z € C existe um T > 0 tal que se k € N,
0<kt<T e0<t<ty, entao pondo y; = Jy x tem-se

[(ye — @, F(ye — 2)) = (yr — @, F(ye — S(kt)2))| <e. (7.21)

Demonstragao: Tem-se
(ye — 2, F(y — 2)) — (g — 2, Fye — S(kt)2)) = (ye — 2+ 2 — , F(y: — 2))
— (ye = S(kt)z + S(kt)z — &, Fy, — S(kt)2)) = llys — 2| + (z — &, Fy; — 2))
— llye = S(kt)z||* = (S(kt)z — x, F(y: — S(kt)2))

= (llye — 21l = llye — SKD1)lys — 21l + lye — Ske)z1)
(2 — 2, Flys — 2) = F(ye — S(kt)2)) — (S(kt)z — 2, F(y; — S(kt)2)).
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Logo,

[(ye — @, F(ye — 2)) = (ye — @, F(y — S(kt)z))]
< [S(kt)z — 2l ([lye — 2l + llye = S(kt)2)|) + [(z — @, F(ys — 2) — F(ys — S(kt)2))]
+ [S(kt)z = 2| lyr — S(kt)z|| < (T, 2)([lye — 2[| + 2 |lys — S(kt)=]])
+ [z =, F(yr — 2) = Fy — S(kt)2))|.

Como S(kt)z — z quando kt — 0 e, pelo Lema 7.9, y; é limitado para 0 < t < tp,

segue-se que para kt suficientemente pequeno tem-se
lye = 2l + 2 [lye — S(kt)2| < K,

onde K é uma constante. Além disto, pelo Lema 7.8, para T suficientemente pequeno
tem-se (T, z) < ¢/2K. Logo, a primeira parcela do dltimo membro da desigualdade
anterior é menor que £/2 para 0 < kt < T e T > 0 suficientemente pequeno o mesmo
acontecendo com a segunda uma vez que F' é uniformemente demicontinua nos conjuntos

limitados. Logo, existe T' > 0 tal que para 0 < kt < T tem-se (7.21).

7.12 - Lema: Se A > 0, \w < 1 et,, — 0, entdo uma subseqiiéncia de (Jx4,,x) converge

para um elemento de C'.

Demonstragao: Como, pelo Lema 7.9, a seqiiéncia (Jy , =) é limitada segue-se, pelo
Lema 7.3, que existe uma subseqiiéncia de (¢,,), que para simplicidade de notagao serd

representada ainda por (t,,), tal que, pondo Jy ¢, = Ym, 0 limite
im lym — 2] = ¢(2)

existe para todo z € X. A seguir, pelo Lema 7.5 existe um subconjunto Cy de C,
convexo, fechado, nao vazio e tal que ¢(£) < ¢(z) para todo & € Cy e todo z € C. Pelos
Lemas 7.10 e 7.11 existe 7" > 0 para o qual (7.20) e (7.21) sao validas. Pondo, entao,
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Ny, = [T/t] tem-se

IN

2m <N one
SIS e (=, Py — S(ktn)2)) + 2]
k=1

< Ny = 2[1* = 72" [y — S(ntm) 2]

Nm

th —2kwt,,
+ e ; e . (7.22)

Se w = 0 tem-se, pois, fazendo z = £ € Cj e passando ao limite superior quando

t—0

2D timsup (i — 7, Flym — €)) < 9(€) — p(S(T)E) + e < e

m—00 A
visto que (€)% < p(S(T)€)?. Assim,

lim sup(ym — @, F'(ym — §)) < 0.

m— 00

Por outro lado, de acordo com (7.13),

limsup(z — &, F(ym — &)) <0. (7.23)

m—0o0

Somando tem-se, entao,

(€)% = lim sup ||ym — S||2 = limsup(ym — &, F(ym —&)) < 0.

m—o0 m—o0

Logo, ¢(§) = 0 donde, lim y,, =&, i.e., a seqiiéncia (y,) converge para £ € C.
m— 00
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Se w # 0 tem-se, fazendo z = £ € Cy em (7.22) e passando ao limite quando

m — 00,
_ ,—2wT 2w T
= timsup(ym — 2, Flym ~ €)) < 0l6)? — e *T(s(1)6)? + T 1,

donde, tendo em vista que ¢(&) < ¢(S(T)€) e que (1 — e~ 2T /Aw > 0,

lim sup(ym — 2, F(ym — £)) < wp(£)® + ¢

m—0o0

e, pela arbitrariedade de ¢,

Hmsup(ym — 2, F(ym — §)) < Iw @(E)Q'

m— o0

Logo, tendo em vista (7.23),

lim sup [|y, — £[|” < Awp(€)?
m— o0
ou seja (1 — dw)p(£)? < 0. Portanto ¢(£)? = 0 uma vez que, por hipStese, \w < 1.

Assim, como no caso em que w = 0, (y,,,) converge para § € C, q.e.d..

7.13 - Lema: Seja A > 0 e w < 1. Se Jyy,x > &€ C e Jys,x— & €C, entio
§=¢.

Demonstragao: Como anteriormente, os casos em que w = 0 e w # 0 serao considera-
dos separadamente.
Seja w = 0. Tendo em vista que F é continua na topologia fraca—* tem-se,

passando (7.22) ao limite quando m — oo,

2T
A

(€~ F(E—2) < l6— 2 ~ll& — STz + Ze.
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Fazendo z = yr = Jx rx tem-se, por (7.15) e pelo Exemplo 1-4.9,

2T 2T
S a FE—yr) <€ —yrll® — 1€ = S(Tyrl* + e
2T
<2(F (€ —yr), S(T)yr —yr) + €
2T 2T
< TR —yr)yr ) + e
A A
Logo,
<£_x7F(€_yT)> < <F(€_yT>7yT —.CE) +e
donde, pondo T" = s,, e passando ao limite quando m — oo tem-se
<£—$,F(§—£/)> S <F(£_’£l)7£/_m> +e
e, finalmente, pela arbitrariedade de ¢, || — £'|| < 0, donde &' = €.
Seja w # 0. De (7.22) vem, no limite quando m — oo,
1-— G_QwT _ow 1— e—QwT
(-, F(E=2) <ll¢— 2" —e T ¢ = S(T)2)|* + ———=.

AW Aw

Fazendo z = yr tem-se, com argumentagao andloga a do caso em que w = 0,

1 _ e—QwT T 9
(-, F(E—yr) < (1= 7)€ —yr
2T 1 — e 2@T

+ T@_QwTU?(f —yr),yr — ) + W

Pondo T = s,, e passando ao limite quando m — oo tem-se

€ —a, FE—€)) < dwlle €|+ (F(e—€),¢ —z) +e

donde, pela arbitrariedade de ¢, (1 — Aw) [|£ — S’||2 < 0 e, portanto, £ = £ visto que,
por hipdtese, \w < 1.

7.14 - Demonstracao da Proposicao 7.7: Pelo Lema 7.12, existe uma seqiiéncia

(Jat,, ) que converge a um elemento £ € C. Se J) ;o nao fosse convergente a £ haveria
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uma seqliéncia (s,,) e um € > 0 tais que ||Jy s,z — || > ¢, m =1,.... Mas, pelo Lema
7.12, uma subseqiiéncia de (Jy s, ) converge a um certo ¢ € C. Entao || —¢&'|| > ¢

em desacordo com o Lema 7.13. Logo J) ;& converge para um elemento de C, q.e.d..
7.15 - Proposigao: Satisfeitas as hipoteses da Proposicdo 7.7 e pondo
— 1 — 1
I lim It Lm gy,

o operador A definido por

E:{(Jw,x_):]’\x);meC,)\>0,)\w<1} (7.24)

tem as sequintes propriedades:
D(A) =C

C CcIm(I+ )\A)

Ac Aw)

iv J{‘:c—JA:U VaeC.

1
ii

i)
i)
iii)
)
Demonstragao: i) Pela Proposi¢io 7.7, Jyx = }1_5% Jx T existe e pertence a C' para

todo x € C. Logo, D(Z) C C. Além disto, Vz € C tem-se pelo Lema 7.9,

limsup || /yz — z|| < 2a(T,x2) VT > 0.
A—0

Logo, iir% Jyx = x pelo Lema 7.8 e, portanto, C' C D(Z)
—

ii) Como por hipétese A > 0 e \w < 1 dex € C vem = = Jyx +x — Jhx =
Izt 4+ Az = (I + AA)Jyz, donde z € Im(I 4+ AA) e, portanto, C' C Im(I + AA).
iii) Jy ¢ é o resolvente de (I — S(t))/t e (I —S(t))/t € A((e** —1)/t). Logo,

_ T —
(J;Ht:c, a Jk’tx) € 5¢) Vel

A t
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e para A, i, p > 0 tem-se
[T e2 = Tyl

x—Jyx et —1 —J ewt — 1
)\,t + y /l,ty _ J“7ty) H .

J)\’t.fC —

<
- ' A t W t

J)\,tw - Ju,ty +p (

No limite quando ¢t — 0 tem-se, pois,

| Iaz — Juy|| < HJ)\.CC —Juy+ p(gJA:c +wdyx — gJuy - wJuy)H ,

donde A € A(w).

z— Jhx

iv)x = Jyzr+ A = Jyz + MJyx donde JS\X.CC:J)\:U Vo eC.

7.16 - Proposicao: Seja X um espago de Banach reflexivo e com a norma uniforme-
mente diferencidvel a Gateauz, C' um subconjunto converxo e fechado de X e S € Q. (C).

Entao o dominio do gerador infinitesimal forte, Ag, de S € denso em C.

Demonstragao: Seja A > 0 e Aw < 1. Pela Proposicao 7.7, Jy ;@ converge para cada

x € C. Pondo, como anteriormente, Jyz = lim J ;x = lim y;, tem-se
t—0 t—0
1SRy — yell < [|1S(kt)ye — S((k — D))yell + |S((k = 1)t)ye — wel
< VS (g — el + 1S ((k — D)y — vl -

Fazendo k = 1,... ,n, somando e tendo em vista (7.15) tem-se

n o "
I50h =l < 1000 =l 3 e < | -
k=1

i e(k—l)wt
k=1

nt h —
_ o o E : (k—1)wt
)\h ”yt ':C” n kzle *

Fazendo, agora, n = [h/t] e passando ao limite quando ¢t — 0 tem-se

1 h
|S(h) e — Jrz|| < 3 | Jax — :UH/ e“Tdr,
0
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donde
S(h)Jyxx — Jrz
h

lim inf

1
< - — .
hes < 3 —al

Pela Proposigao 6.1 segue-se dai que a funcao ¢ — S(t)Jyx é lipschitziana em todo
intervalo [0,7], 0 < T < oo e, portanto, deriviavel quase sempre em [0,00), pelo
Teorema 1-8.14. Dado, pois, £ > 0 existe tg tal que S(t)Jyz é diferencidavel em t; e
1S (to) Iaz — Jxaz|| < /2. Pela Proposicao 6.3, S(tg)Jxx € D(Ap). Além disto pelos
lemas 7.8 e 7.9 existe A > 0, \w < 1, tal que ||Jxz — z|| < &/2. Logo, ||S(to)Jrx — z|| < &

o que demonstra que D(Ag) é denso em C.

7.17 - Teorema: Seja X um espaco de Banach reflexivo com a norma uniformemente
diferencidvel no sentido de Gateaux, C' um subconjunto convexo e fechado de X e S €
Q. (C). Entdo existe um operador A € A(w) tal que D(A) = C C Im(I +\A), 0 < A <
Ao, € —A gera S, i.e.,

S(t)r = lim <I+ %A) na:, Vo eC,

n—oo

uniformemente nos intervalos compactos [0,T).

Demonstragao: Seja A = AU Ay onde A é o operador definido por (7.24) e Ay o
gerador infinitesimal de S. Tem-se que D(A) = C, A é fechado e D(A) C Im(I + A\A),
como decorre imediatamente das propriedades de Ae Agy. Para demonstrar que A €
A(w) é bastante mostrar que AU Ay € A(w) e como Ag e A pertencem a A(w) pelo

Corolario 6.5 e a Proposicao 7.15, respectivamente, é bastante mostrar que Vz € D(Ag)

Mas esta relacao é obtida passando ao limite a relacao

x — et — 1 z—S(t)z e*t—1
yt—2+ﬂ( Nt Yt — )z _ Z)

tem-se

z — Jhx

|z — z|| < ' e —z+ <f+wJ>\x—Aoz—wz)

lyz — 2[l <

Y

A t t t
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onde y; = Jy 1, que, em virtude de (7.15), coincide com

+ Yt — -

— <
e — 2] < : t

—S(t wh—1 —S(t wh—1
yt—2+u(yt S(t)yy: e z—S(t)z e Z>H

e esta é valida uma vez que (I — S(t))/t € A((e** —1)/t), pelo Exemplo I1-6.14. Final-

mente, se S é, de acordo com o Teorema 2.1, o semigrupo gerado por —A, o Corolario

3.15 assegura que a fungao u(t) = S(t)z, x € C, é solucao forte do problema

d
o +Au>0
dt (7.25)

u(0) =z

Por outro lado, se x € D(Ap),S(t)z é lipschitziana, pela Proposigao 6.1, logo dife-

rencidvel quase sempre pelo Teorema 1-8.14. Por ii) da Proposicao 6.3 tem-se, entao,

dS(t)x
dt

€ ApS(t)x quase sempre em [0, 00)

e, portanto, S(t)z é solucio do problema (7.25). Mas entdo S(t)z = S(t)z Va € D(Ay)
e como, pela Proposicio 7.16, D(Ag) é denso em C, segue-se que S(t)z = S(t)z Va € C.
Desse modo —A gera S, q.e.d..
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