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Introducao

A Teoria dos Numeros, considerada por muitos como a Rainha da Matematica, vem,
desde a antiguidade, desafiando mentes privilegiadas como as de Euclides, Diofanto, Fer-
mat, Euler, Lagrange, Gauss, Dirichlet, Riemann, Ramanujan e Selberg, entre outras.
Ela se caracteriza pela simplicidade dos seus problemas e pela eventual dificuldade em
resolvé-los, bem como pela elegancia e profundidade dos métodos que lhe sao inerentes,
como é amplamente discutido em [1].

Um aspecto importante da Teoria dos Numeros é o estudo de solugoes de equagoes
diofantinas, entendido sob um prisma amplo, o qual engloba o estudo de solugoes inteiras
de determinadas equacoes. Neste contexto ha o resultado classico de Diofanto caracteri-
zando as solugoes inteiras da equagao 2 +4? = z2. Na mesma ordem de ideias se insere a
celebrada conjectura de Fermat, datada de 1637, segundo a qual a equacao " + y™ = 2"
(n = 3,4,5,...) nao possuiria solugdo inteira nao trivial, esclarecida por Euler no caso
n = 3 e por Fermat no caso n = 4. Finalmente, 357 anos depois, A. Wiles [9] (ver também
[8]) usou um ferramental sofisticado para estabelecer a validade da conjectura de Fermat.
Cabe ainda mencionar que problemas desta natureza podem apresentar uma certa pecu-
liaridade: por exemplo, ao passo que cada uma das equacoes 22 +y? = 322, 22 +y? = 722
e 22 +y? = 112? nao possui solucao inteira nao trivial, ambas as equacoes x2 +y? = 522 e
22 + 1% = 1322 as possuem [6, p. 115]. Obviamente, hd também o problema fundamental
de averiguar se certas equagoes diofantinas possuem solugoes racionais. Nesta direcao cabe
ressaltar o resultado de Euler [4, pp. 199-200], no qual as solugbes racionais da equagao
2?4+ y® = u? + v? sdo caracterizadas.

O objetivo central deste trabalho é o estudo de solugoes racionais de certas equagoes
diofantinas, como passamos a descrever sucintamente. No Capitulo 1 utilizamos uma
técnica conhecida para explicitar uma familia infinita de solugoes racionais para cada
uma das equagoes 2 + 3 = ud + 03, B+ PP+ 2+ =¥+ 03+ 83+, 2ty +
Adrt=wt 0ttt B+ P+ B2+l =l S i pde
4yt 2t ot gt = wt ot st nt 4 pt Os Capitulos 2 e 3 sao dedicados
as equagoes 2" +y* = 2% (n = 1,2,3,...). No Capitulo 2 apresentamos uma reflexao

de cunho geométrico, intimamente relacionada a certas solucoes das referidas equacoes.



E, no Capitulo 3, exibimos trés familias infinitas de solucoes racionais para as mesmas
equacoes e discutimos a maneira pela qual tais familias estao relacionadas. Finalmente, no
Capitulo 4, apresentamos consideragoes a respeito do comportamento p-adico das solugoes
discutidas no texto.

Cabe aqui ressaltar que a leitura do presente trabalho pressupoe apenas o conheci-
mento de fatos béasicos sobre os niimeros inteiros e os niimeros racionais.

Neste trabalho Q denotara o conjunto dos niimeros racionais, Z o conjunto dos niimeros

inteiros e N = {0,1,2,...} o conjunto dos nimeros naturais. Escreveremos ainda Q* =

Q\ {0}, 2" =2\ {0} e N* =N\ {0}.

Os autores gostariam de agradecer a Marco Aurélio Palumbo Cabral e Severino Collier

Coutinho pelas valiosas sugestoes.



Capitulo 1

Solucoes racionais das equacgoes
23+ P =ud 403,
RIS JURDS. S, G SIS B S}
oyt 2t = ut ot s
PP+ B4l = PP S et e
eyttt ot gt =t ot s et !
A solugao racional geral da equagao x3+1® = u®+v3 foi obtida por Euler e explicitada

no Teorema 235 de [4]. Ramanujan afirmou que, para quaisquer a,b € Q,

x = 3a® + 5ab — 5b°
y = 4a® — 4ab + 6b%,
2 = 5a® — 5ab — 3b,
t = 6a® — 4ab + 4b°

é solugao da equagao x® + y> + 2% = 1> (0 que foi confirmado [3, p. 326]), o que fornece a
solucao z,y,u = —z, v =t da equacao z® + y3 = u> + v3.

Neste capitulo obteremos uma familia de solugoes racionais para cada uma das equacoes
mencionadas no titulo do mesmo utilizando uma técnica, encontrada em [7] (ver também
[4, p. 201]), que propicia a obtencao de solugoes racionais da equacao z* + y* = u? + v,

Inicialmente, provaremos o seguinte

Teorema 1.1. Para quaisquer a,b € Q*, com a # b,
z = a’ + a®b + 4a*V? — 2436 + Ta®b* + ab’,
y = a’b — 5a*b? — 2a3V® + 4a*b* + ab® + 1°,
u = a’ + a®b + 4a’V? — 2a°b® — 5a%b* + ab’,
v =a’b+ Ta*b? — 2a°6® + 4a’b* + ab® + b°



¢ solucao da equacao x® + y3 = u3 + v3.
Demonstracao. Escrevamos
r=aw+c,y=bw—d, u=aw+d, v=Dbw+c.
Substituindo z, y, u, v na equagao em questao, obtemos a seguinte equagao em w:
[3c(a® — b*) — 3d(a® + b*)]w* + [3c¢*(a — b) — 3d*(a — b)]w = 2d°.
O coeficiente
3c(a® — b?) — 3d(a® + b?)
de w? serd nulo se tomarmos ¢ = a?+b% e d = a® —b%. Neste caso, c+d = 2a® e c—d = 2b,
o que implica
A —d* = (c+d)(c—d) = 4a’b*.

Consequentemente,

[3c%(a — b) — 3d*(a — b)Jw = 3(c* — d*)(a — b)w
= 12a*b*(a — b)w = 2d° = 2(a — b)*(a + b)?,
0 que equivale a
_ (a— b)?(a + b)?
N 6a2b?
E, multiplicando os numeros racionais ¢, d e w, acima mencionados, pelo mesmo

nimero racional 6a?b?, obtemos os nimeros racionais que também denotaremos por ¢, d

e w, dados por
c = 6a*b? + 6a’b*, d = 6a*b* — 6a** e w = (a — b)*(a + b)*(a +b) = (a® — b*)*(a +b).

Finalmente, substituindo ¢, d e w, mencionados na linha acima, em x = aw + c,

y=bw —d, u=aw+d, v=bw+ c, constatamos que
z = a’ + a®b + 4a*V? — 2a%6® + Ta*b* + ab’,
y = a’b — 5a*b? — 2a®V® + 4a*b* + ab® + 1°,
u = a® + a®b + 4a*? — 2430 — 5a%* + ab’,
v = a’b+ Ta*b? — 2a°0° + 4a*b* + ab® + 15,



concluindo assim a demonstracao.

Observacao 1.2. Se, no Teorema 1.1, supusermos a = 0 ou b = 0, ou a = b, é claro que

x, Yy, u, v também serd solucao da equacao % + y* = u? + 3.

Observagao 1.3. Nas condigoes do Teorema 1.1 ou nas condigdes da Observagao 1.2, se

a,b € Z, entao x,y,u,v € Z.

Observagao 1.4. Tomando a =n (n=2,3,4,...) e b =1 no Teorema 1.1, observamos

que z, y, u e v podem assumir valores tao grandes quanto se queira. Tomando a =1 e

b=-n (n=1,2,...) no Teorema 1.1, observamos que x e u podem assumir valores tao
1

pequenos quanto se queira; e, tomandoa = — e b= —— (n =2,3,...) no Teorema 1.1,
n n

observamos que z, y, u € v podem assumir valores tao préximos de 0 quanto se queira.

A seguir usaremos a mesma técnica para estabelecer o seguinte

Teorema 1.5. Para quaisquer a, b, e, g € Q*, coma >b e e > g,
r=—ag¢®+3ae’g' —60%e?¢g® —6a’e? g —3aet > + 617> g* +6a* e g?

+aeb —abl —6a*b’ +9a*b* —6a' V> +3d°b* 4 a’,

y=—bg®+3be*g" —6b%e*g> +6a%e?g> —3bet g* + 607 e® g* — 6a* 3 ¢
+0e8 —b"—3a®°+6a>b* +3a* b —6a°b* +abb,

z=—eg® —6e2¢g°+9e¢g* —6e*g® +3e°¢* —6a** > +6a>b* g* + " — 64’ b’ e
+6a3b?e® —bt0e+3a’bte—3a't’e+de,

r=—¢g =3¢ +6e¢" +3e' P -6 ¢* —6a** >+ 63> > +efg—0b0yg
+3a*bg—3a*t’g+a®g+6a’b*e* —6a>b*e?,

u=—ag®+3ae? g’ +60%* ¢ —6a*e* ¢ —3ae > — 67> +6a*e>g* + ae’
—ab® +6a*b’ —3a®b* —6a* b +3a° b +a’,

v=—bg" +3be’g" —6b%e*¢> —6a%e?g> —3ber * + 607> +6a%e® g> +be"
— b —3a%° +6a*b' —9a* b +6a°b* +aSb,

t=—eg®+6e%¢° -3¢ —6e' PP +3e’ > +6a°b3g* —6a°V* ¢> +e” —6a’b%e?
+6a®b? e — e+ 3a’be—3atb e+ dle,

s=—g —3e2¢° +6e3¢g" —9e" P +6° > —6a* VP > +6a3V? > +e5g—1b0g
+3a®b g—3a* g+ a%g—6a*b3e® + 64> b2
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é solugao da equacao x2 + y3 + 2% + 13 = w3 + 03 + 3 + 3.
Demonstracao. Escrevamos
r=aw+c, y=bw—d, z=cw+ f, r = gw — h, (*)

u=aw+d, v=bw+c, t=ew+h, s=gw—+ f.

Substituindo z, y, z, r, u, v, t, s na equacao em questao, observamos que o coeficiente de

w? serd nulo e chegamos & seguinte equacao:

[3a*(c — d) + 3¢*(f — h) — 3b%(c +d) — 3¢*(f + h)|Jw*+
[3(c* — d*)(a —b) +3(f* — h*)(e — g)|w = 2d* + 2h>.

Assim sendo, tomando ¢ = a? + V%, d=a?—1V* f=¢c?>+g% e h=e?—g? o coeficiente

de w? serad nulo e entdo teremos
[3(c* — d*)(a—b) + 3(f* — h?*)(e — g)Jw = 2d* + 2h>.
Observemos ainda que

¢ —d* = (c—d)(c+d) =4a’", f* —h* = (f — h)(f + h) = 4e’g”,
d3 — (a2 _ 62)3 e h3 _ (62 _92)37

de modo que
[12a26% (a—b)+12e% g% (e—g)|w = 2(a*—b*)*+2(e*—g*)® = 2(a—b)*(a+b)*+2(e—g)*(e+9)?,
isto é,

_(@=bP(a+b)P’+(e—gPletg)’ (@0 +(—g")°
6a2b?(a — b) + 6e%g%(e — g) 6(a?b?(a —b) + e2g%(e — g))

Finalmente, multiplicando ¢, d, f, h e w, mencionados acima, pelo mesmo nimero
racional
v = 6(a*b*(a —b) + e*g*(e — g)) > 0,

obtemos numeros racionais, que também denotaremos por ¢, d, f, h e w, a saber, ¢ =
Ya® +0%), d=7(a® = 1?), f=7(+g°), h=n(—g%) ew=(a® —")° + (¢’ — ¢°)*.

8



Finalmente, substituindo-os em (*) e usando o Software Maxima, constatamos que z,
Yy, z, T, u, v, t, s sao exatamente como no enunciado do teorema, concluindo assim a

demonstracao.

Observacao 1.6. Se, no Teorema 1.5, supusermos a e e dois ntimeros racionais arbitrarios
eb=g=0,éclaro que z, y, 2, r, u, v, t, s também serd solucao de 23 + 13 + 23 + 13 =
ud + v 4+ 13+ 83,

Observacao 1.7. Nas condigoes do Teorema 1.5 ou da Observagao 1.6, se a,b,e, g € Z,

entao x,y,z,r,u,v,t,s € Z.

Observagao 1.8. Tomando a = e =n (n = 2,3,...) e b =g = 1 no Teorema 1.5,

observamos que z, z, u, t podem assumir valores tao grandes quanto se queira.

1 1
Observagao 1.9. Tomandoa=e=—eb=g=—— (n=1,2,3,...) no Teorema 1.5,
n n
observamos que x, vy, z, 1, u, v, t, s podem assumir valores tao proximos de 0 quanto se
queira.

Provemos, agora, o

Teorema 1.10. Para quaisquer a,b,e,g € Q, coma>b>0ee>g >0,

r=—2aeq’ +6aetg" —6b%e®¢° —6a3e3¢® —6ae’ > +6b°€e® g3 +6ae’ ¢°
+2ae’g—2a*b —6a*b°* +6a*b" +6a°b° — 6a° b5—|—2a10b
y=—2beg’ +6be>g" —6b%e3g° +6a%e3g° —6be’ > +60°e”g> —6a®e’ g?
+20e?g—2ab" +6a°° +6a°° —6a"b* —6a%V® +24d° b2,
262" — 63+ 6et g +65g5 —6685 —6a°P P+ 67K P+ 260y
—6a*°e3+6a°b%e3 —2ab’e+6a’b e —6a"b3e+2a’be,
r=—2e¢g""4+6e°¢°+6e5¢°—6e"g* —6e2 > —6a3° > +6a°b3g> +2¢° ¢?
—2ab’g+6a*b" g—6a"b>g+2a°bg+6a>b’e® —6a° b3 €3,



u=—2aeg’ +6ae’g" +6b%e>g> —6a’e> g’ —6ae’ ¢ —6b%e’ > +6a’e’ ¢*
+2ae’g—2a*0" +6a>®+6a*b" —6a°° —6a°0° +2a'0b,
v=—2beqg’ +6be3¢g" —6b3e3¢° —6aeg® —6be" > +6b7e5 * +6a3e’ g3
+2be”g—2ab" +6a°b° —6a°0° —6a" b +6a°b® + 2a° b,
t=—2e*¢" +6e3®+6e*g" —6e°¢° —6e°¢° +6a°0° ¢ —6a°b* ¢> +2e'%¢g
—6a°° e +6a°b%e3 —2ab’e+6a’b e —6a"bPe+2a’be,
s=—2eg"04+6e°¢° —6e%¢° —6e"g* +6e%g® —6a°0° g> +6a°b% g +2¢° ¢*
—2ab’g+6a*b"g—6a"b}g+2a°bg—6a>b’e*+6a°b%e?

é solugao da equacao ! + y* + 24 +rt = ut + 0 + 1 + 5L

Demonstracao. Escrevamos, para w € Q¥,
r=aw+c, y=bw—d, z=ecw+ f, r = gw — h, (**)
u=aw+d, v=bw+c, t=cecw+h, s=gqgw+ f.

(Claramente x, y, z, r, u, v, t, s seria solu¢do da equacdo em questdo se w = 0.)

Substituindo-os na equagao obtemos a seguinte equagao em w:
A(a*(c—d)=b*(c+d)+e*(f—h) — g*(f+h))w® +6(a’(® —d®) + b*(d* — *) + *(f> — h?)

+g*(h* = f))w* = 4((b—a)® + (b+ a)d’ + (g — e)f* + (9 + e)h*)w.

Assim sendo, tomando ¢ = a® + b3, d=a® -0, f=e>+¢% h=-e3— g% teremos
c+d=2a® c—d=2 f+h=2e f—h=2g¢e, por consequéncia, o coeficiente

de w? se anulard. Além disso, ¢ — d? = 4a®® e f? — h? = 4e3g?, e dai resulta que
a2(c2 o d2) + b2(d2 _ 62) —|—62(f2 _ h2) +92(h2 _ f2) — 4<a5b3 _ a3bE> +€593 _ €3g5>.
Portanto, podemos escrever

6(a’’(a® — %) + €°g*(* — ¢°))w® = ((b—a)® + (b+ a)d® + (g — ) f* + (g + e)h* ) w.
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E, como w # 0, obtém-se
6(a’0’(a® = %) + ’g*(¢* = g°))w = (b — a)c® + (b + a)d® + (g — e) f* + (g + ).

Ponhamos
0 = 6(a’v*(a® — b°) + €°¢*(e* — ¢°)) > 0.
Finalmente, escrevendo

¢ =0(a* + %), d=0(c® — "), f=0(c"+¢*), h=0(c—g°)

ew= (b—a)(a®+0*)3+(b+a)(a®—b*)*+(g—e)(e3+¢°)>+ (g+¢€)(e* — ¢*)?, substituindo-os
em (**) e usando o Software Maxima, constatamos que x, y, z, r, u, v, t, s sS40 exatamente

como no enunciado do teorema, concluindo assim a demonstracao.

Observacao 1.11. Nas condigoes do Teorema 1.10, se a, b, e, g € Z, entao x,y, 2,7, u, v, t,
s € 27.

Observacao 1.12. Tomandoa =e=n (n =2,3,...) e b= ¢ = 1 no Teorema 1.10,
observamos que z, y, z, 1, u, v, t, s podem assumir valores tao grandes quanto se queira.

1
e b:g:% (n=1,2,...) no Teorema 1.10,

observamos que x, vy, z, 1, u, v, t, s podem assumir valores tao proximos de 0 quanto se

Observacao 1.13. Tomando a = e =

S|

queira.

Estabelegcamos agora o

Teorema 1.14. Para quaisquer a,b,e,g,i,k € Q*, coma>b,e>g e 1 >k,

v=—ak’+3ai’k* =60 k* —6a° " k® —3ai* K> + 607 k* + 60 i’k + ai®
—ag®+3ae’gt -6 —6a’e?¢® —3aet P +6b02e P +6a%e > +ael
—abl —6a*°+9a%b* —6a* B+ 37> + 4",

y=—bkS +3bi%k* =607 * k> +6a®i* K> —3bi* k2 + 602 k* —6a* i k* + bi®
—bg® +3be?gt — 602 +6a*e’ > —3bet g? +6b%e3 g —6a’ e’ g+ bel
— b —3a*° +6a*b* +3a*V® —6a°b* + a0,

11



z=—ekb+3ei? k' — 6%k —6e*i*k* —3ei' k> + 6% P kP + 6Pk +ei®
—eg®—6e2g°+9e3g' —6er P +3e° g2 —6a° B3 g* +6a>b? > + e — 64’ b3 e?
+6a®b? e —be+3a’be—3a'b’e+dle,

r=—gkb +3gi?k* —6¢* k> +6e2%k® —39i* k> +6¢° P k> — 62 k? 4+ gi°
— g =32 +6e3g ' +3e* P —6°g> —6a*B3 PP +6a3V? > +eSg—10yg
+3a*b g —3a' P g+aSg+6a*be* —6a>b*e?,

0=—ikS — 62K+ 93k — 6" P +3° k2 623k +6e3 g2 k* — 60 VP kP
+ 603k +i"—6e2 g2 +6e3¢%i? —6a2b® P +6a°0?i* — ¢%i+3e’gti
—3etg?i+ebi—b0i+3a%b i —3a*b*i + abi,

q=—k" =3Pk +63k* + 31"k —61°k* —6e* P kP + 6> g*k* —6a*bP k2
+6a* k2 + ik — gk +3e% 'k -3 Pk + ek -0k +3a%b k —3a*V?k
+a%k+6e’g*i> —6e® g% +6a’b*i* — 6a’ b i,

u=—akl +3ai*k* +60*° k> —6a®i*k* —3ai*k* — 6V P K>+ 64 kK + ai®
—ag®+3actgt +6b07e? g —6a’e’g® —3ac' > — 6V e3¢ +6a% e g+ ael
—ab’ +6a*° —3a%b* —6a* B +3a° B> +d",

v=—bkS +3bi%k* — 607 i*k® —6a”i* k> —3bi* k2 +60* i k* + 6a* i k* + bi®
—bg® +3be?gt — 602’ > —6a%e’g® —3betg? + 67> g* +6a%e® g* + be’
— b —3a®° +6ab* —9a* b +6a° b +ab0,

t=—ekP+3ei?k'+6¢%*k> —6e*i*k> —3ei'k* — 69> Pk + 623k + e
—eg®+6e2g° —3e3gt —6er P +3e° P +6a°b g —6a* b g* + " — 64’ b3 e?
+6a®b?e? —be+3a*b'e—3a'b e+ dle,

s=—gk®+3gi%k' —6g%*k> —6e®i*k® -39 kK2 + 623 k2 + 623 k2 + gi°
— g =32 4+6e3¢" —9e' PP +6e’ > —6a’ D3 g*+6a3V > +elg—0b0yg
+3a®b g —3a'*g+a%g—6a>b®e® + 643 b €,
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n=—ik"+ 6"k -3k — 6"k +3°k* + 62 ¢ k* —6e> g* k* +6a b’ k?
—6a* Pk +i" =623 i* 463 g% i —6a? b i +6a>b i — ¢%i+3egti
—3ergPi+ebi—0i+3a%b i —3ab?i + abi,

p=—k' =3k +63k — 9" K>+ 617 k* —6e2¢*k* +6e® > k* — 6a* b k?
+6a3V? k2 +i%k— g%k +3e2g'k—3e* Pk +eCk -0k +3a%b k—3a" VP K
+a%k—6e2g? i +6e3g%i* —6a>b>i* + 64> b* 4>

é solugao da equagao 23 + 93 + 23 + 1 + 03 + @ =wd + 03 + 3 + 2 +n3 + pi.

Demonstracao. Argumentaremos como na demonstragao do Teorema 1.5. Com efeito,

ponhamos

r=aw+c, y=bw—d, z=ew+ f, r=gw—h, o=1w+j, ¢q=kw—V/,
u=aw+d, v=bw+c, t=ew+h, s=gw+ f, n=iw+{, p=kw-+j.

Substituindo z, y, 2, r, 0, q, u, v, t, s, n, p na equacao em questao, observamos que o

coeficiente de w? serd nulo. Além disso, tomando
c=d"+0, d=a -V f=+ g h=¢—g" j =0+, (=i~}

concluimos que o coeficiente de w? também serd nulo e chegamos & igualdade

_ (= V) 4 (&= ) + (2 k)°
6(a?b?(a — b) + €2g>(e — g) + i2k2(i — k))

Finalmente, multiplicando ¢, d, f, h, j, ¢ e w pelo mesmo nimero racional 6(&262((1—
b) + e2g*(e — g) + i*k*(i — k)), obtemos niimeros racionais, os quais também denotaremos
por ¢, d, f, h, £ e w. Substituindo-os em x, y, z, 7, 0, q, u, v, t, s, n, p, mencionados
no inicio da demonstracao, e usando o Software Maxima, constatamos que z, vy, z, 7, 0,
q, u, v, t, s, n, p sao exatamente como no enunciado do teorema, concluindo assim a
demonstragao.

Finalizaremos o capitulo estabelecendo o

Teorema 1.15. Para quaisquer a,b,e,g,7,k € Q, coma > b >0, e > g >0 e
1>k >0,
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r=—2aik’+6a® k" —60°*k> —6a’ P k° —6ai" k® +60°i° k® +6a°i° k®
+2ai’k—2aeg’ +6ae’g" —6b3e¢® —6a’e*¢° —6ae’ > + 6% ¢°
+6a*e’g®+2aeg—2a*0" —6a>b* +6a*b" +6a°0° —6a°b° +2a'0,

y=—2bik? + 60k — 662k +6a>Pk° —6bi k> +60°°k® —6a®i° K®
+20i%k —2beg? +6be*g" —6b°e* g +6a*e>g° —6be” g +6b° e’ ¢°
—6a*e®®+2be”g—2ab"+6a°0° +6a°b° —6a"b* —6a°b® +2a° b,

z=—2eik’ +6eP k" —6¢°Pk° —6e’i*k> —6ei’ K> +6¢°i°k* +6¢*i° K
+2ei®k—2€e*¢" —6e3°+6erg" +6°¢° —6€°¢° —6a30° g +6a° b3 ¢
+2e%g—6a*b’ e +6a°be® —2ab’e+6a*b"e—6a"be+2a’be,

r=—2gik" +6g2 k" —6¢°Pk° +6e3*k° —69i"kK* +64° " k> —6e3° K
+2¢i°k—2eg"" +6e’¢g°+6e8¢° —6e"g* —6e5¢® —6a3V° ¢ +6a° b ¢*
+2e°¢* —2ab’g+6a*b" g—6a" b g+2a’bg+6a>b°e® —6a° b e,

0=—20k -6k +6i"k"+6°k -6k — 63k +6€° Pk — 63V kP
+6a°P k3 +2i0%k —6e3¢°3 +6e°¢%3 —6a°0° 3 +6a°0% —2eg%i
+6eg"i—6e"g*i+2egi —2ab’i +6ab"i —6a"b%i+2a"bi,
q=—2ik"Y +6° k5 +6:°k° —6i" kT — 6%k —6e2 k3 +66° 3k — 64307 kP
+6a°P kP +21%k —2ed’k+6e3¢g"k—6e" Pk +2e° gk —2ab’k+6a3b" K
—6a" VP k+2a°bk+6e¢°® —6e°¢*i® +6a>0°i° — 6a° 0343,
u=—2aik? +6ai® k" + 60k —6a* k> —6ai’ k* — 6" k> + 6a°i° K
+2ai’k —2aeg’ +6ae®g" +6b°c*g° —6a’e’g° —6ae g* — 607’ g*
+6a’e®g* +2ae’g—2a*b” +6a°0* +6a*b" —6a°b° —6a°b° +2a'"0,
v=—2bik? +6b* k" — 60’ k> —6a* k> —6bi" k* + 6% k3 +6a°i° k1
+20i%k —2beg® +6be>g" —6b°e3g° —6a3e>g° —6be” g> + 603’ ¢°
+6a°e® g +2be”g—2ab +6a°b° —6a°0° —6a"b* +6a°0® + 2a° b?,
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t=—2eik? +6e®k" +6¢° Pk —6e>*k® —6ei k* —6¢°i°k* +6¢*i° k*
+2ei’k —2e*¢° +6e3®+6e'g" —6e°¢° —6e° " +6a°0° g* — 6a° b3 ¢
+2e%g—6a2t° e +6a°b e —2ab’e+6a°b"e—6a"bPe+2a’be,

s=—2¢gik’ +69i*k —66°*k> — 63k —69i" K> +6¢°i°k* + 637 k3
+29i%k —2eg"% +6e°¢° —6e°¢° —6e"g* +6€®¢> —6a3D° ¢* + 6a° b ¢
+2e°¢> —2ab’ g +6a®b g—6a"b>g+2a"bg—6a0°e® +6a° b e,

n=—20kK 462k +6"k" -6k -6k +6e3¢° k> -6 P k> + 643D K3
—6a° Pk +2i%k —6e®¢°* +6e°¢%® —6a°D° P +6a° b3 —2eg”i
+6e2¢g"i—6e" i +2egi —2ab’i+6ab"i —6a"b%i+2a°bi,

p=—2ik"Y + 6"k —6i°k° —6i k' + 6k —6e3¢°k* +6° g kP —6a°D°K?
+6a° Pk +21%k —2eg’k+6e2g"k—6e" Pk +2e gk —2ab’k +6a°b" k
—6a"V’k+2a"bk —6¢e*¢g°i® +6e°¢*i® —6a°0° i +6a° b 4°

é solucao da equacao z* +y* +2* +rt + ot + ¢* = vt + vt + 1 + s+ nt 4+ pt
Demonstracao. Argumentaremos como na demonstracao do Teorema 1.10. Com efeito,
para w € Q*, ponhamos

r=aw+c,y=bw—d,z=cw+f,r=gw—h,o=1w+j, q=kw—/¢,

u=aw+d,v=bw+c,t=ew+h s=qgw+f,n=1w+/{ p=kw+j.
(Claramente z, y, z, r, 0, q, u, v, t, s, n, p seria solugao da equagao em questao se w = 0.)

Substituindo z, y, z, r, o, q, u, v, t, s, n, p na equagao em questao, observamos que o

primeiro e ultimo coeficientes serao nulos. E, tomando

c=a'+b d=ad-0, f=e"+g h=e"—g* j= +k (=i -k

observamos que o coeficiente de w? serd nulo e chegamos & igualdade

(b—a)® + (b +a)d + (g = e)f* + (g + )h® + (k — i) + (k +i)¢°
6(&3[)3(@2 — b2) + 6393(62 — 92) 4 i3/<:3(i2 _ k2))

Finalmente, multiplicando ¢, d, f, h, j, £ e w pelo mesmo ntimero racional maior do

que 0
6(a3b3(a2 — b)) +elgP(e? — g?) + Pk (1% — kz)),
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obtemos niimeros racionais, que também denotaremos por ¢, d, f, h, j, £ e w. Substituindo-
osemx, vy, 2, T, 0, q, u, v, t, s, n, p, considerados no inicio da demonstragao, e usando
o Software Maxima, constatamos que esses nimeros sao exatamente como no enunciado

do teorema, concluindo assim a demonstracao.
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Capitulo 2

As equagoes 1" + y* = 2? (n € N*); aspectos geométricos

Neste capitulo, e no préximo, abordaremos certos aspectos do estudo de solucoes
racionais das equagoes acima citadas.

Neste capitulo abordaremos propriedades geométricas relacionadas as solugoes mencio-
nadas, algumas motivadas por um caso particular importante de um teorema de Gauss.
Gréficos esclarecedores serao também apresentados.

Inicialmente, consideraremos o caso em que n é par.

Proposicao 2.1. Sejam k£ € N* e x € Q*. Para quaisquer y, z € Q, para que z, ¥y, 2z seja
solucao da equacao

22 y? = 22
é necessario e suficiente que (y, z) pertenga & hipérbole

22 y2

2 2 =
()" (l=l¥)
no plano Q2.
Demonstracao. Com efeito, basta observar que as afirmacoes abaixo sao equivalentes

para quaisquer y, z € Q:

2% gy = 2
2y
2k g2k 7
52 y?
2~ 2 =
(l=[*)" (l=[*)
Exemplo 2.2. Tomando k=1, z=-2 e y,z € Q, temos que x, y, z é solucao da

equacao

2?4 y? = 22

se, e somente se, (y, z) pertence a hipérbole



no plano Q?, cujo grafico esbocamos abaixo.

z

2
Exemplo 2.3. Tomando k = 3, x = = ey,z € Q, temos que z, y, z é solucao da equagao

se, e somente se, (y, z) pertence a hipérbole

52 y?
AR
()" (%)
no plano Q?, cujo grafico esbocamos abaixo.
z
8 Y

Passemos ao caso em que n é impar, provando a seguinte

18



Proposicao 2.4. Sejam k € Nez € Q tal que x = — , onde o = a? e 8 = b? para certos

ey

a,b € N*. Nestas condicoes, para y, z € Q, tem-se que z, y, z € solucao da equacao
P g2 2

se, e somente se, (y, z) pertence a hipérbole

2 2
2 v
2 2
9 o 2k+1
noplano@,ondec:(g) €Qe c>0.

Demonstracgao. Inicialmente, notemos que

ohp1 a2k +1 (a2)2k+1 (a2k+1)2
- 62k+1 - (52>2k+1 o <b2k+1)2

[ -

Como, para y, z € QQ, as afirmacoes

X

x2k+l 4

y? = 22

22 y2 22 y2

J - I 4
02 C2 $2k+1 x2k+1

sao equivalentes, a demonstracao esta concluida.

Observacao 2.5. A condicao “a = a? e [ = b? para certos a,b € N*” foi inspirada

em um caso particular importante [4, p. 40] de um teorema de Gauss [2, artigo 42].

Observacao 2.6. A Proposicao 2.4 nao é aplicavel, por exemplo, ax = 23,2°,27 ..., 33 3%,
37,...,5%,55. 57 ...

Exemplo 2.7. Tomando k =1, 2 =49 =72 e y,z € Q, temos que , y, z é solucao da

equacao
23 4yt = 22

se, e somente se, (y, z) pertence a hipérbole

22 y2

3432 3432

no plano Q?, cujo grafico esbocamos abaixo.
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343 y
—343

2
Exemplo 2.8. Tomando k =2, x = 9= 3 ey, z € Q, temos que z, y, z é solucao da
equacao

2Oyt = 2
se, e somente se, (y, z) pertence a hipérbole
52 y?

32 \2 32 \2
(243) (243)
no plano Q?, cujo grafico esbocamos abaixo.

z

32 Y
243

32
243

Finalmente, provemos a

« 2

Proposicao 2.9. Sejam k€ Nexz € Q tal que —z = —, onde @« = a® e [ = b? para
certos a,b € N*. Nestas condigoes, para y, z € Q, tem-se que z, y, z é solucao da equacao

l’2k+1 4 y2 — 22

20



se, e somente se, (y, z) pertence a hipérbole

2 2

2

2 2

an 2k+1
no plano Q?, onde ¢ = <5> €eQ e ¢c>0.
Demonstracao. Como 2k + 1 é impar, ( — x)%H = —z?*1 Logo, o resultado segue
imediatamente da Proposicao 2.4.
1 1 ,

Exemplo 2.10. Tomando k =1, x = ol = 12 e y,z € Q, temos que z, y, z é

solucao da equacao
2y = 22
se, e somente se, (y, z) pertence a hipérbole
y? 2 )
(1331)2  (1331)2

no plano Q?, cujo grafico esbocamos abaixo.

z

—1331 1331 Y
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Capitulo 3

As equagoes 1" + y* = z? (n € N*); aspectos aritméticos
Iniciaremos o capitulo abordando certas solugoes especificas das nossas equacoes.

Proposicao 3.1. Seja n € N* arbitrario e sejam z,y,a € Q, com a # 0. Para que

x,Yy,2 = Yy + a seja uma solucao da equagao

xn_i_yZ :ZQ7

é necessario e suficiente que

V=T C T T

Demonstragao. Admitamos que z,y, z = y+« seja uma solugao da equagao em questao.
Entao

"+ (2 —a)? = 22,

0 que equivale a

"+ 22 — 2za+ o = 22,

0 que equivale a

"+ a?
72=—:"
2c
Consequentemente,
" 4 a? "+ ao? —2a% 2" —o?
y =z (00 = — Qo= = .
2a0 2c 2a
Reciprocamente, suponhamos
" — Oé2 " + 062 ( N )
=— e z2=—— (= Q).
Y 2c 2c0 4

W (2t —a?\? a2 ot dama? + a2 - 20"a? + o
S (—) e 102 N 102
e 2ata’ ot (2 a2’

(7).

42
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mostrando que z,y,y + a é solugao da equagao em questao.

Corolario 3.2. Para todon € N*, 2,2" —1,2™ 4+ 1 é solucao inteira da equagao

:L,n—i-Q + y2 _ 22‘

Demonstracao. Segue imediatamente da Proposicao 3.1, substituindo n por n + 2, y
por 2" —1 e « por 2.

Lembremos [4, p. 14] que, para cada n € N*, o n-ésimo nimero de Fermat é F,, =
22" +1 (logo, F,, —2=2%" —1).

Exemplo 3.3. Como consequéncia direta do Corolario 3.2 tem-se que 2, F,, — 2, F,, é

solucao da equagao 22" 72 + y? = 22(n € N*).
Proposicao 3.4. Seja n € N* arbitrario. Entao, para quaisquer a,b € Q,
r=4ab, y=2"""(a"—b"), z =2""(a" + ")

¢é solucao racional da equacao

Demonstracao. Com efeito,
a" 4+ y* = (4dab)" + (2" (a" — b”))2
= 4"q"H" + 22n—2(a2n —2a™b" + b2n)
— 22n72(a2n 4 2a"b" 4 b2n> — 22n72<an 4 bn)2
= (2”71(0’” + bn))2 = ,2’2.

Observacao 3.5. No caso particular em que a,b € 7Z, é claro que z,y, 2z € Z.

Observacao 3.6. No caso particular em que n = 2, a Proposicao 3.4 nos diz que, para
quaisquer a,b € Q,

r=2ab, y=a*—-b, z=d>+0b

é solucao da equacao



(lembrar o resultado de Diofanto [4, p. 190]).
Para cada n € N* designaremos por S, o conjunto de todas as ternas x = 4ab,

y=2""1a" - "), 2 =2""a" + "), quando a e b variam em Q (x € 47Z se a,b € Z).

Observagao 3.7. (a) Qualquer z € Q* “gera” um elemento de S, , por exemplo,

1 1\" 1\"
—4( = 2 :27171 _ _ 2n :2n71 . 2n )
=iw) o= (@) ) e (@) o)

(b)Se = € 47Z, existe a € Z tal que z = 4a. Fazendo b = 1, obtém-se entdo o elemento
r,y=2""1a"—1), z=2"Ya"+1) de S, .

Proposicao 3.8. Seja k € N* arbitrario. Entao, para quaisquer a,b € Q,
x = 2ab, y=2""1(a* —v*), 2 = 2" (a®* + %)

é solucao da equacao z2* + y? = 22.
Demonstracao. Com efeito,
oL e y2 _ (2ab)2k + (2k—1(a2k - ka))2
— 92k g2 2k | 92244k _ o 2kp2k 4 pik)
_ 22k72(a2k + b2k)2 _ (2k71<a2k + ka))2

= 22.

Proposicao 3.9. Sejam m, k € N* arbitrarios e p: Q — Q a aplicacdo dada por ¢(t) =
2F=1 ¢k para todo t € Q. Se z = 4ab, y = 2™F~ g™k — bmk) = 2mk—L(gmF 4 pK) ¢ um

elemento arbitrario de Sy, entao =’ = 4p(a)p(b), ¥,z é um elemento de S, .
Demonstracao. De fato,
y = 2787 (@ ) = 27 (04— ()
= L () (5)7) = 20 2 (g ()
= 97 (@) — (@7)7) = 2 (@) — (o(6)")
e, analogamente,
2= 2@ ) = 27 (@) + (o0)").
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Adotaremos o abuso de notacao S,,x C S,, para representar o que acabamos de provar.
Observacao 3.10. Como p(Z) C Z, z' =4p(a)p(b) € 4Z caso a,b € Z.
Observagao 3.11. Como |p(t)] > 2871 para todo t € Z*, tem-se
2] = 4lp(a)| |o(0)] > 4(2"")" = 2*

para quaisquer a,b € Z*; portanto, quanto maior for o valor de k maior serd o de |2/|.

22k

Z

Observagao 3.12. Sejam m, k, ¢ € N* arbitrarios, n = mk e o= nl = (mk)l = m(kl).
Entao, de acordo com a nossa convengao, S, C S,,. Mais explicitamente, escrevamos
o) =21tk e (t) =2 parat € Q. Sex = duv, y = 2°7 1 (u°—1°), z = 2°~H(u+v°)
é um elemento arbitrario de S, , a ele associariamos o elemento =’ = 41 (u)(v),y, z de
Sy e, a este dltimo, associarfamos o elemento z” = 4¢(¢(u))e(¥(v)),y, z de S, , ou seja,
o elemento 2" = 4(p o) (u)(po1)(v),y, 2z de S,, (notemos que (poh)(t) = 2k -1 ¢kt

t e Q).

para
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A titulo de ilustragao, apresentamos a seguinte familia de inclusoes:

So D Sy DO Sy D Sie D Sz D.....
U U

Sto Sy D Sy D S D Sz Do
U U U U

Sso Sy D Sro D St D Saen Do
U U

S350 S504

U U

Proposicao 3.13. Seja k € N* arbitrario. Entao, para quaisquer a,b € Q,
v =2ab, y=2"1 (2a2k+1 _ b2k+1) L 2k—1(2a2k+1 n b2k+1)

é solucao da equacgao

P2 2
Demonstracao. Com efeito,
_ 2
2P 2 = (2ah)2HL [Qk 1(2a2k+1 _ b2k+1)}
_ 2

— 92kt 2kt g2kt | (2kz a2kl _ gk—1 b2k+1)

— 22k+1 a2k+1 b2k+1 + 22]€ a4]€+2 o 22]€ a2]€+1 2]6—1 b?k—i—l + 22k—2 b41€+2
_ 92kl 2k +1 p2ktl | 92k (Ak+2 o2k 2kl p2ktl | 92k—2 pakt2

— 22k a2k+1 b?k-H + 22k a4k+2 + 22k—2 b4k+2

_ [2k—1(2a2k+1 + b2k+1)}2 _ 2
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Para cada k € N* designemos por S, o conjunto de todas as ternas = = 2ab,
y = 28 1(a®* — %), 2z = 28 1(a?* 4 %), para a e b variando em Q (r € 2Z se
a,b € Z). Para cada k € N designemos por Sj, ., o conjunto de todas as ternas = = 2ab,
y = 2P 1(2a2F 1 — PR HL) o = 2k (202 4 2R HL) " para a e b variando em Q (z € 27 se

a,beZ).

Observagao 3.14. Analogamente ao que dissemos na Observacao 3.7, qualquer = € Q*
“gera” um elemento de S5, e um elemento de S5, ., . E a todo inteiro par estdo associados

um elemento de S, e um elemento de Sy, .

Os dois préximos resultados afirmam que, essencialmente, Sy e S, sao disjuntos, bem

como Soi41 € Sy, - Mais precisamente:
Proposicao 3.15. Seja k € N*. Se a,b,u,v € Q,

92k—1(2% _ p2k)y — Qk—l(u% — %)

921 (g2k | 2y — gh=1(y 2k 4 o2y
entdo a = b =u = v =0 (logo, 4ab = 2uv = 0).
Demonstragao. Da primeira igualdade vem

k(2 — p2R) = g2k g2k

Y

ao passo que da segunda igualdade vem
9 (a2* 4 ) = 2k 4 2,
Somando as duas igualdades imediatamente acima obtemos
22% % = 202 isto é, (2a%)F = (u?)".
Analogamente, subtraindo as duas mesmas igualdades obtemos
(28)" = (1)
2

u
Admitamos a # 0. Entao u # 0 e (—) = 2, o que nao pode ocorrer visto que
a

a,u € Q. Logo, a =0, o que implica u = 0.
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2
Admitamos, agora, b # 0. Entao v # 0 e <%) = 2, 0 que nao pode ocorrer pois

b,v € Q. Logo, b =0, o que implica v = 0.

Proposicao 3.16. Seja k € N. Sejam a, b, u,v € Q tais que

22k(a2k+l . b?k+1) _ 2k—1<2u2k+1 _ 2k+1)

[

22k<a2k+1 + b2k+1) — 2k71(2u2k+1 4 U2k+1).

Entaou = aev = 2b (logo, 4ab = 2uv) se k = 0ea =b=u = v = 0 (logo, 4ab = 2uv = 0)
se k> 1.

Demonstracao. Da primeira igualdade vem

2k+1(a2k+1 _ b2k+l) 2k+1 _  2k+1

= 2u v ,

ao passo que da segunda igualdade vem

2k+1(a2k+1 4 b2k+1) 2k+1 + ,U2k+1

=2u

Somando as duas igualdades imediatamente acima obtemos
w2kt = ok 2+l ieto ¢y = V2R q,

Analogamente, subtraindo as duas mesmas igualdades obtemos

. ; 2k+1
pHRFL = oRHL2RHL g0 6, v = T V2EFL D,

Consequentemente, v = a e v = 2b se k = 0.

Suponhamos, agora, £k > 1. Sea # 0, u #0 e s = "N/ok, Mas, como *V/2k ndo 6
racional [4, p. 40], a igualdade u = 2k a4 nao pode ocorrer. Portanto, a = 0, o que
implica u = 0.

Analogamente conclui-se que b = 0, o que implica v = 0.
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Capitulo 4

Comentarios p-adicos

Para cada primo p = 2,3,5,. .., Hensel [5] introduziu o valor absoluto p-ddico ||, em

Z da seguinte forma: |0], = 0; se z € Z*, x se expressa de modo unico na forma = = zp”

1
(onde z € Z*, pt z e n € N), e se define |1‘|p =
pn

E claro que |z|, < 1 para todo z € Z. E, para = € Z*, ||, = 1 se, e somente se, p { .

A funcao |- |,: Z — N goza das propriedades abaixo, para quaisquer x,y € Z:

(i) |z|, = 0 se, e somente se, = 0;
(i) lzylp = |zlp [ylp;

(iif) |z + yl, < max{|zly, lylp}-

Com efeito, (i) é 6bvia. Para justificar a validade de (ii), sejam z,y € Z* (caso
contrario, (ii) é evidente) e escrevamos x = rp™, onde pfrem € N, e y = sp”, onde
p 1 sen € N Por um resultado fundamental de Euclides [4, p. 3], p { rs. Como
Ty = rsp™*t" temos

11

|lzyl, = P = oo 2]y [Ylp -

Para justificar a validade de (iii), admitamos x(z + y) # 0 (caso contrario, (iii) é

evidente) e escrevamos z = rp™ e y = sp”, como acima, com m < n. Entao

m

rry=rp"+spt=(r+sp"")p
e, por defini¢ao,

1
[z +ylp < p_m = |z, = max{|z|,, [yl,}.
Segue de (iii) e do Principio de Indugao Finita que, para todo inteiro n > 2 e para

quaisquer x4, ...,%, € 7,

’ml 4+ .. "‘xn’p < max{\xﬂp, s ’xn’p}

1
|100|5 = — e |100[, = 1 para todo

Exemplo 4.1. Como 100 = 225%, [100|, = 52

primo p diferente de 2 e de 5.

? )
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Observacao 4.2. Pelo Teorema 1.1,

r = a’ + a®b + 4a*V? — 2436 + Ta*b* + ab’,

y = a’b — 5a’t? — 2a3b + 4a*b* + ab® + 1S,

u = a’ + a®b + 4a’V? — 24’6 — 5a%* + ab’,

v =a’b + Ta*b? — 2a°6® + 4a”b* + ab® + b°
é solucao inteira da equacao % + y® = u® + v3 sempre que a,b € Z* e a # b. Logo, neste
caso, tem-se |z|, < 1, |y|, <1, |ul, <1e |v], <1 para todo primo p =2,3,5,..., o que

nao ocorre se considerarmos o valor absoluto usual em Z (lembrar a Observagao 1.4).

Agora, fixemos um primo p arbitrario e fagamos a = p™ (m € N*) e b = 1. Entao

’x‘p — ’pﬁm +p5m 4 4p4m o 2p3m + 7p2m _i_pm’p
= "] [p™" + ™" + AP = 2p™ + T 4 1],

< ‘pm|p:p_m'

1 . - :
Analogamente, |u|, < — - Por consequéncia, podemos tomar |z, e |u|, tdo préximos
) p m ) p p
de 0 quanto queiramos, desde que consideremos m suficientemente grande. Por outro

lado, fagamos a =1 e b = p™ (m € N*). Entao
< 1 < 1
|y|p—ﬁ € ’U’p—ﬁa

e podemos tomar |y, e |v], tao préximos de 0 quanto queiramos, desde que consideremos
m suficientemente grande. Vimos, na Observacao 1.4, que o mesmo fenémeno ocorre se

considerarmos o valor absoluto usual em Z.

Observacao 4.3. Segue do Teorema 1.5 que
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r=—ag¢®+3aetgt —6b%e*¢® —6a*e*¢g® —3aetg® + 607> > +6a* e’ ¢g?
+ae® —abl —6a*b’ +9a*b* —6a* b +3a°b* + a’,

y=—bg" +3be?g' — 602> ¢> +6a’e’¢> —3be' g> + 6% ¢* — 64’ ¢
+0e® —b"—3a®°+6a>b +3a* b —6a°b* +a®b,

z=—eg® —6e2¢g°+9e3g' —6e' PP +3° P —6a°P PP+ 603V’ g* + " — 64’ b3 e?
+6a3b?e® —be+3a’bte—3a't’e+ae,

=gl =3P 463" 4361 P — 672 — 6200 2 +6a° 022+ S g—10g
+3a*b g —3a*t’g+a®g+6a’b*e* — 6a®b*e?,

u=—ag®+3aetg* +6b%°*g* —6a*c*g®> —3acg> — 607> g* +6a* e g* +ae’
—abl+6a*0° —3a®b* —6a* D> +3a°b* +d’,

v=—>0bg"+3be?gt —6b%e* ¢  —6a’e®¢> —3bet > + 6023 g +6a%e® g® + be"
—b" —3a® +6a*b* —9a* V> +6a°b* + %0,

t=—eg"+6e%¢° —3e3¢g" —6e* PP +3° P +6a*V* > —6a3V? g* + " —6a’b3e?
+6a®b? e —bte+3a’be—3atb e +dle,

s=—g =32 +6e2g"—9e1 P+ 679> —6a2b3 > +6a3 b2 g  +eSg—10g
+3a*b*g—3a*bt?’g+a®g—6a’b*e* +6a®b*e?

é solucao inteira da equacao x4y + 23 + 13 = u® +v3 + 3 + 5% sempre que a, b, e, g € Z*,
a>b e e>g.

Fixemos um primo p arbitrério. Logo, no caso em questao, tem-se |z|, < 1, |y|, < 1,
2], <1, |r], <1, |ul, <1, |v|, <1, [t, <1els|, <1, em contraste com o que ocorre se
considerarmos o valor absoluto usual em Z (lembrar a Observacao 1.8).

Facamos, agora, a = e =p™ (m € N*) e b= g = 1. Entao
|x|p — | - pm 4 3p3m . 6p2m - 6p4m - 3p5m 4 6p3m 4 6p5m 4 p7m . pm . 6p2m € 9p3m
_ 6p4m + 3p5m +p7m‘p — |2p7m + 6p5m - 12p4m + 18p3m o 12p2m o 2pm|p

= [p™(2p"™ + 6p™" — 12p”™ + 18p*™ — 12p™ — 2)|,,
1
pm
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Consequentemente, podemos tomar |z|, tdo préximo de 0 quanto queiramos, desde
que tomemos m suficientemente grande. E, escolhendo a, b, e, g de modo conveniente,
também é possivel constatar que podemos tomar |yl,, |z|p, 7], |ulp, [Vlp, |t € |5, t80
proximos de 0 quanto desejarmos. Vimos, na Observacao 1.9, que o mesmo fenomeno

ocorre se considerarmos o valor absoluto usual em Z.

Observagao 4.4. Segue do Teorema 1.10 que

r=—2aeq’ +6ae’g" —6b%e¢° —6a3e3¢® —6ae’ > +6b%€® g3 +6ae’ ¢
+2ae’g—2a*b" —6a*®* +6a*b" +6a°b° —6a° b5+2a10b
y=—2beg® +6be3g" —6%e3g° +6a%e3g° —6be’ ¢ +60°e”g> —6a3e’ g?

+20e?g—2ab" +6a°° +6a°° —6a"b* —6a%b® +24d° b2,
:—26299—663gg+664g7+66596—66695—6&355g3+6a553g3+2610g
—6a*b° e +6a°be —2ab’e+6a°b e—6a"bPe+2a’be,
=—2eg"046e5°¢°+6e5¢° —6e gt —6e3g> —6a°0° g> +6a°b% g +2¢° ¢
—2ab’g+6a*b"g—6a"b’g+2a’bg+6a>b’e® —6a° b€,
u=—2aeg’ +6ae’g +6b%e>g> —6a’e* g’ —6ae’ g®> —6b%e’ > +6a’e’ ¢°
+2ae’g—2a’b" +6a*0° +6a*b" —6a°b° —6a°b° +2a'0,
v=—2beqg? +6be3¢g" —6b3e3¢° —6ae¢® —6be" > +6b7eS > +6a3e’ g3
+2be”g—2ab" +6a°b° —6a°0° —6a"b* +6a°b® + 2a° b,
=—2e2¢°+6e*g® +6eg" —6e°¢° —6e%¢° +6a*b’¢> —6a° b g® + 20y
—6a°° e +6a°b2e® —2ab’e+6a’b e —6a"bPe+2a’be,
s=—2e¢g04+6e°¢°—6e5¢° —6e"¢g* +6e%¢®> —6a>b°¢> +6a° b g® + 2¢° ¢
—2ab’g+6a*b"g—6a"bPg+2a’bg—6a>b’e*+6a°b%e?

é solucao inteira da equacao xt +y* 4+ 2* +r* = vt + v* +t* 4 s* sempre que a, b, e, g € Z,
coma>b>0e¢e>g>0. Logo, no caso em questao, tem-se |z|, <1, |y|, <1, |z]|, <1,
7, < 1ul, <1, |v|, <1, |t|, <1els|, <1 para todo primo p, em contraste com o que

ocorre se considerarmos o valor absoluto usual em Z (lembrar a Observagao 1.12).
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Fixemos um primo p arbitrario e fagamos a = e = p™ (m € N*) e b = g = 1. Entao

It], = | — 2p>™ + 6p°™ + 6p"™ — 6p°™ — 6p°" + 6p°™ — 6p°™ + 2p'"" — 6p°" + 6p>"
_ 2p2m + 6p4m _ 6p8m + 2p10m’p
— |4p10m . 12p6m . 12p5m + 12p4m + 12p3m . 4p2m|p
m m m m m m m 1
= [pP™], [4p*™ — 12p'™ — 129%™ 4 12p*™ 4+ 12p™ — 4], < [p*"|, = —— -

2m

Por consequéncia, podemos tomar |t|, tao préximo de 0 quanto desejarmos. Racioci-
nando de maneira analoga justifica-se que o mesmo ocorre para x, y, z, 7, u, v, S. Vimos,
na Observacao 1.13, que a mesma observagao é valida se considerarmos o valor absoluto

usual em Z.

Observacao 4.5. Fixemos n € N*. Vimos, na Proposicao 3.4, que

r=4ab,
Y= 2n—1(an o bn)’
z=2""1a" +b")
é solucao inteira da equagcao
l,n + y2 — 22

para quaisquer a,b € Z. Notemos que, neste caso,

1
gn—1 gn—1 '
Por outro lado, para todo primo p > 2, tem-se |z|, <1, |y|, <1le|z|, <1. E, se

e |z]y <

1
2] = [2%]2 ]al2 |bl2 < 1’ lyla = 2" Mz @™ — b"]2 <

fizermos a =1 e b =0, ter-se-a |z|, =0 e |y|, = |2], = 1.
E, se fizermos a = 2™ (m € N*) e b = 1, ter-se-4
1 1
< .
agm+2 — 9m

@]y = 2227y = |27, =

Por consequéncia, podemos tomar |x|s tao préximo de 0 quanto desejarmos. Por outro

lado, se considerarmos a = 2™ (m € N*) e b = 0, teremos

—1tmn 1 1
2n 1+ ‘2 _

Yl = |2]2 = | = Qn—itmn = om>

e podemos tomar |y|s e |z|2 tAo préximos de 0 quanto desejarmos.
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]2 1yl2, |2]2

Notemos que, se considerdssemos o valor absoluto usual | - | em Z, terfamos: |z| =0

ou|z] >4, |lyl=0o0uly| >2""1 |z =0o0u |z| > 21

|| [yl 2|

Observacao 4.6. Fixemos k£ € N*. Vimos, na Proposicao 3.13, que

x = 2ab,
y = 2kl (2a2k+1 _ b2k+1),

z =212 4 P

é solucao inteira da equagcao

Pl g2 = 2

para quaisquer a,b € Z. Notemos que, neste caso, |z|s < %7 lyla < 2,}_1 e |z]2 < 2,%1
Por outro lado, para todo primo p > 2, tem-se |z|, < 1, |y|, < 1le |z]|, < 1. E, se fizermos
a=1eb=0, ter-se-a |z[, =0, |y|, =|2[, = 1.

E, se fizermos a = 2™ (m € N*) e b = 1, ter-se-4

|zl = 227y = |27 |, =
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Por consequéncia, podemos tomar |z|y tao proximo de 0 quanto queiramos. Por outro

lado, se considerarmos a = 2™ (m € N*) e b = 0, teremos

1 1

222 PR = [P = e S g

[yl2 = [2]2 =
Por consequéncia, podemos tomar |y|s e |z|2 tdo préximos de 0 quanto desejarmos.

|22 yl2, |2]2

Z Z

Notemos que, se considerdssemos o valor absoluto usual em Z, terfamos: |z| = 0 ou

2] > 2, [y =0 ou |y| > 2%, [z] =0 ou |z > 2"

] [yl ||

Z Z

Finalmente, em vista da Proposicao 3.8, ter-se-ia uma observacao andloga a Ob-
2

servacao 4.6 para a equacao x2% + 3% = 22.
Observacgao 4.7. Para cada k € N* ponhamos ¢y (t) = 2*~1t* para todo t € Z e, para
a,b € Z, ponhamos zj ., = 4pr(a)pr(b) (lembrar a Proposicio 3.9). Entao, pelo que
vimos na Observagao 3.11,

> 22,

inf
a,beZ*

/
T ab

Consequentemente, podemos tomar inf, pez+ ) .| tAo grande quanto queiramos, bas-

tando para isso tomar k suficientemente grande.
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Por outro lado, para quaisquer a,b € Z,

[@haple = 12 a2 < 2 = g

Portanto,
1

sup [, 4 ple < o1

a,beZ
e podemos tomar sup, ez |:c§€7a’b|2 tao proximo de 0 quanto desejarmos, bastando tomar
k suficientemente grande.
Além disso, para todo primo p diferente de 2, temos

/
sup |$k,a,b|p S L.
keN* a,beZ
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