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Prefacio

O presente livro tem sua origem em 1997, quando visavamos obter solucoes numéricas
de equacoes diferenciais parciais do tipo eliptico, sobretudo aquelas relacionadas aos
modelos matematicos da Teoria da Elasticidade Linear. As questoes matematicas so-
bre existéncia, unicidade e regularidade de solugao foram tratadas incialmente e, na
sequéncia, para as simulagoes numéricas, optamos pelo Método de Elementos Fini-
tos. Como os programas computacionais em linguagem Fortran inicialmente utilizados
demostraram nao ser suficientemente didaticos aos nossos propositos, decidimos desen-
volver nossos préprios programas computacionais utilizando a linguagem C. Eles sao
simples e de facil entendimento.

O livro esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1 sao abordados os seguintes topicos da Fisica Matematica: a Equagao
da Condugao de Calor e a Teoria da Elasticidade Linear. Sao esses os modelos que sao
tratados com o método de elementos finitos nos préximos capitulos do livro. Para a
melhor compreensao da deducao dos modelos, sao consideradas as leis de conservacao,
as equacoes constitutivas lineares e o conceito de pequenas deformacoes. Também sao
feitas comparacoes entre alguns métodos numéricos, tendo como objetivo motivar o
estudo do método de elementos finitos. No final deste capitulo, apresentamos o método
de aproximagao por diferencas finitas, que serd utilizado nas equagoes de evolugao
tratadas nos capitulos 6 e 7.

O Capitulo 2 trata de um problema modelo estacionario unidimensional com condi-
¢oes na fronteira. Alguns exemplos numéricos com varios tipos de valores de fronteira
sao apresentados e comparados com as respectivas solugoes exatas. Os erros nas normas
de L*(Q2) e H'(Q) sdo mostrados em cada um dos exemplos dados.

No Capitulo 3 introduzimos as usuais funcoes base de ordem superior, mais preci-
samente, a funcao base quadratica, a base spline cubica e a funcao base de Hermite.
Estimativas de erros em espacos de Sobolev sao obtidas para o problema eliptico mo-
delo.

No Capitulo 4 apresentamos o problema estacionario bidimensional. Sao estuda-
das as formulagoes forte e fraca, a existéncia e a unicidade de solugao. Também aqui
consideramos varios tipos de valores de fronteira, com as solugoes numéricas compa-
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radas com as respectivas solugoes exatas. Para resolver o sistema linear associado ao
método de elementos finitos, utilizamos o algoritmo de Crout. Concluimos o capitulo
mostrando os graficos das solugoes e os erros nas normas L*(Q)) e H'(Q).

O Capitulo 5 é dedicado ao problema modelo de elasticidade linear no caso bidimen-
sional. Os mesmos topicos do Capitulo 4 sao abordados, considerando-se, no entanto, a
solugao vetorial do problema. Simulagoes numéricas, erros e graficos sao apresentados.

No Capitulo 6 introduzimos alguns dos métodos numéricos mais conhecidos da
literatura e os algoritmos para resolver o problema parabdlico modelo: Equagdo do
calor. Sao apresentados alguns exemplos numéricos e comparacoes entre os diversos
métodos numéricos, assim como graficos e tabelas de erros.

No Capitulo 7 abordamos alguns dos mais conhecidos métodos numéricos da li-
teratura e seus algoritmos para resolver o problema hiperbdlico modelo: Equagdo da
onda. E, como no Capitulo 6, sdo apresentados exemplos, comparacoes entre os diversos
métodos numeéricos, graficos e tabelas de erros.

Os Capitulos 8, 9 e 10 sao complementares, mais indicados a alunos que desejem
se aprofundar na Andlise Numérica e Matematica. Assim, nao sao necessarios num
primeiro curso cujo foco seja os métodos numéricos desenvolvidos nos capitulos ante-
riores.

O Apéndice A contém os programas computacionais utilizados na obtencao das
solugbes numéricas dos modelos estacionarios tratados no presente texto. As variaveis,
funcgoes e subrotinas dos programas sao referidos no texto e no indice remissivo usando-
se a fonte typewriter. Por exemplo: Nel, Phi, Solver etc.

Devido a sua forma simples e didatica, esperamos que este livro possa cumprir o
objetivo desejado: o de um livro texto para um primeiro curso sobre o Método de
Elementos Finitos dedicado a alunos de iniciacao cientifica e mestrado interessados em
analise numérica de equacoes diferenciais parciais.

Queremos expressar nossos agradecimentos a todos os alunos e professores que
nos enviaram corregoes e sugestoes e, em particular, aos alunos e colegas da &area

de Algoritmos e Métodos Numéricos do Programa de Pés-Graduagao em Informatica
(PPGI).

Receberemos com prazer criticas e sugestoes que venham a contribuir para o aper-
feicoamento deste livro.

I-S. Liu
M. A. Rincon
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CAPITULO 1

Introducao

Embora os modelos da Fisica Matematica para a equacao de conducao do calor e da
elasticidade linear sejam, na sua forma mais geral, respectivamente, do tipo parabdlico
e hiperbdlico, ambas se reduzem a problemas do tipo eliptico em regimes estacionarios.
Sendo assim, vamos inicialmente considerar as equagoes do tipo eliptico para desenvol-
ver o método de elementos finitos.

Vale observar que o problema da conducao do calor em um dado corpo é formulado
por uma equacao escalar, enquanto que nas deformacoes elasticas de um corpo, o
modelo envolve um sistema de equacoes para as coordenadas do vetor deslocamento.

1.1 Conducao do Calor

Consideremos um corpo rigido ocupando uma regiao V' C R3. Sejam o e e res-
pectivamente a densidade de massa e a densidade da energia (interna) do corpo. Seja
2 C V uma regiao fixa arbitraria com fronteira suave 0f2.

1.1.1 Equacao da Energia

A variacao da energia total em () é geralmente atribuida ao fluxo da energia ¢
através da fronteira e ao suprimento de energia r dentro da regiao devido a fontes
externas. Esta relacao pode ser representada por

a4 gedx:/ qu+/grdw. (1.1)
dt Jo o0 Q

Seja m o vetor normal unitario externo na fronteira e h o vetor fluxo do calor. Entao
o fluxo de energia g entrando no corpo pode ser expressado como

qg=—h-n. (1.2)
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Sendo € uma regiao fixa com fronteira suficientmente suave, obtemos de (1.1), (1.2) e
do Teorema da Divergéncia,

/{Q%—I—divh—gr}dx:(). (1.3)
Q

Note que se o corpo é rigido, e portanto indeformavel, a densidade ¢ nao varia com
o tempo. Assim, para obter a relacao acima na sua forma local utilizamos o seguinte
teorema:

Teorema. Se f € C(V,R) e

/fda::O, VOV,
Q

entao f(x) =0 para todo x € V.

Como a relagao (1.3) é vélida para qualquer {2 C V| o teorema acima nos garante

que
Oe

ot

Esta equacao é conhecida como equagao da energia.

o—+divh—por=0 em V. (1.4)

1.1.2 Equacgoes Constitutivas

Para problemas de conducao de calor, a quantidade fisica mais importante é a
temperatura, que nao aparece explicitamente na equacao da energia. Com efeito,
precisamos das equacoes constitutivas que relacionam a energia e o fluxo do calor para
a temperatura do corpo u(x,t), de uma maneira dependente do material. As relagoes
lineares, muito usadas em aplicagoes praticas, sao dadas por

e(x,t) = c(x) u(x,t),

e a lei de Fourier para a conducao do calor,
ou
h(z,t) = —Q(z)Vu(x,t), ou h; =— ZQU%, (1.5)
j J

onde ¢ é o calor especifico e () o tensor de condutividade térmica. Com base na
termodinamica, podemos admitir que ¢ > 0 e a matriz () é simétrica e definida positiva,
1.e., para qualquer vetor nao nulo v,

v-Qu > 0.
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Por outro lado, a energia suplementar r nao é uma quantidade constitutiva; ela
pode representar a energia irrradiada pelo meio ambiente, ou uma fonte de energia no
interior do corpo. Se u denota a temperatura do meio ambiente, podemos escrever

r(x,t) = —B(x)(u(z,t) —u) + y(x, t).

O primeiro termo do lado direito é a lei de Newton para a irrradiacao, e o segundo
termo representa a fonte de energia. O coeficiente § é um parametro do material e é
uma quantidade nao negativa, visto que se a temperatura do meio ambiente é menor
do que a do corpo, ha perda de energia do corpo.

Agora podemos reescrever a equagao de energia (1.4) como uma equagao diferencial
para a temperatura,

ou 0 ou
CE—%:a—%(Qija—x)*‘ﬁuzﬁ (1.6)

onde f = fu+ . Essa é uma equacao diferencial do tipo parabdlica, pois ¢ > 0e Q é
definida positiva.

1.1.3 Tensor de Condutividade Térmica

O tensor de condutividade térmica () é uma quantidade material, i.e., depende
das propriedades caracteristicas do material. Dizemos que o material é isotropico se
seu comportamento nao é alterado sob qualquer mudanca de orientagao do estado de
referéncia do corpo. No caso da conducao do calor, a isotropia é caracterizada pela
condicao de que o tensor de condutividade térmica ¢é invariante sob qualquer rotacao,
ou em termos matematicos,

RQR" =Q (1.7)
qualquer que seja a matriz ortogonal R. Uma matriz que satisfaz a condi¢ao (1.7) é
denominada matriz isotrépica.

E facil mostrar que uma matriz isotrépica pode ser escrita na forma simples, () =
al, ou em termos de componentes,

Qij = a0y,
onde I representa a matriz identidade e d;; é o delta de Kronecker, definido como
5 — 1 parai=j,
Y10 parai#j.

Para a demonstracao, consideremos por simplicidade o caso bidimensional. Seja R a
rotacao do angulo ¢ dada por

senf  cosf

R {COS@ —senﬁ} .
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Entao, de (1.7) obtemos

cosf —senf | [ Q11 Q1o cosf senf| |[Qu Q2
senf)  cosf Qa1 Q| | —senf cosl| | Qau Qo

para qualquer angulo 6. Em particular, se tomarmos 6 = /2, segue de imediato que

Qu==0Qxn=qa, Qp=-—0Q.

Se @ € tensor de condutividade térmica, o parametro o é denominado coeficiente de
condutividade térmica. Nesse caso, temos da relagao de simetria Q);; = Qj; = 0, e como
a matriz é definida positiva, o coeficiente de condutividade térmica é uma quantidade
positiva, a > 0.

Um corpo é chamado homogéneo se as propriedades do material que o compoe sao
independentes da posicao @ do estado de referéncia.

Para um corpo homogéneo, ambos « e 3 sao constantes que dependem do tipo de
material e segue de (1.6) a conhecida equagao do calor:

ou
ca—aAujLBU—f,

onde ¢, o e 3 sao constantes positivas e A é o operador de Laplace.

1.1.4 Condicoes de Fronteira

O problema estacionario para a equacao do calor é governado pela seguinte equacao
diferencial parcial do tipo eliptico,

onde V' ¢ a regido fixa ocupada pelo corpo, o tensor de condutividade térmica Q);;(x)
¢ uma matriz definida positiva e S(x) > 0. Se o corpo é isotrdpico, entao Q;;(x) =
a(x) d;; e a equacao (1.8) toma a forma

R

Se além disso, o corpo é homogeéneo, entao a equacao se reduz a

(a 8u) + Pu=f. (1.9)

0

0*u
—aza—x?jtﬁu:f, (1'10)
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onde « e § sao constantes positivas.

E comum nas aplicagoes considerar prescritos na fronteira 0V combinagoes da tem-
peratura v com o fluxo de calor q. Dentre essas condigoes, podemos citar dois tipos
especiais de condigoes para todo @ € JV:

1) u@) = uo(),
(2)  —h(@) n(@)=wu=)

onde ug(x) e ui(x) sdo fungodes prescritas e o fluxo de calor ¢ é dado por (1.2). Um
problema com condigoes de fronteira do primeiro tipo é usualmente chamado de pro-
blema de Dirichlet, enquanto problemas com condicoes de fronteira do segundo tipo
sao chamados de problemas de Neumann.

Vale observar que, além desses casos especiais, ha situacoes fisicas onde seja ne-
cessario impor a condicao de Dirichlet sobre uma dada parte da fronteira I'y C 9V e
uma condi¢do de Newmann na parte complementar 'y, = 0V \ T'y.

Usando a lei de Fourier (1.5), a condigao de fronteira do tipo Neumann pode ser
expressada em componentes, i.e.,

Ju
g Qij=—n; =uy (1.11)
iJ 7 )
o
ou para um corpo homogeéneo, em termos da derivada normal para a temperatura na

fronteira,
ou
E — N; = Uy.
03:,-

%

1.2 Elasticidade Linear

Consideremos agora um corpo deformével. Seja B C R? a regiao ocupada pelo
corpo no seu estado de referéncia e ¢ : B x R — R? uma aplicacao bijetora e regular,

T = £(X7t>v

chamada de movimento do corpo. O movimento é uma deformacao do estado de
referéncia que depende do tempo. O gradiente da deformacao F', a velocidade @ e a
aceleragao @ sao definidas como

o€ 0%¢

F=Vx&@=5 =5
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respectivamente. Sejam (Xi, Xo, X3) e (x1, o, x3) respectivamente as coordenadas car-
tesianas dos pontos da regiao ocupada pelo corpo no estado de referéncia e no estado
atual. Assim, podemos expressar o gradiente da deformacao F' em termos de suas
componentes, ou mais precisamente, por

F = .
19X,

O gradiente da deformagao F' é uma transformagao linear de B em B, = £(B,t) e
como estamos supondo F' nao singular, podemos assumir que det F'(X) > 0 para todo
x. O gradiente da deformacao F' fornece uma aproximagao linear da deformacao &,
que de modo geral é uma funcao nao linear. Portanto, se considerarmos um pequeno
segmento linear dX no estado de referéncia, temos no estado deformado

de = £(X +dX) — £(X) = F(X)dX + o(2), (1.12)

onde 0(2) denota os termos de ordem superiores em |dX |. Desta forma, o gradiente da
deformagao ¢é considerado como uma medida de deformagcao local.

1.2.1 Pequena Deformacao e Rotacao Infinitesimal

Denotemos por
u(X,t)=¢X,t) - X (1.13)

o vetor deslocamento do material no ponto X € B e no tempo t. Assim, denotando
por H o gradiente do vetor deslocamento, temos

F=T+H,

onde [ € o tensor identidade, sendo H = 0 quando nao ha deformacao. Assim, na teoria
linear para pequenas deformacoes, assume-se que a norma do gradiente do deslocamento
¢ uma pequena quantidade, que simbolicamente denotamos por ||H|| < 1.

Introduzimos o tensor de deformacao linear F e o tensor rotacional infinitesimal W
como as partes simétrica e anti-simétrica do gradiente do deslocamento, .e.,

E:%W+HW W:%W—HU (1.14)

Para interpretar fisicamente estas defini¢oes, observamos inicalmente que

FTP=0+ "1+ H)=1+(H+ H")+0(2) =1+2E + 0(2).
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Sejam {e1, e, e3} a base canonica do R, d X, dX, dois pequenos segmentos lineares
no estado de referéncia e da,, dxy 0s segmentos correspondentes no estado deformado.
Por (1.12) e desprezando os termos de ordem superior de ||H||, segue que

de, -dxy = FITFdX,-dX,=dX, -dX,+2EdX, - dXo. (1.15)

Tomando dX; = dX, = dX = spe; e |dx| = s, e sabendo que Ee; - e; é a componente
E;;, obtemos
s =55  (s—50)(s+50) 5= 50

~

28(2) 280 So

Em outras palavras, Fy; mede o alongamento relativo do segmento na direcao e; em
relacao ao comprimento original, também conhecido como deformacao Lagrangeana.
Observemos que as demais componentes da diagonal de E tém a mesma interpretacao.

Para interpretar o significado das componentes fora da diagonal, consideremos
dX, = spe; e dXo = speq, e seja 0 o angulo entre dr; e drs. Entao de (1.15),
temos

s?cosf = 253E12,

que implica

. Y
Fio~ —siny =~ —,

2 2
onde v = 90° — 6 é um angulo pequeno para pequenas deformacgoes. Portanto, a

componente Fj, mede a mudanca de angulo entre as direcoes dX; e dXs.

Uma outra interpretacao simples é sobre a variacao do volume. Seja dV um pequeno
volume do elemento formado por (dX,dXs,dX3). Entao de (1.12), o volume dv do
elemento no estado deformado é dado por

dv = d.’El : (de X dwg) = FdX1 . (FdX2 X Fng)

Lembrando que F' = I + H, temos det F' = 1+tr H + 0(2), onde o traco de H é a soma
das componentes da diagonal de H. Além disso, temos

dv —dV

tr H =
: av

Por definicao,
trH =divu = tr E = By + Ey + Es3,

e portanto, o trago de E/, chamado de dilatacao, mede a variacao do volume com relacao
ao estado de referéncia.
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Em termos do sistema de coordenadas, temos de (1.13) o vetor deslocamento,
ui(Xj,t) = 2i(X;, 1) — X,

o vetor velocidade e o vetor aceleracao,

G = Ou; B = O,
oot oo
e o gradiente do deslocamento H,
8uZ Oou,; Oxy, ou; ouy, ou;
H;; = — = ) = 2).
— Oy 0X; = Oy (’” ax) axj“()

Na teoria linear, os termos de ordem superior sao insignificantes, o que implica
nao ser necessario distinguir as coordenadas dos estados de referéncia e atual, isto é,
nao é necessario introduzir o estado de referéncia na teoria linear. Portanto, podemos
escrever o gradiente do deslocamento como o gradiente com respeito ao estado atual,
de modo que, de (1.14), o tensor de deformagao e a rotacao infinitesimal podem ser

escritos como 19 5 1,9 9
Ei' - = ’ J ] — = L J . 11
72 (8:17]- i 01',-)’ Wy 2(8:17j 8:@) (1.16)

1.2.2 Equacao do Movimento

Seja V' C R3? a regidao ocupada pelo corpo no estado atual. Segunda a Lei de
Newton, podemos escrever a equacao do movimento de uma parte arbitraria 2 C V
do corpo na seguinte forma integral,

/g:'i:dx:/ tdF—l—/fdx, (1.17)
Q o0 Q

onde o lado direito representa as forcas agindo sobre o corpo €2. Existem dois tipos de
forcas; a primeira chamada de forca do corpo f que é devido a forcas externas, tal como
a gravitacao. A segunda, denominada tracao de superficie ¢, é a forca agindo sobre
a superficie do corpo 0. A relacao (1.17) é também conhecida como a conservacao
do momento linear. Observe que para um ponto no interior do corpo & € 92 C V, a
tragao t é a forga agindo sobre a parte {2 pela parte restante do corpo V'\(2 através da
superficie 02 no ponto x. Para as superficies de duas partes diferentes com um ponto
em comum @, os valores da tracao t no @ sao geralmente diferentes nas respectivas
superficies. A ideia classica para simplificar a dependéncia da tracao em 02, conhecida
como a hipotese de Cauchy, garante que se duas superficies tem a mesma normal em
a entao os valores da tragao sao iguais em x.
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A consequéncia principal da hipotese de Cauchy, também conhecida como o Teo-
rema de Cauchy, assegura que a tracao t é funcao linear do vetor normal n, i.e.,

t=on or tl = E 0ijNj, (118)
'7j
onde n é a normal unitdria externa de 9€). O tensor o é denominado tensor de tensdao.

Usando o teorema da divergéncia, a equagao integral (1.17), valida para qualquer
Q) C V, implica a seguinte equacao de movimento,

ox —dive = f, (1.19)

ou na forma componente,

02ui &TU .
”or _zj: o, T

Uma outra consequéncia importante referente ao tensor de tensao segue da con-
servacao do momento angular, o qual assegura a simetria do tensor de tensao,

ol'=0 ou oy =o0j (1.20)

De fato, a conservacao do momento angular é dada por

/rxg:'i:d:c:/ rxandf+/rxfd:c, (1.21)
Q o0 Q

onde r = & — xy é o vetor posicao relativo a algum ponto de referéncia xy, € R®. Em
primeiro lugar, para provar a implicacao de (1.20), calculamos o produto interno de
(1.21) com um vetor constante a e aplicamos o teorema da divergéncia para obter

a-rxox—divi(e'(axr)=a rxf, (1.22)

onde usamos a identidade,

a-rxon=axr-on= (" (axr)) n.
Por outro lado, de (1.19) segue que
a-rxopt—a-rxdivo=a-rx f. (1.23)

Comparando (1.22) e (1.23), obtemos a seguinte relagao,

div(cT(a x r)) =a-r x divo, (1.24)
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T

de onde se obtém, apods alguns calculos, a simetria do tensor de tensao, o' = 0. Esses

calculos estao feitos na Sec. 1.3.

Para uma interpretacao fisica do tensor de tensao, consideremos o seguinte argu-
mento: suponhamos que em um dado ponto da superficie 92 tenhamos n = e;. Entao,
a componente da tracao t normal a superficie é dada por

t-el = e -o0e|y =011,
e a componente tangencial na direcao e; ¢ dada por
t'€2:€2'0'€1 = 091.-

Assim, 011 e 097 sao respectivamente as forcas normal e tangencial por unidade de area
no tal ponto da superficie com normal na dire¢ao do eixo x;. As demais componentes
de o;; tém significados semelhantes.

1.2.3 Lei de Hooke

A equacao constitutiva para materiais elasticos sob pequenas deformacoes pode ser
expressada como uma relagao linear entre a tensao e a deformacao:

o(@,t) = C(@)E(@,t) ou  oy=Y Ciubu, (1.25)
k,l

onde C' é o tensor de elasticidade de quarta ordem. Sendo simétricos os tensores
de tensao e de deformacao, o tensor elasticidade satisfaz a seguinte propriedade de
simetria:

Cijrr = Ciinr = Cijik (1.26)
Além disso, por argumentos da termodinamica, prova-se que existe uma funcao de
energia potencial W (E) tal que

ow
o=—.
oF
Como consequéncia, o tensor elasticidade é dado por
PW
Cijkl = W’
ij O Lokl
que implica em uma simetria adicional,
Cijrr = Chuiy- (1.27)

A relagao linear (1.25) é chamada de lei de Hooke para materiais eldsticos. Na sua
generalidade, o tensor de elasticidade envolve muitas constantes de material. De fato,
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considerando-se as simetrias (1.26) e (1.27) e materiais nao isotrépicos de um modo
geral, existem 21 constantes. Este ntimero é bastante reduzido se o material possui
alguma simetria de orientacao, tal como a simetria dos solidos cristalinos. De maneira
similar a apresentada na Sec. 1.1.3, para corpos isotrépicos, o tensor de elasticidade
deve ser invariante sob qualquer orientacao, e como consequéncia, pode-se provar que
o numero de constantes do material se reduz a somente duas, a saber,

Cijrt = N0 + 11(0i051 + 60 (1.28)

As duas constantes do material A e p sdo chamadas de constantes de Lamé, e a lei de
Hooke (1.25) pode entdo ser escrita na seguinte forma,

Oij = )\(tl" E)élj + Q,MEZ'j, (129)
onde tr £ = divu = Ell + E22 -+ E33.
Por consideragoes da termodinamica, é usual admitir-se que o tensor de elasticidade

¢é definido positivo, i.e.,
Z C’ijle,-jSkl > 0, (130)
i\d k.
qualquer que seja a matriz nao singular e simétrica S;;. Em particular, para corpos
isotropicos, tem-se que
w >0, 3AN+2p > 0.

1.2.4 Problemas Elastostaticos

Para problemas estaticos da elasticidade linear, segue de (1.19) que a equagao de
equilibrio para o vetor deslocamento u(x) é um sistema de equagoes diferenciais parciais
do tipo eliptico em V,

0 ou .
_Z%@““a ’“) £ i=1,2,3. (1.31)
gk, 0

O tensor de elasticidade Cjj; em (1.30) é um tensor definido positivo de quarta ordem,
com as propriedades de simetria dados por (1.26) e (1.27). A forca externa f ¢ uma
funcao dada. A propriedade de simetria Cyj; = Cjji foi usada para obter a equagao

(1.31). De fato, de (1.25) e (1.16) temos
8uk 8ul
Oij = Z CijuiEr = Z C”kl(&vl 8xk>
k.1
T2 ;(C’W o, T Oy k) T2 Z@“”“a 5 O axl)

1o 0 0
= §§<Cijkl% Cliji Uk> ZC”M
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Se o corpo é isotrépico, segue de (1.29) a equagao de equilibrio,
Zk: 093,-( &xk) Zk: v (“(axk " o, ) =1 (1.32)

Além disso, se o corpo é homogéneo, entao \ e p sao constantes e a equagao se reduz a

—(A + p) grad(divu) — pAu = f.

E usual admitir-se prescritos ou o vetor deslocamento u, ou a tracao t sobre a
fronteira V. Mais especificamente, temos dois tipos de condigoes de fronteira:

ui(x) = g;(x) ou Z oi;(x)n;(x) = pi(x), Y € dV,

onde ¢;(x) e p;(x), 1 = 1,2, 3, sdo fungoes prescritas. i = 1,2, 3.

A primeira condi¢ao é chamada de Condicao do tipo Dirichlet, enquanto que a
segunda é denominada Condicao do tipo Neumann. A condicao de fronteira do tipo
Neumann pode ser escrita na forma

ou
Z Cijkla—xl:nj = Pi- (133)

Jr k1

1.3 Convencao de Somatodrio

A convencao de somatério é frequentemente utilizada para simplificar as expressoes
envolvendo somas com respeito a indices repetidos:

Convencgao de somatério. Na expressao de uma soma, quando aparece um par de
indices, 1.e., o Indice é repetido exatamente uma vez, convenciona-se que os termos
referentes a esse indice estao sendo somados, sendo entao desnecessario explicitar o
simbolo de somatorio.

O dominio do indice fica subentendido no contexto. No uso desta convencao, em
nenhum lugar da expressao o indice pode ser repetido mais de uma vez, caso contrario
h& possibilidades de erro. No caso do somatorio em que um indice aparece somente um
Unica vez ou mais de duas vezes, o simbolo de somatoério tem que ser explicitamente
indicado para nao haver confusao.

Com esta convencao de somatorio, podemos representar os dois problemas principais
deste capitulo como segue:
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1. Problema estacionario da conducao do calor, (1.8) e (1.11):

0 ou
_8—:Q<Qija—$j) +Bu=f em V),
ou

U =1uy ou Qij% n; = u; sobre OV.
J

2. Problemas elastostaticos, (1.31) e (1.33):

0 0uk
— (O = f, v,
D (Cjklaxl) / e
ou
u; =¢q; ou C’ijkla—xl;nj:pi sobre OV.

Para dar mais um exemplo do uso da convencao de somatério, provaremos a si-
metria do tensor de tensao da relagdo (1.24). Primeiro, introduziremos o simbolo de
permutacao:

1 se(i,7,k) é uma permutagao par de (1,2,3),
cijk =< —1 se (1,7,k) é uma permutacao impar de (1,2,3),
0 para os demais casos.

Com este simbolo, o produto vetorial v X uw pode ser escrito na forma componente
como
(v X W); = €;jKV;U.

Agora podemos escrever a relagao (1.24) como

8 80' li

g(()’ji(&?]‘klakﬁ)) = ajajklrk%. (134)
Relembramos que a; é um vetor constante e r; é o vetor posi¢cao de z;, e portanto
or
L= b
8@-
Fazendo a derivada do lado esquerdo de (1.34), obtemos
0 Joj;
%(O’ji(é‘jklakﬁ)) = 81’] qklakrl + ajiejklakéil. (135)

Fazendo a mudanca de indices no somatorio, o primeiro termo do lado direito pode ser
reescrito como

80’ji &m
O EjklAETT = 7 —E1kA;Tk,
i

&m
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que ¢ igual ao termo do lado direito de (1.34), porque &, = €. Portanto, o segundo
termo do lado direito de (1.35) é zero,

0ji€ jk1r0i = i€ kit = 0.

Como ay, é arbitrario, temos
04i€jki = 0.

Este é um sistema de trés equacoes para k = 1,2, 3, dado por
032 — 023 = 0, o13 — 031 =0, 091 — 012 = 0.

Em outras palavras, o tensor de tensao é simétrico.

1.4 Métodos Numéricos

Considere o problema modelo de determinar uma fungao u = u(x) que satisfaga a
seguinte equacao diferencial com as condigoes de contorno abaixo:

{ u'(x) = flx,u(e),u'(z))  Voe(0,1),
u(0) =u(1) =0,

onde estamos denotando por 1 a derivada de u. Suponhamos que f seja uma funcao re-
gular e que o problema admita uma unica solucao. A solucao aproximada do problema
pode ser obtida por duas classes de métodos numéricos: o método das diferencas finitas
e o método das projegoes. A ideia basica do método das diferengas finitas é transfor-
mar o problema de resolver uma equacao diferencial num problema de resolver um
sistema de equacoes algébricas, substituindo as derivadas por diferencas finitas. Por
outro lado, o método das projecoes consiste em obter uma aproximacao da solucao da
equacao diferencial, usando uma combinacao linear finita de fun¢oes conhecidas, usu-
almente denominadas funcoes bases. Conceitualmente, se considerarmos que a solucgao
do problema pertence a algum espaco de fungoes de dimensao infinita, entao a solucao
aproximada é obtida num subespaco de dimensao finita, gerado pelas fungoes bases. A
projecao da solucao sobre o subespaco de dimensao finita é a solucao aproximada. O
método de elementos finitos é baseado no método das projegoes.

Para exemplificar as ideias gerais do método das projecoes com um exemplo simples,
consideremos o seguinte problema de segunda ordem:

{ —u"(x) +u(z) = f(x) Ve (0,1),

u(0) = u(1) = 0. (1.56)
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onde f = f(x) é uma funcao regular. Suponhamos que a solu¢do aproximada do
problema (1.36) seja dada por

(@) = 3 Gy (o). (1.57)

onde as funcoes bases ¢; satisfazem as condicoes de fronteira:

vi(0) =¢;(1) =0, j=1,---m. (1.38)

Nestas condigdes, a solugao aproximada u,,(x), dada por (1.37), satisfaz a condic¢ao de
fronteira e o problema se reduz a se determinar os coeficientes C; em (1.37). Existem
varias possiveis aproximagoes e aqui daremos somente as duas mais conhecidas: método
de colocacao e método de Galerkin.

1.4.1 Meétodo da Colocacao

Sejam xy, - - -, &, os pontos da malha da discretizagao do intervalo [0, 1], denomina-
dos nds ou pontos nodais. Queremos que a solucao aproximada satisfaca a equacao di-
ferencial nesses m pontos. Portanto, substituindo w,,(z) definida em (1.37) na equagao
diferencial, obtemos

- Z Ciefj () + ZCjcpj(:):i) = f(=z), i=1,---,m,
Jj=1 j=1

onde estamos admitindo que as funcoes bases sao de classe C?, i.e., duas vezes continu-
amente diferencidveis. Podemos isolar os coeficientes C; para obter o seguinte sistema

linear:
m

> C (=g (@) + i) = flz),  i=1---,m. (1.39)

j=1

Assim, denotando

aij = = () + ;) (1.40)
obtemos o sistema linear AC' = F’, onde A = (a;;) é uma matriz quadrada de ordem m,
C=(Cy,--,Cp)" é o vetor incognita do sistema e F' = (f(x1), -+, f(z,))T é um vetor

conhecido, denominado vetor for¢ca nodal. Uma vez determinandos os coeficientes C;
do sistema linear, a solugao aproximada da equacao diferencial (1.36) é obtida através
de (1.37). A matriz A depende somente das fungoes bases consideradas e, de um modo
geral, é uma matriz cheia e nao simétrica. O uso de fungoes bases com suporte pequeno
localizado nos pontos nodais pode simplificar a forma da matriz A e facilitar a resolucao
do sistema linear.
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1.4.2 Método de Galerkin

O método de Galerkin é baseado no conceito de ortogonalidade de fungoes. Dadas
duas fungoes integraveis u e v definidas em [0,1], dizemos que sdo ortogonais se

1
(u:v):= / u(z)v(z)dx = 0. (1.41)
0
Voltando ao problema modelo (1.36), consideremos a fungao residuo r(x) definida por
r(z) = —u"(x) +u(z) — f(x)  Vae(0,1). (1.42)

E facil ver que se u(z) é a solucdo exata do problema (1.36), entdo r(z) = 0 e a
funcao residuo é ortogonal a qualquer funcao. No entanto, para a solucao aproximada
u(x) = upy(z) definida em (1.37), ndo podemos esperar que 7(x) seja identicamente
nula, pois u,,(z) é apenas uma combinagao linear das fungdes bases. O método de
Galerkin consiste em determinar u,,(z) de tal forma a preservar a propriedade de
ortogonalidade da solugao exata, isto é, que a funcao residuo seja ortogonal a todas as
funcoes bases {1, w2, -+, pm}. Mais precisamente,

/0 [—ul (2) + U (z) — f(2)]pi(x)dx =0, i=1,---,m.

Substituindo (1.37) na integral acima, obtemos
m 1 1
ZOJ/ [—903-'($)+<Pj($)]<ﬁi(96)d96=/ f@ei(@)de, i=1,---,m.  (143)
j=1 0 0
Integrando por partes o primeiro termo, obtemos
1 1 1 1
- [ @it = ~gaei)] + [ d@ei@is = [ i@
0 0 0
pois ¢;(0) = p;(1) = 0. Definindo

%zfﬁuMMM+fwm%mw

1

fi = f(l’)g@,(l’)dl’,

0

(1.44)

obtemos de (1.43) um sistema linear AC' = F' com inc6gnitas C' = (Cy,-- -, C,,)7, onde
F=(f--,fn)" e A= (a;) é uma matriz m x m.
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E imediato de (1.44) que ¢ suficiente supor @j(z) e suas derivadas ¢(z) funcoes
quadrado-integraveis, i.e., pertencentes ao espago L*(0, 1), para que os coeficientes a;
estejam bem definidos. Portanto, as classes de funcoes disponiveis para funcoes bases
no método de Galerking sao mais amplas do que aquelas possiveis para o método da co-
locacao. De fato, func¢oes continuas e seccionalmente lineares, por exemplo, satisfazem
as condigoes para formar bases no método de Galerking, mas nao sao necessariamente
duas vezes diferenciaveis.

Além disso, note que a matriz A definida por (1.44) é simétrica, o que facilita a
resolucao do sistema linear AC' = F', e portanto, apresenta outra vantagem do método
de Galerkin sobre o método da colocagao.

A matriz A depende somente da escolha de fungdes bases. Uma escolha classica
que resulta em uma matriz diagonal (o caso ideal), é o da escolha das autofungoes do
operador diferencial do problema (1.36), i.e., D = —d?/dz* + I,

(p](l') :sen(jmz'), ] = 17"'7m' (145)

Neste caso, como as fungoes bases sao mutuamente ortogonais e satisfazem a condigao

! ! 1 se 1=7

/ sen(imx) sen(jmx) d:z:/ cos(imx) cos(jmx) dr = 2 ’

0 0 0 se i #j,
Substituindo em (1.44), obtemos um sistema linear AC' = F, onde a matriz A é

diagonal, ou seja
1 o
ajj = —<1 + (Jm) ),

23 i=1,...,m. (1.46)
fi= | fa)sentimo) e
0
Portanto, os valores de C; sao dados por
2f;
O —_ i
71+ (jm)?

e a solugao aproximada do problema (1.36), usando a base de autofuncgoes, é dada por

L 2f; ‘
U (2) = ; T Gne sen(jmz).

<

Observemos que esta solugao corresponde a série truncada da solugao classica obtida
pelo método de séries de Fourier,

~

— ] :
u(z) = ; TTGn? sen(jmz),
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onde fj, j € N, sdo os coeficientes de Fourier da fungao f(z),

fj = 2/01 f(x)sen(jmx) dx.

De (1.46) temos f] =2f;.

Evidentemente, as autofuncoes definem uma base ideal para o calculo da solucao,
mas infelizmente, em situacao mais gerais, as autofuncoes do operador diferencial as-
sociado ao problema nao sao explicitamente definidas. Porém, como veremos adiante,
podemos escolher uma base “local” tal que a matriz dos coeficientes seja uma matriz
banda, o que reduz bastante o nimero de operacoes para a resolucao do sistema linear.

1.4.3 Elementos Finitos

Em cada um dos métodos numéricos de projecao, o problema computacional central
é resolver o sistema algébrico (linear ou nao linear). Assim, é desejdvel que a matriz dos
coeficientes tenha algumas propriedades que permitam facilidade de resolugao (menor
nimero de operagoes) e seja bem condicionada. A matriz dos coeficientes A depende
fundamentalmente das fungoes bases {p1(x), -, @m(x)} que geram o subespago onde
estamos procurando a solu¢ao aproximada u,, ().

A ideia fundamental do método de elementos finitos é introduzir fungoes bases
com suporte pequeno, localizado nos pontos nodais dos elementos. Para exemplificar,
consideremos o problema unidimensional (1.36) e {zg =0 < x1, -+, Ty < Tpy1 = 1}
uma discretizacao uniforme do intervalo [0, 1]. Cada elemento [z —z;] é um intervalo
de comprimento h = 1/(m + 1). Seja {¢1(x), -, pm(x)} uma base definida por

1
E(m — l’j_l) V:E S [zj—17zj]’
(=1 1 =
p;(x) (@i —a) V€ lzj, 2], I b o
0 Vo & [z;_1, 2411,

Neste caso, o suporte da fungao ¢;(x) é o intervalo [z;_1,x;41] que contém o ponto
nodal z;. Logo, a matriz A obtida pelo método de Galerkin ¢ uma matriz tridiagonal
m x m, sendo o nimero de operacoes para a resolucao do sistema proporcional a m.

Note que a fungao base ¢;(x) definida em (1.47) é continua e seccionalmente linear,
sendo portanto uma fungao de L?*(0,1). Mas ela nao pode ser usada como funcao
base para o problema (1.36) utilizando o método de colocacao, pois ela nao é de classe
C?. Entretanto, funcoes mais regulares constituidas de polinomios (fungoes spline) sao
muito usadas como funcoes bases nos métodos de colocacao e de Galerkin.
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Em geral, nenhum dos dois métodos discutidos aqui tem uma grande vantagem
sobre o outro e isto depende de cada problema em particular. No que se refere aos pro-

blemas eliticos, consideraremos exclusivamente elementos finitos, utilizando o Método
de Galerkin.

1.5 Problemas Variacionais Abstratos

Para uma melhor compreensao dos conceitos usados nos proximos capitulos, in-
troduziremos algumas defini¢oes e teoremas fundamentais para a prova da existéncia
e unicidade de solucao para uma ampla classe de problemas variacionais. Para isso,
denotemos V' e H dois espacos de Hilbert com produto interno e norma representados,
respectivamente, por (- : ), || - || e (-:-), ||

Definicao 1. Dizemos que uma func¢ao a(-,-) : V x V' — R é uma forma bilinear em
V' se ela é linear em cada uma das suas componentes, isto é, para cada u € V, as
aplicagoes v — a(u,v) e v — a(v,u) sao lineares em V.

Definigao 2. A forma bilinear a(-,-) é continua em V se existe uma constante C; > 0
tal que
la(u, 0)] < Cullulllvll,  Vu,veV.

Definigao 3. A forma bilinear a(-,-) é coerciva em V', se existe uma constante Cy > 0
tal que
a(v,v) > Cy||v|]?, Yo eV.

Definicao 4. A forma bilinear a(-,-) é simétrica em V' se
a(u,v) = a(v,u) Yu,v € V.

Definicao 5. Uma funcao f : V — R linear é continua se existe uma constante C's > (
tal que
[(f,0)] < Csllofl,  YweV.

Nesta caso, diz-se que [ é um elemento do dual de V', representado por V' ou V'*.

1.5.1 Formulacao Variacional Abstrata

Queremos determinar uma funcao u € V' tal que

a(u,v) = (f,v), YveV. (1.48)
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O resultado do teorema que segue se aplica aos problemas considerados nos préximos
capitulos.

Teorema (Lax-Milgram). Sejaa(-,-) uma forma bilinear, continua e coerciva. Entao,
se f é uma forma linear e continua em V', o problema variacional abstrato (1.48) possui
uma tnica solucao u € V. Além disso, a aplicacao f + u é continua de V' em V.

A demonstragao do teorema de Lax-Milgram pode ser encontrado em ([2, 13, 14]).

Uma interessante forma de se caracterizar a solugao do problema variacional abs-
trato pode ser feita através da minimizacao do funcional £ : V — R, denominado
funcional energia, dado por

E(w) == a(v,v) = (f,v), YveV. (1.49)

1
2
Para que os problemas (1.48) e (1.49) sejam equivalentes é necessario que a forma

bilinear a(-, -) seja simétrica, como podemos ver na seguinte proposigao:

Proposicao. Sejaaf(:,-): VxV — R uma forma bilinear, continua, coerciva, simétrica
e f:V — R uma forma linear e continua em V. Entao, u € V é a solucao do problema
(1.48) se, e somente se, u minimiza o funcional E em (1.49).

Demonstragao: Seja u a solugdo do problema (1.48). Entao,
a(u,u —v) = (f,u—v), YveV.
Sob as hipdteses, temos
a(u,u—v) < (fiu—v) + 3 alu—v,u—0v) =
a(u, u) — a(u,v) < (f,u) — (f,v) + 1 a(u,u) — a(u,v) + 1 a(v,v), Vv eV,

de onde se conclui que E(u) < E(v) qualquer que seja v € V' e portanto a solugao u
minimiza o funcional energia. Para mostrar que esta solucao é tinica, considere uma
outra solucao @ € V de energia minima. Entao, por definicao de minimo, temos

E(u)gE(u;—a) e E(ﬂ)gE(u;a).

Da definicao de E, obtemos desenvolvendo cada um dos termos,

% o, u) + % o, @) < i{a(u, w) + a(i, i) + a(u, &) + a(i, u)}

Logo 1 a(u—@,u — @) < 0. Sendo a(-, ) coerciva, conclui-se que u = .
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Reciprocamente, seja v minimo do funcional (1.49). Entao, vale a seguinte desi-
gualdade:
E(u+ )\1;\) — E(u) >0,

YoeV, VAeR,

de onde se obtém

lim E(u+ M) — E(u)
A—0t A

= a(u,v) = (f,v)

e consequentemente, a(u,v) — (f,v) > 0 para todo v € V. Como a desigualdade é
valida para todo v podemos substituir v por —v para obter a igualdade

a(u,v) — (f,v) =0, YveV.

Portanto u é solugdo do problema (1.48). O

1.5.2 Espacos Funcionais

Para aplicar os resultados abstratos aos problemas especificos que trateremos no
texto, faz-se necessaria a introducao de nogoes basicas da teoria das distribuicoes e dos
espagos de Sobolev.

e Espacos das Funcoes Testes:

Seja 2 um conjunto aberto e limitado do R™ com fronteira suave. Denotamos por
C*(9) o espago vetorial das fungoes reais definidas em (2 infinitamente continuamente
diferenciaveis. Dada uma funcao u definida em 2, denomina-se suporte de u ao fecho
em §2 do conjunto dos pontos de 2 onde a fungao u ¢é diferente de zero. Por C§°(£2)
estamos denotando o subespaco do espago C'*°(£2) com suporte compacto contido em

Q.

e Convergéncia em C§°((2)

Definigao 6. Diz que uma sequéncia (p,),en pertencente ao espago C3°(€2) converge
para zero quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

1. Todas as funcgoes p, da sequéncia possuem suportes contidos em um mesmo
compacto K C (2.

2. Os elementos da sequéncia (¢, )yen € as suas derivadas de todas as ordens con-
vergem uniformemente para zero em K, ou seja, Dy, — 0 uniformemente em
K, qualquer que seja o multi-indice j = (j1, jo, ", Jn), Jr € N.

Lembremos que, por definicao,
aj1+"'+jn

-
oxit -+ Oxly
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O espaco vetorial C§°(€2) munido da nocdo de convergéncia acima é denominado
espago das fungoes testes, representado por D(€2). Com essa nocao de convergéncia,
podemos introduzir o que se entende por uma distribuicao.

e Distribuigoes

Definicao 7. Denomina-se distribuicao sobre ) toda forma linear T' continua em
D(Q2). Mais precisamente, uma distribuicao T é um funcional T : D(Q) — R satisfa-
zendo as seguintes condicoes:

L T(ay +Bp) = aT(¥) +BT(¢) a,feR;  ¢,0 D).

2. T é continua em D(S), ou seja, se (¢,) converge para zero em D(2), entao T (ip,)
converge para zero em R

O espago das distribui¢oes com a nocao de convergéncia é denotado por D'(€2).

E fécil mostrar que uma funcio u € L}.(€), dita localmente integravel, define

univocamente uma distribuicao 7T, pela seguinte relagao:

Assim, podemos identificar de forma tnica a distribuigao T,, com a funcao u € L}, (Q),
de modo que, com esta identificagdo, tem-se L} (2) C D'(Q).

loc

Por razoes que ficam evidentes na Anélise Funcional, é usual escrever T'(¢) = (T, ¢)
quando T" € D'(2), e quando nao houver ambiguidade,

() = /Q w@)p(z)de Ve € D(Q). (1.50)

Para T € D'(Q), a = (a1, -+, ) € N" e |a| = a; + - - - + ay, definimos a derivada
de ordem « de T no sentido das distribuicoes do seguinte modo:

<%, (p> - (—1)a<T, (37‘5>, Vi € D(Q). (1.51)
Observe que pela definigao (1.51) toda distribuigao é infinitamente derivavel, visto que
p € C§o(92).

e Espacos de Sobolev

Com a noc¢ao de distribuicao e suas derivadas, podemos definir os espagos de So-
bolev. Para isso, lembremos que se £ é um aberto do R", o espaco L*(€2) definido
por

@) ={u: 0~ R /Q|u(x)\2dx <o)
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é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno e norma definidos respec-
tivamente por

o) = [u@u@yde e fuli= [ @) dr

Vimos anteriormente que toda fungao u € Lj,.(Q2) define univocamente uma dis-

tribuigao em €. Assim, o resultado também ¢ valido para funcoes u € L*(Q), ja que
L*(Q) c L} (). Assim, as fungao de L?*(€2) podem ser consideradas distribuigoes
sobre {2 e, nesse sentido, possuem derivadas de todas as ordens.

E importante observar que as derivadas no sentido das distribuicoes das funcoes

u € L*(Q2) ndo sao necessariamente fungoes Lj},.(€2).

Com as observagoes acima, podemos definir os espagos de Sobolev. H™(Q2), m € N.

0*u
m I . . 2 2
H™(Q) = {u QR we Q) g E L (Q)},
ondea=a;+ -+a, 0<a<m,a €N.
O produto interno em H™(S2) é dado por
= 0“u 0%v "
e =3 [ e e Veve @), ()

Prova-se que o espago de Sobolev H™(£2) munido do produto interno definido em
(1.52) é, para todo m € N, um espago de Hilbert. Por convencao, estabelemos que
H°(Q) = L*(Q) e para m = 1, temos

HY(Q) = {u e L*(Q); g;f e L*Q),i=1,... n}

com o produto interno e a norma definidos por

(u:v) ::/uvd:c+/Vu~Vvd:c e |ulf ::/ \u\zdx—l—/\VuFdx.
Q Q Q Q

Um subespago importante do espago H'(Q) é o espaco H}(€?), definido pelas fungoes
u € HY(Q) que se anulam na fronteira I' de €2, ou seja,

HY(Q) = {u € H'(Q); u =0 sobre F}.

Algumas propriedades importantes do espago Hg(€2) usadas no texto sdo dadas
abaixo, cuja demonstragdo pode ser encontrada em ([2, 13, 11]).
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. Dual. Sendo H}(€2) um espaco de Hilbert, denota-se por H~(£2) o seu espago

dual, isto é, o espaco dos operadores lineares e continuos definidos em H}(€2).
Desse modo, caracteriza-se H () como sendo o espaco das distribui¢oes sobre
Q) da forma:

8’01 8’Un
T — el ST
Vo + D, + + 0z’
onde vy, vy, - - -, v, sao fungoes do espago L?(£2)

. Densidade. O espaco das fungoes testes D(2) é denso em H} () na norma do

H'(Q), ou seja, para qualquer funcao u € H} (), existe uma sucessao de fungoes
(u,)yen em D(Q) convergente para v em H'().

Obs: Identificando o espaco L*(€2) com seu dual (L?(Q2)), podemos estabelecer
as seguintes inclusoes:

D(Q) C Hy () C L*(Q) =~ (L*(Q)) c HYQ) c D'(Q)

. Equivaléncia de normas. No espaco H}(f2), as normas |lul]; e ||[Vullp sdo

equivalentes, ou seja, existem constantes positivas C; e Cs tais que
Cillully < IVullo < Callulls,
onde estamos denotando por || - ||y e || - ||o as normas do H'(Q) e L?(Q), respecti-

vagqmente. A primeira desigualdade é conhecida como desigualdade de Poincaré-
Friedricks e a segunda é uma consequéncia imediata da definicao de norma.

. Densidade em H™(). O espaco das funcdes continuas de ordem k, C*(Q),

é densos em H™(Q2) m = 0,1--+; onde k > m. Esta importante propriedade
implica que qualquer funcao do H™(f)) e suas derivadas pode ser aproximada
por funcoes do espaco das funcoes continuas C*(€2). Neste caso, as derivadas no
sentido das distribui¢oes coincidem com aquelas no sentido cléassico.

. Teorema do Trago. A aplicagao linear e continua, v : H'(Q) — L*T),

denomina-se traco sobre I'. Desta forma para toda fungiao u € H'(2), o trago de
you = ulpr € L*(T"). Da continuidade da aplicacao trago, obtém-se

Ivoull 2y < Jlulls.

Tendo em vista os problemas de evolucao que trateremos adiante, os seguintes

conceitos e resultados matematicos merecem mengao:
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Definigao 8. Seja Y um espago de Banach real. Diz-se que a fungao u : [0,7] — Y
é fracamente continua em Y se, para todo y' € Y', a funcao t € [0,T] — (u(t),y’)
é funcao continua. O espaco das funcoes fracamente continuas em Y é denotado por
Co([0, T];Y).

Sejam X e Y espacos de Banach reais, sendo X um espago reflexivo com injecao
continua de X em Y.

Lema 1. Seu € L>(0,7; X)(Cs([0,T];Y) entao u € Cs([0,T]; X).

d
Lema 2. Seja W(0,T) = {u e LP(0,7; X); d—TZ e LP(O,T;Y)}.
Se u € W(0,T) entao u € C[[0,T];Y].

Teorema de Aubin-Lions. Sejam By, B e B; espacos de Banach com imersao com-
pacta entre By e B e imersao continua entre B e By. Se uma sucessao {u;, } men satisfaz
as condigoes

{tp Y men limitada em L¥(0,T;By) e {u! }men limitada em L¥(0,T; By),
existe uma subsucessao U, .y de u,, que converge forte em L¥(0,T; B).

Um exemplo comum de espagos satisfazendo as imersdes acima sao: By = H{ (),
B=1*Q) e Bp=H Q) ou B; = L*(Q), com Q2 C R" dominio limitado.

Desigualdade de Gronwall. Sejam ¢ e ¢ fungées reais e integraveis em |a, b|, tais
que @(t) > 0 ep(t) >0, Vt € [a,b]. Se a e B sao nao negativos e

ot) <a+p / o(s)(s) ds,

entao ¢(t) < aexp (B [Fab(s) ds).

Em particular, se 1(t) = 1 entdo, p(t) < e~ Vt € [a,b).

1.6 Aproximacao por Diferencas Finitas

Para se resolver uma equagao diferencial de evolu¢ao (como as do tipo parabdlico
ou hiperbdlico por exemplo) pelo método de elementos finitos, é usual por razoes de
estabilidade que a derivada no tempo seja aproximada pelo método das diferencas
finitas. Dessa forma, para concluir esse capitulo, apresentaremos algumas consideragoes
sobre a aproximagao da derivada por diferencas finitas e sobre a ordem de convergéncia.
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Seja f uma funcao suficientemente regular. Pelo Teorema de Taylor podemos
expandir a fungao f(z) na vizinhanga de = € (a,b). Assim, se § > 0 é tal que
(x — 9,z +0) C (a,b), tem-se para h suficientemente pequeno,

fla+ ) = @)+ b + o)+ e+ e )
e de forma andloga,
Fla— )= 1) = hf @)+ @) = ) + B - )
Somando os termos (1.53) e (1.54), obtemos
f(x —h)—2f(x) + f(x +h) = R2f"(z) + O(h%), (1.55)

onde O(h') denota todos os termos de poténcia maior ou igual a quatro em h. Admi-
tindo que esses termos sejam pequenos quando comparados com poténcias inferiores
de h (h < 1), podemos descarta-los para obter a seguinte aproximacao para a derivada
de segunda ordem da funcao,

1
f'(@) = = (fz +h) = 2f (@) + f(z = b)), (1.56)
com o erro da aproximagao de ordem O(h?). A aproximagao (1.56) é conhecida por
diferenca central.

Por outro lado, podemos obter uma aproximacao pela diferenca central para a
primeira derivada de fungao f(x), fazendo a diferenga entre os termos (1.53) e (1.54),
ou seja

flx+h) = f(z = h) = 2hf'(z) + O(h?),
e dessa forma temos a seguinte aproximacao por diferenca central para a primeira
derivada

Fa) = o (F+h) = fo = 1), (1.57)

também com erro de aproximagao de ordem O(h?).

Desprezando os termos com poténcia dois ou superior de h em (1.53) e (1.54), temos
também as seguintes aproximagoes para a primeira derivada:

f(x) ~ %(f(:c +h)— f(:E)) (Diferenga progressiva ou adiantada), (1.58)

f(x) ~ %(f(x) — flx — h)) (Diferenga regressiva ou atrasada ), (1.59)

sendo ambos os erros das aproximagoes de ordem O(h).
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Notacao:

Seja f uma fungao nas variaveis independentes = € [a, b] et € [0, 7] e consideremos a
seguinte discretizacao uniforme: a =g <21 < -z =bel=ty<t; <---ty =T,
onde h = x;41 —x; € At = t,, 41 — t,, sS40 denommados passos. Assim h = ( —a)/M e
At =T/N e cada elemento discreto pode ser obtido por,

x; = xg + th, para i=1,2,---M
t, = to + nAt = nAt, para n=1,2---N.

Vamos denotar a fungado f nos pontos discretos (z;,t,) da seguinte forma:
f(xi, tn) = f(xo +ih,nAt) = .

Com essa notagao a diferenga central (1.56) é dada por

2f(x,t 1
(%) ~ ﬁ( T=2f ) (Diferenga central “espaco”)  (1.60)

com erro de ordem O(h?) e similarmente,

a2f(I’ t) n+1 n n—1 : « ”
(T)Z (At) (f —2f1'+ fi ), (Diferenga central “tempo”) (1.61)

com erro de ordem O(At?). Para a diferenca progressiva (regressiva) temos

1
<8f éi ,t) ) ~ ( " Z") (Diferenga progressiva)
<8f éi 1) ) ~ % ( fr— fl."_1> , (Diferenca regressiva)
s oi™ . | | (1.62)
" ~ = ( fr fin>’ (Diferenga progressiva “tempo”)

com erro de ordem O(h) e O(At). Por abuso de notagao, usaremos o simbolo = em
lugar de ~~.






CAPITULO 2

Problema Estacionario
Unidimensional

O problema modelo que estudaremos a seguir é um dos mais tipicos problemas elipticos
e tem varias aplicagoes fisicas. Sao estudadas as formulagoes forte e fraca do problema
com diversas condigoes de fronteira e sua influéncia no sistema linear, consequéncia
da aplicacao do método de elementos finitos. Resultados numéricos sao mostrados
juntamente com os respectivos erros. No Apéndice sao apresentadas passo-a-passo as
etapas do programa computacional

2.1 Formulacao do Problema

O problema modelo que abordaremos nesse capitulo é o de determinar uma funcao
u € H0,1) tal que

—au’(z) + pu(x) = f(x), Vxe(0,1) 2.1)
u(0) =u(l) =0, '
onde a > 0 e 8 > 0 sao constantes e f é uma funcao regular.

Dentre as diversas interpretagbes que a solu¢do u do problema (2.1) acima re-
presenta, citemos a posicao de equilibrio de uma corda flexivel que esta presa pelas
extremidades, sendo f a forca distribuida que atua sobre ela.

Além das condicoes de fronteira acima, outros tipos também serao considerados.

2.1.1 Formulacao Variacional

O Método de elementos finitos ndo é aplicavel diretamente ao problema (2.1). As-
sim, faz-se necessdario expressar o problema numa forma mais conveniente para que seja
possivel aplicar o método de Galerkin.

29
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Consideremos o espaco das fungoes teste em (0, 1),
D(0,1) = {v € C5°(0,1); v(0) = v(1) = 0}.
Multiplicando a equagao (2.1) por v € D(0, 1) e integrando, obtemos
1 1 1
/ —auv dx+/ Buw d:c:/ fvdr YveDO,1). (2.2)
0 0 0
Assim, segue da integracao por partes,
1 1 1 1
—a/ v dr = —a(u'v)‘ +a/ u'v' dr = a/ u'v' dz,
0 0 0 0
pois v(0) = v(1) = 0. Substituindo em (2.2), segue que
1 1 1
a/ u’v’dm+ﬁ/ uvda::/ fvdr YveD(0,1). (2.3)
0 0 0

Como D(0,1) é denso em V = H}(0,1), a igualdade (2.3) também ¢ valida para todo
v € V. Assim, definindo

1 1
a(u,v) = a/ u'v' dx + 5/ uvdx, (2.4)
0 0

1
(f:v):/ fodz, (2.5)
0
entao (2.3) é equivalente a determinar v € H}(0,1) satisfazendo:

a(u,v) = (f:v), VoeV. (2.6)

Vamos agora utilizar o Teorema de Lax-Milgram para mostrar que o problema
variacional (2.6) tem uma tnica solugao. Com efeito

1. a(-,-) é bilinear e simétrica. Sejam u, v e w fungdes pertencentes ao espago de
Hilbert V = HJ(0,1). Usando a defini¢ao (2.4), é imediato verificar que

a(u+w,v) = a(u,v)+a(w,v), alu,v+w) = a(u,v)+a(u,w), a(u,v)=alv,u).
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2. a(-,-) é continua. De fato, usando a desigualdade de Schwartz, obtemos:

1 1
la(u,v)| < a/ |u’v’|dx+5/ |uv| dx
0 0

1 1/2 1 1/2
<« </ |u'\2dx) </ |v/\2dx)
0 0
1 1/2 1 1/2
+ 8 (/ |u|2dx) (/ |v|2dz)
0 0

< afullollv"llo + Bllulollvllo
< diflullaflvfly,

onde, na tltima desigualdade, usamos a equivaléncia das normas em V = H} e
91 = max{a, f}. Logo a forma a(-,-) é continua em V.

3. a(+,-) é coerciva. De fato, temos
1 1
alu,u) > a/ |u'|* d + 5/ w?dr > Sl|ullf, Yu €V,
0 0

com 6y = min{a, 5} se f > 0e dy = Crax se § =0, onde C é a constante devida
a equivaléncia entre a noras ||ul|; e ||u/[|o-

Vale observar que, embora a hipétese § > 0 nos permita mostrar de forma simples
que a forma bilinear a(-, ) é coerciva em H{ (0, 1), essa condigao pode ser relaxada para
a constante 5 “nao muito negativas”. De fato, pode-se mostrar neste caso a forma a(-, -)
¢ coerciva desde que 3 > —72a.

Por outro lado, considerando f € L?(0,1) em (2.5), vemos que a forma linear
(f,v) = fol fuvdx é limitada em V| pois

1
[(f, )] S/O |[foldz < | fllollv]  YveVW

Utilizando o Teorema de Lax-Milgram ([2]) obtemos a existéncia e unicidade da
solugao u € V = H}(0,1). Além disso, utilizando o Teorema de regularidade eliptica
(ver [2, 13, 14]), mostra-se que para f € L*(0,1), tem-se u € V = Hy(0,1) N H*(0,1)
e, além disso,

lull2 < ¢ll flo, (2.7)

onde ¢ é uma constante que somente depende de 0,1 = (0, 1).

Pode-se mostrar que nestas condigoes de regularidade, os problemas (2.1) e (2.6)
sao equivalentes.
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2.1.2 Meétodo de Galerkin

O método de Galerkin consiste em aproximar o espaco das solucoes por um su-
bespaco de dimensao finita. Para isso, escolhemos um subespago V,, gerado por um
conjuntos linearmente independente de m elementos do espaco de Hilbert Hj(f2), ou
seja,

Vin = [1, 02, -+ Pm] (2.8)

onde {¢;, i € N} é uma base hilbertiana de H}(Q2). Assim, podemos buscar uma
solucao aproximada u” € V,,, do problema (2.6) no subespaco V;,.

e Problema Aproximado

Definimos a soluc¢ao aproximada u;, € V,,, do problema (2.6) por
a(up,v) = (f :v), Vv e V. (2.9)

Sendo uy, € V,,, temos necessariamente
up(z) = Z Cipi(z), ©; € Vi, (2.10)
j=1

de modo que, substituindo u;, dado por (2.10) em (2.9) tem-se

a(ZC}@(m):u) =(f:v), Vo eV,

Como v € V,,,, podemos tomar v = ;. Logo,
Za(api, 0;))C; = (i : ), parai=1,...,m. (2.11)

J=1

Denotando por K = [K;;| a matriz de ordem m x m (denominada matriz rigidez global
ou matriz global), F' = [F;] o vetor de ordem m x 1 (denominado vetor forga global) e
C = (Cy,...,C)T o vetor incégnita, obtemos o sistema linear

KC =F, (2.12)

onde
De (2.4) e (2.5) a matriz rigidez e o vetor for¢ca sao dados respectivamente por

! dy; dy;
o t7J ey 2.1
K /0 (a I da —l—ﬁaplap]> dx (2.13)
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e Propriedades da Matriz Rigidez
(i) K é simétrica. De fato:

! dy; dp; ! dy; dy;
o i 45 e _ ap; dpi . e
K;; /0 <a e ﬁg@,goj) dz /0 (a . +5tp]<pl> dz = K,
(2.15)

(i) K ¢é definida positiva. De fato, seja d = (dy, ..., d,,)T. Entao,

d"Kd = Z d; Kyjd; = Z dia(pi, p;)d;
ij=1 i.j=1 (2.16)

= a(Z d;pi, Z djap]) = a(v,v) > 0,
i=1 j=1
pois

1 dv 2 1
a(v,v) = a/ (—) dx + 5/ vide > 52”””?{1(9) >0
0 d!L’ 0 0

para a, 8 > 0, onde §, = min {a, 8}. Por outro lado d* Kd = 0 < a(v,v) = 0.
Assim ||UH§{3(Q) = (0. Como as funcoes ¢; sao linearemente independentes, temos
d; =0 para todo j = 1,...,m.

2.2 Funcao de Interpolacao

Para o cédlculo da matriz global K e do vetor forca F', precisamos definir explicita-
mente as fungoes ; que compoem a base do subespago V,,,. A escolha de ¢; é essencial
para a otimizagao do sistema linear. No caso que estamos tratando, 2 = (0.1), de modo
que podemos escolher as fungoes ; como sendo fungoes trigonométricas ou polinomiais,
para as quais as condicoes de fronteira sejam satisfeitas.

O objetivo principal na escolha de ¢; ¢ fazer com que a matriz K;; nao seja uma
matriz cheia, isto é, seja uma matriz com muitos elementos nulos e, de preferéncia,
que seus elementos obedecam a uma certa ordem. Uma matriz nessas condigoes é
denominada matriz esparsa e o sistema linear resultante ¢, em geral, bem condicionado.

Para a solugao do problema (2.1), onde as condigoes de contorno sao do tipo Dirich-
let homogeénas, consideremos as fungoes de interpolacao linear por partes, satisfazendo
as seguinte condicao:

)1, sei=y,
wla)={ o w123 217)
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onde z; € [0,1] é denominado ponto nodal ou simplesmente né. Os nds sao pontos
discretos do intervalo [0, 1] distribuidos de forma equidistante ou nao. Tomando m

divisdes em [0, 1], definimos o passo
hi = Tjy1 — Ty, 1= 1,...,m. (218)

No caso dos nés serem equidistantes, h; = h = 1/m.

Em cada né x;, definimos a funcao ¢; linear por partes satisfazendo a condicao
(2.17), ou seja, p; para i = 1,...,m é definida por

(X — Xj—1 T — Ti—
= 9 v € i—1y i)
Lj — Lij-1 hi—y ! [x ! x]
pilr) = TT8 T Ty e ) (2.19)
Ti — Ti41 hi
\ 0 ) Vo ¢ [zi—17$i+l]'
Geometricamente, as fungoes ¢; podem ser representadas por
I I I I I I I I
T Tm+1
Figura 2.1: Fungao base
De (2.19) podemos calcular a derivada de ¢;(x), obtendo-se:
1
Vo e (v, 1),
dep; hi_ll
= 2.20
dx (I) _h_ Vz e (xi>Ii+1)> ( )

0 Vax ¢ (l’i_1,$i+1).

A derivada da fungao ¢;(z) é descontinua no ponto z;, mas isto nao afeta o calculo
da matriz K;;, pois ¢}(z) é continua (constante) por partes.
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E claro que o espaco V,, gerado pelas fungoes ¢; é um subespaco do espago V =
H'(0,1), pois ¢; € C°[0,1] € L*(0,1) e ¢, € L*(0,1).

e A Matriz Rigidez

Utilizando a funcgao ¢;, vemos que a matriz K;; é uma matriz tridiagonal. De fato,

por definicao
! d%d

e como @;¢; = 0se |i — j| > 2, os termos da matriz K;; ndo necessariamente nulos sao
Ki 1, Ki; e K; 11, ou seja, a matriz tem a seguinte forma;

[ % 0 0 0 0]
* 0O 0 0
0 «= = =« 0 0 0
K= |1t 0 (2.21)
0 0 0 *
00 0 0
00 0 0 0

Como a matriz K ¢é simétrica, somente sao necessarios os calculos de K;; e K; ;11
dados por

1 ) Zit1 Tit1
Kii:a/ (d%) d:c+ﬁ/ dx_a/ <d‘pl) da +B/ o2da
o \ dx e, \dT
T; ) Tit1 . T Ti+1
=a / doi dz+/ dpi d:): + / @fd:)s+/ o?dr| .
Ti1 dl’ x; d!lﬁ' Ti—1 T4

Calculando cada uma das integrais. obtemos

1 1 _
Kii =« (hi_l + h_l) + g (hi_l + hz) s 1= 2, 3, ey, ML (222)

Para o elemento K ;4, temos:

Tit1 ] ; d ; Tit1
K1 = CY/ 21 Lo dx + 3 ©ipit1 dr
’ e, dr dx 2

Tit1 1 Tit1 Tiy1 — T T — o /Bh'z
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Logo,

« hl
K1 = Kip,; = T + BG .

Devido as condicoes de fronteira, K11 = Kyp1,m+1 = 0. Assim, a matriz dos coeficien-
tes tem ordem (m — 1) x (m — 1) e é dada por;

(2.23)

a1 by 0 O 0 0
bi ay by O 0 0
0 bg as bg 0 0
K= 0 0 b ° 0 0 (2.24)
R o b3 0
0 0 0 0 - ana by
L 0 0 0 0 bm_g Am—1 |
onde
K. i+ ! +é(h-+h- ) ) =2,3 m (2.25)
aj—1 = iw — & hz hi_l 3 7 i—1) 1= 2,9,..., .
¢ h
bi—l :Kii—l—l = —E—Fﬁ : y i:2,3,...,m. (226)
’ h; 6
Se a malha é uniforme, h = h;, de modo que
2ac 26h o  [h
= — + — = —— 4+ —. 2.2
N + 5 © b . + 5 (2.27)

e O Vetor Forca

Através da funcao de interpolagao ¢; dada por (2.19), o vetor for¢a F' definido em
(2.14) pode ser calculado diretamente por

/ fosde = / Fosdu + / " o da

i (2.28)
z+1
)z — i dx+—/ x) (x4 — x) dz,

parai = 2,3,...,m. Por exemplo, tomando f(z) = z para todo = € [0, 1], as integrais
acima podem ser calculadas explicitamente.
.

i— hz .
Fr==¢ (3w 1 + 2hi 1) + Bzt h), i=23..m. (2.29)
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Para a malha uniforme, temos

F; = hx;, i=2,3,...,m. (2.30)

No caso em que seja necessario calcular as integrais em (2.28) numericamente,
podemos calcular a forca F' através da interpolacao de f, usando as fungoes base ;
como interpoladores. Com efeito, a funcao f pode ser interpolada pela fungao y; da

seguinte forma:
m—+1

fle) =3 e f: (2.31)

onde f; = f(x;). Portanto, obtemos
1 1 /m+1 m+1 Tit1
F; = / fpida = / <Z(%~¢j)fg—> dr = Z/ (pi)) f; da.
0 0 j=1 j=1 Y Ti-1
Usando a definicao de ¢; e considerando o suporte compacto, resulta que

i+1

Tit1
Fi=> / (pip) [ dx
j=im1 /i (2.32)
T Tit1 ) Tit1
= fi—l/ (pipi—1) dz + fi/ (¢:)” dx + fi+1/ (pitpiy1) da.
Ti-1 Ti-1 T;
Fazendo os céalculos das integrais, obtemos
x; hi— Tit1 1 Tit1 hi
/ (pipi1) dx = 5 3 / (0i)? da = g(hz’—1 + hi), / (pipiv1) dx = 5
Ti 1 Ti1 x;
Substituindo em (2.32) obtemos:
hi— hi + h;— h;
F; :fi—lTl+fiTl+fi+1€7 (2.33)

que coincide com a forca calculada anteriormente, quando tomamos f(z) = x. Se a
malha é uniforme, entao,

F; = %{fi—l +4fi + fis1} (2.34)

Agora, utilizando a matriz rigidez K dada por (2.24) e a forga F' dada por (2.33),
obtemos o sistema linear KC = F, onde C = (Cs,...,C,,)T é o vetor incégnita. As
coordenadas C; do vetor C' s@o, exatamente, o valor da soluc¢ao aproximada wuj, = uy(z;),
para todo ¢ = 2, ..., m. Com efeito, fazendo x = x; e substituindo em (2.10) temos:
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2.3 Sistema Linear

Para resolver o sistema linear, existem varios métodos diretos ou iterativos. Em
razao da matriz K ser tridiagonal, utilizaremos apropriadamente o Método de Eli-
minacao de Gauss. Um outro método adequado para a matriz acima é o Método de
Cholesky (usando a propriedade da matriz ser definida positiva e simétrica).

A matriz K e o vetor forca F' sao dados por

i ay bl 0 0 0 0 Fl
bl a9 bg 0 0 0 Fg
0 b2 as bg 0 0 F’3
K=|0 0 b3 ° 0 0 e F=| I
T S :
0 0 0 0 e Amp—2 bm_g Fm—2
| 0 0 0 0 bm_2 Am—1 | L Fm—l 1
Definimos: )
di=a, Gi=F, m :—1,
dy
e para i = 2,3,...m — 1 sucessivamente,
b;
di = a; —mi_1bi—, Gi=F —mi_1Gio, m; = R (2.36)

onde d; = d;;, é o elemento da diagonal principal. No final do procedimento obtemos a
matriz triangular superior:

[ dy by 0 0 0 0 7
0 dy by O 0 0
0 0 d3 b3 0 0
K=|0 0 0 0 0
: : bm—3 0
0 0 0 O © dp—o bp_s
| 0 0 0 0 dmn-1 |
e o vetor forga
Gy
Fo| @
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A solugao do sistema equivalente KC=F , obtida por retro-substituicao, é dada
por

G!m—l
Chn1 = i
Parai=m —2,m —3,...,1, temos:
1

De (2.35), a solugao aproximada up(z;) = C;.

2.4 Matriz Local e Forca Local

Introduziremos os conceitos de matriz local e forga local para o problema modelo
(2.6). A matriz local e a forca local contribuirdo para a formagao da matriz global
(rigidez) K e o vetor forca F' .

Este procedimento nao tem vantagem sobre o anterior no caso unidimensional. Para
os problemas bidimensionais ou tridimensionais, esta formulacao local é significativa-
mente mais simples. Assim, é razoavel introduzir este conceito no caso unidimensional
para facilitar a compreensao nos casos de dimensoe superiores.

Considere 2 = (0,1) e uma discretizacao nao necessariamente uniforme dada por
Zl,’i+1:$i—|—hi, i:1,2,...,m,
onde r1 =0 e xyq = 1.

Para cada intervalo [x;, z;41], considere um elemento e, denominado elemento finito
e as coordenadas locais [z, x§] = [;, ;+1]. Geometricamente os m elementos podem
ser representados por

Para cada intervalo local [z, x§] do elemento e, definimos a funcdo de interpolagao

local dada por

e

o = o Ve [xf, x5,
e — e ;)j'—l‘e e e 238
(Pa(l') 902 = h 17 v.flf € [x17x2]7 ( )
0, V¢ [zf, 28],

— e e
onde h, = x§ — xf.

A funcao de interpolacdo ¢; definida em (2.19) é a jungao das fungoes de inter-
polacdo local 5" e ¢f, ou seja

805_17 vx S [x(i_17x§_l] = [xi—17xi]7
sz(z) - QOT ) v VS [,’L’T,ZI}'S] = [xiaxi—l-lL

0 Vo ¢ [Ii_l,xi+1].
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I I I I I I I |
T Ty’
Figura 2.2: Funcao base local
A matriz global K e o vetor for¢a F' sao definidos respectivamente por
1 1
de; dp;
Kij:/ (a ’ ﬂ‘l‘ﬂ%’%’) dr e Fz':/ [ wide,
0 dz dz 0
paral <i,7 <m+ 1.
Restringindo a matriz K e a forca F' a cada elemento finito e, temos:
e _ [T degdey . .
ab — / <Oé + 530a()0b) d.flf, 1< a, b < 27 (239>
. dz dx
e
a5
F¢ = / foldx, 1<a<?2, (2.40)
g

que denominamos de matriz local e forga local, respectivamente.

Para os (m + 1) nés da discretizacao de €2 = (0, 1) temos m elementos. Logo:
K=Y K° e F=) F" (2.41)

No intervalo [x{, 2] as tnicas fun¢des de interpolagido nao nulas sdo as funcoes ¢f e
5, definidas em (2.38). Assim, na matriz K¢, os tinicos elementos nao necessariamente
nulos sao os elementos K¢, K¢,, K§, e KS, que pertencem a e-ésima e (e 4 1)-ésima
linha e coluna, respectivamente. Temos, entao,
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e e+1
" o Loy 0
K — K Kf, <«— | ¢
K5 K5y «— | e+l
L 0 U

ee’

e : e s ~
e K¢ 11,41, Pespectivamente. Analogamente, para a forca F¢, os tnicos elementos nao
necessariamente nulos sao Fy e Fy. Assim,

Os elementos K7, K{,, K5, e K5, podem ser representados por K¢, K¢ ., K¢ .,

FC=1[0,...,0,F¢, F¢,0,...,0]"
——

onde Y = Ff e Iy = FY 4.

Para evitar o problema de armazenamento de matriz e uma quantidade grande de
operagoes entre elementos nulos, considere a submatriz K¢ de ordem 2 x 2 e F*° de
ordem 2 x 1 formadas respectivamente pelos coeficientes e coordenadas nao nulos, ou

seja,
K¢ K¢ Fe
ke = | Kh 1?} e F@:[ t} 2.42
|: KZl K22 F2 ( )

A matriz local K¢ é uma matriz padrao dos elementos e somente serao diferentes
se h. = x5 — z{ for diferente para cada e.

Um passo importante é a alocacao dos elementos da matriz local K€ para a matriz
rigidez K.

2.5 Matriz Global e Forca Global

Considere a matriz local e a for¢a local definidas, respectivamente, em (2.39) e
(2.40) e a fungao ¢¢(z) definida por (2.38), com [zf, 25| = [z, xer1]|. Para calcular o
coeficiente K. da matriz global K, basta fazer i = j = e. Assim,

Y7 de. de,
Kee = / (a Pefe _'_Bgoegoe) dx
0 dr dx

Te+1
= inthe ad% dpe + Bpepe | dv + / ad(pe dpe + Bpepe | dz.
et dr dz - dr dz
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Em termos da contribuicao local, obtemos
= dpsld 5 dgtd
w5 dypy - 1 o 1 @7 di
K. = d dx
/zil (a dr  dz ) x+/m§: (a dz dx 1%)

= K3 "+ K I
Logo, o coeficiente K., da matriz global K recebe contribui¢ao dos elementos finitos
(e — 1) e do elemento e através da relagao

Ke=KS + K,  e=23,...,m, (2.43)

onde K5, ' e K¢, sdo os coeficientes da matriz local (de ordem 2 x 2) K ! e K°.

De forma andloga, o coeficiente K, .1 = K11, da matriz global K é dado por
1 T
dp, dp, etl dp, dp,
Ke,e+1 = / <Oé dsp Perl + B‘pegpe—l—l) dx = / (O& Pe CPert + ﬁ@e‘pe—l—l) dx
0 x dx . dr dx

_ /IS d% dys
2 d dz

Assim, o coeficiente global K, .. recebe apenas a contribuicao local do coeficiente K7,
da matriz local do elemento e.

wiw%) dr = K,

De forma geral, a contribuicao local para os coeficientes da matriz global é dada
pelo seguinte algoritmo:

Para e =2,3,..., m, temos:
Kee = K53 + K¥),
Ke,e—l—l - K127
Para os coeficientes K11, Kyi1.m+1 relativo aos nds extremos, temos
1 xd
dpr d 2 dp d
Ky = / (a d(pl d(pl + 5@1@01) dx = / (a d<p1 dgol - ﬁs@m) da
0 zl
! (2.45)

™ dptdpl
:/x% < dld1+ﬁ 1<p1)d:c:K111,

pois,

Ple) =222 vrelaal],
0, Vo ¢ o], 2],



43

De forma anéloga, temos:

0, Vo & [o7", 23],
) = ) = T Ve € o o) = o g,
de modo que,
x5 ngm dg@m o .
Kipi1mer = /m;n (ad—;d—; + By s ) dx = K3;. (2.46)

De (2.44), (2.45) e (2.46) obtemos a matriz global K dada pelo algoritmo:
Kll = K%D
Kee = [(262_1 + K1,
Ke,e-‘,—l - Ke+l,e - K162a
Km+1,m+l - ngb

(2.47)

Observe que no caso das condicoes de fronteria do tipo Dirichlet homogéneas que
tratamos acima, os coeficientes K11 € K41 1,410 sao nulos. No entanto, convém manteé-
los explicitos no algoritmo acima, tendo em vista a solu¢ao de problemas com outros
tipos de condicoes de fronteira.

No que se refere ao vetor forga, segue da definicao de ¢ em (2.38), com [z, Terq] =

|27, 5],

n:AUm%mm:/MVm%mm

Te—1

e—1 e (248)
Lo Lo
— [ f@est @ e [ et do = B4
T1 zg
Para F) e Fj,11, temos
1 m%
Fi= [ f@ee)ds = [ fa)ele) do = . (2.49)
0 Ty
1 x5t
Fosi= [ H@omn()de = [ e a)de =By (2.50)
0 "
De (2.48), (2.49) e (2.50) temos,
F1 - Fll,
F,=F 4 Ff, e=23,...,m, (2.51)
}27k+1 — ]:gn.

Para determinar explicitamente a matriz global K e o vetor forca F', precisamos
calcular as matrizes locais K¢ e a forca local F*°.
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e Matriz Global

Cada matriz local K¢ é dada por

KB KB
re— | gk ]
[Km K3,
onde .
2 dpf des
K@ — e e d :Ke
11 /gcg (oz dr dx + Bl | dx 22
e

; ) = des dis . .
K3 = Ki, :/ (04 L2 +B<P1802) dr.

e
1

De (2.38), tem-se que

()01 - he )
Logo,
des B 1
de h,’
Substituindo e fazendo os calculos obtém-se:
a  [h,
he 3
K¢ =
—a  She
6

dr dx

dys$ 1
der  he

— 5he
TG

(2.52)

Usando o algoritmo (2.47), obtemos a matriz global que é tridiagonal e simétrica:

Kll K12 0
K21 K22 K23
K — 0 K32 K33
0o 0
o 0 0 -
0 0 0 0

0 0
0 0
0 0

0

Km,m Km,m—l—l

Km+1,m Km—i—l,m—i—l |

(2.53)

E claro que a matriz global K calculada em (2.24) e (2.53) é a mesma, exceto que
em (2.24) foram consideradas as condigoes de fronteira e, portanto, todos os elementos

da primeira e iltima fila sao zeros.
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A matriz local (2.52) é valida para todo elemento e = 1,2,...,m. Logo, para
obtencao da matriz global K ¢ suficiente o uso do algoritmo (2.47). No préximo
capitulo mostraremos que, para o caso bidimensional, a sistematica é a mesma e assim
adotaremos este procedimento, pois facilita a obtencao da matriz global do sistema
linear KC' = F' e também do vetor forga F'.

e Vetor Forga

Do algoritmo (2.51) tem-se que Fy = Fl' e Fj,, 11 = Fy"; ede (2.48), F, = F§ '+ F¥,
parae=23,...,m.

Para obter F, explicitamente, calculemos Fy ' e Ff. Usando a interpolacio local
da funcao f(x) dada por

fla) =" fo i) da,

co, f(z¢) = f¢, podemos escrever

e

e
T3

T3

(@T(x)wi(x))dx<+(ﬁfjf (65(2) ¢ (x)) dr, (2.54)

e
1

Fi = UM%mmzﬁ/

e e
1 1

onde f¢ = f(2%) = f(xe) e f§ = f(x5) = f(xer1). Agora, de (2.38) temos,

|ttt = (2.55)

e 3
1
e e
2 e e he
| @t do =7 (2.56)
Ty
Substituindo em (2.54) conclui-se que:
e he e he e
Iy = ?fl + €f2 (2.57)
De forma anéloga, temos,
2 z5 2
= [ i@ = [ @)@ [ ) s d
” ot t . (258)
he oo he .o
= E.fl + gfz
Portanto, para e = 2,3, ..., m, a forca I, é dada por
e— e he_ e— e— h'e e e
F,=Fy 4+ Ff = 61(11+2f2 1)+€(2f1+f2). (2.59)
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De (2.49) e (2.50), F} e Fy,41 sao calculados por

P = / Fl@)ph(z) do = f} / (p1(x))* dx + f3 / (p3(x)pl(x)) da
h h
isto é,
h
F, =F} = _61 2fL+ 1) (2.60)

m m
2 T3

(@Ttﬂw?tw)dr+j?i/ (o(2) )2 da

m
7

For = 2f@M€@VM=fT/

af" T
=t gy B
ou seja,
Fron = B = "2 (74 277), (261)
Portanto, o vetor global F' é dado por

F= (Fla"'va-i-l)T (262)

Observe que a forga F' acima coincide com (2.33), exceto pela primeira e tltima
linha que sao as condigoes de fronteira. Em particular, se a malha é uniforme, tem-se:

h
F1=6(2f11+f2}),

h
Fo=GUTT +4ff+f5) parae=23,....m,

h
Foy = 6(f1m +2f3").

2.6 Integracao Numérica

A solucao aproximada através do Método de Galerkin é dada por

m—+1

up(r) = Z Cipi(z),
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onde ¢;(z) é uma funcao de interpolagao linear. Assim, como definida acima, a soluc¢ao
aproximada uj, = u(z) do problema

a(tpy,v) = (f :v), Yv eV,

também ¢ um polinémio de grau um por partes.

Em geral, podemos melhorar a solucao aproximada aumentando o grau do polino-
mio interpolador. Por exemplo, se cada elemento finito e for interpolado por splines
cibicos, a solugao aproximada wuy(z) serd um polinémio ciibico por partes e a solugao
numérica pode ser uma melhor aproximagao da solugao exata u = u(x), se comparada
com a obtida por interpolagao linear. Nesste caso, os calculos da matriz local K, e
Ff sao mais trabalhosos, havendo entao a necessidade de introduzir um método de
integracao numérica, como por exemplo, o método da quadratura Gaussiana, também
conhecida como Método de Gauss-Legendre, com dois pontos interiores &; e &, cujo
valor é exato para polinomios de grau v < 3. Para maiores detalhes sobre quadratura

Gaussiana, veja Burden e Faires [3].

A quadratura Gaussiana no caso unidimensional é dada por

/_ (6 ds = Yol

onde N é o ntumero de pontos de integracao, & é a coordenada e w; é o peso associado
V3

a . Quando N = 2, & = = = —& e w; = wy = 1. Nestas condicoes o erro da
integracao ¢ dado por
_ 1 dig(§)
7135 det

e a integral é calculada por

/_11 g(§)dé =g <%§> +g9 (?) : (2.63)

Sendo o intervalo de integracao da fungao g o intervalo fechado [—1, 1], para calcular
a matriz local e a forca local do elemento e cujas coordenadas sao dadas por [x§, z§], é
necessario fazer a seguinte transformacao isoparamétrica:

53 [SL’T,LL’S] — [_171]7

2 — x5 — x5
P €)= R,
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onde h, = x5 — z§. A funcdo inversa ¢! de ¢ é dada por

¢ [_17 1] - [Iiuxg]v
e 1 e e
dx e N ) .
Como i =3 podemos, entao, calcular a matriz local e a forca local. Com efeito,

sabemos de (2.39) que
e _ [T deidgp oo .
K& = / % (a . d;+ %ob> dz.

deg  deg d§ — deg 2
dr — d¢é do dE h’

Pela Regra da Cadeia,

de modo que

e _ [ (dadyde; he . [ (-3 V3
K= [ (G5 4 o) e = _lg(S)dﬁ—g<T> +g<?> ,

onde,

_ (Aade dey ee) le

Para explicitar a func¢ao g, precisamos definir a fungao de interpolagao ¢;(£) no intervalo
[—1,1]. Por exemplo, usando polinémio de grau um, temos

€[-1
€[-1
[—1

A funcao ¢¢(§) é equivalente a fungao ¢¢(z) definida em (2.38) para o intervalo [x{, z§].
Utilizando a funcao (2.66) em (2.65), obtém-se a matriz local K¢ dada por (2.52).

—~
—_
Iy
S—
<C
Iy

—~
I
~—
|
D00 [
~—~

—_

+
I
~

<C
Iy

= = =

o1 ;
a() = ¥5 ], (2.66)
0, .

<C
I
R

Y

Para problemas unidimensionais que utilizam fungoes de interpolacao linear, a
transformacao isoparamétrica nao ¢ vantajosa, tendo em vista a facilidade dos calculos
dos coeficientes da matriz local K¢. Se a fungao ¢¢ () for um spline ciibico, os calculos
se tornam mais trabalhosos e sua aplicacao, juntamente com a quadratura Gaussiana,
facilita os céalculos de K°. A aplicacao da transformagao isoparamétrica é muito util
nos problemas de dimensao 2 ou 3.
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De forma anéloga, podemos calcular F, definida em (2.48) diretamente usando a
transformacao isoparamétrica e a quadratura Gaussiana. Com efeito,

x5 1 h !
o= e [ 75t easene o= [ ad

= n (_T\/g> + (?) , (2.67)

onde usamos a aplicagao z¢(£) definida em (2.64) e a funcao ¢;(¢) dada por

n(©) = £ (L) o (2.65)

sendo ¢§(§) a fungao de interpolagao do intervalo [—1,1].

Se tomarmos, em particular, a fungao de interpolacao linear (2.66), obtemos

a(©) = e (T ) 1)

Analogamente, para Fy,

Fi= [ wede=o, <‘Tﬁ> ‘o <§> 269)

e e he he
w(©) = £ () o, (2.70)

ou, se tomarmos (2.66),

onde

he x5 + x5 + hef
38 = f | 75— ) 1+9)
4 2
Usando o algoritmo (2.51), obtém-se a forga global F'.

Para facilitar o calculo de g1(£) e g2(€), podemos interpolar f utilizando as fungoes
de interpolagao ¢, (§), a = 1,2. De fato,

F@(©) = £(&) =D £ al€), (2.71)

onde f¢ = f(&,). Logo,
2

- faps@de= [ 1O e @)= [ (2 goa@)gob(s)@a—ff;) €.

b=1



50 Cap. 2. Problema Estacionario Unidimensional

Em particular, para a interpolacao linear, temos

A€ =50-8 ¢ =30+
Como 0;:1;6 = %, segue que
e he ! e e
Fi= Y ([ @e@f: + en©0l05) de 273

Fazendo os céalculos, obtém-se

Fe:EfoJrff]
6 | frv2fs ]

que é a mesma forca calculada em (2.58) e (2.59). A diferenca consiste no uso da
transformacao isoparamétrica.

2.7 Condicoes de Fronteira

O problema que tratamos até aqui envolve condigoes de fronteira do tipo Dirichlet
homogéneas, o que possibilitou considerar a matriz global K e o vetor forca F', respec-
tivamente de ordem (m + 1) x (m+1) e (m+ 1) x 1, obtidos através da matriz local
K¢ e da forca local F°. Vamos agora considerar quatro exemplos com tipos diferentes
de condigoes de fronteira e analisar sua influéncia na matriz K e no vetor F'.

Em todos os exemplos a seguir, subdividimos o intervalo [0, 1] em m partes, obtendo
(m+1) nés, onde 1 = 0, 2,1 = 1 € h; = ;11 —x;. Para cada né z;, definimos a fungao
base ¢; como em (2.17) e, para cada sub-intervalo [x;, z;41] = [Te, Tey1] = [2§, 25,
e=1,2,---,m, definimos um elemento finito e e a funcdo de interpolacao local ¢¢(x)
como em (2.38).

e Exemplo 1. (Condi¢do nao homogéneas do tipo Dirichlet) Neste caso, o problema
é o seguinte:
{ —ozu”—l—ﬁu: f7
u(0) =p, u(l)=gq

Para este caso a solucao u é conhecida nos extermos em z; = 0 e x,,11 = 1 e
a discretizagdo fornece m — 1 incégnitas (nds) para os quais queremos determinar a
solucao aproximada. Lembrando que

m—+1

up(r) = Z Cipi(z),
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temos, para x = x; = 0, p = up(z1) = Crp1(x1) = C10. Logo, C; = p. Analogamente,
para x = x,,.1 = 1, obtemos C,,,; = ¢q. Portanto, no sistema linear KC' = F' de ordem
m+1, as constantes C e C,, 1 sao conhecidas e assim temos m — 1 incégnitas, a saber,

Cyy...,Cp.

Como a matriz global K tem ordem (m+1) x (m+1) e o vetor forca F' tem (m+1)
componentes, devemos considerar o sistema linear de tal forma a assegurar que Cy = p
e Cpa1 = q. De fato, a matriz global K é dada por (2.53) e o vetor for¢a F' é dado por
(2.62). Assim, a primeira linha do sistema

[ K Ky 0 0 | c, ] B
Ky Ko 0 0 Cy Fy
0 0 : = :

0 0 o Kupn Kpmn Crm Fin

0 0 0 Kppim Kpprmr | LOmt ] L Fmn ]

é K11C1 + K12,Cy = F, de modo que se K11 = 1, K15 =0 e F; = p, obtemos C; = p,
que ¢é a condi¢ao imposta.

Para a segunda linha com F; = p, temos
KOy + KopCy + Kp3Cs = Fy <= KpCy + Ko3Cy = Fy — Koyp i= F.
De forma andloga, para a tltima linha, é suficiente escolhemos K,,11m+1 = 1,
Kpt1m =0e 41 = q, de modo a obter 11 = g.
Para a penitltima linha temos
K- 1Cm1 + KopnCon = Foy = (K1 = Fp.

Portanto, com as definigdes acima, o sistema linear KC' = F de ordem (m+1) x (m+1)
que reproduz as condigoes de fronteira impostas no problema toma a seguinte forma:

1 0 0

solugao é

C = (Cy,Ch,..

0

0

Ch

i Cma Cm—i—l) - (p7 CZ) s

,Cns q).

D p
0 Koy Ky 0 0 Cs F, Fy — pKo,
. .. .. . F3 F3
0 0 0 - Kpma Kpm 0| | Cn Fo, Fo = qKpmia
| 0 0 o --- 0 0 1] [ Cogr | g ] L 4 i

(2.74)

O sistema linear pode, entao, ser resolvido pelo algoritmo dado anteriormente, cuja
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Assim, a solugao aproximada nos nés x; é dada por
uh(:):z):CZ izl,?,...,m,m—l—l

Em particular se p = ¢ = 0, o vetor for¢a é exatamente o mesmo dado em (2.33). Além
disso, se excluirmos a primeira e a tltima filas de K, obteremos uma submatriz que é
exatamente a matriz dada por (2.24).

Uma forma mais geral de obter diretamente o sistema linear que reproduz as
condigoes de fronteira do problema 1 pode ser feita “transferindo-se” adequadamente
as condicoes de contorno ao termo fonte f. De fato, tendo em vista a linearidade da
equagao diferencial, podemos obter a solucao do problemas com as condicoes de fron-
teira nao homogeneas a partir do problema com condigoes homogéneas, somando-se ao
termo de fonte f uma funcao adequada.

No caso especifico que estamos tratando, o problema variacional é
a(u,v) = (f,v), Yo € H(0,1), u(0)=p, u(l) =q. (2.75)
Consideremos fungoes u,, u, € H'(0,1) satifazendo as condigoes
1p(0) =, up(1) =0 € uyf0) =0, u,(1) = g
e o problema variacional homogéneo
a(w,v) = (f,v) — alu,,v) — alug,v), Vv € Hy(0,1). (2.76)

Uma vez resolvido o problema (2.76), temos a solugao de (2.75) definindo-se u =
W+ Up + Ug.

O problema discreto associado ao problema (2.76) toma a forma

a(wp,v) = (f,v) — alupyp, v) — alupq,v), Yo € V. (2.77)

Tomando wp(x) = Z Cjpj(x) e v = ¢; e substituindo na igualdade acima, temos:
j=2

Z Cjalej, i) = (f, i) — alungp, i) — altng, ¢i)
j=2

para ¢ = 2,---,m. Usando como interpoladores as funcoes base ¢;(x), podemos inter-
polar f, up, e up, da seguinte forma:

m—+1

fl@) =) ¢i(@)f;, Vreq,

upp(z) = poi(z), Vo € 0Q,
Unq(T) = qpmi1(x), Vo€ Q.
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Assim, definindo
Kij = a(pi, ;) (2.78)

F;' = (f> sz) - uh,pKli - uh,qu-l—l,i

m—+1

Tit1
= Z fj/ (@j%) dx — Uh,pKu - uh,qu+1,i7
j=1

Ti—1

(2.79)

obtemos o sistema linear KC' = F de ordem (m — 1) x (m — 1).

Utilizando a matriz local e a forca local temos

K:zm:Ke e F:iFe,
e=1 e=1

onde

s [ dp, d
ab = / (a dgo —d% + B%sob) dz, 1<a,b<?2
s T dr

2 x5
Fe=>fi / po(x)pp(x) de — pK{, — qK§ oy o = fo —pKy, — K, . (2.80)
b=1 g

Observe que a matriz global K é a mesma matriz dada por (2.53). Calculemos agora
a for¢a F', observando as igualdades (2.48), (2.49), (2.50), o algoritmo (2.51) e usando
o fato da matriz K ser tridiagonal,

Fy = fy + [t — pKas,
Fo=ff, i=34,....m—1, (2.81)
FE, = 2m—1 + " — qKmt1 m-

Dessa forma, tem-se

Ky Koz - 0 0 [ Oy ] [ B
K3y K3z - 0 0 Cs F3
0 .o . 0 o= . (2.82)
0 0 " Kpima Kpoim || Emt Fin-i
0 0 0 Kpma Kpw | LG 1 L Fm ]
Resolvendo este sistema linear, obtemos a solu¢cdo C' = (C} ...,Cy41), onde pela

condigao de fronteira C; =pe C,,11 = q.

O sistema (2.82) é equivalente ao sistema (2.74) quando impomos linhas e colunas
extras relativas a condicao de Cy =p e Cpy1 = q.
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O procedimento acima sera usado no proximo capitulo para o problema bidimen-
sional para valores de fronteira.

e Exemplo 2. (Condigdo nao homogéneas do tipo Neumann) Neste caso, considera-
remos o seguite problema:

{ —ou” + Bu = f,
u'(0)=p, u'(1)=gq.

Neste exemplo, a derivada da solucao é conhecida nos nés ;1 =0 e x,,.1 = 1, ou
seja,
duh duh
E(fﬁ) =p € %(xrrwl) =49
Assim, a solucao uy = up(x;) é desconhecida nos (m+ 1) nés z;, i =1,...,m+ 1.
Para este tipo de fronteira, uma nova formulagao variacional precisa ser feita. Mul-
tiplicando a equagao diferencial por v e integrando em (0, 1), temos

1 1 1
/—ozu”vdx+/ Buvda::/ fodr, Yve HY Q).
0 0 0

Integrando por partes a primeira integral, tem-se

! du du Y du dv
—avdr = —a [ E)y1) = & by
/0 au’v dx a (d:c( Jo(1) dx(O)U(O)) +a/0 7 42

U du dv

= —aqu(l) + apv(0) + a/o i dx

Assim,
Y du dv ! !
a/o - d:c—l—ﬁ/o uv dx —/0 fvdx + a(qu(l) — pv(0)).

Definindo .

a(u,v) :/0 <a§—zg—z —i—ﬁuv) dx (2.83)
e

)= [ St do 284
o problema variacional é o de se determinar v € H*(0, 1) solugao de
a(u,v) = (f,v) +aqu(l) — apv(0), Vv e HY(Q) (2.85)
e o problema variacional aproximado é o de se determinar u, € V,,, tal que

a(up,v) = (f,v) + aqu(l) — apv(0),
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onde V,,, = [¢1,...,¢m] é¢ um subespago de H'(€2) gerado por m vetores linearmente
independentes.

Assim, para uy, € V,,,
m—+1

un(z) =Y Cip;(a).
j=1
Substituindo em (2.85) e tomando v = ¢;,

m—+1

Z Cialwi, ¢5) = (f, i) + aqpi(1) — app;(0).

Definindo
Kij = a(pi, ;) (2.86)
e
Fy = (f, 1) + aqei(1) — app;(0) (2.87)
parai=1,...,m+ 1, obtém-se um sistema linear da forma KC = F. A matriz global

K é a mesma dada por (2.53). A tdnica mudanga no sistema linear é a forca F.

e Calculo da Forga

Como anteriormente, considere a forga local F?, a = 1,2, definida por
5
Fo= [ #@)pio)do — apgil0) + aggi(1) = £ — apeil0) + agei()
g

1. Para e = 1, temos F}| = f{ —ap e Iy = f;, pois j(z1) = ¢1(0) = 1, p3(21) =
3(0) = 0 € 95 (xmi1) = pa(1) = 0;
2. Parae=2,...,m—1, temos F! = f{ —ape F§ = f}, pois ¢(0) = ©<(1) = 0;

3. Para e = m, temos F[" = f" e F})" = fI" 4+ aq, pois ¢5'(1) = po(rmi1) =
Pm+1(Tmi1) =1 e o' (1) = o (Tmi1) = 0.

Do algoritmo (2.51), conclui-se que

F\=F', F,=F"1'+F (e=2,....m) e Fp. =F"
De (2.57) e (2.58), obtém-se, para e = 2,...,m,

e hee hee e hee h'ee
F1:§f1+€f2 e F2:€f1+§f2;
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e nos extremos, tem-se F' e F3" calculados por

zd h
F=F = [ f@)el)do-ap= s+ 1) - o,

Frn == [ f@ep(a@) e+ g = 2207 420 + .
y
Parae=2,...,m,
Fo= Mg s 4 )
onde ff = fs ' = f(ze) e f§ = fi™ = f(wey1). Temos assim o vetor Forca F =
(F1,...,Fp11), cujos coeficientes s@o os calculados acima.

Utilizando a matriz global K dada em (2.53) e o vetor forga dado acima, obtém-se,
entao, o sistema linear de ordem m + 1, cuja solugao C' = (C4,...Cyyq) é a solucdo
aproximada uy,(x;) nos nés x; do problema 2.

Comparando os vetores for¢a dos exemplos 1 e 2, nota-se que os tinicos componentes
diferentes sao Fy, Fy, F,, e I, 1.

e Exemplo 3. (Condi¢ao nao homogéneas do tipo mista) Consideraremos o problema

{ —au” + Bu = f,
u'(0) =p, u(l)=q.

Neste caso a derivada da solucao é conhecida no ponto x; = 0 e a solucao é conhecida
no ponto z,,+1 = 1. Assim, as condig¢oes de fronteira deste exemplo sao mistas e podem
ser resolvidas usando os exemplos 1 e 2. Agora, temos m incégnitas, C ... C,,, onde
Ci :uh(xi), 1= 1,...,m.

Utilizando os procedimentos anteriores podemos definir a matriz K;; e o vetor forca
F; respectivamente por

L deos dos
Ki: = alp;, 0;) = a2 4 Bouw: | d,
’ ( i) /0 ( dr dx ])

1
F, = / foidx — app;(0).
0

Para 1 <14, j <m, a matriz K;; e o vetor F} sao os mesmos do exemplo 2.

Para garantir que a solugao uy(x) satisfaga a condi¢ao de fronteira uy(x,11) = g,
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facamos como no exemplo 1,

Km—i—l,m—i—l =1

Km—l—l,m - 07
Fm - Fm - qu,m-‘rla
Fm+1 =4q.
Dessa forma, obtemos
[ K11 Ko 0 o] c, [ F 1
Ky Ka 0 0 Cy Fy
0 0 L] = : (2.88)
0 0 " Kpm O Cm Fo = K
0o 0 0 0 1[LGm] | q |
a  Bhy )
onde Ky i1 = e + 5 ¢ dado por (2.52) e F,,, é dado por (2.59).

e Exemplo 4. (Condigdo nao homogeéneas do tipo mista) Consideraremos agora o
seguite problema:

{ —aou” + Bu = f,

u©0)=p, u(l)=gq¢

como no caso anterior, p e ¢ sao numeros reais dados.
du du

Assim, temos u(z1) = u(0) = p e —(zpmy1) = —(1) = ¢. O procedimento ¢é
x

analogo ao anterior, resultando num sistema linear da forma

Ky
Ko
0

0
0

K12
K22

0
0

0
0

Kmm
Km+1,m

0
0
0

Km,m—l—l

Km+1,m+1 |

Ch
Co

Cm

- Cm+1 -

Fm+1

(2.89)

onde todos os elementos Kj;;, com 2 < 7,5 < m + 1 sao iguais aos do exemplo 2, bem

como o vetor Fj, j=2,...,m+ 1. Além disso, por (2.52), K =

2.8 Programa Computacional

—Q

h

Descrevemos abaixo as subrotinas em linguagem C do programa computacional
para o céalculo da solucao aproximada dos problemas a seguir.
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1. InputData

Os dados de entrada sao os nimeros reais positivos a e § e o nimero de elementos
Nel = m. O nimero de nés é dado por Nos =Nel +1 =m + 1.

. InputCondFront

As condicoes de fronteira nos nos extremos do intervalo considerado sao classifi-
cados por tipos:

tipo 1 : Dirichlet;
tipo 2 : Neumann.

Quando o n6 x; é do tipo 1, significa que a solucao é conhecida neste né (condic¢ao
de Dirichlet), ou seja,

U(l’l):p, pER

Se 0 n6 x; é do tipo 2, é a derivada da solucdo u que é conhecida (condigao de
Newmann), ou seja,
du
dx
O tipo de fronteira, como mostrado nos exemplos, tem fundamental importancia
na montagem do sistema linear.

(x1)=p, peR.

. CoordGlobal

Considere o intervalo [a,b] e a discretizacao uniforme ou nao do intervalo. Os
pontos discretos X[i|, ¢ = 1,2, -+, Nos, do intervalo sao as coordenadas globais.
Para a malha uniforme é suficiente introduzir os extremos do intervalo e o niimero
de elementos (Nel) da discretizagao, pois os nés globais sao calculados automati-
camente pelo programa. Para a malha nao uniforme, todos os nés globais deverao
ser introduzidos um a um.

. CoordLocal (zf, )

Para o elemento e = 1,2, ..., m, definem-se as coordenadas locais (z{, x5), para
o calculo da matriz local K¢, da seguinte forma:

(:L’i,{l?;) = (xeaze—i-l) e he= Tet1 — Le-

Se a discretizacao ¢ uniforme, h, = h.
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5. NoLG(e, a)

A subrotina NoLG(e, a) identifica os nds locais a = 1,2 do elemento e com os
respectivos nos globais A da discretizacgao:

e, se a=1;

A:NOLG(@,G):{Q_I_:[ se a:2.

Com isso, se estabelece uma relagao entre os nés globais A e os nds locais z{ e
x5. Por exemplo:

[a\e[1]2[8]---] m |
1 [1]2]3] ] m
2 [2[3[4] [ m+1

Assim, o elemento e que tem coordenadas locais (x5, z5), pertence ao intervalo
[ Xet1], onde x, € z.41 s80 nés globais.

6. Transformada isoparamétrica Xi(e, &)

Foram dadas duas opcoes para o calculo da forca F'. Na primeira, o calculo da
integral é feita diretamente e na segunda, usa-se a quadratura Gaussiana para o
qual é necessario a transformacao isoparamétrica, que é a opcao utilizada neste
programa. Entao, definimos em (2.64) a funcao

21 [=1,1] — [xe Tesa],

onde

1 he
() = 5@«“? + 25 + hel) = 2§ + 5(5 +1),

e a fungao Xi(e,§) é a aplicacao x¢(§).

7. MatrizRigidez

Para cada elemento e, a matriz local K¢ é dada por

Ke — |: Klel Kle2 :|

e e
K21 K22

onde os coeficientes da matriz estao definidos em (2.52). Visto que NoLG(e, 1) = e
e NoLG(e,2) = e + 1, usamos o seguinte para estabalecer a matriz local referente
a cada elemento e:

Kn =Ky

Ke,e = 262_1 + Kt

Keer1 =Kiy, e=23,...,m
Km+1,m+1 = KS%
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Este procedimento esté feito no final da subrotina MatrizRigidez com uma mo-
dificacdo no armazenamento da matriz. Como a matriz rigidez (global) é tridiago-
nal, entao, ao invés de armazenar todos os elementos, sao armazenados somente
os elementos das diagonais reordenadas em forma de 3 colunas definidas pelos
elementos K. 1, K.. e K...1 que sdo armazenados como 1°, 2° e 3% colunas,
respectivamente, ou seja,

Ke—l—l,l - Ke,e—l
Ke,2 - Ke,e
Ke,3 - Ke,e-‘,—l

. VetorForca

Para calcular a forga local f(x) utilizando a quadratura Gaussiana, definimos as
funcoes gl e g2 como em (2.68) e (2.70), ou seja,

(@) = 1 (3t + e+ 1) i)

w(©) = 1 (et + e+ 1)) 56)

FY = /_191(5) dé = g (—?) + 91 (?) ,
Fy = /_192(5) dé = go (—?) + 92 (?) ,

sao as forcas locais. Para calcular o vetor forga F', usa-se o algoritmo:

Logo,

F,=F'4Fe, e=23,...,m,
Fm+1:F27n.

Note que NoLG(e, 1) = e e NoLG(e,2) = e + 1. Assim temos

F. «— F +F¢
Fe+1 — F;

definidos no final da subrotina VetorForca.

. CondFront(p, q)

Nos exemplos 1, 2, 3 e 4 estudamos as mudangas no sistema linear em funcao
das condigoes de fronteira. Nesta subrotina é possivel resolver qualquer um dos
problemas modelos dados anteriormente.
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10.

11.

12.

13.

14.

(a) Se o né zy é do tipo 1, entao, u(xy) = p é conhecido. Neste caso, temos na
ordem:

Kiy=1; Kip=0; Fi=p; F+ Fh—-Kyp e Kyu=0
(b) Se 0 16 41 ¢ do tipo 1, entdo, u(z,,+1) = ¢. Neste caso:
Km+1,m+l = 17 Km+1,m - O; Fm+1 =dq; Fm — Fm - Km,m—i—lq; Km,m—i—l = 0.

Observe que os coeficientes Ky, e Ky, 41 sao anulados somente depois do
calculo de F, e F},.

(¢) Se o n6 z; é do tipo 2, entdo u'(x;) = p. Assim,
Fy<— F| — ap.
(d) Se 0 né z,,4+1 ¢é do tipo 2, entdo, v (x,,11) = q. Logo,
Fr1 — Fho1 +aq.
A combinacgao dos quatro tipos sao os problemas 1, 2, 3 e 4.

LinearSolver

Para qualquer um dos dos tipos de fronteira considerados, o sistema linear KC' =
F' é de ordem m + 1. Para resolver o sistema linear, basta usar o algoritmo dado
em (2.36) e (2.37), adaptando os coeficientes da matriz para a forma coluna dada
acima.

Norma

Para o célculo de erro na norma L?(£2) e na norma H'(f2), o programa utiliza as
féormulas definidas em 2.94 e 2.95.

OutputData

Imprime a matriz rigidez e o vetor forca.

SolExata

As solugoes exatas (2.90), (2.91), (2.92) e (2.93) dos problemas 1, 2, 3, 4 sao
definidas nesta subrotina.

OutputResultado

Imprime a solucao aproximada nos nos x;.
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2.9 Exemplos

Nesta secao apresentamos exemplos para o problema modelo com diferentes tipos
de fronteira. As estimativas de erro de solugdes numéricas em geral serao dadas no
préximo capitulo. Porém, se conhecemos a solucao exata do problema, podemos cal-
cular diretamente os errors nas normas de H'(0,1) e L?(0, 1) entre a solugio numérica
e exata.

Exemplos com solucgao exata
Para obter uma solugdo exata, consideremos um caso particular com f(x) = x.

Nestas condigoes, a solucao exata dos Exemplos 1, 2, 3 e 4, da Secao 2.7, sao dadas,
respectivamente por,

wio) =5+ ot - e - el o)
X 1. e™ 1 1 e 4L e ®

o) =5+ -5+ {a- 9+ G- EE o
x 1 en@=1) _ gn(i—z) 1. ™ 4 e

us(z) = 3 +(p— B) n(en + e) (g — B)ma (2.92)
x en(@z=1) 1 en(l-z) 1. ™ — e %

uy(z) = 3 +pn P p— (¢ — R CEYE0) (2.93)

onde 7% = /.

O conhecimento da solugao exata possibilitara o calculo do erro definido por
E(x) = up(z) — ez ().

As normas em L*(Q) e H'(Q) do erro E sao definidas respectivamente por

121 = { [ 1B@Pdz} " e 120 ={ [ (1B@F+|F @) )i}

Para o caso discreto com a malha uniforme h = h; = z;,1 — x;, temos as normas

1Bl = {32} 200
=1

1/2

= {n > 8} (33 - ) 2.95)
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onde denotamos F; = E(z;).

As normas discretas acima sao simples aplicagoes do método dos retangulos. Ainda
considerando a malha uniforme h = h; = x;,7 — z;, podemos também calcular as
normas discretas usando o método dos trapézios. Por exemplo, a normas discretas em

L*(Q2) e HY(Q) tomam a forma:
h n 1/2
1Bl = {(E:+2)_ B+ B2 )}
i=2

1 2 = 2 2\ /2
121 = 121+ { g (B = £ +2 3 (Busa = B+ (B = Ba)*)

(2.96)

Solugao Numérica

Exemplo 1 Problema de Dirichlet

—au" + fu = f,
{ u(0) =p, u(l)=q. (2.97)

(1.) Considere « = =1, p =¢q=0e f(x) = x. Nestas condigdes, a solugao exata,
representada pela Figura (2.3) é dada por
1

e—e !l

(e —e"), x€][0,1].

Usando a malha uniforme com h = 1/20, temos 20 elementos e 21 nds. A solugao
aproximada uy, e a solugao exata u nos nés sao dadas na Tabela(2.1)

Os erros absolutos F, e relativos E, nas normas L?(0,1) e H}(0, 1) obtidos sao
| Eallo = 7.7673 x 1075, || E,||; = 2.6648 x 107,
| Exllo = 0.0186%, IE,||; = 0.0187%.

Para efeito de comparagao, para mostrar que o erro depende da malha, seguem
abaixo os erros absolutos e relativos para 5 e 10 elementos, respectivamente,

{ |Eallo = 1.2064 x 107%, || E, |y = 4.2306 x 10~*,
1B, |0 = 0.3045%, 1B, ||, = 0.3057%.
{ |Eallo = 3.131 x 107, ||E, s = 1.0779 x 1074,

1E,|lo = 0.0758%, |E,|l; = 0.0762%,
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Aproximada

Exata

CO 1 O Ut i W N =

Nej

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

-+0.00000000
+0.00743773
+0.01476900
+0.02188711
+0.02868480
+0.03505403
+0.04088567
+0.04606926
+0.05049271
+0.05404203
+0.05660105
+0.05805111
+0.05827080
+0.05713560
+0.05451763
+0.05028528
+0.04430292
+0.03643054
+0.02652339
+0.01443165
-+0.00000000

-+0.00000000
+0.00743638
+0.01476628
+0.02188311
+0.02867955
+0.03504759
+0.04087818
+0.04606078
+0.05048336
+0.05403205
+0.05659056
+0.05804033
+0.05825994
+0.05712492
+0.05450734
+0.05027583
+0.04429452
+0.03642360
+0.02651833
+0.01442886
-+0.00000000

Tabela 2.1: Solugao Nodal

Note que o erro ||E,|lo na norma L? para h = 1/20, h = 1/10 e h = 1/5 satisfaz
a relagdo E(h) — 0 quando h — 0, como podemos verificar na Figura (2.4), onde
estamos negligenciando os erros de arredondamento. Provaremos no proximo capitulo,
na Secao Andlise de Erro, que o erro na norma L? é de ordem O(h?), ou seja, é da
forma FE(h) = ch?, onde a constante ¢ nesse exemplo é ¢ = 0.03023. Para a norma H',
mostraremos que o erro absoluto é de ordem O(h), embora possa ser mostrado que a
ordem de convergéncia é da forma O(h(+9)) com 0 < ¢ < 1.

(2.) Considere as mesmas condigoes anteriores, com a = 0.001. Neste caso, 0s erros
absolutos e relativos para 20 elementos sao dados por

| Eallo = 8.367 x 1073, || E,||; = 2.305 x 107,

I E:|lo = 1.5838%, IE, |, = 6.5318%.

Note que o erro é pior nesse exemplo quando comparado com o anterior, mostrando
uma dependéncia do parametro «, que como veremos nos proximos capitulos, o erro
absoluto ¢ inversamente proporcional a a.
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0.06 , I ,
0.05 [ -
0.04 | -
E 003} -
0.02 | -
0.01 [ —

0 ] ] ] ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x
Figura 2.3: Solucao exata

(3.) Considere a = =1, p=0,q =1e f(xr) = x. Neste caso, a solugdo exata
e a solu¢do aproximada sdo iguais e dadas por u(x) = up(x) = x. Os erros relativos
obtidos para 5 elementos sao nulos, i.e., ||E:[o =0 e [E.][1 = 0, mas devido aos
erros de arredondamento, foram encontrados os seguintes erros absolutos e relativos
para 20 elementos:

|E,|lo = 1.452 x 1075, ||E,||; = 5.075 x 10,
|E,|lo = 0.0003%, IE, | = 0.0004%.

(4.) Considere « = =1,p=1,¢g=0e f(x) = z. Entao a solugao exata é dada por

((e+1e™ — (et +1)eY)
e os erros absolutos e relativos para 20 elementos sao dados por
| Eallo = 2.577 x 1075, || E,|ly = 1.555 x 1072,
| E.]lo = 0.0005%, |E.|l; = 0.0013%.

Exemplo 2 Problema de Neumann

—au” + pu=f
{ W0)=p, w(l)=g (2.98)

(1.) Considere « = =1, p = q¢ = 0 e f(xr) = z. Neste caso, a solugao exata,
representada pela Figura (2.5), é dada por

w(z) =z —e"+ ((e—=1)(e™™ +¢€")).

e—e !l
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0.0002 ,
0.00015 |
= n
S 0.0001
5e-05
0 | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

h

Figura 2.4: Erro absoluto na norma L?

Usando a malha uniforme com h = 1/20, temos 20 elementos e 21 nds. A solugao
aproximada uy, e a solugao exata u nos nés sao dadas na Tabela (2.2).

Os erros absolutos e relativos obtidos para 20 elementos sao
| Eallo = 1.4875 x 107°, || E4||1 = 2.025 x 107°,
|E,|lo = 0.0030%, | E.]]1 = 0.0040%.

(2.) Tomandoa =3 =1,p=q = 1e f(x) = z, asolu¢ao exata e a solugdo aproximada
sao iguais e dadas por u(z) = up(z) = . Para 5 elementos obtemos os seguintes erros
relativos, ||E,|lo = 0.0001% e | E,|1 = 0.0001%.

Novamente, podemos verificar que, devido aos erros de arredondamento, quando
aumentamos o numero de elementos para 20, o erro relativo também cresce: || E,|o =

0.0016% e |E.|: = 0.0031%.

(3.) Tomandoa =3 =1,p=1,¢g=0e f(r) =z, entdo a solugdo exata é

u(r) =z — P (e7" +e")

e os erros absolutos e relativos para 20 elementos sao dados por

| Eallo = 2.2002 x 1074, || E,||; = 2.2020 x 1074,
15, |0 = 0.0274%, 1E, || = 0.0419%.

Exemplo 3 Problema misto
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5 osf -
3
0.45 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x
Figura 2.5: Solucao exata
(1.) Considere as condigoes de fronteira dadas por «/(0) =0, u(l) =1,coma= =1

e f(x) = x. Entao a solugao exata, representada pela Figura (2.6), é dada por

T —1 m)

u(z) =x + (ee™ —e e

e+ el

A solugao aproximada uy, e a solugdo exata u nos nds sdo dadas na Tabela(2.3):

Os erros absolutos e relativos para 20 elementos obtidos sao
| Eallo = 2.9346 x 1075, || Ey|l1 = 5.47 x 1072,
| E.||o = 0.0034%, | E.]l; = 0.0061%.

(2.) Considere as condigoes de fronteira dadas por u(0) = 1eu/(1) =0,coma = =1
e f(x) = x. Assim, a solucao exata, representada pela Figura (2.7), é dada por

pp— ((e+ e ™+ (e —1)e%).

A solugao aproximada uy, e a solugdo exata u nos nés sao dadas pela Tabela (2.4)

Os erros relativos obtidos sao

| E.llo = 2.2557 x 1075, || E, |y = 4.4658 x 1072,

| Erllo = 0.0025%, 1E,||; = 0.0048%.
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0.95

0.9

0.85

0.8

0.75

Z,
o
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Aproximada

Exata

CO 1 O Ui W N

Nej

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

+0.46209684
+0.46265385
+0.46424291
+0.46674299
+0.47003525
+0.47400284
+0.47853073
+0.48350516
+0.48881352
+0.49434412
+0.49998564
+0.50562716
+0.51115775
+0.51646620
+0.52144074
+0.52596867
+0.52993637
+0.53322870
+0.53572881
+0.53731793
+0.53787494

+0.46211720
+0.46267408
+0.46426281
+0.46676257
+0.47005433
+0.47402132
+0.47854859
+0.48352227
+0.48882976
+0.49435946
-+0.50000000
+0.50564057
+0.51117027
+0.51647776
+0.52145141
+0.52597868
+0.52994567
+0.53323734
+0.53573722
+0.53732580
+0.53788280

Tabela 2.2: Solucao Nodal

0.2

0.4
x

0.6 0.8

Figura 2.6: Solucao exata
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0.98

0.96

S 094
0.92

0.9

0.88

Z,
o

Aproximada

Exata

CO 1 O Ui W N

Nej

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

+0.76155293
+0.76248443
+0.76519787
+0.76957500
+0.77550173
+0.78286773
+0.79156655
+0.80149484
+0.81255239
+0.82464194
+0.83766848
+0.85153961
+0.86616498
+0.88145620
+0.89732635
+0.91369003
+0.93046325
+0.94756287
+0.96490663
+0.98241276
-+1.00000000

+0.76159418
+0.76252550
+0.76523858
+0.76961505
+0.77554089
+0.78290582
+0.79160345
+0.80153024
+0.81258607
+0.82467365
+0.83769804
+0.85156691
+0.86618978
+0.88147837
+0.89734566
+0.91370648
+0.93047667
+0.94757313
+0.96491349
+0.98241621
-+1.00000000

Tabela 2.3: Solucao Nodal

0.2

0.4
x

0.6 0.8

Figura 2.7: Solucao exata

69
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Aproximada

Exata

00 O Ol b= Wi

Nej

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

+1.00000000
+0.98073423
+0.96379620
+0.94901866
+0.93623948
+0.92530161
+0.91605282
+0.90834486
+0.90203339
+0.89697766
+0.89303994
+0.89008522
+0.88798118
+0.88659751
+0.88580561
+0.88547844
+0.88549024
+0.88571596
+0.88603115
+0.88631147
+0.88643253

-+1.00000000
+0.98073846
+0.96380430
-+0.94903004
+0.93625379
+0.92531860
+0.91607201
+0.90836591
-+0.90205604
+0.89700150
+0.89306480
+0.89011097
+0.88800752
+0.88662428
+0.88583273
+0.88550586
+0.88551772
+0.88574356
+0.88605875
+0.88633901
+0.88646013

Tabela 2.4: Solugao Nodal
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2.10 Exercicios

1. Execute o programa PEU. cpp com diferentes valores de « e verifique que, quando
diminuimos o valor de «, o erro aumenta nas normas L? e H'.

2. Define-se malha geométrica no intervalo [0, 1] a malha cujos pontos nodais sao
da seguinte forma

{xizk_, i1=1,---.m (2.99)

LU():O,

onde 0 < A < 1 é uma constante positiva. Nessas condicaos, dizemos que a malha
tem razao a.

Usando a malha geométrica com A = 4/5, altere o programa PEU. cpp de forma a
determinar a solugao aproximada do Exemplo 2 do Capitulo 2, com 20 elementos.
Compare com a solucao aproximada obtida usando a malha uniforme. Em que
malha obtemos melhor solugao?

3. Considere o seguinte problema, chamado de Problema Sturm-Liouville:

/

~(p@)(@) +a@u@) = £, vre 1)
w0) =0, W(1)=0,

(2.100)

du
onde v’ denota e p(z) e q(z) sdo fungdes que representam caracteristicas fisicas.
x

Assumiremos que p,q € C'(0,1) e, além disso, que existem constantes positivas
a1, a0, 01, B2 e d tais que:

(i) a1 > p(x) > az >0, B> q(r) > B2 >0, Va € [0,1] ;
(i) |p'(z)| <9,  Vxel0,1].

Considere o espago V = {v € H'(0,1);v(0) =0} e f € L*(0,1).

(a) Mostre que a formulagao variacional do problema é dada por:

/(puv + quu d:)s—/ fudx, Yv e V.
0

(b) Usando como base as fungoes lineares por partes ;, determine a matriz
global e o vetor forga global.

(¢) Mostre que a matriz global é definida positiva.
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(d)
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Usando as fungoes locais lineares por partes ¢¢, determine a matriz local e
a forga local para cada elemento e.

Sugestao: Considere as fungoes p e ¢ constantes sobre cada elemento e.
Por exemplo, no intervalo [x$,x5], tome p(z) = (p(z5) + p(z5))/2. Esta
aproximacao facilita no calculo da matriz local.

Usando o programa PEU. cpp, determine a solu¢ao numérica aproximada no
intervalo [0, 1] nas seguintes condicoes:

Lpx)=1+z qx)=2 e f(zr)=22(4-2x);

1 1+3
. p(z) =1+ 5:52, q(x) = 2+ e f(x) =622 — 2 +2.
Sabendo que u(x) = x(2 —x) é a solugao exata do problema com as fungoes
do item anterior, determine o erro nas normas de L?(0,1) e H'(0,1).




CAPITULO 3

Funcao Base e Estimativa de Erro

No capitulo anterior, as solugoes aproximadas nos varios exemplos considerados foram
geradas pelas funcoes base ;, onde cada ¢; é uma funcoes linear por partes. Neste
capitulo serao tratados outros tipos de funcao base: os polinomios por partes de grau 2
e de grau 3, assim como os procedimentos para obtencao da solugao aproximada, isto €,
a matriz forca local e os respectivos algoritmos para obtencao da matriz e forga global.
Introduzimos também estimativas de erro para espagos de Sobolev e a relagao entre
os erros e o grau do polinomio gerador no espaco V,,, das solucoes aproximadas. Vale
observar desde ja que o uso de funcoes base de ordem superior é indispensavel para
alguns problemas, tais como o da viga elastica, que abordaremos ainda neste capitulo.

3.1 Funcao Base de Ordem Superior

Definimos em (2.19) as fungoes ¢;(x) lineares por partes e com elas formamos a
base geradora do subespaco Vi, = [¢1, 92, ..., @m], 1€,

Vi ={vn €V; w1, = v}, € Pi(L)},

onde P;(I;) é o conjunto dos polinomios do primeiro grau em I; e V um subespago de
H'(0,1) (dependendo das condigoes de contorno do problema)

E natural a questao de se saber se, aumentando o grau do polinomio interpolador,
melhoramos a ordem de convergéncia da solugoes aproximadas. Para analisar essa
questao, vamos primeiramente introduzir exemplos de bases interpoladoras de graus
k=2ek=3.

Paracadai=1,...,mek € N, seja Py(I;) o conjunto dos polinémios de grau menor
ou igual a k definidos no intevalo I; e consideremos o espaco de elementos finitos V¥
definido por

Vi ={u, € Vi vj € Pu(L)},

73
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onde v}, denota a restrigao de vy, ao intervalo (elemento) I; = [z;_,x;]. Observe que
V C C([0,1]), de modo que as fungoes de V¥ sao continuas, polinomiais por partes e
satisfazem as mesmas condicoes de fronteira de V.

No que segue apresentaremos os subespacos V¥ gerados por bases classicas de po-
linomios de grau k = 2 e k = 3, definidos em cada elemento I;.

3.1.1 Base Quadratica
Considere o subespaco
Vi= {vh €V, vl = v} € PQ(IZ-)},
onde P5(1;) é o conjunto dos polinémios de grau 2 definidos em cada elemento finito

;.

Para gerar cada um dos polinomios interpoladores de grau 2 por partes, é preciso
introduzir trés pontos, de modo que o intervalo 2 = (0, 1) possa ser discretizado por
um ntmero par de pontos. Mais precisamente, para cada intervalo I; = [z2; , To@t1)),
introduzimos um ponto intermediario denotado por x9; 11 € I;, gerando dessa forma
os subintervalos [T9; , T2i11] € [¥2i41 , Ta(i41)] para cada ¢ = 0,1,---n — 1, com 29 = 0
e Tg, = 1. Definimos entao o passo de cada intervalo por h; = xa(i11) — ;. Assim,
temos o subespaco V2 = [¢o, ¥1, " - - Pom], onde as funcoes sao definidas das seguinte
forma:

1. para indices pares,

0ai(2) =1, p2i(®2i41) = Pai(Xiy2) =0, em I,

©ai(T2i-1) = Pai(W2i—2) = 0 em [;_q.
2. para indices impares,
802i+1(552i+1) =1, S02i+1(372i) = <P2i+1(932i+2) =0, em I,

Portanto, podemos defini-las explicitamente por

1
—h—(l' — T9i—g) + ﬁ(l' - Izi—2)2> Vo € [r9i—9, Tail,
2i(®) 1— oh (x — x95) + ﬁ(ﬂf — 79)%, VT € [Tos, Toita), (3.1)

0, Vx ¢ [$2i—27 $2i+2]-
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Pois (2) = —h—$($ — L) (T — Toiqa), VT € [Ta;, Taita), (3.2)

0, Va ¢ [Izz’, 932i+2]-

Nos extremos xg = 0 e x5, = 1 temos respectivamente,

o = 1—;;17%—217221'2, \V/ZL'E[ZL'Q,I’Q],’
0, Vo ¢ [SL’(],LUQ]
3 2 )
Do = 1+h—2($—1)+h—22(x—1) s Voe [LUQm_Q,ZL’Qm],
0, Vo ¢ [l’gm_g,l'gm].

Note que no n6 xq;, temos (¢ : Y2:4+5)o = 0 se [j| > 3, de modo que a matriz global
K ¢é uma matriz pentagonal.

e Matriz Rigidez Local

Consideremos a matriz cujos coeficientes K;; sao

1 dy; dy;
S i Y95 o ‘
K /O (a T da +5ij> dx

Repetindo os argumentos do capitulo anterior, cada intervalo I; = [xg; ,Z9;12] (com
xo = 0 e z9, = 1) estd associado um elemento e, de tal forma que [; = [5, 25]. Assim,
em cada elemento e tem-se definidas as seguintes fungoes de interpolagao local ¢¢(x)
em [z, z5], (veja Fig. 3.1)

( 3
pi(r) =1~ h—e(f'f —x7) + e (z — 29)?,
4 . .
©5(w) :—ﬁ(fb’—%)(fc—%)a (3.3)
16 e 2 e
\ ws(x) = —h—e(f’f —x7) + h—z(f’f — %)%,

onde h, = x§ — z§.
Assim, cada matriz local K¢, (1 < a,be3) e Forca Local F¢ sao definidas respecti-
vamente por
" ( dgg dey
K¢ — Ya Th €| d
ab /ze (a dr dx + By | dx
e (3.4)
2
Fi= [ pends
g
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Figura 3.1: Funcao base local: quadrética

Os termos da matriz local (3.4) sdo dados explicitamente por

. . 7 2h, . . . . 8 he
i1 = My = “3h. g 157 Wio = Ry = oy = Ko = ~“3n, - 51_5’
. 16 8h, . . 1 he
g a3he p 157 Ms = a1 = a3he a ﬁBO'

De forma geral, sem considerar os valores de fronteira, a contribuicao local para os
coeficientes da matriz global K de ordem (2m + 1) x (2m + 1) é dada pelo seguinte
algoritmo:

Ko = ki1, Ko = kiy, Kox = ki,

Ky = ki, Ko = kis, Komom = ké,’},‘l-

[ K(oe—1),2e41) = K(2e+1),(2el—1) =0,

K2¢),(2¢) = kg3 + kT,

K e),(2e = i1 )
gt T zE e=1,2,3,...,m—1. (3.5)

(2e),(2e+2) - 13>

K(2e+1),(2e+1) = k§2,

[ Ket1),2e42) = ki,

A contribuicao do vetor forca local f¢ para o vetor forca global F' de ordem (2m + 1)
¢é dado pelo algoritmo:

Foo= fSV 4[5, Faopr=f5, e=1,2,3,...,m—1,

_ r1 _r1
Fo = fi, Fr= 1y,
m—1 m—1
F2m—1: 2 ) F2m: 3 .
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Os coeficientes referentes a fronteira do problema aproximado dependem do tipo de
condicao de fronteira do problema continuo, ou seja, para cada tipo Dirichlet, Neumann
ou misto, a insercao segue o mesmo procedimento da interpolacao linear.

3.1.2 Base Cubica

Um spline cibico é uma funcao interpoladora, polinomial por partes, de grau 3 em
cada intervalo I; = [z;, z;41] e duas vezes diferencidvel em cada né x;. Mais precisa-
mente, dada uma fungao g(z), o spline ctiibico C'(x) permite interpolar g(z), sendo duas
vezes diferencidvel em cada né x;. Assim, em cada intervalo I;, a fungao C'(z) tem a
forma

C(x) = Ci(z) = aizz® + apr® + anz' +ap, €L, i=12...,m—1.

Para que C(x) satisfaga as propriedades de interpolacao e seja duas vezes diferencidvel,
¢ necessario que os coeficientes a;; de C(z) sejam adequadamente definidos, isto é,
satisfacam as seguintes condigoes:

1. C(z;) = g(xy), i=1,2...m,

2. Cimalm) = Cilwi), Ciy(x) = Ci(x), Cly(i) =Cf(x), 1=23,..m—-1

Os coeficientes a;3, a;2, a;1, a;o a serem determinados totalizam 4(m—1) incégnitas
e o ntimero de condigdes requeridas é: m+3(m —2) = 4m — 6. Assim, faz-se necessario
impor duas condigoes a mais para que C(z) seja determinado de forma tnica.

Para exemplificar, embora essa nao seja a melhor escola, podemos considerar as
seguintes condicoes adicionais:

C"(21) = C" () = 0. (3.6)

Nesse caso o spline é denominado spline cubico natural. Nao é a boa escolha porque
possui a desvantagem de nao satifazer a condi¢ao

O ideal é construir um spline cibico C;(x) que se anula fora do intervalo [x;_o, z;42] €
dessa forma gerar uma matriz global heptagonal, ou seja, uma matriz cujos coeficientes
satisfacam

L/ do; dC; o
Kij:/o (ozdxd—xj—l—ﬁCiCj)dx:O se |i—j|>3.
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Para isso, consideremos inicialmente a fungao par ¢ : R — R da seguinte forma

[ 0.(z), Ve [0,1],
(), Vel 2]
O(z) =< 01(—x), Vae[-1,0],
Oy(—1x), Vae[-2 -1]
L 0, z ¢ [-2,2],

onde
‘91 (LU) = a9+ a1x + a2x2 + CL3I3,

92(1’) = bo + bll' + 621'2 + bgl’g,
devem satisfazer as seguintes propriedades:

6:1(0) =1, 0,(0) =0,
01(1) =02(1),  01(1) =05(1),  0{(1) =65(1),
05(2) = 0, 0,(2) = 0, 01(2) = 0.

Com estas oito condi¢oes podemos determinar os coeficientes a; e b; a partir de um
sistema linear, cuja solu¢ao nos fornece as seguintes fungoes 0;(x) e 0(z):

3 3
01(z) =1 — =2 + “2?,
2 4
3, 1 (3.7)
Oy(z) =2 — 3z + 5%~ Z:cs.
Consideremos agora a discretiza¢ao uniforme do intervalo [a,b] na forma a = z; <
Ty < cdots < Xy = b, com h = ;.1 — x;. Entao, para cada né x;, com i =
1,2,---,m + 1, definimos o elemento de funcao base spline cibico, conhecido como
B-spline,

By(z) =0 (9’ ;Lz) .

Nessas condicoes a fun¢ao B;(x) pode ser reescrita explicitamente na seguinte forma:

r 1 3
m(l' — Ti9)”, Ve |[rig, vl
3 3 3
Z‘FE(SL’—IZ 1) W(I—l’i_1)2— 4h3(I—SL’Z 1)3, VLU - [xi_l,xi],
B;(x) = 1 3 3 3
D= 34 S =0+ (s — 2 pogein — ) Y € i),
1
m(lﬂz - 95)3, V& € [Tit1, Tiga, )
L 0, Va ¢ [xi—27xi+2]-
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Pode-se mostrar que B;(x) é de fato uma base para os splines ciibicos, ou seja, toda
spline ctibica pode ser escrita como combinacao linear das B-splines.

Note que para as fungoes By, By, B,, e Bp1, precisamos introduzir os pontos
nodais auxiliares: x_1, xg, € a2, Tmis, que dependem dos valores de fronteira.

Consideremos como anteriormente o intervalo 2 = (0,1) com x; =0e z,.3 =1e
os valores de fronteira do tipo Dirichlet homogéneas, isto é, u(x;) = u(zpmy1) = 0. As
fungoes Bs, - - -, B,,_1 se anulam nas fronteiras de cada intervalo que as define, mas as
fungoes By, By, B,, e B,,;1 nao se anulam. Com esse objetivo, definimos

BZ(ZIZ'), i:3,...,m—1,

5

S

~—r
I

p2(r) = Ba(x) — Bo(z), (3.8)
Pm() = B () = Bia(),
\ Spm—i-l(x) = Bm—i—l(z) - 4Bm+2(x)>

onde By(z) e Byia(x) sdo os B-splines nos pontos g = x1 — h € Ty = Ty + B,
respectivamente.

Temos entao
QOZ(IZ):L i:2,3,...,m, ()OZ(LUZ+1):1/4, i:1,2,...,m—1,
QOi(l’i_l)Zl/ﬁl, i:3,4,...,m—|—1,

Sol(x1> = 902(551) = @m($m+1) = <,Om+1(SL’m+1) =0.

Portanto satisfazem os valores de fronteira. Dessa forma a solucao aproximada é um
polinomio cubico tal que uy(z1) = up(rme1) = 0, onde V,, é o subespago gerado por
Vin = [©2,¥3, - - ., pm], dada por

un(r) =Y dipi(r), @ € Vi,
Jj=2

Note que as fungoes 1 e ©,,11 sao linearmente dependentes das fungoes ¢;, 1 =
2,3,...,m.

Note também que pela definicao do B-spline, nao temos a propriedade de inter-
polagdo, ou seja, up(z;) # d;, entretanto a solugao aproximada nos nés x; pode ser
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obtida pela relagao,

uh(llfg) = dg + idg,
up(x;) = idi_l +d; + }Idi+1 para i=3,4,...,m—1,
uh(:cm) = idm—l + dm

que pode ser representada na forma matricial Ad = wuy, onde d = [(dy, ds, . .., dy]7,
wy, = [up(22), up(x3), ... up(z,)]* e A é uma matriz quadrada de ordem (m —1) x (m —

1), tridiagonal, ou seja,

1 1/4 0 0 0
/4 1 1/4 0 0
0 1/4 1 0 0
A= ) ) ) (3.9)
0 0 : : : 0
0 0 e 1401 1/4
0 0 0 0 1/4 1

e Matriz Local

Com os mesmos argumentos anteriores, temos para cada elemento e no intervalo

x§, 25| = [x;, x4, com h = x5 — x{, as seguintes fungoes de interpolagao local (ver
1> L2 2 1
Fig. 3.2),
( 1 3 3 3
ei(z) = 2t E(f’fz —z)+ m(l‘z — )’ — m(i’?z — ),
1
p5(z) = W(% —x)?,
3.10)
1 3 3 9 3 3 (
p5(z) = 1t E(f’f — 7)) + W(f’f x7) 4—h3(93 z7)°,
e 1 e\3
\ pi(z) = @(I z7)”.

Para cada elemento e, os elementos da matriz local K¢ (de ordem 4 x 4) e da Forga
Local f¢ (de ordem 4 x 1) sao dadas respectivamente por

. ndesdey
kab = /:(;“i (O& dr d.ﬁ(fb _'_ﬁgoa(pb) d.flf, 1 S CL,b S 47

(3.11)
fa = feqde, 1<a<4

a a
1
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pi() ¥
Figura 3.2: Funcao base local: spline ctibico
Explicitamente, os termos da matriz local (3.11) sdo dados por

. 51 297h 21 129
Hi = K = oo+ 560 Hia = 51 = M = Hs = 29605 T o0

. e 9 h . . —87 933h
Ko = b = O‘W - BE’ Kis = K1 = 270, T P opan

-9

K1 = hip = 0 160h+ﬁ2240 Wia = Wi = by = My = oy +5E

A contribuicao local da matriz kS, para a matriz global K, de ordem (m+1) x (m+1),
desconsiderando a simetria da matriz (3.11), pode ser obtida pelo seguinte algoritmo:

(K. = kP kSt kS RS e=3,4,...,m—1,
KE(E-‘rl) = k;zl + ki’) + k%ﬁ-l’ €= 37 4. <= 27
Kierne = k' +kg + k5, e=34...m—2,
Keeray = kS + kST, e=2,3,...,m—2, (3.12)
Kieroe = k§ +k53 e=2,3...,m—2,
Ke(e+3) = k;zlﬁ €= 1>2a Sy M= 2a
L K(e+3)e - ki;_l? e=1,2,...,m—2

Tendo em conta as condigoes (3.8) e para satisfazer a condigao de fronteira nula, o
algoritmo associado aos elementos da matriz global K referentes a essas restricoes é
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dado respectivamente por

(K= k%l + 16@2 - 8k%2 + k‘gza Koy = kz)l,g + k%l + kf§2 - 2]{5?1,2 + @2
Kip = kis + k3 — Ky — 4(kys — k3p),  Kou = kg + kip — gy — 4(kgy — ko),
K3 = ki + ]‘733 — dky,, Ks = ki + k§2 — 4k,

[ K23 = ksq + kis + k31 — ke, Ky = kg + K3y + kiy — ki,

( Km—l,m—l—l — ]{Zﬁ_l —|— ]{7% - 4]{75}1, Km+1,m—1 — ]{Zﬁ_l —|— ]fg% - 4]{727%,
Kot =Ky 2+ kT + k0 — kL K1 = K52 + k57 4+ k7 — KT
Ko = k72 4+ K5+ kT — 28T + kT,

Koy = kgi— 4 ki — (kT3 — ki) — ki,
Foninm = ks 4 K51 — Ak — ) — K]
Km—l—l,m—l—l — kﬁ_ + kgé + 16]{52}1 - 8]{5?7’7}1

\
A contribui¢ao do vetor forga local f¢ para o vetor forga global F' de ordem n é dado
pelo algoritmo:

F,=f?+ fs '+ para e=3,4,ldots,m — 1,
com os valores nos extremos dados por

Fy=f} +2f12 + fé”,l Fi=fl+ f221’
Fo =12+ 57+ A, Frsr = f17 1+ .

Assim, o sistema linear Kbfld = F tem m + 1 incégnitas d = (dy, ds, -+ - dpy1). A
forma de insercao dos valores de fronteira é semelhante ao procedimento que obtivemos
para os polindmios lineares por partes (ver Segao 2.7). Dessa forma, se as condigoes
de fronteira sao do tipo Dirichlet, Neumann ou misto, teremos sistemas quadrados de
ordem m — 1, m + 1 e m, respectivamente. Vale observar que o algoritmo (3.12) foi
deduzido considerando a simetria da matriz local.

3.1.3 Base de Hermite

Nesta secao vamos introduzir fungoes base convenientes para determinar a solugao
aproximada do problema da viga elastica, formulada por Bernoulli-Euler.

Para Q0 = (0,1), a formulacao forte do problema da viga eldstica com extremos
engastados pode ser dada formalmente como um problema de valores de fronteira para
uma equagao diferencial de quarta ordem. Mais precisamente, dada f : (0,1) — R, o
problema consiste em se determinar a fungao w : [0, 1] — R tal que

d*u

— =1/ em (071)a

dx? (3.13)
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Podemos repetir o mesmo procedimento aplicado ao problema (2.1), ou seja, mul-
tiplicar os dois lados da equagao em (3.13) por uma funcao teste e integrar por partes
duas vezes. Assim, obtemos a seguinte formulacao variacional

a(u,v) = (f :v), Vv eV, (3.14)
onde

a(u, v) = /0 (@) (@) de e (f:v)= /0 F@)o(z) da. (3.15)

Note que para obter a formulagao (3.14) com f € L?(0,1), é necessdrio que u, v’
e u” pertencam ao espaco L?(0,1), o que significa que v € H?(0,1). Além disso, em
vista das condigoes de fronteira homogéneas, o espaco adequado ¢ HZ(0,1).

Seguindo o mesmo raciocinio, queremos determinar a solugao aproximada da forma:
r) =Y dipi(@), @ €V, (3.16)
=1

onde V,, = [¢1, 02, -, om] € 9;(0) = ;(1) = ¢(0) = ¢)(1) = 0. Vimos também que
determinar a solucao aproximada consiste em resolver o sistema linear Kd = F', onde
os coeficientes da matriz global K sao dados por

1 d2<,0' d230'
K;j = - L) dz. 3.17
! /0 (da:2 dx? ) ’ (317)

Assim, as fungoes testes precisam pertencer a HZ (0, 1).

Obviamente, as funcoes base de polindmios de grau 1 ou grau 2 por partes nao
sao adequadas para o problema da viga, porque a segunda derivada nao pertence
ao espago L*(0,1). Portanto, para este problema, os splines ctibicos sao adequados,
porque pertencem ao espago C?(0,1), fazendo sentido a integral (3.17), desde que
sejam modificados nos extremos x = 0 e x = 1, de tal forma que a solucao aproximada
definida em (3.16) satisfaca os valores de fronteira u,(0) = u},(0) = up(1) = uj,(1) = 0.

Um outro tipo de funcao teste de interpolacao ctibica é obtido pelos polinomios
de Hermite, que descrevemos a seguir. Note que, sendo HZ(0,1) o espago da solugoes
admissiveis, qualquer subsespago V;,, C HZ(0, 1) deve ser pelo menos de classe C'*(0, 1),
ou seja, que a funcao base ¢; e sua primeira derivada ¢} seja continua em [0, 1]. Os
polinémios de Hermite satisfazem essa condi¢ao de continuidade e sao portanto muito
convenientes para o problema da viga (3.13).

Consideremos a discretiza¢ao do intervalo [a,b] na forma a = 2o < 21 < -+ <
T, = b, onde, para cada né z;, definimos dois elementos de funcao base, ¢;(x) e ¥;(z),

satisfazendo
{ gi(z:) =1,  @i(Tiy1) ¢i(wi-1)
Pi(x:) =0,  @i(ziy1) ¢ (@i1)

0 0 (3.18)
0, 0, '
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0, i\ i =0, i\ Li—
) Vi(wit1) Yi(wi1) (3.19)

{ i)
wl(x;) Ui (i) =0, Pl(2i1)

e se anulam para = ¢ [z;_1,2;41]. Assim, no intervalo [z;, x;11], consideramos ¢;(x) e

0,
0,

¥;(x) como polindmios ctibicos ag + a1« + asx* + azx® e podemos determinar os quatro
coeficientes com as quatro condigoes dadas em (3.18) e (3.19) respectivamente para
¢i(x) e Y;(x). Também podemos fazer o mesmo no intervalo [z;_1, 2;]. Considerando
a malha uniforme com h = x;,1 — x;, obtemos polinomios de Hermite, que sao fungoes
Cl(a,b) por parte, na seguinte forma:

o (’x;xz _1>2(2’£L’;Ii +1), Ve [rii1, Tl (3.20)
0, Vo [z, i),

bi(z) = (v - M(’x ;Lx N 1)2’ V@ € @1, Tinl, (3.21)
0, Vad w1,z

Observe que, com relagao a funcdo base de Hermite, a solucao aproximada wuy(z)
pode ser escrita na forma,

i (CZ ¢i(x) + d; %’(SC))- (3.22)

=0
De (3.20) e (3.21), tem-se que uy(z;) = ¢; e up(z;) = d;.

Note que temos 2(m + 1) incégnitas ¢ = (co, ¢1, ..., ¢n) € d = (do, dy, ..., d,,) para
se determinar a solugao aproximada uy(x) e também a sua derivada duy/dzx.

Para gerar as 2(m—+1) equagoes correspondentes, podemos fazer o seguinte procedi-
mento: considere o problema aproximado de (3.14), com a formulagao (3.15), tomando
up, na forma (3.22)

/ (ch (@) +dwi (@) )v”(w>dw= /Olf(x)v(x)dx, W € V.

Tomando v = ¢;(x) e depois v = ;(x) na identidade acima, obtemos dois sistemas
com (m + 1) incégnitas cada, dados por

/ (ch “( )d:c—i—/ (Zdﬂp” )d:c_/ F(@)o;(@
/ (Zcz 93 )daz+ / <gdi¢;’<x>¢;’<x>> dz = /0 1f(fv)¢j(:):)da:
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para cada j =0,1,...,m

Definindo as matrizes K e L com coeficientes dados respectivamente por

1 1
Kij:/O ¢ (x)¢](x) dr e Lij:/O Vi ()¢ (x) dx

podemos escrever os dois sistemas na forma

{ KC+LTd = F1

Le+ Md — Fy (3.23)

Esses dois sistemas sao dependentes e podem ser escritos na forma de matriz bloco:

K LT C . F1
() (@)= (=) 524
Temos portanto que resolver o sistema linear KC = F de ordem 2(m+1), notando que

as matrizes K, L e M sdo tridiagonais e K é simétrica, com [c, d]” e [F;, F2)T vetores
de m + 1 componentes.

Como vimos em (2.31), as forgas podem ser interpoladas, usando como base a
funcao ¢; na forma

= Z fii(). (3.25)

Assim, podemos escrever, como em (2.32),

- [ s = [ fj fidu(2)5 @) do

— f / b1z + f, / T 60 dut fon / bidoenr do,

/f e dx—/Zm 2y

= fi- 1/ Ghi_q dx + f; /:M b dx + fiin /:m Piiy1 du.

Note que também podemos interpolar a funcao f usando como funcao base a funcao

W, ou seja, f(z Z fivi(x), e calcular Fy e Fy de forma andloga.

No que conerne as condigoes de fronteira, o sistema linear KC = F tem infinitas
solugoes, pois a matriz K é singular. Para obter uma tnica solugao C, necessério se
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faz impor os valores de fronteira dados no problema continuo. Em particular, para
o exemplo (3.13), devemos ter as seguintes condi¢oes para a solugdo aproximada:
wn(wo) = wn(0) = wn(wm) = wn(1) = 0 e uh(we) = w(0) = whlwm) = up(1) = 0,
ou mais precisamente,

Isso quer dizer que a matriz bloco K do sistema linear deve ser modificada de forma a
garantir que a solugdo seja da forma, C = [0, ¢y, ¢a, ..., Cn_1,0,0,d1,ds, ..., dp_1,0]T),
o que significa que o sistema passa a ter quatro incognitas a menos, i.e., o sistema é de
ordem 2(m — 1). Para condicoes de fronteira nao homogénea ou outros tipos de valor
de fronteira, o procedimento é similar ao da Secao 2.7.

Em resumo, com a base de Hermite, os valores da funcao uy, e sua primeira derivada
uj, no nod x; coincidem com os coeficiente de interpolacao das fungoes base ¢; e 1,
respectivamente, ou seja uy(z;) = ¢; e ujy(z;) = d;.

e Matriz Local

Com os mesmos argumentos anteriores, definimos a funcao base local no intervalo
(2§, x5] por (ver Fig. 3.3)

(3.26)

Assim, em cada elemento e, a matriz local K, de ordem 4 x 4 e o vetor forga local
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x5 o x5 o x5 o 5

Figura 3.3: Funcgao base local: Hermite

f¢ de ordem 4 x 1 podem ser calculados por

N N R
Kab:/wi (dx2 d$2)dflf, 1§a,b§4,
5
fe= fesde, 1<a<4.
o

As quantidades globais Kj;; e f; podem ser obtidas da maneira semelhante somando-se
as contribuicoes locais de todos elementos nos nés correspondentes.

3.2 Analise de Erro do Problema Estacionario

O estudo da convergéncia das solugoes aproximadas uy, obtidas pelo método de ele-
mentos finitos para a solucao exata u do problema continuo se faz a partir de estimativas
de erro, cuja ordem de convergéncia depende do grau do polinomio interpolador de wuy,
no interior de cada elemento finito e, assim como do método de aproximacao utilizado.

Entretanto, antes de abordarmos as estimativas de erros referentes especificament
ao método de elemetos finitos, vejamos um resultado de carater geral.

Sejam V' um espaco de Hilbert real com norma || - ||y induzida pelo produto interno

(-:)v, f:V — R um funcional linear e continuo em V e uma forma bilinear a :
VxV =R

Consideremos entao o seguinte problema variacional abstrato: determinar u € V
tal que

a(u,v) = (f,v) YvelV, (3.27)
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onde (-,-) denota o produto de dualidade entre v e v’. Nesse contexto geral, o método
de Galerkin consiste em se estabelecer um subespaco de dimensao m de V, V,,, e o
problema aproximado: encontrar u;, € V,, tal que

a(uh,vh) = <f, Uh> Y, € Vm, (328)

onde o parametro h depende de m de tal forma que h — 0 quando m — +oc.

A convergéncia a que nos referimos ocorre se }llim |lu — up||v = 0.
—0

No que segue, suponhamos que a forma bilinear a(-,-) é continua e coerciva em V,
i.e., existem constantes positivas d; e d9 tais que, Vu,v € V,

<4
la(u,v)| < 1||U||;/'||UHV7 Yu,v € V. (3.29)
a(v,v) > dsjv]|y,

Nessas condigoes temos o seguinte resultado geral:

Teorema 3.1. (Lema de Céa) Seja e := u—wuy, o erro absoluto de aproximacao. Entao,
sob as hipdteses (3.29), temos

ale,vp) = alu —up,vp) =0 e |lu—upllv <d||lu—onv,
para todo v, € V,,, onde § = 01/95.
Observacao: A primeira condicao significa que o erro é ortogonal ao subespaco V,,,
com respeito a a(-,-), ou ainda que w, é a projecao ortogonal de u no subespaco
Vin, com respeito a a(-, ). A segunda condicao significa que a solugao u;, obtida pelo
método de Galerkin é a melhor aproximagao para u com respeito a norma || - ||y e,

consequentemente, uma condigao suficiente para a convergéncia é a existéncia de uma

familia V,,, de subespacos do espago V tal que, para cadau € V/, ;le(l) in‘f/ |lu—vp|lv = 0.
—0vpeVm

Demonstracao: Como V,, C V, a condicao
a(u,vp) = (f,vn), Yo, € V. (3.30)

é imediata. Assim, subtraindo (3.30) de (3.28) e usando a bilinearidade de af(-,-)

obtemos,
a(u — up,vp) = ale,v,) =0 Yo, € V,,,. (3.31)

Por outro lado, como af(+,-) é coerciva e bilinear temos
dol|lu — upllF < alu — up,u — v + vy — up)
< a(u — up,u —vp) + alu — up, vy — up)

= a(u — up,u — vy),
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onde usamos a propriedade de ortogonalidade (3.31). Da continuidade (3.29) obtemos
lu — up|ly < 0|lu—wvnllv, YV oo, € V. (3.32)
onde d = §1 /0, > 0. O

Coroldrio 3.1. Se além das hipdteses em (3.29), a forma bilinear a(-, -) é simétrica em
V, ie., a(u,v) = a(v,u) para todo u,v € V, entao

lw—uplly < Vo|lu—wvplly Yo, € V. (3.33)

Demonstragao: Considerando a simetria de a(-, ), temos
a(u — vy, u—vp) = alu — up + up — vy, U — Uy + up — V)
= a(u — up,u — up) + 2a(u — up, up — vp) + aluy — vy, up — vVy).
Da coercividade (3.29) e ortogonalidade (3.31) obtém-se
alu —up,u—up) < alu — vy, u — vy) Yo, € V.
Da continuidade e coercividade (3.29),
Oallu = unl[iy < drllu — vV,

0 que € equivalente a
lu—unllv < Vollu—wvillv.

Logo, quando a forma bilinear a(-,-) é simétrica, temos uma melhor aproximacao co
relagdo a obtida por (3.32). O

Veja que o Lema de Céa mostra essencialmente que o erro ||u — up||y é a distancia

d(u,V,,) = inf |ju — v,||y entre a fungdo u € V' e o subespaco V,, C V.

VR EVin

Corolario 3.2. Nas mesmas condi¢oes do Corolario 3.1, temos

lunlly < V3lully. (3.34)

Demonstracao:
a(u,u) = alu — up + up, u — up + up) = ale + up, e + up)
= a(up, up) + ale, e) + 2a(e, up) = alup, up) + ale, e).

Como a(e,up) = 0, conclui-se que 0 < a(e,e) = a(u,u) — a(up,up), € portanto
a(up, up) < a(u,u). Usando a continuidade e coercividade (3.29) obtemos

lunlly < Véllully. O
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Os resultados anteriores nos permitem afirmar que, de todas as funcgoes v, € V,,,, a
solugao aproximada uy, € V,, do problema dado pelo método de Galerkin é a que melhor
se aproxima da funcao exata u € V na norma V. Este resultado ainda é insuficiente
para quantificar esta proximidade, que obviamente depende da escolha do subespaco

Vin-

A seguir, usando os resultados anteriores, determinaremos estimativas para a con-
vergencia de uy, quando h — 0, em termos de normas de espagos de Sobolev, ou seja,
determinaremos estimativas em fungao de h para ||u — upl[1 e ||u — upllo. Para isso,
como veremos a seguir, faz-se necessario inicialmente obter estimativas de erro para a
funcao de interpolacgao.

3.2.1 Erro de Interpolacao
Consideremos o problema variacional
a(“u U) = <f7 U)v VoeV = H(%(Ov 1)7 (335>

onde f €V =H10,1)e
a(u,v) = a/o u'(z)v' (z) dx + B/O u(z)v(z) dz. (3.36)

Observagao: Se um polinémio qualquer u(z) de grau k interpola a solugdo exata
u nos pontos nodais {z;}, i.e, u(z;) = u(z;) em cada intervalo I; = [z;,x;11], i =
0,1,...m, dizemos que u é um “interporlante”. Por exemplo, no caso do problema
(3.35), consideramos o subespago V,, gerado pelas fungoes lineares por partes (2.19) e,
tendo como base a funcao ¢;(x), definimos

u(z) = Zuz<ﬂz($), (3.37)

onde u; = u(z;) é o valor da solugao exata nos pontos nodais. Sendo @ um polinémio
de grau k = 1 em cada elemento finito I;, u é um interpolante.

Devemos chamar a atencao para que nao se confunda o interpolante u com a solucao
aproximada uy,, obtida variacionalmente pelo método de Galerkin.

No resultado seguinte, estabelecemos uma estimativa de erro de interpolacao na
norma de H'(0,1) entre a solucao exata do problema (3.35) e o interpolante definido
por (3.37).
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Teorema 3.2. Sejam f € L*(0,1),u € H}(0,1)NH?(0, 1) a solugao exata do problema
(3.35) e u o interpolante definido por (3.37). Entao,

- ~ - h h?\ 2
o=l ==l =<t (145) ude (539)

Demonstracao: No que segue, denotamos u; a restricao de u em cada intervalo I; e
| - [lo.z; @ norma de L*(I;), isto é,

s e
€T

7
Com isso, podemos escrever

m

lu =l =>" (lu =@l + v’ = @)
i=1

Seja w = u —w e w; = w|;,. Sendo u; um interpolante de u em I;, temos que
w;(x;) = wi(x;1) = 0. Desta forma, podemos considerar a expansao w; em série de
Fourier de senos, i.e,

w;(x) = Zcmi sen w, Ven €R
m=1

Fazendo a troca de variavel y = x — x;, obtemos que
2 ot 2 " 2 h 2
s = [ wiol de = [ ) dr =5 3 (e
Li m=1

A 1ltima igualdade é conhecida como identidade de Parseval, que é uma consequéncia
da ortogonalidade das fungoes trigonométricas da série, i.e.,

/hcos mny coS nmy dy = /hsen mry sen nmy dy = h
; h n YT, h n YT

Omm, Vm,n € N.

Temos também que

mmy
h Y

/ / mm
(@) =wi(y) =D Cmi— Vems € R.
wl(x) wl(y) 2 C h COS C

Logo, usando novamente a ortogonalidade anterior obtemos,

hoo 2,2

Tit1 mem
s, = [ w2 de =5 e 7

i m=1
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e de forma analoga,

it h — mir?
futlBr = [ w0 de =53 (e B
x

m=1

Note que, sendo a fungao interpolante u; linear em cada intervalo I; = [z;, x;41], temos
u! =0 e entao w}(x) = u"(x), para todo = € I;. Logo, como m > 1, obtém-se

o0 4,2 2
mir h
lwillgr <> (em,)? -
m=1

52 p”u"Hﬁ,zﬂ 1=1,2,...,m.

Fazendo o somatério em ¢ de 1 a m, obtemos
m __ / ~/12 "2
> lwills = llv = @|f5 < = 1”113
: s
i=1
Extraindo a raiz quadrada, obtemos a estimativa de erro para a derivada w] na norma
L*(0,1),

~ h
lllo = llu’ = @llo < —[|u"llo. (3.39)
Diz-se neste caso que o erro é de ordem h e denota-se O(h).

De forma anéloga, temos

o0

2 h 2 h 2 4 ht 12 .
||wi||07li = 57712:1(le> S 57712:1(sz) m- = 71_4”“/ ||07Ii7 1 = 1,2, o, m.

Logo, somando em ¢ de 1 até m, obtemos
S 2 , _ I 2
~ "
D lwillf = llu —als < —llullo.
i=1

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a estimativa de erro para w; na norma L?(0, 1),

~ h?
lwllo = llu =l < —lu"o. (3.40)
Diz-se neste caso que o erro de interpolagao é de ordem h? e denota-se O(h?).

Das desigualdades (3.39) e (3.40), conclui-se a estimativa de erro na norma H*(0, 1),

Jull? = fu = TR =l — @l + ' — @8 < (2 + 2 i
b e 0 0=\ 74" 12 0’
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ou seja,

~ ~ - h h?\ 2
ol = o=l = o=+ =Tl < 2 (14 55) e, ()

onde || - || denota a norma de H?(0,1) e por definigao, |[ully > ||u”|lo. O

Note que a estimativa de erro em H'(0,1) é de ordem O(h) e somente niao é ordem
O(h?) em razao da estimativa da derivada (3.39).

A seguir demonstramoss as estimativas de erros entre a solugao exata u e a solucgao
aproximada uy obtida pelo método de Galerkin.

3.2.2 Erro na Norma H'(Q)

Vimos no Teorema 3.1 que, de um modo geral, a solucao uy, projecao ortogonal de
u com respeito a forma a(-,-) no espago V,,, satisfaz a desigualdade (3.32) dada por

v —un|lv < 6l|u —vnllv, V ooy € Vi,
onde § = §;/d9, com 6; = max{a, 8}, b2 = min{a, 3} e V = H(0,1). Tomando em

particular v, = U € V},, obtemos a estimativa de erro na norma H(0, 1),

1
~ oh h?\ 2
o=l < dle =l < 2 (14 25) e (3.42)

com erro de ordem O(h). Por outro lado, usando (2.7), obtemos a seguinte estimativa
em termos da funcao f, dada por

. h B2\ 2
r|u—uhr|1s5||u—u||1s7(1+;) £l (3.43)

com erro de ordem O(h).

No caso especifico do problema (3.35), sendo a forma bilinear a(-, -) simétrica, segue
de (3.33) a mesma estimativa, substituindo-se & por V6.

3.2.3 Erro na Norma L?(2)

A desigualdade (3.40) mostra que a estimativa do erro de interpola¢ao na norma
L*(0,1) é de ordem O(h?) com a dependéncia da norma de u” em L?(0,1). Ja a
desigualdade (3.43) fornece uma estimativa de ordem O(h) na norma de H'(0,1) e
somente a imersao continua de H*(0, 1) em L?(0, 1) nao melhora em nada as estimativas
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jaobidas. Entretanto, em razao da estimativa (3.40), é razoavel acreditar ser quadrética
a ordem de convergéncia ||u — up||p sem a dependéncia de ||u”||o. De fato, podemos
provar isso usando um argumento devido a Nitsche, como veremos a seguir.

Teorema 3.3. Sejam f € L*(0,1), u € Hj(0,1) N H*(0,1) a solugao do problema
(3.35) e uy, € V,,, a solugao aproximada. Entao, u, converge para a solu¢ao u na norma
L?(0,1) com ordem de convergéucia quadratica em relagao a h. Mais precisamente,

= unllo < CR?| £, (3.44)

onde C é uma constante positiva independente de h e f.

Demonstragao: Pela desigualdade (3.43) (para todo h < ),
[ = unlly < Cohl[ flo, (3.45)
onde Cy = ¢v/26/m > 0 independe de h.

Consideremos w e wy, respectivamente solugdes dos seguintes problemas variacio-
nais:

a(w,v) = (u —up,v), Yv eV, (3.46)
a(wh,vh) = (u — uh,v), Vv € V,,,

de modo que, novamente da desigualdade (3.43), temos
|w — w1 < Cohllu — uplo- (3.47)

Substituindo v por vy, na primeira identidade de (3.46) e subtraindo da segunda, obte-
mos a(w — wy, vy) = 0, para todo v, € V,,,. Em particular, a(w — wy, up) = 0. Assim,
temos da primeira identidade de (3.46) com v = u — uy, e de (3.47),
lu = unlls = alw — wh,u —un) < Jw — w1 flu—upls
< Cgh?[lu = unllo]l fllo-

Portanto, para C' = CZ, temos ||u — up||o < Ch2||f|lo, como querfamos provar. O

Note que ainda podemos ter problemas de convergéncia devido a erros numéricos
quando « é muito pequeno. De fato, considerando em particular « = ¢ > 0e g = 1,
entao de (3.43) temos:

&1
o= unll < L1 o
onde ¢; > 0 é uma constante positiva. Neste caso o método somente terda uma boa

aproximagcao se h < €, o que muitas vezes ¢é inviavel em situacgoes praticas.

Como consequéncia imediata dos rsultado anteriores, temos a convergéncia da
solugao aproximada uj, para a solucao exata u quando h — 0. Mais precisamente,

Corolario 3.3. Se f € L*(0,1) entao a solugao aproximada u; do problema (2.9)
converge para a solugiao u € H*(0,1) N H}(0,1) do problema (2.6), i.e,

lim lu— i =0 e Jim[lu— unfly =0
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3.2.4 Erro na Norma H™(Q))

Vimos nos Teoremas 3.2 e 3.3 que as estimativas de erro nas normas do H'(0,1) e
L?(0,1) sao respectivamente de ordem O(h) e O(h?). Veremos a seguir que a ordem
de convergencia pode ser melhor se a solucao exata for mais regular, i.e., se pertencer
a um espago mais regular que o espago Hj(0,1) N H?(0,1). Nesta se¢io enunciaremos
alguns resultados gerais de estimativa de erro em normas de espago de Sobolev, que
dependem da regularidade da solucao exata e do grau do polinomio interpolador, cujas
demonstragoes podem ser encontradas em [, 16, 24].

Teorema 3.4. Seu € H™(0,1), m > 0, entao existe uma funcao interpolante u € V*,
tal que para todo s, 0 < s < 'm,

lu = alls < ch™[[ullm, (3.48)

onde a = min{k + 1 — s,m — s}, k é o grau do polinémio interpolador e ¢ é uma
constante independente de u e de h.

Corolério 3.4. (Estimativa Otima) Se v € H**1(0,1) e & € V¥, entéo
lu = llm < A" fulli, (3.49)

onde k > 1 é o grau do polinomio interpolador da funcao base que gera o subespaco
vetorial de dimensao finita e m < k.

A consequéncia imediata do Corolario 3.4 é que a estimativa depende da regulari-
dade da solucao. Isso significa, por exemplo, que se a solucao u do problema pertence ao
espago H?(0, 1), as melhores estimativas a serem obtida sao as de ordem O(h) e O(h?)
respectivamente nas normas do H'(2) e L*(Q), independente do grau k do polindémio
interpolador.

Pode-se mostrar que é valido o seguinte resultado de regularidade para o problema
(2.1) (ver [2]): se f € H™(0,1), com m € N, m > 1, a solugao u € H™"(0,1) e vale a
desiguladade |[u/[mr2 < || f]lm-

Assim, vemos que a estimativa depende do polinémio interpolador P, ou seja, para
os polinomios lineares por partes (k = 1), quadréticos (k = 2) e cubicos (kK = 3),
obtém-se, respectivamente, as estimativas em L*(0,1) e H'(0,1):

lu—llo < ch?[lullz, llu—1dllo < ch®llulls, [lu—1llo < ch*[|ulls,

lu—ally < chlllulla, Nlu—dlly < ch®|lulls, flu—1ally < ch?[|ulla.

Para a conclusao da analise do erro precisamos estabelecer uma relagao entre o erro
|lu — upl|m € ||u— @[, onde u é a solucdo exata, u;, é a solucdo aproximada e u é



96 Cap. 3. Funcao Base e Estimativa de Erro

a func@o interpolante. Para isso, é suficiente tomar u = v, € V,, no Teorema (3.1),
obtendo-se:
|lu — up||m < 6w — ul|m. (3.50)

Portanto, todas as estimativas anteriores sao validas para estimar o erro entre a
solugao exata e a solucao aproximada obtida pelo método de Galerkin, ou seja, de
(3.49) e (3.50) obtemos:

lellm = llu = unllm < 8llw = @l < CH ="l (3.51)

onde C' = ¢f.

3.3 Erro Numérico

Os resultados de convergéncia obtidos sao as estimativas de erro entre a solucao
exata e a solugao numérica aproximada. Como em geral a solugao exata nao é conhe-
cida, vamos intoduzir nesta secao um dos procedimentos usuais que permitem estimar
a “exatidao” dos resultados numéricos, fazendo um paralelo com aos resultados teéricos
de estimativa de erro.

Como em geral nao conhecemos a solugao exata u, tomemos em seu lugar a solugao
numérica uy calculada, com N suficientemente grande (ou equivalentemente, h sufici-
entemente pequeno), onde N é o numero de nds da discretizagao.

Procedemos em seguida nas seguintes etapas:

(1) construimos uma sucessao de solugoes numéricas {u;} associadas a diversos tama-
nhos de malha h;, para os quais calculamos os respectivos erros || E;||, = [|w; — un||m,
parai=1,2,--- (N —1).

(2) observamos a estimativa (3.51) associada a solu¢ao uy

1E|m = Jti—tin|lm < cthF "™ Jun|legr ~ c2h?, para i=1,2,---,(N—=1), (3.52)

onde p = (k+1—m) é a taxa de convergéncia, sendo |[ux|[z11 é um ntmero real
conhecido para algum k.

Podemos entao escrever

EZ' m hz p .
0 = ||A I _ ( ) : Vi=1,2,---., (3.53)
| Eig1llm hity

onde hi+1 < h;.

Através da relagao (3.53), dizemos que p é a taxa de convergéncia numérica.
Na teoria o valor de p é constante, mas na pratica obtemos valores aproximados para p,
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dependentes da sucessao 7, que pode ser comparado com o resultado tedrico estimado.
O numero p pode ser explicitamente calculado por

- In o
8 (hh+1>

e Exemplo (Construcao da sucessdo da solu¢do numérica)

para ¢=1,2,---. (3.54)

Considere as solugoes numéricas aproximadas 1wy, us, - -uyy/2 , obtidas usando o
passo h; = (5 x 24171 ou seja, h; = 2hiyy, i = 0,1,--- (N — 2)/2. Considere E; o
erro associado a uma norma, comparando as solucoes u; com uy. Para essa sucessao
temos, por exemplo:

ll'lOéZ' ll'lOéZ' .
p= (hi)_IHQ’ para i=0,1,---, (N —2)/2 (3.55)
In
hita

3.4 Exercicios

1. Determine os elementos da matriz local do problema (3.13), usando os polinomios
de Hermite como funcao base e obtenha um algoritmo para a determinacao da
matriz global e da forca global.

2. Usando o exercicio anterior, dé uma estimativa de erro nas normas L?(0,1) e
HY(0,1).

3. Na interpolacao linear, vimos que a solugao aproximada u,(x;) era exatamente o
valor de d;, solucao do sistema sistema linear K'd = F'. Considerando o polinomio
interpolador quadratico, qual é a relacao entre uy(z;) e a componente d; do vetor
d do sistema linear Kd = F7

4. Mostre que o conjunto de fungoes B-splines {¢1, 2, -+, ©m, Ym+1} definidas em
(3.8) formam um conjunto linearmente dependente.

Sugestao: Mostre que o sistema Ad = 0 tem infinitas soluc¢oes, quando conside-
radas as duas fungdes no conjunto.






CAPITULO 4

Problema Estacionario
Bidimensional

Neste capitulo vamos tratar problemas de contorno referentes a equagoes elipticas li-
neares no caso bidimensional. Como motivacao, vamos nos referir aos problemas como
modelos de transferéncia de calor em regime estacionario numa placa condutora. Sao
apresentadas as formulacoes forte e fraca, assim como estudadas as condigoes para
existéncia e unicidade de solucao em alguns tipos de condigao de fronteira. Apresen-
tamos também um programa utilizando o método de elementos finitos para a solugao
numérica da equacao e analisamos a influéncia das condigoes de fronteira no sistema
linear associado a discretizacao. O método de Crout é o utilizado para resolver o sis-
tema linear, com exemplos numéricos e ilustracao grafica apresentados, assim como
os erros da solucao aproximada, utilizando diversos tamanhos de malha. As etapas
da elaboragao do programa em linguagem C estao no final do capitulo e o cédigo no
apeéendice deste texto.

4.1 Formulacao do Problema

Seja 0 C R? um conjunto aberto com fronteira suave I' tal que
r=r,url,, I,Nnr,=0.
Os pontos de €2 sao denotados por x e o vetor normal unitario exterior a I' é denotado
por n.

Denotamos por ¢; = ¢;(z) e u = u(x) respectivamente a i-ésima componente do
fluxo de calor e a temperatura no pont x. A fonte externa de calor por unidade de
volume é denotada por f = f(z) e admitimos que o fluxo de calor é dado pela lei de
Fourier, i.e.,

ou
qi = _Qijgu
J

99
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onde ();; ¢ uma matriz simétrica definida positiva em todo = € €2, denominada condu-
tividade térmica. Quando o corpo é homogeéneo, a matriz ();; é constante (independe
de z € Q). No caso isotrépico Q;;(z) = Q(x)d;;.

Nas condigoes acima e usando a convencao de somatério, a questao que se coloca
¢ a do seguinte problema: dadas as fungoes f : 2 - R, ¢: 'y = Rep: I, = R,
determinar u : Q — R tal que

(0 ou
—a—%<Qija—xj) = em 2,
u = q, em I, (4.1)
ou
—qin; = Qz;a—%nz =p, em Fp-

Referimo-nos ao problema (4.1) como a formula¢ao forte do problema do calor,
onde se deseja que a solucao u(z) tenha regularidade suficiente para que as derivadas
na formulacao acima sejam entendidas no sentido classico, como por exemplo se u €
C?(€Q), ou mais geralmente, no sendido L?(2).

Quando o corpo é isotrépico e homogéneo, a equagao em (4.1) toma a forma
—Au = f, (4.2)

que é a bem conhecida equacao de Poisson. Se I' = I';, a condicao de fronteira é do
tipo Dirichlet; se I' = I', a condi¢ao de fronteira ¢ do tipo Neumann e se I' =1, UL,
com ') # 0 eI, #0, acondigao de fronteira ¢ do tipo misto.

4.1.1 Formulacao Fraca

Com as funcoes f, p e ¢ acima, consideremos o espaco
V={veH(Q); v=0emI,}

e o subespago afim H = {v € H'(Q); v =g em I',}. Definimos a forma bilinear a e a

forma linear F,
a:VxV-R e F:V—=R,

respectivamente por

a(u,v) /Q”aaﬁ 81} e F(v):/fvdx+/ pu dx.
] Q2 Iy

A formulagao fraca do problema (4.1) é a seguinte: determinar u € H tal que

a(u,v) = F(v), YveV. (4.3)
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No que segue mostramos que as duas formulacoes sao equivalentes sob condigoes
de regularidade, isto é, vamos admitir a regularidade das fungoes que justifiquem os
calculos formais abaixo.

Primeiramente mostremos que (4.1) = (4.3). De fato, multiplicando a primeira
equacao de (4.1) por v € H'(2) e integrando em §2, segue do Teorema da Divergéncia,

Ju v u

Em particular, para todo v € V, a identidade acima se reduz a

Ju v u

e em vista da condicao de fronteira em I',, temos

ou Ov
/Qwﬁxjﬁxl —/Fppvdl“—/ﬂfvdx, Yo eV,

o que corresponde a formulagao fraca (4.3).

Reciprocamente, para mostrar que (4.3) = (4.1), seja u solugao regular do problema
(4.3). Entao, pelo Teorema da Divergéncia, temos

0 ou
/ oz, (Qwa )vdm+/F Qija—%nivdf—/ﬂfvdx—/rppvdf =0, YveV. (4.5)

Em particular, para todo v = 0 na fronteira I, obtemos

/8:61 (Qwa )vdm—/ﬂfvdxzo,

de modo que u satisfaz necessariamente a equacao

0 ou
—8—%(@'3‘8—%)—]@—0 em €

e a identidade (4.5) se reduz a
du
/ <Qij—ni —p) vdl =0, YveV.
r dz;
P
Assim, temos necessariamente a condi¢ao
Qije r
e = em em [',.
J 825']‘ N P

Observacao: Os calculos formais acima se justificam para u € H e v € V pela teoria
dos Espagos do Sobolev, onde as integrais de fronteira acima sao definidas em H'/2(T,)
e H-Y/2(T,) pelo Teorema do Traco.
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4.1.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Mostraremos a existéncia e a unicidade da solugao do problema (4.3), quando Q);;,
f, p e q sao funcgoes regulares. Considere para todo v € V,

ou 8@
a(v, ) / @iz, Oz, 8:6Z

(v: f) = / fodz, (4.6)
o= | o

p

de modo que a formulagao fraca possa ser expressa na forma a(v,u) = (v : f)+ (v : p)r,
Vv € V, onde, por hipétese, a matriz condutividade @);; ¢ simétrica e definida positiva.

Considere a norma do subespaco V de H'(Q) dada por

ol = / V(o) de.

Pode-se mostrar que se a medida superficial de I'; é positiva, as normas || . |y e || . || 1 (o)
sao equivalentes no espaco V. Com isso, pode-se mostrar que a forma bilinear a :
V x V — R satisfaz as condigoes de Lax-Milgram, isto é, para todo u,v € V,

i) a(v,u) = a(u,v), pois Q;; é simétrica.
i) |a(v,u)| = |((v,u))v| < Cllollv[ullv.

iii) |a(v,v)| =

> )P do =
&%Q% do c/\w )2 dz = CJo]%.

Por outro lado, a aplicac¢do linear v € V +— (v : f) + (v : p)r € R é continua para
p € L*(T,) e f € L*(Q).

Observacao: Pela Teoria dos Espaco de Sobolev, as hipdteses que permitem garantir a
validade das condigdes de Lax-Milgran sio: Q;; € L=(Q), f € H1(Q)ep € HY2(T,).
O leitor interessado pode consultar a bibliografia sobre Problemas Eliticos e Espacos
de Sobolev.

4.1.3 Formulagao de Galerkin

Seja Vj, um subespaco de V' de dimensao finita e consideremos Hj, = V}, 4+ {q}, onde
q € V tal que ¢(z) = ¢(x) para todo z € I',. A existéncia de ¢ é garantida pelo fato
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de que o operador de trago v : H'(Q) — HY*(T,) é sobrejetor. Assim, se uj, € Hy, a
funcao wy, definida por

wp(z) = up(z) — q(), (4.7)
pertence ao subespaco V},, de modo que v,(z) = 0 para x € I'y,.

Da mesma forma, definimos a fungao p € H*(Q) tal que p(z) = p(z) para z € T,,.
Nessas condig¢oes, podemos considerar o problema variacional aproximado associado ao
problema (4.3), a saber,

a(up,vp) = (f o) + (p:op)r, Yo, € V.
Por (4.7) temos,
a(wp,vy) = (f :vn) + (2 vp)r, — a(q,vn), Yo, € Vi, (4.8)
Podemos entao formular o seguinte problema:

Problema aproximado. Dadas as funcoes f, p e q, queremos determinar a funcao
wy, € Vj, solugao da formulagao (4.8).

Seja {¢1, 2, . . ., P, uma base do subespago V. Dessa forma, todo elemento wy, €
Vi, pode ser representado por

wy =Y Cjp;. (4.9)
j=1
Substituindo em (4.8), tem-se
a (Z Cje5, Uh) = (f:vn) + (p:vn)r, —ald,vn),  Yop € Vi
j=1
A igualdade permanece vélida tomando em particular v, = ;, ou seja,
a (Z Cjej, sm) = (f : i) + (@i, P)r—p — alq : @i, )
j=1

Da linearidade da forma a(-,-), segue que

Z C]CL(QOZ’ SOJ) = (f : 802) + (p L P, )Fp - a(av SOZ)

j=1

Denotando
Kij = a((plﬁgpj)? 1<1u,7<m, (410)
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Fi=(f i)+ (p:oir, —alq, ¢i), (4.11)

a formulagao (4.8) pode ser escrita na forma matricial, KC' = F'.

A solucao do sistema linear de ordem m X m permite calcular a solugao numérica
up, = wy + q € Hy, do problema aproximado. Assim, se m é suficientemenete grande,
espera-se obter uma boa aproximacgao da solucao v € H do problema continuo. Por
outro lado, se K é uma matriz cheia, sua ordem aumenta quadraticamente com relacao
a m, o que nos obriga a considerar o Método de Elementos Finitos que, como sabemos,
a escolha conveniente da base {¢1, ..., o, } de V}, fornece uma matriz de banda K de
facil resolugao e que cresce linearmente com relagao a m.

Entretanto, nas aproximacgoes por elementos finitos, as funcoes v, € V) sao, em
geral, fungoes polinomiais por partes, de modo que as restricoes sobre a fronteira podem
ser incompativeis com as condi¢oes impostas em Hjy. Assim, devemos considerar um
dominio aproximado €2, e redefinir o problema variacional (4.8), substituindo os espagos
Vi, e Hy, de funcoes definidas em €2 por aquelas definidas sobre §2y,.

4.2 Discretizacao do Dominio

De um modo geral, dado um dominio 2 C R", considera-se um dominio aproxima-
dao €, que possa ser dividido em subregides ()., de tal forma a satisfazer as condigoes:

Nel ©
Qh:<U§e> e Q.NQ=0, se e#k,
e=1

onde Nel é o numero total de elementos. Na particao do dominio definimos os nés
globais A, A=1,2,...,Nno, onde Nno é o numero total de nés da malha.

As subregides {2, no caso bidimensional sao geralmente triangulos ou retangulos,
consistindo de 3 ou 4 nés locais para cada elemento finito €2..

e Construcao da Malha

Para ilustrar a geracao da malha, consideremos o caso particular em que o dominio
Q é o retangulo (a,b) x (¢,d). Os elementos finitos {2, que serao representados por e,
também serao retangulos. O procedimento para a obtencao de elementos triangulares
é feito de forma semelhante. Para obter os elementos retangulares, basta considerar
partigdes de [a, b] e de [c, d], e fazer o produto cartesiano dos subintervalos. Ha diversos
tipos de malhas possiveis, tais como a malha geométrica, malha radical e em particular
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a malha uniforme. Por simplicidade, para gerar a malha uniforme, consideremos o
seguinte procedimento:

Define-se h = (b — a)/Nelx e k = (d — ¢)/Nely, onde Nelx e Nely sdo os nimeros
de elementos nas direcoes x e y, respectivamente. Logo,
ri=x9+1th, 1=12,...,Nelx, com zy=a,

y; =y +Jjk, 7=12,...,Nely, com yy=c

Assim,
Nelx Nely
la,b] X [e,d] = U [T, Tig] X U [yjuyj-l-l]
i=0 Jj=0

A subrotina DatalInput faz a geragao da malha uniforme, onde em particular, to-
mamos a =c¢ = 0e¢ b=d = 1. Dessa forma, h = 1/Nelx e k = 1/Nely.

Para gerar malha nao uniforme dentro da subrotina DataInput, basta entrar com
as coordenadas = e y manualmente. A subrotina Datalnput gera as posicoes (i, j) das
coordenadas (x[i],y[j]), onde i =0,1,...,Nelx e j =0,1,...,Nely.

e N6 Global — Posicao: Subrotina NoPos

O préximo passo é identificar o né global A com a sua posicao (i, j), obedecendo a
enumeragao sucessiva horizontal. A posicao i do né é o resto da divisao de (A — 1) por
(Nelx + 1) e a posicao j é o quociente da divisao de (A — 1) por (Nelx + 1), que serdo
representados na linguagem C por

(i, j) = NoPos(A),
onde
i=(A—-1)%(Nelx + 1),
j=(A—=1)/(Nelx + 1).
Por exemplo, considere a malha dada na Fig 4.1: Temos portanto 25 nds globais, 16

elementos (representados por um circulo) e Nelx = Nely = 4. Por exemplo, o né global
A = 18 é representado pelo par ordenado (i,7) = (2, 3).

e Posicao — N6 Global: Subrotina PosNo

Esta subrotina faz o processo inverso da subrotina NoPos, isto é, dada a posicao
identifica-se o n6 global A,
A = PosNo(%, j),
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21 22 23 24 25
@) @®)

16 17 18 19 20
® @ | @

11 12 13 14 15
® | ® | @

6 7 8 9 10
OO NOMNO

1 2 3 4 5

Figura 4.1: Malha de elementos retangulares

através da relacao:

A= j(Nelx + 1) +i+1.

Assim, na posicao (1,4) temos o né6 A = 22, considerando a malha anterior.

e Elemento — Posicao: Subrotina ElmPos

Para cada elemento e, temos 4 nds globais. Para identifica-los, é suficiente conhecer
a posicao de apenas um desses nos, que adotaremos neste caso como sendo o menor né
global (veremos adiante que este né global corresponde ao né local a = 1) do elemento
e, dado pelo seguinte procedimento: dado um elemento e, a sua posicao (i, j) é obtida
pelo resto e o quociente da divisao. Assim, (i,j) = ElmPos(e), onde i = (e — 1)%Nelx
ej=(e—1)/Nelx.

Por exemplo, considere o elemento e = 8 da malha anterior. Entéao, (7,75) = (3,1).
Observando a tabela, verifica-se que na posigao (3,1) temos o né global A = 9 que é
o representante do elemento e = 8. De forma andloga, temos e = 11 = (4,j) = (2, 2),
que ¢é a posicao do né6 A = 13.
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e N6 Local — N6 Global: Subrotina NoLG

A subrotina NoLG identifica os nés locais a = 1,2, 3,4 de cada elemento (retangulo)
com os nos globais A da malha,

A = NoLG(a,e)

da seguinte forma: dado um elemento e, o primeiro passo € identificar sua posigao
através da subrotina anterior, (i, j) = ElmPos(e).

Sabemos, entao, que na posicao (i, j) existe um né global A que representa o ele-
mento e. O nd global A serd entao o primeiro né local @ = 1 do elemento e. Assim,
a=1<% (i,7). Para a = 2, temos o n6 global (A + 1) que é identificado pela posi¢ao
(14 1,7). Para a = 3, temos a posicao (i + 1,7 + 1). Para a = 4, temos a posigao
(i,7 + 1). Geometricamente, temos

1 2

Com a posicao identificada, o né6 A pode ser encontrado pela funcao PosNo.

Considere a Fig. 4.1 e o elemento e=10. Entao,

NoLG(1,10) = 12, NoLG(2,10) = 13,
NoLG(3,10) = 18, NoLG(4,10) = 17.

A identificagao é extremamente importante pois permite elaborar calculos locais em
cada elemento e e depois transporta-los para os nés globais, onde realmente a solugao
¢é obtida.

Observagao: No programa em linguagem C, em virtude de se iniciar a numeracao
com zero, os nos locais sao numerados por a = 0, 1, 2, 3.

e Niumero de Equagoes do Sistema: EgNo

Alguns nés globais podem ter seus valores prescritos, ou seja, a solucao uyg = u(A)
pode ser conhecida devido as condigoes de fronteira. Assim, para estes nds nao é
necessario gerar equagoes no sistema. Desta forma, a subrotina EqNo identifica o né
global A com a sua correspondente equacao eqn[A] no sistema e o nimero total de
equagoes Neq do sistema. Assim, temos

I = eqn[A4],
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onde I = 1,...,Neq. Por conveniéncia, para os nds onde os valores sao prescritos,
tomamos [ = 0. E claro que o niimero de equagoes é menor ou igual ao niimero de nés
globais, Neq < Nno.

Por exemplo, suponhamos que a solugao ua = u(A) seja conhecida nos nds globais
A =1{2,3,8,12,22,24} da Fig. 4.1. Entao, tem-se que

A [1 234567 [8[9]10[11]12]13
eq[A] [ 10023 |4[5]0]6]|7]|8]0]09

A 14 115 |16 | 17 | 18 |19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25
eqn[A] |10 (11 (12|13 |14 |15 |16 17| O |18 | 0 | 19

Logo, temos 19 nés globais onde a solugao nao é conhecida e assim o niimero de equacoes
Neq = 19. Podemos observar que o né global A nao corresponde, em geral, a A-ésima
equacao, como acontece no caso unidimensional. Se, em particular, no lugar da solucao
ser prescrita nos nés acima, tivermos a derivada da solucao prescrita nestes nés, entao
Neq = Nno, pois neste caso a solugao ¢ desconhecida em todos os 25 nés A da malha.

e Valores de Fronteira: Fronteira,CondFront

Para cada né global A, introduzimos as condigoes de fronteira do tipo Dirichlet e
do tipo Neumann. Nas condic¢oes de fronteira do tipo Dirichlet a solugdo us = u(A)
é prescrita no nd, enquanto na condicao de fronteira de Neumann a derivada normal
de u(z) no n6 A é prescrita. Inicialmente precisamos identificar quais sdo os nés da
fronteira do dominio. Para isso introduzimos a subrotina (Fronteira).

Considere por exemplo, o retangulo [a, b] x [¢, d] sendo o dominio com as fronteiras
definidas por:

Iy = {(z,0) e} a <z <b},
Iy = {(by) el c<y<d},
I's = {(z,d)el'; a <z <b},

ry, = {(a,y) €l e<y<d}.
Entao precisamos identificar os nés pertencentes a cada uma das fronteiras I';, indepen-
dentemente se sao do tipo Neumann ou Dirichlet. A subrotina (Fronteira) tem essa
fungao, além de quantificar os nés de cada fronteira pela expressao (Nbn[i]) “Ntumero

de nés da fronteira [i]”. Assim, por exemplo, para a malha da Fig. 4.1, temos os
seguintes nos globais em cada fronteira:

Iy = {1,2,3,4,5}  Nbn[l] =5,

Iy = {510,15,20,25}  Nbn[2] =5,
Iy = {21,22,23,24,25}  Nbn[3] =5,
I, = {1,6,11,16,21}  Nbn[4] = 5.
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O préximo passo na subrotina (CondFront), o operador deve definir as fungoes e as
condigoes de fronteira do problema a ser implementado. O programa permite que sejam
definidas condicoes de fronteira de Dirichlet e Neumann em cada uma das fronteiras
I';, mediante duas opgoes:

(Dirichlet): typ (A) =1, a solugao é conhecida.

(Neumann): Bv, a derivada da solucdo é conhecida.

A partir da introducao dos dados da fronteira a subrotina (CondFront) associa

todos os nés de cada fronteira I'; aos seus valores e as formas de contribuicao de cada
tipo na obtencao da solucao numérica, como veremos nas se¢oes seguintes.

4.3 Construcao do sistema linear

Seja N o conjunto de nés da malha e N, o conjunto dos nés do tipo 1, isto é, os
nds para os quais a solucao ¢ conhecida. Entao o conjunto N — N, representa os nés
para os quais a solucao devera ser determinada.

Seja A € N um né global. Definimos em A uma funcao interpolante linear ¢4
satisfazendo a condicao:

1, se A= B,
QOA(B):{O’ SGA?AB, VB e N.

Para A € N — N, o conjunto das funcoes lineares ¢4 geram um espago vetorial
linear por partes Vj;, que é um subespaco do espaco V. Assim, toda funcao w;, € Vj
pode ser escrita por

wy(z) = Z Cppp(T). (4.12)

BEN—-N,

De forma anéloga, para a obtencao do sistema linear tem-se

Z a(pa,op)Cp = (pa: )+ (pa:p)r —alpa,q), YAeN-N,  (4.13)

BEN—-N,

Variando os nés globais A em N — N, tem-se um sistema linear com Neq equagoes.
Para definir a matriz dos coeficientes é necessario estabelecer uma identificagao entre
o né A e a sua equagao, através da subrotina EqNo. Seja

I =eqn[4] e J=eqn[B|,
onde 1 < I, J < Neq. Entao o sistema linear é definido por

Z K;;,Cy = Fy,

J=1
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onde
Ky =a(pa, ¢B), (4.14)

Fr=(pa: f)+(0a:pr —alea,q). (4.15)

A matriz K é denominada matriz rigidez global do sistema linear.

4.3.1 Interpolacao dos Dados Iniciais

Para a equacao do calor, a forca f é definida em todo x € ) e as fungoes ¢ e p sao
definidas em I'; e I', respectivamente. Para a resolucao do problema pelo método de
elementos finitos, somente sao necessarios os valores de f, p e ¢ nos nés A. Assim, é
pratico usar a interpolagao, tendo como polinomios interpoladores os polinomios ¢ 4,
base do subespaco V},. Logo,

= al@)fa an(@) =D wal@)aa, pale) = Y al@)pa,

AeN AeN, A€eNp
onde fa = f(xa),qa = q(x4) e pa = p(x4). Usando a definicao de p4(z), temos entao,
fu(wa) = fa, an(ra) =qa e pu(za) =pa.

Substituindo em (4.15) obtém-se

Fr=>Y (pa:on)fo+ Y (pa:en)ps— Y alea:¢s)as.

BEN BENp BEN,

Usando a definigao dada em (4.6) e substituindo em (4.15) obtém-se

Fr= Z/@A@Bf3d$+ > / papsppdly, — Y Kapgs, (4.16)

BEN BENp BEN,

onde I =eqn[A], para 1 < I < Neq.

4.3.2 Propriedades da Matriz Rigidez

Analogamente, usando (4.6) e (4.14) temos

K1y = alga on) = / (Vo) Q(Vips)d, (4.17)

onde I =eqn[A] e J =eqn[B]. A matriz K;; tem seguintes propriedades:
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Teorema 4.1. A matriz K definida em (4.17) é simétrica e definida positiva.

Demonstracao: Temos K;; = a(pa, pp) = a(pp,pa) = K7, onde usamos o fato
da matriz condutividade () ser simétrica. Portanto K é simétrica. Assim, se C' =

(C1,Cy, ..., Cyeq), entao

Neq
CTKC = Z CIKIJCJ = Z CL(CASOAaCBSDB)
1,J=1 A,BEN—N,

owy, Ow
wh,wh /Qlj—h—hd >0
onde estamos usando a hipdtese da matriz QQ ser definida positiva e denotamos

Wp = Z 6A<PA-

A,BEN—N,

Por outro lado, se CTKC = 0, segue que Q;;(Owy/0z;)(0wy,/dx;) = 0. Entdo a
igualdade é verdadeira se wy, é uma constante. Mas se I';, # () entao wy, € V}, e portanto
wp, =0em I'y. Assim wy, =0, Vo € Qe C =0, o que implica que a matriz K é definida
positiva. Note que, para problema de Neumann, temos I'; = () e neste caso wy, é uma
constante arbitraria e consequentemente a matriz K é somente semi-definida positiva.

4.3.3 Matriz Rigidez Local e Forca Local

As férmulas (4.17) e (4.16) para obtengao da matriz Rigidez K e do vetor Forga F
em todo o dominio {2 nao sao as mais convenientes. Um procedimento mais apropriado
¢é definir as funcoes de interpolacao ¢4 para cada elemento finito e, onde p4 é um
polinémio interpolador em €2, e vale zero em 2 — )., onde €2, é o dominio do elemento
e. Dessa forma, a fungao ¢4 é denominada funcao de interpolacao local e é denotada
por 5. Usando a discretizagao do dominio 2 dado anteriormente, introduzimos a
matriz local K€ e a forga local F¢ definidas para cada elemento finito e por

K5y = ales o) = [(F607Q(Ti5) do (4.15)
Qe
=Y | e lsd+ Y /@Z@%pB dl — > Kipas. (4.19)
BeN ¢ BEND fo BEN,

onde I = eqn[A], J =eqn[B] e 1 < I,J < Neq. Logo a matriz global K e o vetor forca
F' sao obtidos respectivamente por

Nel Nel

K:ZKe e F:ZF@.
e=1 e=1
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A matriz K, e o vetor Forga Ff definidos em (4.18) e (4.19) tém ordem Neq x Neq
e Neq x 1. Mas a funcao de interpolagao ¢ tem suporte compacto em (2, e assim a
matriz e o vetor forga sdo nulos para todos os nés B ¢ (),. Considerando em ()., quatro
nos globais, a matriz K7; tem somente uma submatriz de ordem 4 x 4 cujos elementos
nao sao necessariamente nulos e o vetor forga F} tem somente quatro coordenadas
nao necessariamente nulas. Considere, por exemplo um elemento e dado por onde

61 62

8 9
Figura 4.2: Um elemento e

A = {8,9,61,62} sdo os nds globais. Suponhamos que a estes nds correspondam as
equagoes eqn(A) = {5,6,47,48}, onde esta correspondéncia é dada pela subrotina
EqNo. Entao os elementos da matriz e do vetor forga KS5, K5g, K547, K545 Kgg,
K§ 47, K¢ 455 Kizaz, Kizass Kigus © F5, I, Fiz, Fig sao os tunicos elementos que nao
sao necessariamente nulos. Para todos os nés B ¢ Q. = {8,9,61,62} a funcao de
interpolacao ¢ = 0 e, portanto, os coeficientes da matriz K¢ e as coordenadas de F*®
correspondentes sao nulas. Se, por exemplo, a malha tem uma quantidade de nés A
que corresponde a 1000 equacoes, entao, cada matriz K7 ; tem ordem 1000 x 1000, onde
para cada elemento e somente 4 x 4 = 16 coeficientes da matriz e 4 coordenadas do
vetor forca nao sao necessariamente nulos.

A desvantagem deste procedimento estd no armazenamento das matrizes K¢ e do
vetor forca F¢ e também do nimero desnecessario de operagoes entre zeros. Para o
exemplo acima, cada matriz K¢ tem (1000 x 1000) — (4 x 4) = 999984 coeficientes
nulos. Esta é uma das razoes para se introduzir os nés locais.

4.3.4 NO6s Locais

Considere 2, um retangulo como dado abaixo:
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onde a = 1,2, 3,4 sdao os nos locais do elemento e. Localmente define-se as fungoes de
interpolacao local dadas por

‘(z8) = 1, se a =0,
Pal®) =9, se a#Db,

onde xj ¢ a posicao do no local do elemento e. Para cada elemento e definimos a matriz
local K¢ = K¢, e o vetor forca local F¢ por

= alvidi) = [(VeQVe) 0, 1<ab < (4.20
Qe
4 4 4
Fo= Z/@Zsoz fy dQ+ Z/wiwipi dr = > Ko (4.21)
b=1 Qe b=1 F; b=1

Seja B = NoLG(b,e). Entao a primeira, segunda e terceira integrais sao validas para
B e€ N—-N, Be NpeB € N, respectivamente. Efetivamente, a introducao do
n6 local permite obter uma matriz local K¢, de ordem (4 x 4) que é uma submatriz
da matriz K§; formada pelos elementos nao necessariamente nulos de K¢;. De forma
analoga, o vetor I é formado pelas quatro coordenadas nao necessariamente nulas de
F7. Estabelecendo uma relagao entre os noés locais a e os nds globais A, determina-se
a contribuicao de cada elemento e na obtencao da matriz global K e do vetor forca F'.
Vimos anteriormente que a relagao entre nos locais e nds globais é dada pela subrotina
NoLG definida por

A = NoLG(a,e).

Além disso, é necessario relacionar o no global A e a correspondente equacao do sistema.
Isto é feito pela subrotina EqNo, definida por

I =eqgn[A], 1<1 <Neq.

A composigao entre as duas relagoes nos permite relacionar o né local a com o nimero
da equacao I correspondente, através de

I = eqn|NoLG(a, e)] = eqn[A].

Considere o exemplo dado pela Fig. 4.2, com a introdugao dos nés locais no sentido
anti-horario.

61 (4) 62 (3)
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Através de (4.20) e (4.21) calcula-se a matriz local K¢S, e F¢ dadas genericamente

por
Ki Ki, Ky Ki
ke | Kn K K
¢ Ky K
Ky
K, € simétrica. Tem-se que
eqn[NoLG(1,e)] = eqn[8] = 5,
eqn[NoLG(2,¢)] = eqn[9] = 6,
eqn[NoLG(3,e)] = eqn[62] = 48,
eqn[NoLG(4,e)] = eqn[61] = 47.

€
e F,

Iy
Iy
Iy
F

Portanto, a contribuicao do elemento e, na montagem da matriz global K e do vetor

forga sao dados por

K55 < K55 +
K56 < K56 +
Ksis < Ksig +
K5y < Ksur +
K66 < K66 +
Kess <+ Kgaz +
Kes7 < Kear  +
Kygag < Kiygus +
Kygar < Kygyr +
Kyrar < Kyar +

e
Kll?

e
K127

Fs
Fyg
Fyr

TTTT

Fs
Fyg
Fyr

+ o+

I,
Iy,
Iy,
Fe.

Variando e = 1,2, ...,Nel, a matriz global K e o vetor for¢a F' do sistema linear sao

obtidos por

Nel

K=Y K
e=1

onde K€ e F* estao definidos em (4.20) e (4.21).

Para determinar a matriz local K¢ e o vetor forca local F¢, introduziremos a seguir
a funcao de interpolagao e sua derivada e também um método numérico para o calculo

da integral.

Nel

F=>) F
e=1
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Figura 4.3: Um quadrilatero

4.3.5 Funcao de Interpolacao

Consideremos um quadrilatero €2, C € representado como abaixo:

Para cada €2, definiremos as funcoes teste ou funcao de interpolagao, de tal forma que:
i) ©¢ é de classe C'! no interior de cada Q°,
ii) ¢S é continua no interior de cada elemento I'* da fronteira,

onde a = 1,2, 3,4 sao os nos de cada quadrilatero e e = 1,2,...,Nel sao os elementos
da malha.

A enumeragao dos vértices (nés) é ordenada no sentido anti-hordrio. Para cada
lado do quadrilatero definiremos uma fungao de interpolagao linear ¢ satisfazendo as
condigdes i) e ii) e além disso, vamos impor as condigoes de interpolagao:

e/ en | 1 sea=D,
%(-’Bb)—{ 0 scab (4.22)
onde 1 <a,b<4ex;=(x5,y5).

Uma funcao bilinear em €2, é dada por
SOZ(xvy) = Cl +02$+C3y+c4$y7 a = 17273747

onde os C;’s deverao ser determinados de tal forma a satisfazer a condicao de inter-
polacao. Em particular, considere €, um retangulo com as seguintes coordenadas

locais:
4 3

1 2

Queremos determinar ¢f, ¢5, ¢S, ¢§, interpoladores lineares satisfazendo (4.22).
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Usando os polinomios de Lagrange, obtém-se

) = e
) =
) =
) =

onde @ — (x5, 4%), @5 = (25, 45), @ — (25, 45), @5 = (25, 45). A fungio de interpolagio

¢ pode ser representada graficamente por

Figura 4.4: Func¢ao de interpolacao

e Transformacao Isoparamétrica

Em particular, quando o dominio é o quadrado unitério [—1,1] x [-1, 1], a fungao
de interpolacao ¢, tem a forma simples, ou seja, denotando

El = (_1> _1)> 52 = (1> _1)> 53 = (1’ 1)> €4 = (_1> 1)'

o or(6m) = (1 - €)1 =), (1.23)
eafon) = (L €1~ ), (1.24)
paleon) = L+ O+ ), (4.25)
arl&n) = (1= €)1+ ) (1.26)
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para ({,n) € [—1,1] x [=1,1]. Devido a forma simples do polindémio interpolador
wa(&,m), a = 1,2,3,4, no quadrado unitario, e principalmente por usar elementos
finitos uniformes, é conveniente fazer uma parametrizacao entre os elementos €2, e o
quadrado unitério, [—1, 1] x [—1, 1], denotado por €.

Considere a aplicagao:
(57”) S Qb = (l’,y) S Qe

definida por

2(&m) =Y wal&m)as, (4.27)
(&) =D pal& )y (4.28)

As fungoes (4.27) e (4.28) sao biunivocas entre o quadrilatero €2, e o quadrado unitario
Q. De fato, definindo

(&,m) =(—=1,—-1) (&,m2) = (1,-1)
4.29
(&3,m3) = (1,1) (€a,ma) = (=1,1) 429
entao,
4 ¢ _
(&, ) = ; ©a (&b, M) TG = { g:ﬁ iz Z ; b
4 ¢ s a—
y (&, m) = ; PalEbs )Y = { géL:’ se a ; b
(-1,1) (1,1) x (%, v4)
LT . (5 8)
(1) (1-1) zl=¢ (21, 97) (x5, 5)

Figura 4.5: Transformacao isoparamétrica

Na Fig. 4.5, denotamos = x(§) = (x,y) e £ = &(x) = (£, n).
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Com a notagcao vetorial, as aplicagoes (4.27) e (4.28) podem ser dadas por

= a8, (4.30)

Para verificar a existéncia da funcao
€:w_1;Qe—>Qb’

usaremos o Teorema da Funcao Inversa. A fungao ¢, é diferencidvel e portanto x (&) é
diferenciavel. Assim podemos calcular o Jacobiano da transformacao isoparamétrica,
(a positividade é devido ao sentido anti-horario do mapeamento) dado por

or Ox
J = det 25 gg > 0. (4.31)
85 87]

Como x : 2, — €, é bijetora e de classe C* (pois ¢, tem classe C!) e o Jacobiano

é positivo, o Teorema da Funcao Inversa garante a existéncia da funcio inversa ! =

£€:Q, — O, com ! de classe C'. Assim, temos um mapeamento entre os elementos
finitos €2, e Q..

A fungao de interpolacao ¢, pode ser representada em (), na seguinte forma com-
pacta,

1
pal&m) = (1 +&8)(1+nan), a=1,2,34, (4.32)
com (&,,n,) definida em (4.29). Além disso, o gradiente da fungao ¢, é dado por

Va6 = (&1 + ), (1 +68), a=1.23.1 (4:33)

As fungoes ¢, e Vi, estao definidas nas subrotinas Phi e DPhi do programa.

Para o calculo do Jacobiano (4.31) sao usadas as fungoes (&) em (4.30) e Vi, (§)
em (4.33) da seguinte forma:

(i %)-
<

4 9 9y 4
i (e Geen) = wiVeden, s

a

, g_g) -3 (&Z (€ n), 52 <f,n>) = Va6 (4.35)

a=1

S
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Utilizando Vi, (&, n) podemos calcular o Jacobiano da transformacao entre o quadrado
unitario {2, e o quadrilatero .. Quando €2, é um retangulo, o Jacobiano pode ser
simplesmente calculado por

1
J = (x5 —27)(ys —yy) = deedye- (4.36)

Se os retangulos sao uniformes, o Jacobiano é constante para todo elemento, sendo
portanto desnecessario o calculo para cada elemento.

Como estamos trabalhando com o retangulo 2., nao necessariamente uniforme, o
calculo do Jacobiano sera feito por (4.36) na subrotina Jacob.

e Gradiente da Funcao de Interpolacao

Para o célculo da matriz local K¢ e da forga local F¢, precisamos calcular Vi, (x,y)
no quadrado unitario €2, usando a transformacao isoparamétrica. Temos que

o Opg O N dpa O
or 06 0xr  On Ox’

0, _8%8_5_’_8%@
dy 0 9y On Oy

Na forma matricial temos

&pa 85 87] 880a
or | _ oz ox )
S l=1% & &fa . (4.37)
Oy oy Oy on

Em geral, nao sao conhecidos explicitamente as expressoes para £ = £(x,y) en = n(z,y)
e assim nao podemos calcular diretamente os coeficientes da primeira matriz do lado
direito de (4.37), mas eles podem ser calculados usando a matriz Hessiana x, definida
por

Oz Oz
e = g_g g_z . (4.38)
¢ on

Da defini¢ao de x(£,n) dada por (4.27) e (4.28), calcula-se a matriz x,. Entao, a
inversa de x¢ ¢ dada por

o€ 08 gy _Ox
1 _g¢ _ | Or 0 1 0 o} 1

or Oy 98 o¢
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onde J = J(§,n) = det(x¢) e ¢ é a matriz adjunta de .
Substituindo em (4.37) temos

&pa @ _5_y &Pa
or | _ 1 0 o€ o€
dea | =7 | 8_2 o5 | | og. |- (4.40)
dy an 0& on

A matriz (x¢)"! calculada em (4.39) para quadrildteros pode ser simplificada se
calculada para retangulos, pois as fungoes &(x,y) e n(x, y) neste caso sdo dadas expli-
citamente por

£lary) = ({2~ 29) + (@~ a3)) (141)
n(z,y) = d; (v —w1) + (v —13))- (4.42)

E facil notar que (&£,m) é um mapeamento entre o retangulo ). e o quadrado unitario
. Assim temos

o0& o 2

— — 0
(we) ™" = g_“;”, % = dge

ox 8y dye

Portanto,

(4.43)

dpa g 0, Do,
(aﬁ’ az>:<8§ die’ af; dze)’

4.3.6 Quadratura Gaussiana

Para calcular explicitamente a matriz rigidez e o vetor forca, introduzimos o Método
da Quadratura Gaussiana para o calculo da integral numérica. A quadratura Gaussi-
ana ¢ a mais apropriada neste contexto, pois sao usados poucos pontos de integracao
com boa precisao. Em elementos finitos, como as funcoes de interpolagao ¢¢(x) sao
polinomios de baixo grau, a quadratura é a mais conveniente.

Seja g : Q, C IR? — IR uma funcao integravel, entao,

/ngdQ = /_11 /_119(6,77) dedn. (4.44)

Para o niimero de pontos interiores igual a dois nas direcoes & e 7, os pontos sao

(517”1) = (_—\/g _\/g)v (527”2) = (£7 _—\/§>7

3
(537”3) = (\/?%7 ?)7 (547”4) = (Tv ?)7

5
%&D



121

CoIm pesos

Logo, temos

/Q g€ A= g€ ). (4.45)

4.3.7 Calculo da Matriz Local

Para o calculo da matriz local K¢ precisamos também introduzir a matriz condu-
tividade @, que por hipétese é simétrica e definida positiva. Temos que @ = Q(z,y),
V(z,y) € Q C IR? e os coeficientes da matriz podem ser dados por

o- [0 4] - (8 &)

onde as funcoes f; sao definidas de forma a satisfazer as hipdteses sobre (). Quando
o material é homogeéneo as fungoes f; sao constantes. Se o material é isotrépico entao

fo(@,y) =0e fi(z,y) = fs(z,y).
A matriz local (4.20) pode ser escrita como
o= [ (Veule )T Q)T a2 = [ BIQUEmBIIE A% (1.5
Qe o

onde por B, estamos denotando o lado direito de (4.40), ou

0,

Ba = [éx]zw ' &

on 2x4

que é uma matriz de ordem 2 x 4.

Para cada . é necessario o calculo da integral (4.46) que envolve o cdlculo do
Jacobiano J(&,n) e a matriz adjunta @. Assim, para quadrilateros, a matriz local K¢,
pode ser obtida utilizando um método de integragao numérica.

Como vimos, se ), é um retangulo, o o Jacobiano é dado por (4.36) e assim, temos
a seguinte matriz local:

K& =1J / (BXQB,) d. (4.47)
Qp

Para o célculo da matriz local K¢, dada por (4.47) é suficiente definir

g(ga 77) - Bg(ga 77)@(€> U)Bb(€> 77)
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e usar a quadratura Gaussiana (4.45).

Um outro procedimento para calcular a matriz local K¢, é dado na forma compo-
nente, como descreveremos a seguir.

A matriz K¢, definida por (4.20) pode ser escrita por

2
o4 &Pb
e T B
Ky, = /QE(V%) Q(Vepy)di2 = kzl:l Qu 2, D1, ds. (4.48)
Como
agpa . &pa 05,
tem-se
2
agpa agl 88017 8£]
w = Q J| S, 449
’ Zgl kl%&ckagjax,' | € (4.49)
Usando (4.43), obtém-se
2
4|J‘ 830a a@b
Ba = Q 1.
ab dl’edl’ / QZ] 8& agj d b- ( 50)

i,j=1

Consideremos, em particular, que a matriz condutividade seja constante em €2,
(esta suposicao é razodvel para €2, pequeno) ou seja, dado um né global A = (z4,y4) €
()., vamos supor que

Q(xay) - Q(anyA) = QE(A)a \V/l',y € Qea

onde o n6 global A escolhido estd associado ao primeiro né local a do elemento e, isto
é,

A = NoLG(1,e).
Substituindo em (4.50) obtém-se
2
Al J] 00a Oy
K¢, = € (A dQ
R i(4) o, 06 9¢

Definindo a matriz

pa Oy / / Ipa Opy
abii = d§) dédn. 4.51
Q bj Qb agl agj b — agz 86] 5 /)7 ( )
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que ¢é independente do elemento e, temos

2
1
K, = 4]J] Z 51 (A)Qabij (4.52)
irj=1

eJrpe v
dx§drs

onde 1 < a,b < 4.

Como 1 < 4,5 < 2, temos as matrizes de ordem 4 Qup11, Qupi2, Qa1 € Qap22
definidas por (4.51), que podem ser calculadas diretamente ou usando a quadratura
Gaussiana.

Usando a quadratura Gaussiana, definimos

_ %a 0oy
YGabij a& aé.] .

Assim a integral (4.51) pode se calculada por

4
Qabij = Zgabij (517 771)- (4-53)
I=1

Estas matrizes podem ser calculadas diretamente e sao dadas por

2 =2 -1 1

1] -2 2 1 -1
Qabll - 6 -1 1 2 _9 )

QabZl - Z -1 1 1 -1 )

-2 -1 1 2

O célculo de Q45 esté contido na subrotina PhiMatriz e o da matriz local esta contido
na subrotina LocalSystem.
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Para o calculo da matriz local K, quando €2, é um retangulo, temos as férmulas
(4.47) e (4.52).

Em (4.47) temos de calcular 4 integrais para cada elemento e, enquanto que em
(4.52), somente sdo necessérios o calculo de 4 integrais.

Assim, por exemplo, se o nimero total de elementos de uma malha Nel = 1000,
entao temos que calcular 4000 integrais usando a formula (4.47). Além disso, a matriz
condutividade é varidvel, enquanto que pela formulacao (4.52) a matriz é assumida
constante por elemento.

4.3.8 Calculo da Forca Local
A forga local definida por (4.21) pode ser escrita por
F;:f;_l_pz_an a:1>2a374a (454)

onde

4
fe=3" / E oSS A, (4.55)
b=1 e

4
vo= Y | visish dr. (4.56)
p=1 ~I'p
4
6= K. (4.57)
b=1

As igualdades (4.55), (4.56) e (4.57) sao validas para todo né local b € €2, tal que o
correspondente né global B, dado por B = NoLG(b, ¢) satisfaga as respectivas condigoes:
BeN,BeN,e BeN,.

e Calculo de f;

Consideremos 2, um retangulo. De (4.41) e (4.42) as fungoes £(z,y) e n(x,y) sao
aplicacoes isoparamétricas entre ). e o quadrado unitario €.

Dessa forma tem-se

4 4
=0 [ o, =S5 [ e o
b=1 Qe b=1 2

Definindo
Qu= [ vicidon (4.58)
Qp
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entao,

4
Fo=0) fiQu, a=1,234 (4.59)
b=1

Usando as definiges de ¢, (£, n) dada por (4.32), a matriz @, pode ser calculada
diretamente ou usando-se quadratura Gaussiana, isto é,

4 2 1 2
1124 21
21 2 4

O calculo de Q4 esta contido na subrotina PhiMatriz.

Para as fungoes de interpolacao linear ¢,, o cdlculo de (4.58) pelo método de qua-
dratura Gaussiana com dois pontos interiores em cada direcao, é esato. Para efeito de
programacao, ¢ preferivel utilizar a quadratura Gaussiana para evitar a insercao dos
coeficientes da matriz, mesmo que a matriz seja constante para todo elemento e como

em (4.58).

4.3.9 Calculo dos Valores de Fronteira

Os vetores p¢ e ¢5 definidos anteriormente sao as condicoes de fronteira do tipo
Neumann e Dirichlet, respectivamente, os quais influenciam na forga local F¢ para os
nés globais A que pertencem a fronteira I'), ou I'y, onde I', N T, = 0.

Para ilustrar a contribuicao da fronteira no calculo da forga local, considere a malha
dada anteriormente na Fig. 4.1.

Seja I'; e I'), o conjunto de nés globais A onde a solugao e a derivada da solucao
sao prescritas em A, dados respectivamente por

T, ={1,3,5,22,24}, T,={6,10,16,20}.
Considere A = NoLG(a, €). Entao temos

1) Os elementos e = 6,7, 10,11, ndo possuem nenhum né global A € I', ou A € I',,.
Assim
Fr=f: a=1,2,34

pois, pi = q5 = 0.

2) Os elementos e = 1,4, 13, 16, tém nds globais em I', e I',. Para estes elementos:

Fy = fo+p5— 45
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3) Os elementos e = 2, 3,14, 15, somente tém nds globais em I';, logo,
pa=0, Fy=/fi—da
4) Os elementos e = 5, 8,9, 12, somente tém nés globais em Iy, logo
4z =0, F;=fi+ps
Os noés locais a referidos acima satisfazem a condicao

A =NoLG(a,e), onde Ael,ouAdel,.

Por exemplo para o elemento e = 4 temos

5 = NolLG(2,4) eI,
10 = NoLG(3,4) € I'),

= NoLG(1,4) ¢ T,uUT,,
9 = NoLG(4,4) ¢ T,UT,,

onde A = 4,5,10,9 sdo os nods globais do elemento e = 4 e a = 1,2,3,4 sao os nos
locais.

Assim, para o elemento e = 4, tem-se

Ffo= fi
Fy = f5— .
Fy = fs+ps,
Fy = fi.

Os célculos de g5 e p sao dados a seguir.
e Calculo de ¢

Por defini¢ao, temos

4
¢ = Kgg, a=1,2,34
b=1

Como vimos, somente sdo calculados as coordenadas (qf,¢5, g5, qf) que satisfazem a
condicao de no6 global A € I';, onde A = NoLG(a,e). Por defini¢do de interpolacao
¢ = q(z5) = q(B), onde B é o né global correspondente a (b,e). Assim, se B € 'y, a
solugao do problema u(x) é conhecida neste né. Logo,
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Se B ¢ I';, entdo ¢; = 0 e o célculo de ¢ é feito através do seguinte procedimento:
definimos na subrotina CondFront se os nés B € I', sao do tipo = 1, isto é, typ(B) = 1.
Se existe pelo menos um né B = NoLG(b, €) do tipo typ(B) = 1, entao,

4
g =Y K.
b=1

Caso contrario, ¢¢ = 0, a = 1,2,3,4. Este procedimento esta contido na subrotina
LocalSystem.

e Calculo de p;
Por definicao,

4
v=> [ vt
p=1“Tp

onde p§ = p(x5) = p(B). Destacaos os dois tipos de né B € I',: os nés com fluxo na
direcao x sao, que sao aqueles pertencentes as fronteiras I'y = I'); e I's = I'j3; e 0s nés
com fluxo na direcao y, que sao os nés da fronteira pertencentes a I'y = I'jp e I'y = ['p4.
Geometricamente mostramos a fronteira I', na Fig. 4.6, onde I'p;, I'pa, T'ps, I'ps sao

n
1 R
—MN,; <+ Qe — T
A~ 1 2

Figura 4.6: Normais externas

representados respectivamente pelo segmentos 12, 23, 34, 41 definidas pelos nés locais

Assim, definimos as fronteiras horizontais e verticais por I'y; U3 e I')p UL 4, para
as quais temos conhecidos respectivamente o fluxo normal na direcao y e o fluxo normal
direcao x.

Definimos a matriz My, por

Mab:/(ngog dFv (461>
r
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de modo que
4
v =Y Mapj. (4.62)
b=1

Para determinar o vetor p¢ é suficiente determinar a matriz M, em cada uma das
fronteiras I'y;. Para calcular a matriz My, em I'y; e I',3, basta observar que a funcao
de interpolacao linear s6 depende de x. Assim,

1) Em I'); as fungoes ¢, (z,y) = @q(z,y7) sdo dadas por

€ €

r—X

e 2 e T — T e e
x’ - Y x’ - Y - Y - x’ - 0'
e1(z, y1) e P2(z, Y1) e p3 = (2, y1) = palz, y7)

2) Em I'p3 temos ¢, (z,y) = p.(z,y5) dadas por

e e e T — .TL’T e T — LE‘S
x? - I’ - O? x? - Y x? - *
e1(2,y5) = p2(,y3) ©3(7,Y5) e ©a(,y3) g

As fungoes de interpolagao acima sao obtidas das funges de interpolacao (4.23)
a (4.26) definidas sobre retangulos. Usando a definicao de M,,, conclui-se que os
coeficientes nao necessariamente nulos em I'yy sao Myy, Mya, Moy, Moy e em I'y3 sao
M3zs, M3y, My3, Mys, onde

€

T2 dxe
My, = / 801(55)@1(55) dx = ? = Moo,
Ty

T2 dx®
My, = / o1(x)pa(z) de = 5 = My,.

1

Assim, a matriz M, para a fronteira I'); é dada por
2100
dz 11 2 0 0
Ma="%5"100 0 0
0000
Analogamente, para a fronteira I',3, tem-se
dx® dx®
Mzz = My = ;o Mz = Mz = .
3 6
Assim, em I'y3 a matriz é
0000
dz® 1 0 0 0 0
Ma="5"100 21
00 1 2
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O célculo da matriz M,, para as fronteiras I'y); e I',4 é andlogo ao caso anterior,
exceto que as funcgoes de interpolacao sao constantes em relacao a x. Logo, para a

fronteira Iy, vo(@,y) = wa(25,y) € em T'ps, @o(2,y) = @a(25, y).

Fazendo os calculos, obtém-se a matriz Mg, em I',» dada por

0000

dy* 1 0 2 10

Ma="g"10 12 0

0000

e em 'y, a matriz ¢ dada por

2 001

dy* {1 0 0 00

Mar=""10 0 0 0

100 2

As matrizes M,, definidas em I',; e I',3 e as definidas em I'y; e ')y podem ser respec-
tivamente compactadas na forma:

2 10 0
dz |1 2 0 0
Ma== 10021 (4.63)
(00 1 2|
(2.0 0 1]
dy* |0 2 1 0
Ma== 101 20 (4.64)
100 2|

Considere o n6 global A associado ao né local a do elemento e pela relacao A =
NoLG(a,e).

Se o fluxo normal estd definido na diregao x, entao o né6 A € I'), UT',4 e a matriz
M,y é definida por (4.64). Se o fluxo normal estd definido na diregao y, entdo o né
A el NIy e amatriz M, estd definida por (4.63).

Consideremos um elemento e da malha para o qual os nds locais a = 2,3 estao
associados a nos globais Ay, A3, onde Ay, A3 € I')jo. Por definigao,

4
pe =Y Mup;
b=1
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Para o elemento considerado, p; =0 se b= 1,4. Logo,

py < 0,
€ (& (4 dye e e
Py < pyMay + psMas = ?(2]?2 + %),

e e (4 dy (4 e
Py < DpoMsy + psMss = F(Pz + 2p5),
py < 0.

Se I', NIy = ¢, a forga local F recebe a contribuicao de I', nas seguintes coorde-
nadas:

Fy o f3 + s,
Fy «— fs+0p5
As coordenadas FY e Iy nao recebem contribuigao da fronteira I', do elemento e.

Analogamente, suponhamos que para os nés locais a = 1, 4, tenhamos os nés globais
associados A;, Ay € I'p4. Nesse caso,

e

e e (& dy e e
Py < piMu +piMiy = ?(2191 +p3);
py < 0,

2

e

e € (4 dy (4 e
Py — DPiMy +piMy, = ?(M + 2pj)

e a contribuicao do elemento e para a forga local é dada por
FY o fi+05
Fy « fi+ps
Consideremos agora um exemplo no qual o fluxo é prescrito nos nos locais a = 3,4,
associados aos nés globais As, Ay € I',3. Procedendo de forma anéloga, temos
P« 0,

p5 + 0,

dz® .
5 (2p5 + p),

Py < p5Masz 4 piMsy =
e

(& (& (& dz (& (&
Py pyMys + piMyy = ?(P?, + 2pj).

Assim, para os dois nos globais prescritos Az e Ay, temos as seguintes contribuicoes
para a forca local

Fy o« fs+ps,
Ff « fi+p}
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De forma analoga, considerando os nés locais a = 1,2 associados aos nés globais
Ay, Ay € Ty, tem-se

pi < piMu+paMis = d%(QPT + p5),
dx®

py < piMay + pyMy = ?(PT + 2p5),

ps < 0,

py — Ox

de modo que ,

Fy « fi+pi,
Fy «  fy+p5

Os valores p¢ = p(x¢,yS) = p(A) sdo prescritos no problema. Quando calculamos
no exemplo anterior o valor de p¢, consideramos dois nés globais para os quais o fluxo
é prescrito. Mas é claro que a quantidade de nds prescritos em cada elemento pode
ser diferente e portanto teriamos contribuicao em mais ou menos coordenadas na forca
local FY.

e Contribuicao da Fronteira de Neumann: TractionBoundary

Vimos que a contribuigao dos valores de fronteira do tipo de Neumann sao definidos
pelas matrizes (4.63) e (4.64) quando o fluxo esté definido na diregdo = e y. A partir da
identificacao de todos os nés de fronteira feita pela subroutina CondFront, é necessario
entao identificar a direcao do fluxo para inserir os valores referentes as matrizes corres-
pondentes, ou seja, para calcular o valor de p¢, em I'y, I'y, I's, I'4.0 Esse procedimento
é feito pela subroutina TractionBoundary, que obviamente so se aplica aos valores de
fronteira do tipo Neumann.

e Calculo da Matriz M,, com parametrizagao

Para o calculo da matriz M,;, definida em (4.61), usamos o fato de que os elementos
sao retangulos. Mais geralmente, se os elementos da malha sao quadrilateros, um dos
procedimentos para calcular os elementos da matriz é pela parametrizagao. Para isso,
considere o segmento de reta (tz, + (1 — t)z,) e a seguinte funcao de interpolagao:

g (t:cb +(1- t)xa> =1-—t.
Entao,

se = Tp.

1 se T = T,
eole) ={ ¢
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Logo,

1
Ma = [ il = [ pultan-+ (1 )2) ultan + (1= )2,) L] d
T 0

1
Ly
:/ (1—t)t|rab‘dt:| b‘,
0 6

1
Moy = My, — / et dT = / ootz + (1 — 1)) ot + (1 — )| Tus| dt
I 0

1
L',
:/ t2\Fab\dt:| ol
0 3

onde dI' = |['y| dt, sendo |I"yp| 0 comprimento do segmento de reta entre os nés a e b.

Em particular, no caso do retangulo, |['yy| = dx® ou || = dy®, se o segmento de
reta é horizontal ou vertical, respectivamente.

4.4 Construcao da Matriz GGlobal e Forca Global

A matriz local K¢ = [K¢)| e o vetor forga local ['® = [F¢], parae =1,2,...,Nel e
1 < a,b < 4, sao utilizados na obtencao da matriz global e do vetor forca global através

da relagao
Nel Nel

K=Y K F=>Y F
e=1 e=1

A forma de alocacao dos coeficientes da matriz local e forca local para a matriz glo-
bal K e o vetor forca global F' é uma das etapas fundamentais do método de elementos
finitos.

Como vimos, a matriz local K¢ é uma matriz quadrada de ordem 4 (para quadri-
lateros lineares) e F° é uma matriz de ordem 4 x 1. A matriz global K é quadrada
com ordem Neq e F' uma matriz (vetor) com ordem Neq x 1, onde Neq é o ntimero de
equagoes do sistema linear.

A maneira pela qual as matrizes locais e as forcas locais contribuem para a matriz
K e o vetor I’ pode ser descritos nas seguintes etapas:

I) Identificagdo do né local (e,a) com o né global A, usando a subrotina A =
NoLG(e, a);

IT) Identificagdo do né global A com eqn[A], o niimero da equagao correspondente
no sistema através da subrotina EqNo.
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Como ja observamos, o numero de equacgoes Neq do sistema linear ¢ menor ou igual
ao nimero de nés (Nno) A da malha, como consequéncia das condigoes de fronteira.

Consideremos um exemplo para ilustrar a montagem da matriz global K e o vetor
forca global F' através da matriz local e forca local. Considere o exemplo dado pela
Fig. 4.1, onde assumimos os conjuntos de vetores de fronteira:

T, ={1,3,5,22 24},
I, = {6, 10,16, 20}.

Seja A = NoLG(a,e), A=1,2,...,25,a=1,2,3,4,e=1,2,...,16, entao
16 16
K=Y K F=) F
e=1 e=1

Na primeira etapa estabeleceremos uma identificacao entre nés locais do elemento e
com o0s nos globais, dados pela tabela

la\e 123456 |7 [8[9]10[11]12]13]14]15]16]
1 [1[2[3[4][6[7[8]9[11]12]13[14][16]17]18]19
A5 | 7819 [10]12]13]14]15]17]18[19]20
9101213 |14 |15 [17[18]19]20 | 22|23 |24 |25
8| 9|11 |12]13 141617181921 [22]23]24

2 123
3 | 7|8
4 16 |7

Na segunda etapa estabeleceremos uma identificagao entre os nés globais e o niimero
de equagoes dados pela tabela

A [1 234567 [8[9f10[11]12]13
eqn[A] [0 |10 2[0|3|4[5]6]|7]|8]9]10
A 141516 17| 18|10 20| 21| 2223 [24 25
eqn[A] [ 11|12 | 13|14 |15 [16 | 17| 18] 0 [19] 0 |20

Assim o ntmero de equagoes do sistema linear Neq = 20, com o niimero total de nés
Nno = 25, e o nimero de nos prescritos € igual a 5. Neste caso a matriz global K tem
ordem 20 x 20 e os coeficientes sao calculados através do seguinte procedimento, onde
somente sao listados os coeficientes da banda superior da matriz simétrica que recebem
contribuicao do no.

1) Para o né A =1 o valor ja estd prescrito e assim este nd nao gera a equagao;

2) Para oné A = 2, temos a primeira equagao do sistema e portanto precisamos cal-
cular a primeira linha do sistema: Ky, K, ..., Kj2. Mas o n6 A = 2 pertence



134 Cap. 4. Problema Estacionario Bidimensional

aos elementos e = 1 e e = 2, mais precisamente 2 = NoLG(1,2) = NoLG(2,1).

Assim,
Ky + Ky + K7,

K13 < K214,
Ky + Ky + K3y,
K15 — K123

3) O n6 A =3 é prescrito e portanto semelhante ao né A = 1.

4) Para o n6 A =4 temos a segunda linha do sistema,

Koy + K3, + K},
Ko + K3,
Kos + K3y + Ky,
Ko7 + Kis.

5) O n6 A =5 é semelhante ao n6 A = 3.

6) Para o né A =6 temos a terceira linha do sistema dado por

Kss + K, + K},
K3y K3, + K7y,
Ksg <+ K?),
Ksg <+ K.

7) Para o né A =7 temos a 4% linha do sistema dado por
K+ Ky + Ky + Kgs + Kij,
Kys < K7 + K3,
Kys + K3,
K + K33 + K7y,
Ky < K33+ K7,
Ko < K.

8) Para o né A = 8 temos a quinta linha do sistema dada por
K5 = Ky + K3y + Ko, + K7,
Ko + K3, + K,
Ksy <+ KS,,
K10+ K3 + K,
K511+ K.
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* O %
* % O %
* % DO % *
* ¥ O O % O
* ¥ O O O % O
* O O O % ¥ O
* % O DO Xk Xk ¥
* * O DO Kk Kk ¥
* %k O D %k ¥ ¥
* % O O O ¥ *
* O O O % % O
* % O DO Xk Kk ¥
* % O O ¥k ¥k ¥
* % O D % ¥k ¥
* % O O O ¥ *
* O O O O % O
* O D %k * % O
* O O % ¥ O O

Figura 4.7: Matriz global K

Assim, sucessivamente, a matriz global K do exemplo pode ser representada na forma
da Fig. 4.7, onde os coeficientes com simbolos * sdo nao necessariamente nulos e apenas
estao simbolizando os elementos da forma: K;; com i > j.

De forma analoga, o vetor forga F; é dado por

Fy <+ Fy + F?,
Fy + FJ + F},
Fy + F} + F},
Fy < F} + F? + F) + F},
Fs+ F}+ F} + FY + F/,
Fg < F3 + F + F] + F},
Fy « Fy + FS.

Assim, sucessivamente, calcula-se F' = [F}, Fy, -+, Fyl?.

Sendo K¢, e F? conhecidos, obtemos o sistema linear. O procedimento descrito na
subrotina GlobalSystem faz a montagem do sistema global em ordem de elementos
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pelas contribuicoes de cada né local ao seu correspondente nimero da equacao do
sistema, eqn|[NoLG(a, €)].

4.5 Resolucao do Sistema Linear

Para a resolucao de um sistema linear da forma KC = F, existem duas classes
diferentes de metodologias: Métodos Diretos e os Métodos Iterativos.

Dentre os métodos diretos, os mais conhecidos sao:

— Método de eliminacao de Gauss.

— Decomposicao LU.

— Método de Cholesky.

Dentre os métodos iterativos, os mais conhecidos sao:
— Método de Gauss-Jacobi.

— Método de Gauss-Seidel.

— Método do gradiente e gradiente conjugado.

Uma desvantagem dos métodos diretos é a necessidade do armazenamento de matri-
zes. Porém, tém a vantagem de se obter a solugao apds um ntimero finito de operagcoes,
enquanto que os métodos iterativos nao precisam de armazenamento, mas tém a res-
tricao sobre o raio espectral da matriz, que deve ser menor que um para a convergéncia
do processo.

A matriz K, obtida pelo método de elementos finitos, tem uma estrutura especial;
¢ uma matriz do tipo banda que permite uma compactacao, minimizando assim o
problema de armazenamento. Por essa razao, o sistema linear pode ser resolvido por
um método direto.

O método de eliminacao de Gauss e da decomposicao LU podem ser usados para
qualquer matriz K nao singular e o nimero de operacoes é de ordem O(n?®). Quando
a matriz é do tipo banda, o nimero de operagoes diminui significativamente. Por
exemplo, se a matriz é tridiagonal, o nimero de operagoes é de ordem O(n).

O método de Cholesky somente é aplicavel para matriz simétrica e positiva definida.
O niimero de operagoes é também de ordem O(n?), mas é aproximadamente metade
do ntimero de operagoes do método de eliminagao de Gauss.

No problema da equacao do calor, a matriz condutividade @);; ¢ simétrica e positiva
definida, o que implica a matriz K também ser positiva definida.

Assumindo que a matriz ();; seja somente simétrica, a matriz K do sistema linear ¢
uma matriz banda e simétrica, para o qual o método de Cholesky nao se aplica. Nesse
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caso, a alternativa é usar uma variante da decomposicao LU, dita decomposicao UTDU,
que utiliza o algoritmo de Crout e que é uma consequéncia do seguinte resultado.

Teorema 4.2. Se A é uma matriz simétrica, existe uma matriz triangular superior U
com diagonal principal unitdria e uma matriz diagonal D tais que A = UTDU.

Observacoes:

(1)

()

Se A é positiva definida, os elementos da diagonal D;; sao positivos. Além disso,
det(A) = det(U") det(D) det(U) = det(D),
o que possibilita a verificacao da singularidade da matriz A.

Se A é positiva definida, a decomposicao de Cholesky coincide com a decom-
posicao de Crout, bastando tomar L = DY2U. De fato,

A=UTDU = UTD'?D'?U = (DY*U)'(DV?*U) = LT L.

Uma matriz A nao singular pode ser decomposta na forma A = LU, onde L é
uma matriz triangular inferior com diagonal unitaria e U uma matriz triangular
superior. Além disso, se A é simétrica,

LU =A=AT =(LU)T =UTL" =U"DU

isto é, a decomposicao de Crout é um caso particular da decomposicao LU no
caso simétrico, onde

U=U, LT =DU.

Na decomposicao de Crout, somente é necessario o armazenamento da matriz
triangular superior U, que pode ser compactada em consequéncia da caracteris-
tica da matriz A. Como a matriz D é uma matriz diagonal e as diagonais da
matriz U sao unitarias, pode-se armazenar na diagonal de U os elementos da
matriz D.

Ap6s a decomposicao de Crout, o sistema linear Ax = b pode ser resolvido por
Az = (UTDU)(z) = (U'D)y =U"2=b,onde Ur =y, Dy=ze Uz =b.

e Algoritmo de Crout

A matriz simétrica A pode ser fatorada por

J
Aij = UniDilUij, 1< <,
k=1
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onde Uy =1eU;; =0,set > j. Como amatriz U ¢ triangular superior e U;; = 1, para
calcular DU ¢ suficiente calcular os elementos U;; para os quais 7 < j.

Para exemplificar, consideremos a matriz A de ordem 4. O algoritmo, que ¢ diferente
do Método de Eliminagao de Gauss, consiste em fixar as colunas j’s e variar as linhas
1’s até a diagonal. Mais precisamente,

Paraj=1e1=1,
An =UnDnUy = Dy,
Para j=2e1=1,2,
A1y = U D11Usg + Uz DpaUsy = Dy Usa,
Agy = U1 D11Usg + Uza DaaUsy = U1 D11Usz + Dog.
Paraj=3e1=1,23,
A1z = D11 Uss,
Agz = U1aD11Us3 + DoaUss,
Agz = U3 D11Usz + Uz DaUsz + D3,
Para j=4e1=1,2,3,4,
Arg = DUy,
Aoy = U12D11 Uy + DopUsy,
Azy = U13D11 Uy + Uz DaUsy + D33Usy,
Ags = U1 D11Usg + U2y D2oUsy + Uzy D33Uss + Dyy.

Logo, as matrizes D e U podem ser obtidas pelas relagoes acima, onde

Dy = Aup,

Uy = Aip/Du,

Dy = Ay — DiUp,

Uiz = Aiz/Du,

Uss = (Ao — UraD11Us3)/ Do,

Dss = Asz — DnUjy — DoUs,

U = Au/Du,

Uy = (Aos — UpD11Uvs)/ Do,

Uss = (Asy — UisD11 Uy — Uz DoyUsy) [ Diss,
Uy = (Aw — DUy — DasUy, — D33U3,) /D,

usando o fato de U;; = 0 para ¢ > je U; = 1.

Para facilitar a programacao computacional, introduz-se uma matriz auxiliar defi-



nida por L;; = D;;U;;. Assim, as igualdades acima podem ser escritas por

Uiz = L3i/Du,

Uss = Lo/ Doy,

D33 = Asz — L31Uiz — L3pUss,

Ly = Auy,

Ly = Agy— ULy,

L43 - A34 - U13L41 - U23L427

Uy = Ly/Du,

Uss = Lao/ Doy,

Usy = Lyg/Dss,

Dy = Ay — LinUny — LyUsy — LyzUsy.

O algoritmo acima é conhecido como algoritmo de Crout ou algoritmo U? DU
escreve-lo na forma forma geral,

paraj =1,2,...,n
parat=1,2,...,5—1
i—1
Lii= Ay =Y UsiLy,
k=1
Uij = Lji/ Dy;

j—1

Djj = Ay =Y LUy

i=1

Consideremos um exemplo do uso do algoritmo: Dada a matriz

1 -1 0 O
-1 2 -1 0
A= 0 -1 2 -1

0 0 -1 2

139

. Podemos
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usando a fatorizagao acima obtemos

1 -1 0 0 1
1 -1 0 1
U= 11| ¢P= 1
1 1

Assim, verifica-se que A = UTDU e sendo os elementos da diagonal de U unitérios,
podemos acoplar a matriz diagonal D na matriz U, isto é,

U“%D”, Z:1,2,

Dessa forma, nao é necessario o armazenamento da matriz D. Além disso, para evitar
a proliferacao de armazenamento de matrizes, a matriz U pode ser substituida pela
matriz A e a matriz auxiliar L nao precisa ser armazenada. Assim, o algoritmo de
Crout pode ser reescrito por

Para j =2,3,...,n

parai=2,3,...,5—1
i—1

Aij Ay — Z Api Ay

k=1
parat=1,2,...,5—1

Ajj = Ajy = TA;
No final do procedimento obtemos uma matriz triangular superior A;;, onde os
elementos da diagonal A;; s@o os elementos da matriz diagonal D.

Para a matriz Global K obtida pelo método de elementos finitos, algumas modi-
ficagoes sao feitas no algoritmo de Crout a fim de otimiza-lo, pois ela é uma matriz
banda, como veremos adiante.

Consideremos o algoritmo de Crout para o sistema linear Az = b, dado por
Az = (UTDU)x = b.

Entao, determinar a solugdo x = (x1,x9,...,x,) é equivalente a resolver sequencial-
mente os trés sistemas lineares

Ul2=b, Dy==z Uz=y.

Etapa 1. O sistema Uz = b pode ser escrito por

zn: UZ]ZZ = bj.
1=1



141

Como a matriz UT é triangular inferior, a solucdo z = (21, 29, ..., 2,) é dada por

2 = b
paraj =2,3,...,n

7j—1
Zj = bj - E Uijzi
i=1

Podemos eliminar a variavel z no algoritmo acima através de

paraj =2,3,...,n

j—1
bj — bj - ZAngz
=1

Etapa 2. No sistema Dy = z, a matriz D é uma matriz diagonal,
Djjy; = 2;-
Portanto, fazemos
paraj =1,2,...,n
bi
1

Se A;; = 0, a matriz original A ¢ singular e consequentemente o sistema linear nao tem
solugao unica.

bj < -
23

Etapa 3. Sistema Ux = y pode ser escrito por

Z Uijzj =y
=1

Como a matriz U é triangular superior, o sistema pode ser resolvido por retrosubsti-
tuicao, dado por

Tn = Yn

parat=n—1,n—2,...,1

Ti=Yi— Z Uijz;

j=i+1
ou na forma equivalente
Para j=n,n—1,...,2
parat=1,2,...,5—1
bi — bl — Aijbj
Assim, a solucao x do sistema linear Az = b é armazenada no vetor b; e a solucao é
obtida sem a necessidade das variaveis U, z,y e x.
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A fatorizacao de Crout envolve aproximadamente m?n operacoes, onde m é a me-

tade da banda, sendo a banda definida como a soma das colunas dividido pelo ntimero
de equagbes. Assim 1 < m < n. A resolucao do sistema linear, apds a fatorizacao,
envolve 2mn operagoes.

4.5.1 Sistema Linear Global

Interessa-nos resolver o sistema linear KC' = F obtido pelo método de elementos
finitos com sa aplicacao do algoritmo de Crout. A matriz K tem a propriedade de ser
esparsa, e com isso podemos fazer algumas modificagoes no algoritmo de Crout para
evitar calculos desnecessarios com zeros. A estrutura da matriz K, quando utilizamos
quadrildteros lineares, pode ser representada na forma mostrada na pag. 135, onde
as diagonais representam elementos da matriz possivelmente diferentes de zero e estes
elementos sao isométricos em relacao a diagonal principal.

Quando se usa o Algoritmo de Crout, a regiao triangular ¢ nao é alterada para
a obtencao da matriz triangular superior. Sendo assim, os elementos nulos de [K;
pertencentes a regiao ¢ nao precisam ser computados e nem armazenados. Os demais
elementos sofrerao modificacoes, inclusive os elementos nulos da regiao p.

Pela necessidade de célculos na regiao triangular ¢, introduzimos a variavel band
(banda), definida por band = Nelx + 3, onde Nelx é o nimero de elementos (quadri-
lateros) na diregao z. No final do procedimento obtemos a matriz triangular superior
com R diagonais que sao os elementos armazenados para se obter a solugao do sistema
linear. Este procedimento é encontrado na primeira parte da subrotina Solver.

A partir da fatorizacdo da matriz K, o processo de obtencao da solucao é sim-
ples, bastando usar o algoritmo anteriormente descrito. Os elementos K;; € R sao
reordenados em colunas, assim a matriz é de ordem Neq x R.

Resolvendo o sistema linear K'C' = F', obtém-se o vetor solugao C' = (C1, - - -, Cyeq)-
Como a solucao aproximada é dada por

un(x) = wi(r) +¢"(z) = { Z;‘h((j)) o E ;2(]/ .

e a associacao entre o nd global A e a sua correspondente equacao I no sistema é dada
por

I =eqn(A), 1<1 <Neq,

tem-se
[ Cr se Ae N/N,,
un(4) = {qA se Ae N,
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e a solugao aproximada u,(x) é dada por

Nno

r) =) u(A

4.5.2 Erro da Solucao Numérica

Para o calculo numérico do erro nas normas dos espacos L? e H' ou Hj, precisamos
da solucao exata, conhecida a priori em alguns casos particulares, assim como faz
necessario o calculo do gradiente de funcoes da forma

Nno Nno

2) =Y dapa(x), istod, Vu(z) = daVipa(x)
o o

Esse gradiente ¢é calculado pela subrotina Dphi.

Denotemos por u e u as solucoes exata e aproximada, e respectivamente e por Vu
e Vu seus gradientes. Definimos o erro E na norma L? e na seminorma H' por

110 = ( [ 1) ~ (o) ) ”

O calculo das normas pode entao ser efetuado por um método de integracao numé-
rica, como por exemplo, a quadratura Gaussiana.

e Norma L? e Seminorma H'

A interpolacao da fungao v(z) representada em termos de elementos e coordenadas

locais, tem a forma
Nel

sza%

e=1 a=1

Para o calculo da norma do L2, consideremos

Nel

ol = [ vt da:—/ZZ (d2ds) e () 5 ) d

e=1 a,b=1
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Sendo
/ () g4 () e = / 5 (6)5(6) T S,

onde J é o Jacobiano da transformacao isoparamétrica entre €2, e ), obtemos

Nel

=S Qu S

a,b=1 e=1

(4.65)

onde os coeficientes (), da matriz local foram calculados usando quadratura Gaussiana

(veja (4.58)).
Por outro lado, a seminorma é dada por

Nel

ol = [ 1Vota Pdr =3 5 did (Z / v,-sozu)visoz(x)da:).

e=1 a,b=1

Usando a transformacao isoparamétrica entre €2, e €2, temos

2
4] 0p, Opy 4]

Vi Zvi p dr = c dgd = Qa 74 9

Fativy ;mxi)z o, 06 06 Z( e

Qe

onde Qupi ¢ a matriz definida em (4.51) para i = j e Az = xf

Assim, temos
Nel

HUHI Z Z Zdede Qabu

i=1 a,b=1 e=1

O célculo das normas é obtido pela subrotina Norma.

4.5.3 Entrada e Saida de Dados

(4.66)

A entrada de dados consiste somente do numero de divisao no eixo-r e no eixo-y

para a geracao da malha e das condicoes de fronteira.

O programa admite malhas uniformes e nao uniformes (geométrica, radical). Em

qualquer caso, deve ser dado o nimero de divisoes do intervalo no eixo-x :

(Nelx) e

no eixo-y (Nely). Para a malha uniforme é suficiente entrar com o extremo inferior
do intervalo do eixo-x e do eixo-y que o programa calcula todos as outras coordenadas

uniformemente.

Por exemplo: Consideremos o intervalo [a, b] no eixo z e [¢, d] no eixo y. Definimos,

_b—a k_d—c
~ Nelx’ ~ Nely’

To=a, Yo=C
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Entao,
r;=x9+1ih, 1=1,2,...,Nelx,
Yy =y +jk, j=12,... Nely.

Obseervemos que, no caso da malha nao ser uniforme, devemos entrar com todos os
dados das coordenadas z; e y;.

Todos os nés A da fronteira da malha sdo typ[A] = 1 (Dirichlet) ou typ[A] # 1
(Neumann), e a forma de contribui¢ao na forga é bastante diferente na subroutina
CondFront.

No que se refere a saida de dados e a critério do operador, podem ser inseridos
dados para a verificagao da correcao do programa. Este procedimento é aconselhavel
em varias etapas do programa. No nosso caso, as saidas de dados sao:

1. Elementos:

Todos os elementos com sua conectividade, ou seja, os elementose = 1,2, ..., Nel.
com suas coordenadas locais.

2. Condicao de Contorno:

Todos os nos globais sao classificados como: no, tipo, valor.

3. Matriz Rigidez:

O programa imprime a matriz rigidez K na forma compacta (em colunas) como
descrito previamente.

4. Vetor Forca:

O programa imprime o vetor forca F', com a contribuicao dos valores de fronteira,
se houver.

5. Vetor Solugao:

Apos o vetor forca sao impressas as solucoes aproximadas do problema.

6. Erro da solucao numérica:

Séo calculados os erros nas normas L e H' ou Hj.
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4.6 Exemplos Numéricos

Consideremos agora um exemplo numérico para o problema do calor:

(

%<_Qij§—;j> = f, em {2,

u=q, em [y,

ou
—q;n; = Qu%nz =p, cm Fp>
J

\

onde a solucao exata é conhecida e a solucao numérica aproximada é obtida pelo
método de elementos finitos. Para o mesmo problema diferentes tipos de fronteira
serao testados. Além disso, sao calculados e apresentadas os erros nas normas L*(£2) e
H'(Q) e a solucao gréfica.

Para obtencao do exemplo numérico assumimos

1) Q=0,1] x [0, 1].

2) A matriz simétrica da condutividade sera definida por

Q] = ﬁ ;} :

3) A forca f = f(z,y) é dada por

f(z,y) = 2n° (2 sen(mx) cos(my) + cos(mx) sen(ﬁy)).

Sob estas condigoes, verifica-se que a fun¢ao v = u(z,y) dada por
u(zx,y) = sen(mx) cos(my)

é uma solucao exata da equacao do calor, independente do tipo de fronteira que defi-
niremos nos trés exemplos numéricos que se seguem.

Consideremos as fronteiras denotadas por

€0, 0 <z <1},

z,0)
) €08 0<y <1},
1)

)

= {(

{(Ly
{( €0, 0 <x <1},
{(0,y) € 0% 0 <y <1}
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Exemplo 1. ronteira de Dirichlet: Neste caso I'), = () e

co1m

sen mx em I'y,

)0 em Iy,

al) = —senmx em [y,
0 em [’

A funcao p(x) em I', é dada por

ou

p=Qy %nz
Lembrando que nesse caso o vetor normal unitario n na fronteira é dado por 0, —1),
(1,0), (0,1), (—1,0) respectivamente em I, , I',,,, I',,, e I',,,, temos as seguintes condigoes

de fronteira
—mcosme em ['y =17,

—2mcosTy em L'y, = I'y,
—mcosmx em L'y, =I's,
—2mcosmy em I'), = I'y.

p(x) =

Exemplo 3. Fronteira mista: Consideremos a fronteira do tipo Neumann em I'; e I's,
dada por

— r, =Tr
p(x):{ mcostr em I, =T},

—mcosme em I, =TI,
e em ['y e I'y do tipo Dirichlet, dada por

0 em I'y =15,
0 em I'y, =T}y

Neste caso I', # 0 e I'y # 0.

Observacao: O problema do calor com condig¢oes de fronteira do tipo Neumann, como
no Exemplo 2, ndo tem solugao tnica. E facil ver que se u = u(z,y) é uma solugao,
entao v(x,y) = u(zr,y) + C também é solu¢™ ao, qualquer que seja a constante C.
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Para que se tenha a unicidade, é necessario impor alguma restricao aa solucoes, por
exemplo, restringir o conjunto das possiveis solugoes ao subespaco

V ={ue H(Q); /Qu(:c) dx = 0}.

Isto significa que se v(x,y) é uma solucado qualquer, existe uma constante C, tal que,
u(x,y) = v(x,y) + C é uma solugao desejada em V. De fato,

Para a solucao numérica, consegue-se a unicidade impondo um dado valor em algum
ponto da malha, como por exemplo,

u(z,y) =a, (T,y) €08, «fixo.

Por ser mais simples, este é o adotado no programa computacional.

Vale observar ainda a nao unicidade da soluc¢ao do problema discreto com condigao
de fronteira de Neumann, também pode ser verificada no do sistema linear.

e Etapas da Solucao Numérica

Para melhor compreensao do texto, calculamos a solu¢ao numérica nos 3 exemplos
dados, desenvolvendo todas as etapas na seguinte ordem:

1. Geracao e enumeracgao da malha;
2. Condicoes de fronteira;

3. Matriz local e forga local;

=

Matriz global e forca global;
5. Resolugao do sistema linear;

6. Estimativa de erro.

Exemplo 1

1. Geracao e enumeracao da malha:

Consideremos €2 = [0, 1] x [0, 1] e a discretiza¢do uniforme em ambos os eixos, com
passo h = 1/Nelx e k = 1/Nely. Logo, o nimero de elementos e na diregao x e dire¢ao
y € igual a 4, isto é, Nelx = Nely = 4. Consequentemente, a malha tem 5 nds no eixo
x e b nos no eixo y e portanto, o nimero total de nés Nno = 25 e o nuimero total de
elementos Nel = 16, os quais sao enumerados em ordem crescente da esquerda para a
direita. Geometricamente, temos a malha mostrada na Fig. 4.1.
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2. Condicao de fronteira:

Analisemos inicialmente a condic¢ao de fronteira de Dirichlet. Os valores de fronteira
sao inseridos pelo operador na subrotina CondFront, da seguinte forma: as fronteiras
I'y, Ty, 'y e I'y s@o representados respectivamente dentro da subrotina por bdy[1],
bdy[2], bdy[3] e bdyl[4], os valores da fronteira ¢(z) sao definidos por

senm, em I'y, =1,
0, em 'y, =TI,
alw) = —sennx, em 'y =TI},
0, em 'y, =T
sao inseridos da seguinte forma:
ro_ { n = bdy[1][i], p = NoPos(n),
: typln] = 1, u[n] = sin(r « x[p.v[0]]);
r — { n = bdy[2|[i], p = NoPos(n),
, =

typ[n] = 1, u[n] = 0;
. = { n = bdy[3][i], p = NoPos(n),
’ typ[n] = 1, uln] = sin(m * x[p.v[0]]);
]

B n = bdy[4][i], p = NoPos(n),
Po= | b 2 i o

Como todos os nés da fronteira sdo prescritos a solugao un] é conhecida nesses nés. O
indice [¢] da funcao bdy percorre todos os nés de cada fronteira, identificando-os com
os noés globais.

Em Iy, temos os seguintes nés globais A = {1,2,3,4,5}. Logo, os respectivos
valores sao:

ga(z) = {0; v2/2; 1; V2/2; 0}

Em I',, temos os nds globais A = {10, 15,20} = qa(z) =0.
Em I',, temos os nds globais A = {21, 22,23,24,25}, com os valores:

qa(z) ={0; —\/5/2; —1; —\/5/2; 0}

Em I',, temos os nds globais A = {6,11,16} = qa(z) = 0.

Temos, portanto, 16 nds para o qual o valor da solucao é conhecido. Assim, preci-
samos determinar a solu¢ao numérica em 9 nés a saber:

{7,8,9,12,13,14,17, 18, 19}.



150 Cap. 4. Problema Estacionario Bidimensional

Os valores e o tipo de fronteira sao introduzidos como dados na subrotina CondFront,
onde relembramos que os nés A da fronteira do tipo typ[A] = 1 sdo os nds cujos va-
lores sao prescritos e a subrotina NoPos(A) tem a funcao de identificar o né A com
a posi¢ao da malha para que seja possivel o cdlculo da funcao ¢(x) = q(z,y) definida
na fronteira I';. Em particular, no Exemplo 1, ¢(z) = £sen(wz). A subrotina PosNo
tem a funcao inversa. Identificando todos os nés da malha cujo valor de fronteira é
prescrito, o préximo passo é estabelecer o nimero de incégnitas (equagoes) do sistema
linear, pois nao necessariamente o né A corresponde a A-ésima equacao. A subro-
tina EqNo tem esta fungao. Dessa forma, para o Exemplo 1, as incégnitas sao os nos
A ={7,8,9,12,13,14,17,18,19}, que correspondem as equacoes eqn|[A] = 1,2,...,9
da matriz rigidez do sistema linear, sendo que, para os outros nos, a solucao é conhe-
cida. Assim, Neq = 9 e a matriz rigidez [K]gxo.

3. Matriz local e forga local:

Para cada elemento e = 1,2, 3, .., 16, é calculada a matriz local K¢, dada por (4.52).
Como estamos usando uma malha uniforme, o Jacobiano j é constante e, além disso,

Fazendo o célculo, obtém-se para cada elemento a matriz local,
1 -2 -7 =2
e Li -2 5 -2 -1
&6 -7 -2 11 =2
-2 -1 =2 5
A forca local F¢ é definida em (4.54) por
Fy = fo 4 Pa— das
onde f£, p¢ e ¢¢ sao definidos, respectivamente, por (4.55), (4.56) e (4.57).
No Exemplo 1, I', = ¢, logo, pt, = 0. Assim,
F=fo—d;
Os elementos e = {6,7, 10, 11} ndo possuem nds na fronteira. Logo, para esses elemen-
tos

= s
Para todos os outros elementos restantes o vetor ¢ contribui para a forga local F,
a=1,2,3,4. Parae =05 e e =06 o vetor forca local sao dados por

0.292508 0.351010
o 0.336815 6 _ 0.320898
@ 0.292508 |’ . 0.196797

0.285411 0.248201
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4. Matriz global e forca global:

A matriz Global K e o vetor Forca F' sao dados por

Nel Nel

K=Y K F=) F"
e=1 e=1

Utilizando apropriadamente a contribuicao simétrica das matrizes locais e das forgas
locais, obtém-se para o Exemplo 1, a matriz rigidez K simétrica dada por

(32 -4 0 -4 -7 0 0 0 0
32 -4 -1 -4 -7 0 0 0
32 0 -1 -4 0 0 O

32 -4 0 -4 -7 0

k=1 30 4 —1 —4 -7 |,
6 32 0 —1 -4
32 4 0
32 —4
32

e o vetor forga F' dada por

+2.14492
+3.03014
+2.14035
+0.71033
F =1 +0.00000
—0.71033
—2.14035
—3.03014
—2.14492

5. Resolucao do sistema linear:
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Resolvendo o sistema linear K'd = F', obtém-se a solu¢ao numérica aproximada

+0.48886
+0.68935
+0.48696
+0.00417
d = | +0.00000
—0.00417
—0.48696
—0.68935
—0.48886

que corresponde, respectivamente, a solucao u nos nos

A=1{7,8,9,12,13,14,17,18,19}.
6. Calculo do Erro:

A solucao exata do problema é dada por
u(x,y) =senmr-cosmy, 0<zxr<1l e 0<y<l.

Comparando com a solugao numérica aproximada uy(x,y) na norma do L? e H!, ob-
temos

1B L2y = |Ju — un| 2 = 6.853220 x 1073
|E|| g = ||u — up|| g = 5.253452 x 1072

Para o mesmo problema, usando Nelx = Nely = 8 = h = k = 1/8 e Nelx =
Nely = 16 = h = k = 1/16, que correspondem respectivamente a { Nno = 81; Nel =
64; Neq =49} e {Nno = 289; Nel = 256; Neq = 225} obtém-se os erros:

|E|| L2 = 2.185674 x 1072, || Bz = 1.601428 x 1072,
|E||2 = 5.785226 x 107, ||E|| g = 4.192837 x 1072,

Exemplo 2

1. Condicao de fronteira:

Considere a malha para Nelx = Nely = 4, como anteriormente. Para este exemplo
')y =00el', = ¢. Mostramos que se I'; = ¢ entao o problema nao tem solugao tnica.
Assim fixamos um valor para a solucao na fronteira, por exemplo,

u(0,0) =0



153

Em termos computacionais, esta condicao significa que o n6 A = 1, no qual esta
associado o par ordenado (0,0), é do tipo typ[l] =1 e que ¢(1) = 0.

Qualquer um dos 25 nés poderia ser fixado. O numero total de ndés da malha
¢ Nno = 25. Em I', a derivada da solucao (fluxo) é prescrita, e portanto, devemos
determinar a solugao numérica nos 24 nés, dado que, para o n6 A = 1 a solugao é
prescrita.

Para a malha considerada e sob as condigoes de fronteira, temos os seguintes nos
na fronteira:

I, = {2,3.4,5},
r,, = {10,15,20},
r,, = {21,22 23 24, 25},
r, = {6,11,16}.

Sabemos que que

p=—mcos(mz), em I, UL, =01 UTl;,
p= —2mcos(ry), em I',,Ul, =TyUl,.

Na subrotina CondFront basta introduzir as fungoes em 'y, TI's, I's e I'y, represen-
tadas no programa por bdy|[1][i], bdy[2][:], bdy[3][i] e bdy[4][i], respectivamente. Para
esse exemplo, temos

I'y: n="bdy[l][{], p=NoPos(n), Bv[l][i] = —m *cos(m * x[p.v[0]]),
[y n=0bdy[2][i], p=NoPos(n), Bv[2][i]] =—2m*cos(m*y[p.v[l]]),
I's: n="bdy[3|[{], p=NoPos(n), Bv[3][i] =—m *cos(m*x[p.v[0]]),
Iy: n="bdy[][i{], p=NoPos(n), Bv[4][i] = —2m *cos(m *y[p.v[l]]).

Quando a funcao Bv esta recebendo valores, significa que existe alguma fronteira I';
do tipo Neumann.

Para garantir a unicidade, apds a identificacao de todos os nds da fronteira e seus
valores, deve ser fixado pelo menos um ponto. Assim por exemplo, se queremos fixar,
entre as infinitas solugdes, aquela cujo valor no né global A = 1 seja zero (u(A) = 0),
devemos inserir na subrotina CondFront do programa, apos I'y, como segue

typ[l] =1, uf[l]=0.

2. Matriz local e Forca local
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A matriz local é constante para todos os elementos e é a mesma do Exemplo 1.
Para a forca local tem-se

F; = fs+ps— 45

Em particular, para os elementos e = 6,7,8,10, 11,12

FGZ €

a a’

desde que nao exista né global em I', ou I',. Para o elemento e = 1, os nés globais
A =2 e 6 pertencem a I') e o n6 A =1 pertence a I';.

Observe que pela defini¢ao da forca F¢, e desde que A =1 € I',, tem-se
Fl=fl—q, a=1,2,34.

onde neste caso:

4
q = ZK;bq; =KLqi =0, a=1,2,34,
b=1

pois ¢i = 0, consequéncia de u = 0, correspondente ao né6 A = 1 prescrito. Para os
outros nés A =2e 6 em I',

Fal:f;—l—ptll, a=24

e para o no global A =7, tem-se
Fy = f5.

As forgas locais F¢, para e = 1,11, 16, sao dadas abaixo, respectivamente:

0.196797 —0.196797 —0.351010

o 0.135778 Ja —0.248201 16 _ 0.383838
@ 0.351010 |’ “ —0.351010 |~ @ 0.511922
—0.122039 —0.320898 —0.135778

3. Estimativa de Erro

A solugao exata do problema ¢ a mesma do Exemplo 1. Os erros, neste caso, sao
dados a seguir:
B2 = 9.047955 x 1072,

| Bl = 1.797705 x 10"

Para esse exemplo temos Nno = 25, Nel = 16 e Neq = 24.
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Exemplo 3

1. Geracao e enumeracao da malha

Consideremos a mesma malha dos exemplos anteriores, com Nelx = Nely = 4.

2. Condicao de fronteira

Neste caso em I', (Neumann) a fun¢ao definida na fronteira I'y e I'; é dada por

| —mcos(mx) em Iy,
p(e) = { —mcos(mx) em I3

e em I'y e I'y (Dirichlet) temos os valores prescritos.

O em I'y,
Q(‘”)_{o em T

Os valores de fronteira sao inseridos pelo operador na subrotina CondFront, da
seguinte forma: As fronteiras I'y, I'y, I's e I'4 sdo representados respectivamente dentro
da subrotina por bdy|1], bdy[2], bdy[3] e bdy[4] e dessa forma as fronteiras de Neumann
'y e T'5 e as fronteiras do tipo Dirichlet I'y e I'y, sao inseridos no programa por:

I'y =n="bdy[1][i], p=DNoPos(n), Bv[l][i] = —7 *cos(m * z[p.v[0]]);
I's =n ="bdy[3|[i], p=NoPos(n), Bv[3][i] = —m *cos(m * z[p.v]0]]);
Iy = n = bdy|[2][i], = NoPos(n), typ[n|=1; u[n] =0;
Iy = n = bdy[4][i], = NoPos(n), typ[n|=1; u[n] =0

Considerando a malha do exemplo, temos os seguintes nés globais em I', =I'y UT's
(§ Fq = FQ U F4,
=1{2,3,4,22,23,24},
I', ={5,10,15,20,25,1,6,11,16,21, }.
O procedimento é andlogo aos anteriores. O niimero de incognitas nestas condigoes
¢ de (25 — 10) = 15 e portanto a matriz rigidez é de ordem 15x15.

3. Matriz local e Forga local

Como nos exemplo anteriores a matriz local nao se altera com a introducao de
valores de fronteira diferentes, no entanto as forcgas locais definidas por

= fo + 0o —q;

sao dependentes dos valores de fronteira. Em particular:
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e
a’

para os elementos e = 6,7,10,11: FS =

para os elementos e = 2,3,14,15:  F¢ = f¢+ p¢,

para os elementos e = 5,9,8,12:  F? = f¢ — ¢¢,

Para os elementos e = 1,4,13,16:  F¢ = fo+pS — ¢..

Para e = 1,11, 16 temos respectivamente:

—0.157562 —0.196797 —0.351010

Fi_ | 0.004878 pu_ | 0248201 pio_ | 0248201
a 0.351010 | "« —0.351010 |* @ 0.1575627
0.248201 —0.320898 —0.004878

4. Estimativa de Erro

A solugao exata do problema é a mesma do Exemplo 1 e os erros sao:

|E|| 2 = 2.658667 x 1072,
|E|| g = 1.372426 x 10~

Para esse exemplo temos {Nno = 25, Nel = 16 e Neq = 15}. Note que Neq =
Nno —T,.

4.7 Resultados Numéricos

Para os trés exemplos, sao mostrados a seguir os graficos das solu¢oes numéricas e
os erros em varias malhas diferentes.



Exemplo 1: Problema de Dirichlet

Solugao numérica uy(x, y)

Erros Numéricos

Malha [ £ llo [

10 x 10 1.44 x 10~° 1.05 x 102
20 x 20 3.73 x 10~ 2.70 x 103
20 x 25 3.08 x 10~ 2.22 x 1073
25 x 20 3.06 x 10~ 2.22 x 1073
30 x 30 1.69 x 10~* 1.21 x 103
40 x 40 9.59 x 105 6.92 x 10~

1.0

Para a malha 40 x 40 tem-se { Nno = 1681; Nel = 1600; Neq = 1521}

157
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Exemplo 2: Problema de Neumann

Solugao numérica uy(x, y)

1.0

Erros numéricos

Malha I £l | £ l1

10 x 10 1.56 x 10~2 3.17 x 1072
20 x 20 3.92 x 1073 8.04 x 1073
20 x 25 3.02 x 1073 6.47 x 1073
25 x 20 3.45 x 1073 6.87 x 1073
30 x 30 1.72 x 1073 3.59 x 1073
40 x 40 9.0x 10~* 2.01 x 1073

Para a malha 40 x 40 tem-se { Nno = 1681; Nel = 1600; Neq = 1680}



Exemplo 3: Problema misto

Solugao numérica uy(x, y)

Erros numéricos

Malha [ £ llo [

10 x 10 5.04 x 103 2.68 x 1072
20 x 20 1.29 x 10~% 6.77 x 103
20 x 25 1.04 x 10~% 5.26 x 103
25 x 20 1.09 x 10~° 5.89 x 1073
30 x 30 5.81 x 10~ 3.04 x 1073
40 x 40 3.31 x 10~ 1.73 x 103

Para a malha 40 x 40 tem-se { Nno = 1681; Nel = 1600; Neq = 1599}

1.0
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4.8 Exercicios

Na literatura, mais usual discretizar o dominio €2 por elementos triangulares €2,
visto que sua geometria se ajusta melhor aos dominios mais gerais do que os elemen-
tos retangulares. Considere entao a formulagao variacional (4.8) do problema I e o
programa computacional Ncalor07.c.

1. Faga a discretizagao uniforme do dominio retangular [a, b] X [¢, d] por elementos
triangulares 2., refazendo as seguintes subrotinas:

{NoPos, PosNo, ElmPos, NoLG, EqNo, CondFront}.
Sugestao: Enumere os elementos triangulares dentro do dominio de tal forma que

os noés globais sejam consecutivos e crescente nas diagonais.

2. Determine o mapeamento (transformagcao isoparamétrica) entre os dominios €2,
e {2, onde Q, tem como vértices & = (0,0) , & = (1,0) e & = (0, 1).

3. Calcule o gradiente da funcao de interpolagao.

4. Determine a matriz rigidez local e a forca local, obedecendo os mesmos para-
metros deste capitulo.

5. Construa um algoritmo para obtencao da matriz global e forca global.

6. Construa um algoritmo para resolver o sistema linear, considerando a esparsidade
da matriz.

7. Refaca o Exemplo 1,2 e 3 obtendo a solugao numérica aproximada, com os mes-
mos h e k da discretizagao do eixo x e eixo y, respectivamente. Observe que
o numero de elementos duplicard. Compare com a solucao exata dada. Que
elemento €2, é melhor?



CAPITULO 5

Problema de Elasticidade Linear -
Caso Bidimensional

O método de elementos finitos sera aplicado neste capitulo ao caso bidimensional do
problema modelo de elasticidade linear. Neste caso, temos uma solugao vetorial, de
modo que algumas mudancas tém que ser introduzidas em relacao ao que foi desen-
volvido no capitulo anterior. De forma andloga, mostraremos as varias etapas da
elaboracao do programa computacional, exemplos numéricos, erros e solucao grafica.
O programa computacional utilizado encontra-se no apéndice deste texto.

5.1 Formulacao do Problema

Consideremos 0 C R? um conjunto aberto e limitado com fronteira I' suave e os
indices 1 < 14,7, k,¢ < 2. Denotemos por:

o tensor de tensao de Cauchy o = (0y;) : 2 — R? x R?;
u : vetor deslocamento u = (u;) : Q2 — R?;

f : forca prescrita por unidade de volume f = (f;) : Q — R?

€ tensor de deformagao infinitesimal € = (¢;;) : @ — R?* x R?,

onde

1 aul an
€ii = = ) 5.1
Pela lei de Hooke, o tensor de deformacao infinitesimal ¢;; e o tensor de tensao o
estao relacionados por

Oi5 = Uijke €ke, (5-2)
onde Cjjie é denominado coeficiente de elasticidade definido para todo z € 2. Se o

corpo ¢ homogeéneo, Cjjre ¢ constante. Note que usamos a convengao de somatério, isto
é, indices repetidos representam um somatorio das respectivas grandezas indexadas.
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Sobre o tensor de elasticidade, admitimos as seguintes hipoteses:

1. o tensor elasticidade Cj;j; satisfaz a condigao:

Cz’jké = Cjiké = Cz’jék = Ck&'j% (5-3)

2. existem constantes positivas C' e C tais que, para qualquer matriz simétrica Sijs
vale a desigualdade

CSijSij < CijeSiiSke < CS55i;. (5.4)

A hipétese (5.3) é devida a existéncia da funcao energia potencial e da simetria dos
tensores de tensao e de deformacdo, enquanto que a hipétese (5.4) estabelece que o
tensor elasticidade é limitado e estritamente positivo definido.

No que segue, admitimos que a fronteira I' de € satisfaz as seguintes decomposigoes:
F — Fql U Fpl — Fqg U Fpg,

de tal forma que, sobre a fronteira I';;, a componente 7 do deslocamento é prescrita; e
sobre a fronteira I',;, a componente ¢ da tragao é prescrita.

Observagao: No caso em que as decomposigoes de I' sao tais que I'); N Ty = 0
(veja Figura ?7), temos mais regularidade na solugao do problema. Entretanto, para
a formulagao fraca do problema continuo e do problema aproximado, nao é necessario
impor tal restricao.

Nessas condigoes, temos a seguinte formulacao para o problema elastostatico:

(I) Formulagao forte. Dadas as fungoes f; : Q@ = R, ¢ : Ty = Rep;: Iy = R,
determinar u; : {0 — R tal que

O mo
Ly
U = @ em I'y;, (5:5)

O'Z‘j’n,j =D em Fm',

onde q; é a componente ¢ do deslocamento prescrito e p; é a componente i da tracao
prescrita na fronteira.

Se Uiz 2, = 0, a condigao de fronteira é dita condi¢do do tipo Dirichlet, ou
condigao de deslocamento na fronteira. Se U;—1 oI',, = 0, a condi¢ao de fronteira é dita
do tipo Neumann ou condi¢ao de tragao na fronteira. Se I',, # 0 e I',, # 0, a condicao
de fronteira é denominada de tipo misto.



Para a descrigao da formulagao fraca do problema (I), consideremos

Vi={ve HY(Q)% v; =0em Ty},
H = {'v S Hl(Q)2; Vi = (; em Fqi}>
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onde H'(£2) é o espaco usual de Sobolev. E claro que V' é subespaco vetorial de H'(2)?,
mas H ¢ um subespaco afim de H'(Q)%. E claro também que V' é um espaco de Hilbert

se munido da norma usual de H'(2)2, ou seja,

(%Z-

2 1/2 2
[vllv = (Z ||?fi||§pm)> e vl ::/Q <|v,-|2+z 5
i=1 =1

e H ¢ espago métrico completo se munido com a mesma norma || ||y.

2
)dx

Multipliquemos entao a equacao (5.5) por v € V e integremos em §). Entao, com

a convencao usual dos indices repetidos, temos formalmente

Pela regra da derivada do produto de fun¢oes, obtemos
Ujvidx = / Mdz — / aij—vdx.
QO 81’]' Q 81’]' Q 81’]'
Aplicando o Teorema da Divergeéncia,

yosie= |
—(oiv;)dr = [ o4njv;dx
/anj( J ) r J°7)

e substituindo em (5.6), obtemos

ov;
/U,j oz, dr = / fiv; dQ +/0”njv, dzx.

Como v; =0 em I'y; e 0;;n; = p; em I';, tem-se

/augvl dx—/flvz dx+/F piv; dx.

pi

Assim, a formulacao fraca é dada por

(5.6)
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(IT) Formulagao fraca. Dadas as fungées f; : Q@ - R, ¢ : I'yy > Rep; : ')y = R,
determinar w € H tal que

/UZ] S,UZ dx_/fzvzdl"l‘/r .pi'UidZL', VveV.

A formulagao fraca é também denominada principio do trabalho virtual e v é o
deslocamento virtual.

De (5.1) e (5.2) e da simetria de Cjjx, tem-se

1 ou ou ou
Oij = Uijke €kt = §Cijk£ (8 k O:L"Z) = Cijkéa—x];-

Substituindo na formulacao fraca, obtemos

/ngkzaUk 8% :/fivi d:L’—l—/ piv; d.
Q Tpi

Podemos entao reescrever a formulacao fraca em forma vetorial e manter uma se-
melhanga com a notagao dos capitulos anteriores, se introduzimos a seguinte formas

(bilinear e lineares):
o(u, v) / kagauk 01}1

(f :v) ::/invidx,

(p:v)r, = /F

onde ds denota a medida de comprimento de arco de curva em R? e I'), = ['); U Tpo.
Assim, a formulagao fraca do problema (II) toma a forma:

pP1U1 ds + / P2U2 ds
F1121

pl

(IT") Formulagao fraca. Dados f e p, determinar uw € H tal que

a(u,v)=(f:v)+(p:v)r,, YVveV. (5.7)

5.1.1 Formulacao de Galerkin

Os argumentos do capitulo anterior podem ser adaptados no atual contexto se
considerarmos V';, um subespago de V' de dimensao finita e H, = V), + {q}, onde
q = (G1,) € H'(Q)? é tal que ¢;(r) = ¢;(x) para todo v € T;. A existéncia de q é
garantida pelo fato de que o operador de trago v, : H'(Q)? — HY2(T;) é sobrejetor.
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Assim, se u;, € Hy, a funcao wy, definida por

wy(7) = up(r) — q(7), (5.8)
pertence ao subespaco V', de modo que wy(x) =0 paraxz € I'y =T UT .

Da mesma forma, definimos a funcao p = (p1,p2) € HY(Q)? tal que p;(z) = pi()
paraz € I'y;. Nessas condigoes, podemos considerar o problema variacional aproximado
associado ao problema (5.7), i.e., a formulagao de Galerkin, dada por: determinar
uy, € Hy, tal que

a(uh,vh) = (f : ’Uh) + (p : ’Uh)pp, Yoy, € Vh,
ou de forma equivalente, determinar w;, € V', tal que,

a('wh, 'vh) = (f, 'vh) + (p, 'Uh)l“p — a(?], ’Uh), V’Uh -~ Vh. (59)

De forma analoga ao que apresentamos anteriormente, consideremos N o conjunto
de nés da malha e N, o conjunto de nds sobre I', onde os valores de fronteria sao
prescritos. Para cadané A, considere ¢ 4 a fungao de interpolacao, tal como introduzida
no capitulo anterior. Podemos entao representar a solucao aproximada w;, € V', por

Nno

wy(r) =Y dapa(r), da=(das,....day). (5.10)
A=1

A solugao aproximada (5.10) é uma fungao vetorial, ou seja,
wy(z) = (wWn,1(2), wa(2), ..., Whp(z)), Vo€,

de modo que, em termos de coordenadas,

w () =Y dajpalr) = D dajealr), 1<j<n, (5.11)

AeN AeN—N,

pois wy, ;(z) =0, se v € N, ;.
De forma andloga, consideremos a interpolagao da funcao g, definindo g, (x) =
(gna(x), ..., qnn(x)), onde, para j =1,...,nexy €[,

Gi(@) = D qageale), qa; = qi(za). (5.12)
AGNqJ‘
Consideremos a base canonica do R? dada por e; = (0,...,0,1,0,...,0), onde a

j-ésima coordenada é tnica coordenada nao nula. Entao os vetores wy, e q; podem ser
expressos na forma

wp = Wp,j€; dn = 4h,;j€j,



166 Cap. 5. Problema de FElasticidade Linear - Caso Bidimensional

com wy; € qp; sdo definidos em (5.11) e (5.12). Assim, podemos denotar a forma
bilinear a(-,-) por

a(wp,jej,vp) = a E dajpaej,vp | = E daja(pae;,v,) Yo, € V.
AEN—Nq,j AEN—Nq,j

Como a igualdade é valida para todo vy, podemos tomar em particular v, € V,
na forma v, = pge;. Portanto,

n

a(wp, ppe;) = Z Z daja(paej, ppe;), 1<i<n.
Jj=1 AEN—qu

Substituindo as relagbes acima em (5.9), obtemos o sistema linear

Z Z dpja(pae;, ppe;) = (f : paei) + (P, : paei)r — Z Z s ja(paei, ppe;j),
j=1 BEN—Ny; Jj=1 BENg;
para todo A € N — Ny;.
Definindo
Kap = a(paei, ppe;j), (5.13)
Fy = (paei: f)+ (pa€i: py)r — Z Z a(paei, Pp€;)q;p. (5.14)
j=1 BeNy;
Entao,
Kap djp = Fjy. (5.15)

Assim, a solugdo aproximada uy,(z) tem como coordenadas uy, 1(z) e up (), isto é,

up(w) = (up1(x), una(z)),
onde uyp; € up 2 sao denominados respectivamente deslocamentos horizontal e vertical.

A préxima etapa é estabelecer uma relacao entre os nos globais A e o nimero de
equagoes no sistema linear. Neste sentido introduzimos a subrotina EgNo para gerar o
nimero de equagao, I, correspondente a componente ¢ do né global A e Neq o niimero
total de equacoes do sistema linear. Assim,

. I se Ae N— N,
eqn[z,A]:{O se AENqi !

onde N,; = {A € I';;}. Sabemos que se A € N, entao up(xa) = (up1(xa), una(za)) é
conhecida e portanto nao é necessario gerar uma equacao para cada deslocamento uy, ;.
Poderemos ter nés A prescritos numa direcao ou em duas direcoes.
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Por exemplo, na tabela abaixo mostramos o caso em que temos 5 nés globais com
6 equacoes.

[NA[1]2[3]4[5]
1 [1]2]4]0]0
2 [0]3[5]6]0

On6é A=1¢€T,, logo upi(za) ndo é prescrito, mas up2(x4) é prescrito.
On6 A=4¢eT,, logo upi(xa) é prescrito e upa(x4) ndo é prescrito.
Oné A=5¢eTl;; NIy, é prescrito em ambas as diregoes, uy, 1 € up 2.
Osnés A=2,3¢ T, UT s, logo nao sdo prescritos.

Assim, para esse exemplo, temos 6 equagoes para se determinar a solucao aproximada.
De um modo geral, definindo

M =eqn[i,A] e N =equnj,B|,

com 1 < M, N < Neq, o sistema linear (5.15) pode ser escrito por

KynDyn = Fuy,
onde
Kyn =: CL(SOAei, @Bej)a (5-16)
2
Froi= (pae; - f)+ (pae; : py)r Z Z PAE;, Bej)QJB (5.17)
j=1 BEN,;

A matriz K = [Kjn| é denominada matriz rigidez global ou matriz global, ' =
[Fy] é denominado vetor forga e D = [Dy] é o vetor deslocamento (incégnita).

e Propriedades da Matriz Global

1. Kyn é simétrica. De fato, como Chyij = Cijge, temos

0 €; 0 e
Kun = a(paei, ¢pey) = (gA )Cijke (gB 3 dQ
9 oont T ross o
= a‘PA ZCijkgaL;jek dS) = agpjekckgw a Ael dQ) = KNM
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2. Ky ¢é definida positiva. Se definimos d = (dy, d, - - -, dyeq), €ntao

Neq
d'"Kd = Y duKundyv= Y diaa(paei, ope;)d;
M,N=1 AEN—Ng;
BEnfnqj
= a( Z diapae;, Z ijSOBej):a(uhauh)ZO
AEN—Ny; BeN—Ny;
Por outro lado,
Oup, ; Oup,
0: ur. U = ’Ci' ’ d .
a(up, up) Oz, i oy, W

De (5.3) e (5.4), Cjjre € positivo definido para todas as matrizes simétricas, logo,

8uh,i Ou;w-
(9:17]- 03:,

=0,

Isto implica que uj,; ¢ um movimento rigido, que pode ser representado por,
Uh; = VVijl'j + C,

onde C' é uma constante e W;; uma matriz anti-simétrica, cujo valor deveria ser pe-
queno, representando uma rotagao infinitesimal para a teoria linear. Se ', # (), pois
up,; = 0em I'y, entao

Wij =0 (S C= 0,

isto é, o corpo tem um movimento rigido nulo. Assim uj,; = 0 e K é uma matriz
definida positiva. Caso I'; = (), entdo K é uma matriz definida positiva se o corpo
satisfaz a condicao adicional de ter movimento rigido nulo.

5.2 Matriz Rigidez e Vetor Forca

Trocando os indices (i, 7), por (r,s) em (5.16) temos
Kp = a(pae,, ppes), 1 <A B<N-N,

A forma bilinear a(-,-) é definida por

0ui 821]-
C kjl , X

a(u,’u) = 0 0—%
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Na forma componente, temos

U= e, = u; = (u, ;) = (pae,, e;) = pady
v = ppes; =>v; = (v,¢;) = (Ypes, e;) = ppdjs

Substituindo na forma bilinear temos

dpa 0pp
79 s) — A o Vi 5zr55d .
a(pae,, ppes) o Dy Oy Cirjedirdjs dz

Assim, a matriz é dada na forma

D4 O Iy &p
AB = /Czkjga 4 a.ﬁl]f = rkésl/czkjé 4 B (518>

Para o vetor forca definido em (5.14) e substituindo os indices (i, j) por (r, s) tem-se

Fi = (pae 1 f) + (paer 1 pp)r — Z > alpaer, ppes) ¢,

s=1 BENys
onde
(pae, : f) = /QSOA(f tey)dr = /Q‘PAfr dx,
(wer:ph)rz/ va(py - €r) ds:/ papr ds,
Tpr Tpr
e

Z Z (pAera (pBes)qu - Z BQsB-

s=1 BEN,. BEN,,
Assim a forca é dada por

F£:/¢Afrdx+/ papydl' — Z Z K5 qsB. (5.19)
Q Tpr

s=1 BEN,s

De forma andaloga ao capitulo anterior, f, e p, serao interpolados usando a fung¢ao
@4 como interpolante, mais precisamente,

f@) = > wal@)fra, (5.20)

AEN—Nys

pr(@) = > pal@)pra (5.21),

AENps
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onde fra = fr(xa) € pra = pr(xa),r =1,2. Substituindo em (5.19) obtemos

- > /SOASDB frpdr+ ) / papp)prpdl — Z > Kipas

BEN—Ngs BEN,s s=1 BEN,
= Z (pa:ep)fre+ Z A QBT DB — Z Z Kip dsB-
BEN—Ngs BEN,s s=1 BENs
(5.22)
De (5.18) e (5.22) o sistema linear global é dado por
K pdsp = F}. (5.23)

Como M = eqn|r, A] e N = eqnl[s, BJ, o sistema linear pode ser escrito na forma

Jpa 0 Opad
KMN—&MSE/CZME o4 QPB /C’ms PATPE dz, (5.24)
Oz, Oz,
Fy = Z (pa:eB)frp+ Z (0a:¢B)rPrB — Z K5 4sB- (5.25)
BEN—Ngs BENys BENs

5.2.1 Matriz Local e Forga Local

Considere a discretizacao do dominio em elementos finitos €2, satisfazendo

(OQ) e {zNU=0 se e#k.

Para cada elemento finito Q. temos a funcio base % com suporte compacto em €.
Dessa forma, a matriz global e o vetor for¢a podem ser obtidos em termos locais através

da soma
Nel Nel

K=Y K e F=) F°
e=1 e=1

onde K¢ = [K{,y] e F'* = [F};] sdo dados por

= rkésﬁ / Czk]ZaSOA a(pB = / Ci a(PA a(PB dflfe,
Qe

ox; Ox; orgs axz ox;
] J

= ) / pappfode+ ) / papnppdl — > Kiindsn

BEN—Nys BEN,s BENys

€ s = qs(zB)-
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As matrizes K,y e Fj; tém ordem Neq x Neq e Neq x 1, respectivamente. Do suporte
compacto de ¢4 em €., conclui-se que para todo né global B ¢ ), os elementos da
matriz e do vetor forca sao nulos. Por exemplo, considere um elemento com os seguintes
nos globais:

61 62

onde A = {8,9,61,62}.

Como vimos anteriormente, o nimero de equagoes no caso vetorial é dado por
eqnli, A]. Considere a seguinte tabela relacionando o nimero da equagdo com as com-
ponentes do né global.

|\A[8]9]61]62]
1 [5[7]47]49
2 [6]8][48]50

Para este elemento e, os nds globais na direcao horizontal © = 1 e na direcao vertical
¢ = 2 nao estao prescritos, somente os coeficientes de Kf,5 e F};, para M, N =
{5,6,7,8,47,48,49,50}, sdo nao necessariamente nulos. Assim, no lugar de armazenar
a matriz Kj,y e F}, de ordem Neq X Neq e Neq x 1 é conveniente armazenar apenas
uma submatriz que denotaremos por K¢, de ordem 8 x8 e F¢ de ordem 8 x 1. Observe
que no caso escalar bidimensional do capitulo anterior, a matriz Kfj;y e o vetor Ff,
sao de ordem 4 x 4 e 4 X 1, respectivamente.

A matriz K¢, e o vetor forga FY, serao chamados de matriz local e forga local para
os quais sao introduzidos os nods locais a associados aos nés globais A. Observe que
os nos locais do elemento e no caso vetorial sao definidos de forma andloga ao caso
escalar, ou seja, se (), é um retangulo, os quatro vértices do retangulo sao os nés locais
a=1,2,3,4 para o elemento e, enumerados no sentido anti-horario. A associacao entre
o 16 local e o n6 global é dada por A = NoLG(e, a).

Para cada ndé local a, define-se a funcao de interpolagao local satisfazendo a condi-
¢ao:
1 se a=hb,

¢Z(b):{ 0 se a#b.

Utilizaremos, em particular, a fungdo ¢¢(z,y) como um polindémio interpolante linear
definida em (4.31).

Com a introdugao da fungao de interpolacao local ¢ podemos entao definir a matriz
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local e o vetor forca local por

/ Cms&p“ 8% dz. (5.26)

4 4 4
= Z/ CophfrndQe + ) / Coeipmdl = Kf (5.27)
b=1 7 e b=1 1% b=1

onde 1 < m,n < 8 sao os coeficientes da matriz local K¢ e 1 < a,b < 4 sao os nos
locais do elemento e. Os coeficientes da matriz local sao dados por

(m,n)=(2(a—1)+r, 2(b—1)+s), (5.28)

onde r e s sao as componentes horizontal e vertical, ou seja, 1 < r,s < 2.

Mais explicitamente, variando os nds locais a,b e variando as componentes r e s
obtém-se os 64 coeficientes da matriz K¢,,. Por exemplo, se (a,b) = (1,2), variando r
e s entre 1 e 2, obtém-se os coeficientes { K¢, , KS;, K¢, , KS5,}. De forma analoga,
para (a,b) = (2,4) temos {K$§;, , Ky, K§; , K}

Um outro procedimento fundamental ¢ a forma como os coeficientes K|, da ma-

triz local sdo alocados na matriz global K = [Kjy], quando variamos o elemento

= 1,2,---,Nel, ou seja, como os coeficientes da matriz local contribuem para os
coeficientes da matriz global. Para isso, considere

P =eqn[i,A], 1<i<2 Ae N-—-N,,
onde P é o nimero da equacao, i.e.,
P = eqnli,NoLG(a, €)].

Como os coeficientes da matriz local K, estao associados aos noés locais pela relagao
(5.28), podemos associar para cada elemento e, os coeficientes da matriz global Ky
com os coeficientes K e analogamente para Fjy.

Por exemplo, considere o elemento e que tem como nds globais A = {8,9,61,62} e
o numero de equacoes é dado pela tabela anterior. Para o elemento e fixo tem-se

NoLG(1,e)
NoLG(2,e)
NoLG(3,e)

(4,¢)

NoLG(4

I
Qo>

, €

Localmente temos a matriz K, de ordem 8 X 8.
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Entao a contribuicao da matriz local na matriz global é dada por

K55 <— K55—|—K161,

Kss < K6+ Ky,

K57 <« K57+ Kis,

K58 <— K58—|—K164,
, —

Ks 47 + Kis,

Kss0 <« Kss0+ KTy,
Kep + K3,
Ker < Ker+ K3,

=
T

Keso < Kgpo+ Kig,

Kagag < Kagag + K7y,
Kigs0 < Kz + Kig,
Ksos0 < Ksos0 + K.

e mais os elementos simétricos da matriz.

Variando e = 1,2, Nel, obtém-se todos os coeficientes Kj;y da matriz global

K, onde
M = eqnli, NoLG(a, €)].

De forma analoga para a Forga Global F',

F5 < F5+F16,
Fs < Fs+ Fy5,

Fsg + F50—|—F86.

e Calculo de Matriz Local

Para calcular a matriz local utilizaremos o mesmo procedimento do capitulo ante-
rior, isto é, fazemos a transformacao isoparamétrica entre o elemento finito €2, para o
quadrado biunitério €2, e entao utilizamos as fungdes base ¢¢ definidas em (4.32) por

1
©a(&,m) = 1(1 +&&) (1 +nam), a=1,2,34 (5.29)

Entaao, o gradiente é dado por

Vial€n) = 7 (61 +nan), w1+ £8)),



174 Cap. 5. Problema de Elasticidade Linear - Caso Bidimensional

onde (§,7n) € . Para a = 1,2, 3,4 tem-se, respectivamente,
(é-au ntl) = (_17 _1)7 (17 _1>7 (17 1)7 (_17 1)

Utilizando a forma componente, temos

830a o 890(1 agz

Substituindo na matriz local (5.26), obtemos

e Oy 08 Oy 9% _e/ Do 06, dp D€,
Kmn_/ecms 08, Ox; 0& O, dre = Cipjs o, |08 Or; 0& Or; |J| day,

onde estamos assumindo que o coeficiente de elasticidade Cjyjs ¢ constante sobre cada
elemento e, com J denotando o Jacobiano da transformacao entre os dominios €2, e €y,
definido por

Oy Oy
_ SIS
J = det % %
96 0
Assim, considerando os coeficientes
e Iy Ipy 08 9

abij — Q, afk afg 8:172 a—%dzb (530)

e o Jacobiano constante para cada elemento ()., podemos escrever os coeficientes da

matriz local na forma
e e e e

irjs<abij*

Em particular, se €2, é um retangulo, obtemos

9 { A2 se 1=k,

— 7

Oz 0 se 1 # k.
Substituindo em (5.31), obtemos
~ 4

_ e

abij AI’ZAZIZ'] abijs

onde Aw; = x; —x;_1 €

0¢S 0y
€ = a dxy,. 5.32
abij 0 a&k a& Tp ( )
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Além disso, o Jacobiano da transformacao é dado por
1
J¢= ZA:ceAye, (5.33)

onde Az® = (2§ — z7) e Ay® = (yS — y§). Assim, a matriz local pode ser calculada por

4
J¢ Q5 5.34
| | irjs |Deltax,A:17] abij ( )

Observe que os unicos termos dependentes do elemento e sao o Jacobiano e o coefi-
ciente de elasticidade Cjjs, onde em (5.34) estamos omitindo o somatério dos indices
1<, 5,k rs<2el<ab<4

A matriz local dada acima é similar a matriz local dada em (4.44) e estd definida na
subrotina LocalSystem, onde a integral (5.32) foi calculada pela quadratura Gaussiana.

e Calculo da Forga Local F},
Podemos verificar de (5.27) que a forga local é dada por

= fo 4+ —q., para m=2(a—1)+r, (5.35)

onde

Z/E SOQSOb fbrdQe7
Z/ PatPh) Dby d

= Z mn qbr‘
b=1

As igualdades acima sao validas para todo né local b € 2., cujo correspondente
né6 global B = NoLG(e, b) satisfaca as respectivas condi¢bes B € N — Ny, B € N, e
B e Ny,.

e Calculo de f;,

O célculo é andlogo ao caso escalar feito em (4.59). Assim, usando o mesmo proce-
dimento, obtém-se

4 4 e
-y / il de =13 £ / oghdr = 1Y fo Qun  (5.36)
p=1 v ¢ b=1 0 b=1
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onde fg, = f(a5,) = fo(af) = £,(B), B = NoLG(e,b), r = 1,2, com m = 2(b— 1) + 1 e
Qab = / 902902 dz.
Qb

Observe que a matrix @y, calculada em (4.51), é independente do elemento e.

A titulo de exemplo, consideremos a seguinte malha:

13 14 15 16
@ ®
@ | ® |

) 6 7 8
O ® |6

1 2 3 4

qu = {17275a87137 16}7 Fq? - {273a478713716}a
Iy =1{3,4,9,12,14,15}, T'po ={1,5,9,12,14, 15},

onde I'j; é o conjunto dos nds globais nos quais u; esta prescrita e I'y; é o conjunto
dos nods globais nos quais a derivada normal de u; estda prescrita. Note que deve ser
satisfeita a seguinte relacao: I' = ')y Uy e I' = I')o U L.

e Nimero de Equacoes: eqnli, A]

|i\NA|1[2[3[4[5]6][7[8]9 [10[11[12][13]14]15]16 |
1 JoJof2[3]o[5]7]0[9[11[13]15]0 [17]19] 0
2 [1]ofJofo]4[6][8]0]10]12[14][16] 0 [18]20] 0

Assim, temos Neq = 20 e a matriz global K = [K);y] é de ordem 20 x 20.

Por outro lado, para cada né global A, existe um né local a dado pela relagao
A = NoLG(e,a), de modo que o ntumero de equagoes locais m é dado pela relagao
m=2a—1)+r,r=1,2 a=1,234.

Definimos em (5.35) que a forga local ¢ calculada por
Fo = fo & Dy = -

Vamos entao determinar F, para cada e =1,2,...,9, localmente.
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(1) Se e = 5, os nds locais {1,2,3,4} estao associados aos nés globais {6,7,11,10}
através da relagdo A = NoLG(e,a) = NoLG(5,a). Para este elemento, nao existe
no global A € I'y; ou A € I'y;. Assim,

F2=f se m=12...,8,

pois p2, = ¢, = 0.

Se e = 8, temos a associagao {1,2,3,4} com {10, 11,15,14}, onde A = 14,15 €
I'piNIpe. Entao (r,4) e (r,3) € I'pyNTpe. Assim, para as equagoes m = {5,6,7, 8},

temos
FS =
F =

pois (r,1) e (r,2) ¢ '), UL,

e se m=1,2,3,4,
I3 +pd se m=5,6,7,8,

Se e = 2, entdo {1,2,3,4} estd associado com {2,3,7,6} onde 2 € I';y N[ e
3€l'yp. Parar =1,2 e a=1 temos

(T, NOLG(@, al)) S Fql N Fqg e (2, NOLG(Q, 2)) S Fqg.

Como ¢, = ¢,(xf), onde z§ sdo os nés prescritos, tem-se

F? o=
F2 o=
F2 o=
F? =
F2 =

f12 - q%>
f22 - q§>
13
féf - qiv
2 sem=>5,6,7,8.

Observe que sendo 3 ¢ T'yp, entdao ¢i(z3) = 0. Analogamente, os nés globais
6,7¢ T Ul = ¢.(2}) =0. Como A =NoLG(2,a) ¢ ',y T2 = p.(x}) = 0.

Seja e = 6. Neste caso, os componentes locais prescritos sao

8
12
12

= NoLG(
= NoLG(
= NoLG(
= NoLG(

Assim a contribuicao desse elemento é dado por

FS =
I
Fo =

1s sem=1,2,7,8,
I8 — g8 sem =34,
I8 +p5 sem=5,6.
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(5) De forma andloga temos para e = 1

Fl = fl—ql sem=1347,

FL = fl sem = 2,5,6,

Fl = fl—pl sem =8,
Se e=3

F3 = f3 sem =1,7,8,

F3 = f3—¢ sem=2450,

F3 = f3+pd sem=3.
See=4

Fl = f sem = 3,4,5,6,

Fp = fo—ap sem=1,

FY = fr4pt sem=27,8.
See=17

FT = fr sem = 3,4,

FT = fl —q" sem=T1,8,

FI = fI+pl sem=1,25,6.
See=9

F) = 1 sem =1,2,

F) = f2—¢) sem =56,

FP = f9+p) sem=3,4,7,8.

e Calculo de ¢,
Por defini¢ao, temos
4
G =D Ko G-
b=1
Consideremos entao B = NoLG(e,b). Se B € I'y,, entéo u,(B) = ¢,(B) = ¢.(z}) = ¢;,-

Se B ¢ I'y,, entao u,(B) nao esta prescrita, ou seja, g5, = 0.

Este procedimento é encontrado na subrotina CondFront, onde os nés B € I, sao
denominados do tipo 1.

e Calculo de pf,

4 4
=3 / (ot dT = S Mg, (5.37)
b=1 75 b=1

onde p§,. = p.(z§) = p¢ = p,(B) e a matriz M, é a mesma definida em (4.61).

Queremos identificar todos os nés globais A € I', para os quais o tensor de tensao
or; na direcao da normal exterior n; ¢ conhecido. O procedimento ¢ andlogo para o
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caso escalar do capitulo anterior, com cada componente r = 1 ou r = 2 fixada. Assim,
para r = 1,2 tem-se

o1n; = P eIl’lel

O2;1; = P2 eme2

Os nés A € I', sao identificados pela subrotina CondFront, ou seja, o tensor estd
definido nas diregoes = e y respectivamente. Assim, para cada componente, utilizam-se
as matrizes definidas em (4.63) e (4.64), i.e.,

IAZ® sea=0b
— 3 I

ou

LAy sea=0
— 3 I
My = { Ay sea#b. (5-39)

Para exemplificar, considere a malha na pagina 176. Assim,

1. Para o elemento e = 3, temos os nés globais {3,4,7,8}. O tnico n6 global
emI', ¢ ond A = 4 = NoLG(e,a) = NoLG(3,2). Para este nd, estd definido o
valor de p(z¢). Mais especificamente, como A = 4 € T, entdo pi(z3) = pi,.
Para todos os outros nds do elemento ¢ = 3, tem-se p,(z3) = 0. Dado que
m = 2(a — 1) 4+ r, a Unica equagao a assumir um valor ndo necessariamente nulo
ém=3(a=2,7=1). Como

4
pfn = Z Mabpgra
b=1

segue que
p§ = M22p:2)’1-

Dependendo do tipo do né global A = 4, temos

Ay© Ax®
yOU.M22: x.

M pu—
22 3 3

2. De forma analoga, para o elemento e = 1, temos como tnico né prescrito o né
A =15 €T, ouseja, r = 2. Sendo 5 = NoLG(1,4), apenas o valor de pj, estd
definido, para os demais valores, p;, = 0. Logo, parar =2 e a = 4, temos m = 8
e

pslg = M44P4112-
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3. Considere o elemento e = 7. Osnés A =9 e A = 12 estao prescritos em I'y; e ['jg,
ou seja, (1,9) e (r,12) estao prescritos para r =1 e r = 2. Como 9 = NoLG(7,1)
e 12 = NoLG(7, 3), entao p;. = p,(z]) ndo é necessariamente nulo parar = 1,2 e
b=1,3. Assim, da relacio m = 2(b — 1) +r, somente p’ para m = 1,2,5,6 nao
é necessariamente nulo. Assim, temos:

4
parar=1eb=1, pz = Z Mabp1(l’Z) = M11p1(II) + M31P1(~”CI)=
b=1

parar=1eb=1, p;y= Mups(a])+ Msips(]),

parar =1eb=3, pl = Mp(x5) + Mssp;(x3),

para 7 =2eb=3, pg= Mpy(x) + Masps(3),
onde My, esta definida em (5.39).

4. Os elementos e = 4,6, 8,9 também tém nds globais prescritos em I, e os calculos
sao semelhantes.

e Valores de fronteira: p¢, e ¢-,

Os valores, py e g; sao contribuigoes de fronteira do tipo Neumann e Dirichlet em
cada componente r = 1, 2. Para identificar os nés globais da fronteira e o tipo de fron-
teira sao usadas as subrotinas Fronteira, CondFront. A subrotina Fronteira tem a
fungao de identificar todos os nés das fronteiras do dominio, ou seja {I';,T's, '3, T4} e
a expressao Nbn[i] quantifica o nimero de nés de cada fronteira I';.

Uma vez identificados todos os nés da fronteira, a subrotina CondFront classifica
as componentes horizontais e verticais de cada nd, como sendo do tipo Neumann ou
Dirichlet, a partir da interferéncia do operador do programa nessa subrotina. Assim,
por exemplo, se na fronteira I'; as componentes vertical e horizontal sao do tipo de
Neumann, a derivada da solugao na varidvel x ou y é prescrita, ou seja,

du ou

—(r,A) =uy(r,A) ou —(r,A)=u,(r,A).

SonA) = () o S A) = u(r A)
onde r = 0 indica a direcao horizontal e 7 = 1 a vertical e A € N, um né global da
fronteira. Caso seja conhecido o valor u,(r, A), basta colocar na subrotina CondFront
0 que segue:

Bv[j][i][r] = ux(r, A), r=0,1.

onde j corresponde a fronteira I'; e 7 corresponde aos nés indexados da fronteira.

Por outro lado, se A € N, é um né global da fronteira do tipo Dirichlet, ou seja
u(r, A) é conhecida para r = 0, 1, entdo o procedimento para inserir essa condigao na
subrotina CondFront é dado por:

typlAllr] =1, u[A][r] = u.(A).
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Quando uma componente tem um valor prescrito e outra tem a outra derivada pres-
crita, basta concatenar as inserc¢oes acima. Por exemplo, se temos conhecido u, (0, A)
na diregao horizontal e u(1, A) na dire¢ao vertical, o procedimento pode ser feito por

Bv[j][¢][0] = ua (0, A),
typ[AJ[l] = 1, u[A][1] = us (A).

Sabemos que quando a componente do né é do tipo 1, entao a solugao é prescrita
e nao gera equacao no sistema linear.

e Contribuicao da Fronteira de Neumann: TractionBoundary

Como anteriormente, a subroutina TractionBoundary tem a fun¢ao de inserir apro-
priadamente a contribuicao dos valores de fronteira de Neumann na forca, usando as
matrizes definidas em (4.63) e (4.64), ou seja calcular o valor de p& em I'y, T'y, T'g, Ty,
quando essas fronteiras sao do tipo Neumann.

5.2.2 Construgao da Matriz Global

Por definicao a matriz global é obtida por

K:ZK@.

e=1

A ordem da matriz K é Neq x Neq. Cada matriz local K¢ tem ordem 8 x 8 e a
forma de alocacao de cada uma das matrizes K¢, parae =1,2,---,Nel, é um processo
fundamental do método de elementos finitos. A forma de contribuicao é dada nas
seguintes etapas:

(1) Identificacao entre os nds locais e os nds globais dada por

A = NoLG(e, a).

(2) Identificagao entre o né global e a sua correspondente equagao do sistema dado
por
P =-eqnfi,A] i=1,2.

Tomando como exemplo a malha da pagina 176, vemos que os nés globais na pri-
meira etapa sao dados na Tabela 5.1 abaixo e, para a segunda etapa, temos a Tabela 5.2,
que mostra a relacao entre os nés globais A e o nimero de equagoes.
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[a\e|1[2[3[4]5[6]7]8[9]
1 [1]2]3]5]6]7]9]10]11
1067 [8 |00
S[10 11|12 |14 15| 16
719 |10/ 1113|1415

2 1213
3 167
4 15]6

Tabela 5.1: A = NoLG(e, a)

|i\NA|1[2[3[4[5]6][7[8]9 [10[11[12][13]14]15]16 |
1 JoJo]2[3]o[5]7]0[9[11[13]15]0 [17]19] 0
2 [1]ofJofo]4[6][8]0]10]12[14][16] 0 [18]20] 0

Tabela 5.2: P = eqnli, 4]

Assim, para os 15 nés globais, temos 20 equacgoes e portanto a matriz global tem
ordem 20 x 20. Consideremos agora a contribuicao de cada né global A para os coefi-
cientes da matriz global K em ordem crescente, onde aplicamos a relagao

J = eqnli, A] = eqn[i, NoLG(e, a)]. (5.40)

Se j =0, (i, A) ndo gera equagao e portanto nao contribui para os coeficientes da
matriz K. Se j # 0, (i, A) gera a j-ésima equagao e portanto, contribui para j-ésima
linha da matriz global K, onde 7 < M. Relembremos que os coeficientes da matriz
local K, satisfazem a relacao

m=2a—-1)+1i, a,b=1,234,

n=20b-1)+i, i=1,2. (5:41)

Temos entao,

1. e =1: Os nos globais desse elemento sao A = 1,2,6,5. Observando a Tabela 5.2
e a relagao (5.41) vemos que os coeficientes K¢, da matriz local ndo sdo neces-
sariamente nulos. Mais precisamente, os elementos

1 gl 1 gl gl 1 1l gl gl gl
{K227 K257 K267 K287 K557 K567 K587 K667 K687 K88}
e também os respectivos simétricos.

A alocacao destes coeficientes nos coeficientes da matriz global é dada por
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onde em cada coluna o segundo membro representa a contribui¢ao local para o
coeficiente global do primeiro membro. Por exemplo, na primeira coluna, temos

KH <— K11 + K212

Todos os outros coeficientes da matriz global nao recebem contribuicao do ele-
mento e = 1.

2. e = 2: Neste caso os nés globais sao: A = {2,3,7,6}. Observando a Tabela 5.2
e a relacao (5.41) concluimos que os coeficientes da matriz local que contribuem
para a matriz global sao

2 2 2 2 2 2 2 2 2
K337 K357 K367 K377 K387 K557 K567 K577 K587

K&, K&, K&, K%, K%, K3, + simétricos.
Dessa forma temos
Kooy | Kosy | Kosy | Kory | Kogy | Kssy | Koseq | Ky
K3y | Ki | Ki | Ki | K5 | K7, | Kis | K&
Kssy | Kooy | Koy | Kesy | Krry | Kosy | Kssy
K | K& | K& | K& | K55 | K5 | Kg

Fazendo e = 3,4, ---,9 de forma andloga obtém-se a matriz global K,y do sistema
linear, onde M e N s@o os ntimeros de equagoes correspondentes aos nds globais (i, A).
A matriz global K para este exemplo, de ordem (20 x 20), esta representada na Fig. 5.1
abaixo, onde omitimos os coeficientes simétricos e denotamos por * os coeficiente nao
necessariamente nulos.

5.2.3 e Construcao da Forga Global

A forca global é definida por

Nee
e=1
onde F' = [F)] com M =1,2,--- Negq.
Usando novamente a malha anterior, analisaremos a contribuigao da forga local FY;,
para a forca global Fj;. A forca local é dada por
Fe = fo +p. —q.,, m=2a—-1)+r, r=1,2 a=1,2,3,4

Para e = 1,2,3,---,9 os valores de Ff, foram calculados anteriormente. Entao, a
forma de alocacao das forcas locais para a forca global, onde apenas estao listadas as
componentes que recebem contribuicao do elemento especificado, é dada por
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* % O

* O O %

* % O * *

* % ¥ O % ¥

* % % O % * O

* % % X O ¥ ¥ O

*¥ O O % ¥ ¥ O OO

* ¥ O D ¥*x ¥ ¥ O OO

* K X X X X X OO OO

* KK KX K KK X OO OO

* % % O O H* X K kOO OO

* ¥ X X OO x ¥ ¥k ¥ OO OO

* K% K O O OO * kOO OOO O

* X X X OO OO * K OO OO OO

* O D % ¥ ¥ ¥ *¥ ¥ OO OO OO OOo

* % O D Fk XK X X X X OO OO OO OoOOo
* K K X X X X X X OO OO OO OO OO
* K K X KK K XK KOO OO OO OO OO

Figura 5.1: Matriz K

1. e = 1: Usando as Tabelas 5.1, 5.2 e a relagao (5.40) tem-se

F1 <— F1 -+ F21,
F4 < F4 + F817
F5 <— F5 -+ F51,
Fs < Fy + Fﬁl
2. e=2
Fg < F2 + F32,
F5 < F5 + F72,
Fﬁ < Fﬁ + F827
F7 <— F7 + F52,
Fy «— Fy + F62

3. e = 5: Temos os nds globais A = 6,7, 11, 10 associados aos nés locais a = 1,2, 3, 4.
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Usando a Tabela 5.2 e a relagao (5.40) temos respectivamente a forga dada por

F5 <— F5 + F15,
Fﬁ < Fﬁ + F25,
F7 < F7 -+ Fg?,
Fg < Fg -+ F45,
F13 <— F13 + F55,
Fiy < Fu + Fp,
Fiy < Fu + F,
F12 < F12 + Fg)

De forma andloga pode-se calcular toda a contribuicao para a forga global dos
elementos e da malha.

Os procedimentos da matriz global e a da Forga Global estao na subrotina do
programa GlobalSystem.

5.3 Sistema Linear

Na resolucao do sistema global Kd = F', utilizaremos o algoritmo de Crout [9].
Basicamente, a tnica diferenca é o tamanho da matriz, visto que, neste caso, a funcao
vetorial w = (uq,us) tem as componentes horizontais e verticais. A partir da solugao
do sistema linear, obtemos d = (di,...,dy), onde N = equn(j,B), j = 1,2, B =
1,2,...Neq, obtemos a solucao u;(B), pois

u;(xp) = Z dippp(rp) = d;p.

BEN—N;

O procedimento da resolucao do sistema linear é encontrado na subrotina Solver.

Sejam u”(x) a solugao numérica e u(x) a solugdo exata. Determinamos os erros
nas norma L?(£2) e na seminorma H'((2), defiidos por

B0 = llu—u"llo. £ =[Vu—Vu"|o (5.42)
e os percentuais de erro

£

E
Eo% = IElo 100,  Ey% =
Vullo

 ullo

x 100. (5.43)
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5.4 Exemplos Numéricos

Os elementos K da matriz local sao definidos por

e 4 (& e
Kmn = (5%(555%&] CikjéQabija (544>
onde 0. 0
Pa 0P
Qa ij — ac ac dl‘,
" Ja, 96 06
A£1:£2_£1 :27

A& =my —m = 2.

O tnico termo a ser definido em (5.44) é o coeficiente de elasticidade {Cig;/}, que
depende da posicao. Como 1 < i, k,j < ¢ < 2, devemos conhecer os 16 coeficientes.

Como exemplo numérico, vamos considerar o corpo isotrépico, onde o coeficiente
de elasticidade pode ser escrito por

Cijkg(x) = /J,(SL’) (5ik5j£ + (Sigéjk) + )\(I)(Sij(skg, (545)
sendo p e A os parametros de Lamé. Os coeficientes nao necessariamente nulos sao

Cii11 = Cago = X + 24,
Chizg = Coan1 = A, (5.46)
Ci212 = Ci221 = Con2 = Car91 = L.

Supondo o corpo homogéneo, Cjji, nao depende de x e podemos definir os coefici-
entes na forma

Cii11, Criiz, Cri21, Chize, Ciair, Chai2, Crao1, Chage, _ A+20,0,0,X,0, p, 1,0,
Conit, Coniz, Co121, Ca122, Cair, Caoiz, Cozar, Cozao 0, p, 11,0, X,0,0, A\ + 2

Nessas condigoes, o problema geral de elasticidade linear

8 8uk .
g (Conegye) =7
toma a forma
82U1 82UQ 82u2 82u2 .
o) (ot G2 ) - (G G = (5.47)

ou, mais sucintamente,

Ot ) Vidiva) — pdu = .
onde u = (uy,usz) e f = (f1, f2).
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5.4.1 Exemplo 1: Condigoes de Fronteira do tipo Dirichlet

Consideremos = 1 e A = 1.5 e as componentes horizontal e vertical da forca dadas
por

(f1, f2) = 2(cos(mzx) cos(my), sen(mwx) sen(my)). (5.48)

Para o dominio D = {(z,y);0 <y < 2, 0 < x < 1}, definimos as seguintes
condicoes de fronteira em D:

1 1
u(z,0) = ﬁ(COS(ﬂ'QL’), 0) eIy, u(z,2) = ﬁ(COS(ﬂ'QL’), 0) e I's,

1 1 (5.49)
u(0,y) = P(cos(ﬂy), 0) e I'y, u(l,y) = F(_ cos(my), 0) € I's.
A solucao exata do problema (5.47) com essas condigoes de fronteira é
1
u = (uy,us) = F(cos(ﬁx) cos(my), sen(mx) sen(my)). (5.50)

O procedimento para a determinacao da solugdo numérica é o mesmo feito no
capitulo anterior. A construcao da malha e a entrada de dados sao similares, exceto
nas condicoes de fronteira, que sao definidas para as componentes vertical e horizontal,
ou seja, definindo a divisao horizontal dx por 1/Nelx e a divisao vertical dy por 2/Nely.

O ntmero total de nés globais é Nno = (Nelx + 1)(Nely + 1), o niimero total de nds
globais nas fronteiras I';, j = 1,2,3,4 é dada pelo nimero Nbn[j] e as fronteiras sao
representadas por bdy[j] dentro da subrotina CondFront. A inser¢ao dos valores de
fronteira do tipo Dirichlet (5.49) em cada componente do exemplo é feita da seguinte
forma (devido a restrigdo da linguagem C, a componente horizontal é representada no
programa por r = 0 e vertical r = 1):

n = bdy[1][i], p = NoPos(n),
Iy = ¢ typm][0] =0, ufn][0] = COS(?T « 2 [p.v[0]])/(7?),
typ[n][t] = 1, ufn][1] =

2)[i], p= NoPos( ),
Iy = ¢ typ[n][0] =0, u[n][0] = —CCOS(7T «y[po[1]])/(7?),
typn][1] =1, u[n][1] =
i = NoPos( ),
n|[0] = COS(?T * x[po[0]])/(72),
typn][1] =1, u[n][1] =

4][i], p:NoPos( )
=0, u[n][0] = COS(W*y[p v[]])/ (),
1, ufn][t] =

o

[=]
[

}1
w
I
————
ot B
<}
< |
B o
—
o9 m oY R o< mr o<
=
}—t“o\i.
o
BB
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I'y : Paran=1,2,...,Nelx+1er=0,1,
typln][r] =1, un][r] = —(cos(7z),0).
I'; : Paran = Nno — Nelx,...,Nnoer =0,1,

eypllfr] =1, ufn]r] = %(cos(ﬁx), 0).

Em TI'y e I'3 estamos identificando os nds da fronteira para y = 0 e y = 2,
respectivamente, que sao nés prescritos nas duas componentes.

[y : Paran =Nelx+1,...,Nno com incremento de Nelx +1er = 0,1,
1
typlrllr] =1, ulnflr] = — (= cos(my), 0).
'y : Paran=1,...,Nno — Nelx com incremento de Nelx +1er=20,1
1
typlallr] =1, ulnjlr] = —(cos(my), 0).

Em I'y e I'y estamos identificando respectivamente os nds prescritos na fronteira
para z = 0 e x = 1. Por u[n|[r| estamos denotando o valor prescrito na componente r
do no global n.

A matrix global K, construida a partir da matriz local, é de ordem Neq X Neq e a
forca local F, é definida por

E = o+ 0h — G
Como a fronteira é do tipo Dirichlet, p¢, = 0. Assim,
Eo = fon = G-
Na tabela que mostraremos a seguir para a malha 40 x 80, temos 3.321 nds, 3.200
elementos e 6.162 equagoes, ou seja, {Nno = 3.321, Nel = 3.200, Neq = 6.162}. Dessa
forma a matriz global é de ordem 6.162 x 6.162.

5.4.2 Exemplo 2: Condigoes de Fronteira do tipo Neumann

Consideremos =1, A = 1.5 e a for¢a dada por

fi(z,y) = fo(z,y) = 4.5sen(mx) sen(mwy) — 2.5 cos(mz) cos(my),
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o dominio
D={(z,y),0<y<1,0<z<1}

e as condigoes de fronteira do tipo Neumann

8uk
oijng = Cijrem—"1; = Di

8:@
com

(p1(x,0), p2(x,0) = (p1(z, 1), pa(z,1)) = ! sen(mzx) (1, 3.5),
m (5.51)

(01(0,),22(0.) = (p2(1,9), (1,)) = — sen(ry) (35, 1),

o que fisicamente significa que a tragao p; é prescrita na fronteira.

A solucao exata nestas condicoes é dada por

1

ui(x,y) = us(z,y) = = sen(mz) sen(my). (5.52)

A matriz local K¢, é a mesma do Exemplo 1, mas a matriz global K é de ordem
Neq x Neq, onde Neq é o ntumero de equagoes que dependera da escolha do procedimento
descrito na secao unicidade do problema de Neumann.

Para inserir os dados da fronteira de Neumann (5.51) do exemplo na subrotina
CondFront, o procedimento ¢ o dado a seguir:

n = bdy[1][i], p = NoPos(n),
r, = Bv[1][i][0] = —sen(7 * z[p.v[0]]) /T,
Bv[1][i][1] = —3.5 * sen(7 * z[p.v[0]]) /7,

n = bdy[2][i], p = NoPos(n),

Iy, = Bv[2|[i][0] = —3.5 x sen(7 * y[p.v[1]]) /7,
Bv[2][i][1] = —sen(m * y[p.v[1]]) /7,
n = bdy[3][i], p = NoPos(n),

Ly = Bv[3][i][0] = —sen(r * z[p.v[0]]) /7,
Bv[3][1][1] = —3.5 x sen(r  z[p.v[0]]) /T,
n = bdy[4][i], p = NoPos(n),

r, = Bv[4][1][0] = —3.5 * sen(m * y[p.v[1]])/m,
Bv[4][i][1] = —sen(m = y[p.v[1]])/7.

De forma similar ao problema do calor, o problema com dados na fronteira do tipo
Neumann nao tem solugao tnica devido aos movimentos de rotacao e translagao. Dessa
forma, na préxima secao, descrevemos trés procedimentos para obter a unicidade de
solugao e serao mostrados os erros absolutos e relativos para um dos procedimentos.
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No procedimento 1 escolhemos dentro da subroutina Restriction a solucao cujo
deslocamento e momento de deslocamento médios sao nulos.

No procedimento 2 fixamos trés componentes (duas verticais e uma horizontal) no
final da subroutina CondFront, forcando a solucao a passar pela origem, ou seja, no
exemplo 2 estamos fixando, para o n6 global A = 1, as duas componentes horizontal
e vertical e para o dltimo né (escolha arbitraria) do eixo z, A = Nelr + 1 estamos
fixando a componente vertical, da seguinte forma:

typ[1][0] = 1, u[1][0] =0, (comp. horiz.do né global A=1),
typ[i][1] =1, u[1][1] =0, (comp. vert. do né global A=1),
typ[Nelx + 1][1] = 1, u[Nelx + 1][1] =0, (comp. vert. do né global A=Nelx+1).

No procedimento 3 fixamos inicialmente apenas duas componentes verticais da se-
guinte forma:

typ[1][1] =1, wu[1][1] =0, (comp. horiz. do né global A=1),
typ[Nelx + 1][1] = 1, u[Nelx + 1][1] =0, (comp. vert. do né global A=Nelx+1).

Nesse caso, obtemos uma infinidade de solucoes, que se diferenciam apenas na translagao
em relacao ao eixo-x. Depois, podemos fixar uma delas dentro da subroutina GlobalSystem
(como, por exemplo, aquela que passa pela origem) da seguinte forma:

u[n|[0]— =u[1][0], n=2,3,..., u[1][0] = 0.

Esses foram os procedimentos e os nés escolhidos no programa, mas evidentemente
existem muitas formas diferentes de obter uma solucao.

e Forca Local

Em geral, a forca local é calculada por:
Ee = f +p, —q.,, m=2a—1)+r, r=1,2 a=1,234.

Mas nesse caso, ¢S, = 0 para todos os elementos, exceto para os nés fixados A = 1 (nas
duas componentes) e A = Nelz (componente vertical), o que significa que

Fl=fl-q, F=f—o,

Nelz—1
— 4y :

Note que para a componente horizontal (r = 1) do n6 A = Nelz, temos

Nelx—1 _ pNelz—1
F = [

Nelx—1 _ gNelx—1 Nelx—1
F3 _p .

— J3 3
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5.4.3 Exemplo 3: Fronteira mista

Nas mesmas condi¢oes do Exemplo 2, onde o dominio D é o retangulo [0,1] x
0, 1], consideremos os valores de w nulos, prescritos nos nés da malha pertencentes ao
intervalo com extremidades em y =0 e y = 1, isto é,

(Ul(l’, 0), UQ(LU, O)) -

(uy(z, 1), up(z, 1)) =

(07 0)7

onde (u1(x,0), ug(z,0)) € I'y e (ur(x, 1), ug(z,1)) € I's.

Para os nés da malha pertencentes ao intervalo com extremidades t =0ex =1, a

tracao p é prescrita, ou seja

(pl (07 y)7p2(07 y)) =

(pl(lv y)7p2(17 y)) =

—%(3.5 sen(ry), sen(my)),

onde (p1(0>y)> p2(0>y)) € F4 € (p1(1>y)> p2(1>y)) € F2-

O procedimento para inserir essas condigoes de fronteira no subrotina CondFront é

n = bdy[1][i],
Iy = < typn][0] =0,
typ[n][1] =1,
n = bdy[2][i],
Iy = ¢ typn][0] =0,
typ[n][1] =1,
n = bdy|[3][i],
I's = ¢ typn][0] =0,
typ[n][1] =1,
n = bdy[4][i],
Iy = { typn][0] =0,
typ[n][1] =1,

Nesse caso a forca definida por
= fon + 05— s

sera determinada em I'y e I'y por,

m=2a—1)+r,

p = NoPos(n),
u[n][0] =0,
u[n][1] =0,
p = NoPos(n),
u[n|[0] = —3.5 x sen(wy)/m,
u[n][1] = —sen(my)/m,
p = NoPos(n),
u[n][0] =0,
u[n][1] =0,
p = NoPos(n),
u[n|[0] = —3.5 x sen(my)/m,
uln|[1] = —sen(my) /7.

r=1,2 a=1,234

= fm + P

eem ['y e I's por

= fo + G-
Usando a forga f(z,y) do Exemplo 2, a solu¢ao é a mesma do exemplo anterior, isto é,

ui(x,y) = us(z,y) =

1
— sen(mz) sen(my).

Nesse exemplo, para uma malha 50 x 50, temos {Neq = 4.998 Nno = 2.601,Nel =

2.500}.
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5.4.4 Problema de Neumann: unicidade

Seja u; uma solucao do problema e v; definido por

onde C; é uma constante de translacao e W;; é uma matriz anti-simétrica definida por

0 6
wi=| 5 ]
Verifica-se que v; também é uma solucao do problema. Observamos que por hipdtese,
na formulacao do problema de elasticidade linear, o gradiente do deslocamento ¢ infini-
tesimal e portanto o valor de 6 é teoricamente pequeno e consequentemente a matriz W
representa uma rotacao infinitesimal de um angulo 6. Entretanto, matematicamente,

a nao-unicidade da solucao do problema é valida para qualquer valor de #. Para obter
a unicidade descrevemos a seguir trés procedimentos para o problema 2.

e Procedimento 1

Nesse procedimento vamos impor uma restricao apds a resolucao do sistema, ou
seja, primeiro obtemos uma solucao qualquer, pois a matriz rigidez K é singular e
consequentemente existem infinitas solugoes, em seguida, determinamos as rotagao e
translacao apropriadas para a solucao com a referida restricao, como descrito a seguir:

Para assegurar a unicidade de solucao podemos determinar a rotagao do angulo ¢
e a translagao C; de tal forma que satisfagam as seguintes relagoes:

/ vi(z,y) drdy = 0, / va(w,y) dwvdy = 0, /(vl(x, y)y — v2(z,y)z) dedy = 0.
Q Q Q

(5.54)
Essas condicoes representam a escolha, dentre as infinitas solucoes do problema, aquela
que tenha o deslocamento médio e momento médio de deslocamento nulos e sao equi-
valentes ao sistema linear abaixo.

[2 [0 0 0 bl
-, 0 I Ci | =—| b |,
Ig IQ _Il 02 b3

onde

by =/ul(w,y) drdy, b z/w(x,y) dxdy, bsz/(ul(w,y)y—w(w,y)x) dzdy,
Q Q Q

10:/ dxdy, Ilz/xd:cdy, bz/yd:cdy, 13:/(x2+y2)d:cdy.
) Q Q Q
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Resolvendo o sistema obtemos os valores da rotacao 6 e da translacao C7, Cy dados
por

0 L[ ok Iol I2 —b,
Co| =5 | bls—1t —Ll —Dly || b |, (5.55)
02 —[1]2 I()[g — [22 [0]1 —bg

onde D = I()(I()[g — [12 — [22)

Entretanto, se a solugao exata uj* do problema é conhecida, em geral, ela nao
satisfaz as condigoes de deslocamento e seu momento médio nulos. Entao, a fim de
poder comparar a solu¢ao numérica com a solucao exata, em vez das condigoes (5.54),
podemos impor condigoes tais que as duas solugoes tenham os mesmos valores médios
de deslocamento e seu momento, ou seja

/ vi(z, y) dedy = / uy*(z,y) dady,
Q

Q

/ ool y) dedy — / u$ () dedy, (5.56)
Q

Q

/Q (01 (2, 9)y — val, y)7) dudy = / () — S (z, y)) dedy.

Assim, a partir de uma solugao numérica u;, obtemos a solugao procurada pela deter-
minacao da rotacao e translacao desejadas para a comparacao:

0 1 —10]2 10]1 Ig €1 — bl
Cl = 5 I()Ig — [12 —11]2 —[0]2 €9 — b2 y (557)
CQ —11]2 [0[3 - 122 ]0[1 €3 — bg

onde
e 2/U?"(w,y) drdy, e z/uff‘(fv,y) dxdy, es2/(U?X(x,y)y—ug‘(x,y)x) dzdy.
Q Q Q

A solugao wv; calculada pela equagao (5.53) é a solucao procurada que satisfaz as
condigdes (5.56). Porém, na prética, tal solugdo pode ser insatisfatéria, devido ao er-
ros de arredondamento. Neste caso, o procedimento pode ser repetido algumas vezes,
até que os valores das rotacao e translagao, do sistema (5.57) estejam suficientemente
proximos de zero. Esse procedimento é feito no programa computacional, dentro da
subrotina Restriction, sempre que nenhuma componente é fixada, como indica a
condicional dentro da subrotina GlobalSystem.

Note que o procedimento 1 tem uma importancia mais tedrica do que pratica, pois
em geral nao conhecemos a solugao exata.
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e Procedimento 2

Nesse procedimento, podemos prescrever as trés componentes dentro da subrotina
CondFront. Observe que as restri¢oes (5.54) ou (5.56) envolvem 3 graus de liberdade,
caracterizadas pelas constantes 6, C; e Cy. Podemos prefixar 3 valores de deslocamento,
ou seja, uj e up de um né, e uma componente (por exemplo u1) de um outro né, o que
assegura que a matriz rigidez seja positiva definida.

e Procedimento 3

Esse procedimento é similar ao anterior, mas ao invés de fixar trés componentes,
podemos fixar inicialmente apenas duas componentes verticais, permitindo, nesse caso,
uma infinidade de solugoes que se diferenciam somente pela translacao no eixo x, ou
seja, se u(x,y) é solugdo do problema, entdao u(x,y) = u(z,y) + ¢, também é uma
solucao. Ao final podemos entao escolher o valor de ¢ “conveniente”, que no exemplo 2
foi tomado ¢ = 0, o que na subrotina GlobalSystem pode ser feita a seguinte translagao:

Para (n = 2,n <= Nno,n + +)
u[n|[0]— = u[1][0], u[1][0] = 0, (Translagao da solucdo passando pela origem)

Os trés procedimentos anteriores sao para estabelecer, dentre as infinitas solucgoes
possiveis do problema original com fronteira de Neumann, a mais adequada ao modelo
fisico. No procedimento 1, estamos escolhendo aquela solucao cujo deslocamento médio
e momento médio de deslocamento sdo nulos (5.54). Nos procedimentos 2 e 3, estamos
escolhendo a solucao que passa pela origem.

Para o exemplo 2, geramos solucoes para os trés tipos de procedimentos, cujos erros
relativos e nas normas L? e H' sdo dados nas tabelas a seguir:

Erros numéricos: Procedimento 1

Malha 1E o 1E | Eo% Ev%
10 x 10 8.54 x 1073 5.88 x 1072 12.11 18.76
20 x 20 1.28 x 1073 7.3x 1073 1.79 2.28
50 x 50 2.33 x 107 1.4 % 10~ 0.03 0.045

Erros numéricos: Procedimento 2 (Trés pontos fixos)

Malha IE o I E|1 Ey% E1%
10 x 10 2.42 x 1072 2.76 x 1072 42.45 8.79
20 x 20 7.13x 1073 7.73 x 1073 10.7 2.43
50 x 50 1.72 x 1073 1.8 x 1073 2.45 0.57




Sec. 1. Resultados Numéricos

Erros numéricos: Procedimento 3 (Dois pontos fixos+translagao)

Malha 1E o IE | Eo% E\%
10 x 10 1.12 x 1072 1.37 x 1072 16.07 4.39
20 x 20 3.68 x 1073 441 x 1073 5.21 1.39
50 x 50 1.14 x 1073 1.43 x 1073 1.60 0.45
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Note que para uma malha 50 x 50 temos 2.500 elementos, 2.601 nés e o nimero de
equagoes ¢ igual 5.202 ou 5.199 ou 5.201, dependente respectivamente do procedimento,
{1, 3, 2}.

5.5 Resultados Numéricos

No que segue apresentamos os erros e percentuais de erros na norma L*({2) e na
seminorma H'(Q) para os exemplos considerados. Apresentamos também os graficos
da malha deformada. A posigao deformada (', ') do né na posigao (x,y) da malha é
dada por

(', y) = (2 + ul (@), y + ul(x)),

onde (uf(z), ull(z)) é a solugao numérica do deslocamento.
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Exemplo 1: Problema de Dirichlet

Malha deformada (10 x 20) de © = [0, 1] x [0, 2]

Erros numéricos

Malha | E o | El1 Eo% 1%
10 x 20 7.24 x 1074 3.62 x 1073 0.73 0.82
20 x 40 1.85 x 10~* 9.28 x 10~* 0.18 0.21
40 x 80 5.15 x 107° 2.59 x 1074 0.05 0.06




Sec. 1. Resultados Numéricos

Exemplo 2: Problema de Neumann

Malha deformada (10 x 10) de € = [0,1] x [0, 1]

1\

[T T TT7]]

[ [/
[T/ ]

[

Erros numéricos: Procedimento 3 (Dois pontos fixos+translagao)

Malha 1E o IE | Eo% E\%
10 x 10 1.12 x 1072 1.37 x 1072 16.07 4.39
20 x 20 3.68 x 1073 441 x 1073 5.21 1.39
50 x 50 1.14 x 1073 1.43 x 1073 1.60 0.45
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Exemplo 3: Problema misto

Malha deformada (10 x 10) de € = [0,1] x [0, 1]

Malha deformada (20 x 20) de € = [0,1] x [0, 1]

\ \
| N
—] ™~
[ /)]
[/ /] ]
Erros numeéricos
Malha 1E o IE | Eo% E%
10 x 10 1.99 x 103 6.64 x 1073 2.89 2.14
20 x 20 513 x 1074 1.71 x 1073 0.72 0.54
50 x 50 1.12 x 1074 3.74 x 10~ 0.16 0.12
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5.6 Exercicios

Nos Exemplos 1, 2 e 3 deste capitulo, consideramos um corpo isotrépico. No caso
nao nao é isotrépico, a relagao (5.46) nao é valida. Suponha que o tensor de elasticidade
Cijr seja caracterizado pelos seguintes coeficientes nao nulos:

i - Isotropia Transversal:

Crinr = Cogoy = Cy, Chrign = Oy, Crizg = O3, Csgzz = Oy,

Cra12 = C1 — Oy, Cazaz = C3131 = 5,

onde Cl = 35, 02 = 15, Cg = 125, 04 = 25, e C5 = 1.0.
ii - Simetria cibica:

Crinn = Caggp = Csz33 = Oy, Chige = Crizg = Cagzz = O,

Ch212 = Cozo3 = C3131 = O,

onde C7 =35, Cy, =15 e C3 =1.25.
iii - Simetria Tetragonal:

Crinn = Caap = C1, Crizg = Oy, Chizz = Coazz = O3, Cszzz = Oy,

Cra12 = C5, Cazaz = U313 = C,

onde Cl = 35, 02 = 15, Cg = 125, C4 = 25, C5 =225 e CG =2.0.
Considere entao a formulagao variacional (5.9) do problema (5.5), o programa com-

putacional (elast.c), a for¢a horizontal e vertical, os valores de fronteira e a solugao

exata dos Exemplo 1, Exemplo 2 e Exemplo 3. Note que a hipdtese (5.3) permanece
valida.

1. Utilizando o programa (elast.c), refaga o Exemplo 1, o Exemplo 2 e o Exemplo 3
com a isotropia transversal, simetria cibica e a simetria tetragonal, respectiva-
mente.

2. Compare a solu¢ao numérica com a solugao exata do corpo isotrépico (veja (5.50)
e (5.52)).






CAPITULO 6

Métodos Numéricos e Algoritmos:
Equacao do Calor

Vamos tratar neste capitulo equacoes de evolucao do tipo parabdlico, tomando como
modelo a equacao do calor. O sistema de equagoes diferencias ordinarias, consequéncia
da utilizacao do método de elementos finitos, sera resolvido pelo método das diferengas
finitas para a discretizagao do tempo.

A parte de andlise matematica sobre existéncia e unicidade de solucao e da andlise
dos métodos numéricos, tais como estimativas de erro e convergéncia para o problema
semi-discreto e totalmente discreto, sera discutido nos proximos capitulos, usando o
método da energia. Por simplicidade, trabalharemos no caso unidimensional.

6.1 Equacao do Calor

Consideremos o problema (2.1) com a introdugao da derivada temporal u,, ou seja,
o seguinte problema parabdlico modelo:

ur(z,t) — Qg (2, t) + fulx,t) = f(x,t), VY(z,t) € (0,1)x[0,T7,
u(0,t) = u(l,t) =0, vt € [0, T, (6.1)
u(z,0) = ug(x), vz € (0,1),

onde « e § sdo constantes reais positivas e f(x,t) é uma fonte de calor, u(0,t) e u(1,t)
representam as temperaturas na fronteira em cada instante, ou seja, a temperatura nos
extremos do intervalo sao fixas e ug(z) é a temperatura inicial da barra. Vamos supor
que f(z,t) e up(x) sejam fungoes suficientemente regulares.

A solucao u(z,t) modela a temperatura em cada instante ¢ € [0, 7] de um fio fino
e totalmente isolado, cuja temperatura nas extremidades ¢ mantida constante a zero
graus.

201
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Aqui continuaremos adotando a notacao introduzida anteriormente, embora as
funcoes sejam dependentes do tempo. Assim, w(-,t) € V significa que, para cada
t, w(-,t) é uma funcao definida em 2. Mais precisamente,

w: [0,7T]— V
t —  w(t) :=w(,1).

Se V' é um espago de Banach para a norma || ||y, definimos LP(0,7; V') o espago
das fungoes v tais que, para quase todo cada t € [0, 7], v(t) € V e a funcdo real

t = Jlo(@)llv

pertenga a LP(0,T"). Nesse caso,

1/p

T
lolloay = ( / ||w<t>||’;dt) | (6.2)

define uma norma em LP(0,7; V). Além disso, se V' é Banach para a norma || ||y, o
espaco LP(0,7;V) também é Banach para a norma (6.2).

No contexto do que aqui abordaremos, V serd subtituido pelos espagos H(}(2) ou
L2(2), com Q sendo o intevalo (0,1), p € [1,00) ou p = co. Para p = 0o, 0 espago
L>(0,7;V) denota as fungoes w tais que ||w(t)||y sdo essencialmente limitadas em
[0, 77, e nesse caso a norma ¢ definida por

|w]| oo 0,3y = sup |lw(t)|[v < oo.
te[0,T

Vale observar que para uma forca f € L?(0,7T;L*(0,1)), por exemplo, a solugio
do problema (6.1) pode ser obtida pelo método de separagao de varidveis (método de
Fourier), no qual a solu¢ao u(z,t) é representada por uma série infinita. A dificuldade
numérica nesse caso ¢ a convergéncia lenta da série de Fourier, mesmo quando usada
a transformada rapida de Fourier. Essa é uma das razoes para introducao do método
de elementos finitos.

Como fizemos anteriormente, definimos a forma bilinear definida em H'(0,1) x
H'Y(0,1)

a(u,v) = a/l UV, d + 5/1 uv dz, (6.3)
a qual esta associada a norma i i
lullz = | Vullg + Bl
Tomando vy = min{«, f} e vy = max{a, 5}, temos
villulli < flullf < vellullf, (6.4)

ou seja, as normas || .||, e || . ||1 sdo equivalentes.
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6.1.1 Formulagao Variacional para a Equagao do Calor

Seja D(0,1) o espaco das fungoes de classe C*° com suporte compacto em (0, 1),
que denominamos espaco das fungées testes de (0,1). Multiplicando a equagao (6.1)
por v € D(0,1) e integrando em (0, 1), obtém-se

1 1 1 1
/ u(t)v da:—a/ Ug ()0 dx—l—ﬁ/ u(t)v de = / f(t)vdx, VYveD(,1). (6.5)
0 0 0 0
Integrando por partes, usando (6.3) e denotando

(f:v) :/0 ft)vde, (6.6)

a equagao (6.5) é a versao variacional de (6.1), e o problema pode ser formulado como:

determinar uma fungao u(t) satistazendo

(ug : v) + a(u,v) = (f :v), Vo e D(0,1), 6.7)
(u(0) : v) = (ug :,v), VveD(0,1), .

onde, para simplifcar a notacao, estamos omitindo a variavel x, isto é, estamos deno-

tando por u(t) a fungao u(-,t) e u(0) = u(-,0). Como D(0,1) é denso em H}(0,1), a

formulagao variacional (6.7) pode ser expressa por

(ug : v) +a(u,v) = (f :v), Yo € Hy(0,1), (68)
(u(0) : v) = (up : v), Vv e H0,1), '

Nesse caso, sob certas condigoes de regularidade, pode-se mostrar que uma solugao
de (6.8) ¢ solucao de (6.1).

6.1.2 Problema Aproximado

Seja T'> 0 e V,, = [wy,ws,...,w,] CV = H}0,1), o subespago vetorial gerado
pelos m primeiros elementos da base do espaco de Hilbert V' (a existéncia da base é
uma consequéncia do espago de Hilbert V' ser um espaco separdvel). Sabemos que toda
funcao u,,(t) € V,, pode ser escrita como combinagao linear dos elementos da base, ou

mais precisamente.
m

U (£) = Z d; (t)w; (). (6.9)
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Podemos entao estabelecer o problema aproximado restringindo (6.7) ao subespago
Vin, de modo a transformar o problema original em um sistema de equacoes diferenciais
ordinarias. Mais precisamente,

Problema Aproximado: Param € N, determinar uma fungao
U 2 [0, T] = Vi, t = up(t) € Vi, solugao da seguinte equagao
aproximada:

{ (up(t) = V) + @t (t), 0m) = (F(8) 2 0), V0 € Vi, (6.10)

Um(O) = Upm € Vma

Para que a solucao do problema (6.10) (com m € N fixado) seja uma aproximagao
do problema original, devemos escolher a condicao inicial de tal forma que a sequéncia
{uom }m seja convergente para ug em V. Em particular, podemos escolher essa sequéncia

da forma
m

Uom — E (UO . ’UJZ)’UJZ
i=1
Observemos que ug, assim definida é a projecao ortogonal de uq sobre o subespaco V,,,,
de modo que temos, necessariamente,

o0

lim wo, = E (uo : wy)w; =ug em V.,
m—o0

i=1

Como veremos posteriormente, a sequéncia {u,, },eny formada pela solugoes dos
problemas aproximados converge para uma solu¢ao u do problema (6.7). Entretanto,
interessa-nos aqui desenvolver métodos para resolver numericamente o problema apro-
ximado (6.10).

Substituindo (6.9) em (6.10), obtemos das propriedades do produto escalar e da

forma bilinear a,

m

ng(t)(wi o)+ Y di(t)a(w;, v) = (f(E) : 0p), Vo, €V

i=1

Como a igualdade ¢ valida para todo v, € V,,, podemos tomar em particular v,, = wj,

de modo que

Z di(t)(w; - wy) + Y di(t)a(w;, wy) = (f(t) : wy).

i=1

Definindo as matrizes simétricas A e B, cujos coeficientes sao definidos respectiva-
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mente por

Aij = (w; 2 wy) = [ wiw)w;(x) de,

1 1 (6.11)
B;; = a(w;, w;) = a/ wi(z)wj(x) dx + ﬁ/ w;(x)w;(z) de,
0 0
obtemos o seguinte sistema de m equagoes diferenciais ordinarias
Zd;(t) alj—i—Zdl(t) bzy :Fj(t), para j: 1,...,m,
i=1 i=1
onde F'(t) é o vetor de compontents
1
Fi() = (F(t) : wy) = / Fa wy(@)dz, j=1,....m.
0
Assim, o sistema acima pode ser escrito na forma matricial
Ad'(t) + Bd(t) = F(t), vt € (0,7T)
(6.12)

d(0) = <(u0,w1), (g, ws), - - ., (uo,wm)> — &,

onde d(0) é a condicao inicial e d(t) = (di(t),dy(t),...,dn(t))T é o vetor incégnita.
No contexto da difusao de calor, a matriz A é chamada de matriz capacitancia, a
matriz B é chamada de matriz de condutividade e F(t) é uma fonte de calor. Note
que A + B é a mesma matriz rigidez K definida em (2.13), tomando o = § = 1.
Além disso, como provado em (2.15) e (2.16), as matrizes A e B sdo simétricas e
definidas positiva. Em particular, como a matriz A é uma matriz de Gram para os
vetores linearmente independentes wq, ..., w,,, A é invertivel e assim podemos escrever
o sistema de equagoes diferenciais ordindrias na forma

d(t)+A'Bd(t)= A'F(t), Vt>0, com d(0)=d’,
e portanto tem solucao unica d(t) para t € [0,7]. Assim, por (6.9), a solu¢do aproxi-

mada u,,(z,t) do problema (6.10) pode ser calculada.

A solugao d(t) pode ser expressa em termos da matriz exponencial de A~ B, que é
diagonalizavel, mas na pratica uma solu¢ao numérica aproximada é mais adequada.

Vamos entao retornar ao sistema de equagoes diferenciais ordinérias (6.12), obtido
a partir do método de elementos finitos para a aproximacao espacial. Esse sistema serd
entao resolvido para tempos discretos t,,, utilizando-se o método das diferengas finitas.

Para isso, consideramos o sistema de m equagoes diferenciais ordindrias nos tempos
discretos t,, onde t,, = nAt paran =1,2,..., N. Assim, temos
{ Ad'(t,) + Bd(t,) = F(t,),

4(0) — . (6.13)
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6.2 Algoritmos para a Equacao do Calor

Vamos agora introduzir alguns dos métodos numéricos mais conhecidos da literatura
(ver em [9, 10]) para a resolu¢do numérica do sistema (6.13), ou seja, para obtengao
do vetor d" = (dy,dy,...,d"), n=1,2,..., N.

Uma vez conhecida a funcao base {w;}"; e calculado o vetor d", podemos expressar
a solucao aproximada u,,(x,t,), n =1,2,..., N, por

m

U () 1= Up (2, b)) = Z di(tn)wi(z) =Y dlwi(z). (6.14)

i=1

6.2.1 Método de Euler Regressivo

Da diferenca regressiva no tempo (veja (1.62)) temos

(Ot 5 (= 7).

onde cada funcao d;, como sabemos, depende somente da variavel tempo t. Substi-
tuindo a aproximagao no sistema (6.13), obtemos

1 n m—1 n __ n _
A—tA<d —d >+Bd —F", n=12...N (6.15)

ou equivalentemente

(A+ AtB)d" = AtF" + Ad" ' =b", n=1,2,...N. (6.16)

O vetor independente b" = (b7,05,...b5" )7 esta definido, pois A, B, F e o in-
cremento At sao conhecidos e, além disso, as matrizes A e B sao independentes do
tempo.

Note que o método de Euler é também um método implicito (trivialmente expli-
citavel se as matrizes A e B sao matrizes diagonais, isto é, os vetores bases w; formam
uma base ortogonal).

O vetor incégnita d" = (d7,dy,...,d")" pode ser determinado de forma tnica,
pois a matriz A + AtB é simétrica e definida positiva, portanto nao singular. Logo, o
sistema pode ser resolvido para cada n fixo usando, por exemplo, os métodos diretos
de Cholesky (somente quando a matriz é simétrica e definida positiva), Crout (LDL")
(para matriz simétrica) ou o método de eliminagao de Gauss.

Observe que a matriz ser esparsa depende diretamente da escolha da base w;(z).
Por exemplo, se w;(z) for a base linear ou a base ctbica, a matriz A + AtB serd
tridiagonal ou pentagonal, respectivamente.
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Para cada n = 1,2,... N, temos um sistema linear e assim, para se determinar a
solucdo u(z,t) nos tempos discretos t,, sdo necessarios resolver N sistemas lineares,
ondet; =Atety=T.

e Algoritmo

Para inicializagdo do método iterativo, faz-se n = 1 em (6.16), obtendo-se
(A+ AtB)d' = AtF' + Ad" = b'.

Observe que Fj1 = (f(-, t1) : wj> é dado e d° = d(0) é a condicao inicial dada. Logo, re-

solvendo o sistema, determina-se d', e assim, sucessivamente, obtém-se {d*,d*, ..., d"},
a partir do sistema linear
(A+AtB)d" = AtF" + Ad" ' =b", n=23.. N (6.17)

Para o método de Euler regressivo, a aproximacao no tempo por diferencas finitas
tem ordem de convergéncia proporcional a At, o que significa dizer que o erro tem
ordem de convergéncia At, denotado por O(At).

6.2.2 Método de Euler Progressivo

Usando a aproximagao da derivada pela diferenca progressiva no tempo (1.62),
obtemos

(@ ()i, ~ é(d”*l ol

De forma anéloga ao método anterior, substituindo a aproximacao em (6.13), obtemos
o seguinte sistema linear:

Ad"™ = (A - AtB)d" + AtF",  n=0,1,...N. (6.18)

Assim, para cada n = 0,1,..., N, obtém-se os valores de d" e portanto a solugao
aproximada. Note que a matriz A nao é singular e portanto o sistema tem solucao
Unica.

Mostraremos adiante que o método iterativo (6.16) (Euler regressivo) é incondici-
onalmente convergente. Por outro lado, o método iterativo (6.18) (Euler progressivo)
é condicionalmente convergente (ver [23]). Além disso, poder-se-ia perguntar por que
nao usar a diferenca central (1.61) para a aproximacao da derivada temporal, que tem
uma precisao de O(At?)? A resposta é que o método nao é convergente (ver [19]).

O método que descreveremos a seguir tem um precisao melhor, isto é, a ordem de
convergéncia ¢ O(At?).
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6.2.3 Meétodo de Crank-Nicolson

O método consiste em considerar a diferenga progressiva no tempo (1.62) para o
termo d'(t) e a média aritmética nos demais termos que dependem de ¢ e nao envolvem
derivas no tempo. Mais precisamente,

nti 1 n+1 n n+x 1 n+1 n
Fazendo as substitui¢oes no sistema (6.13) obtemos

daa)

B

1
g(dn—i-l +dn) _ §(Fn+1 —I—Fn),

que é equivalente a
(2A+ At B)d"™ = (2A—AtB)d"+At(F"™™ +F"),  n=0,1,...,(N—1). (6.19)

Como a fungao f(r,t) é dada para todo xz e t, FI' = (f(-,t,) : w;) estd bem definido
para todo n e j.

Para cada n = 0,1,...(N — 1), temos que resolver o sistema linear (6.19) e assim
determinar a solugao aproximada nos tempos discretos t,, = nAt.

e Algoritmo
Para inicializagdo do método iterativo, faz-se n = 0 em (6.19), obtendo-se
(2A + AtB)d' = (2A — AtB)d" + At(F' 4 F°) = b°,
sendo F°, F' conhecidos e d° = d(0) ¢é a condicao inicial dada. Como (A+ AtB) é nio

singular, determina-se de forma tnica d' e, sucessivamente, d*, d>, ..., d", resovendo-
se o sistema (6.19).

Nas secoes posteriores mostraremos que a ordem de convergéncia é O(At?), que
pode ser visto também em {[9],[19],[20]}.

6.2.4 Meétodo Generalizado Trapezoidal: (f-método)

Considere o procedimento similar ao Método de Crank-Nicolson, mas ao invés de
usar a média aritmética, usaremos a seguinte média ponderada com o peso 6:

d =0d"" +(1-60)d” e F"'=¢F""' 4 (1-60)F", 0 € 0,1].
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Usando a derivada progressiva para o termo da primeira derivada e a média ponderada
para os outros termos, obtemos a seguinte familia de equacoes indexada por 6:

(A + 9AtB> dmt = (A (- 9)AtB> d" + At(F”+9>, n=0,1,...N—-1 (620
Podemos notar que:

(i) Se @ =0, obtemos o método de Euler progressivo (6.18).
(ii) Se 6 = 1/2, obtemos o método de Crank-Nicolson (6.19).

(iii) Se 6 = 1, obtemos o método de Euler regressivo (6.16).

e Algoritmo 1

A inicializagao do método é semelhante ao que foi feito anteriormente, ou seja, faz-
sen =0 em (6.20) e resolve-se o sistema linear, obtendo-se o vetor solugao d', a partir
do qual obtém-se sucessivamente d, d°, ..., d".

Note que no algoritmo anterior, para (6.20), ndo hd nenhuma preocupacao em
calcular o valor da derivada de d", ou seja, calcular d'(t,,).

A seguir, apresentamos um algoritmo, tipo preditor-corretor, que determina a
solugao de d" e sua derivada v" = d'(t,).

e Algoritmo 2: Método Generalizado Trapezoidal

Considere o seguinte algoritmo:

Av"t! 4 Byt = P
A = d" + Atom+, (6.21)
"0 = gt 4 (1 — O)v",

onde v" e d" sdo aproximacdes de d'(t,) e d(t,) respectivamente e F""' = F(t,.,),
(At) é o incremento do tempo e 6 € [0, 1] é um parametro.

O problema computacional é para determinar d"™ e v"*! a partir dos valores
conhecidos do tempo anterior d" e v".
e Inicializacao do Algoritmo

No tempo ¢t = 0, a temperatura inicial d° é conhecida, de modo que v° = d'(0)

pode ser determinado fazendo t =ty = 0 na equacao discreta (6.13), ou seja

Av? = F° — Bd°.
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Resolvendo este sistema linear, determina-se v° = d'(0).

Paran =0,1...,(N —1) o procedimento para determinar a solugao aproximada é
dividido nas seguintes etapas:

i) Definimos um preditor para d"*' na forma:
(i) P P

~n+1
d .

—d"+ (1 - 6)Ato".

(ii) De (6.21)5 e (6.21)3 tem-se que

~n+

d = d" o+ At = d" + At <ev"+1 (1— 9)'0”) —d"" oAt

(iii) Substituindo (i7) em (6.21);, temos

(A + eAtB) " — gt

n+1

Resolvendo o sistema linear obtém-se v"*! e com este calculado, os valores de d"*' sao

determinados pela relagao (ii), ou seja,

n-+

d =d" oA

e assim sucessivamente paran =0,1...(N —1).

6.3 Simulacao Numérica: Equacao do Calor

Nessa secao faremos simulagoes numéricas do problema parabélico (6.1) utilizando
os diferentes métodos apresentados. Para verificar a eficiéncia dos métodos, serao
construidos problemas onde a solugao exata é conhecida, possibilitando entao comparar
com as solugoes numéricas em diferentes normas. Além disso, o conhecimento da
solucao exata possibilita o calculo do erro definido por

E(x;,t,) = u(w, t,) — up(x;, ty). (6.22)
As normas L>(0,T; L*(0,1)) e L>=(0,T; H'(0,1)) do erro sao definidas por

9 1/2 (
)

1 1/2
1B (0, 7:220, 1) = max </ E(I,t)|2d$> :
0

te[0,T

6.23)

! OF
HEHLOO(O’T;Hl((L 1)) = renax} /0 ‘E(l’,t)ﬁ + ‘%(I,t)

te[0,T
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comn=1,..., N.

Para o caso discreto com a malha uniforme, usando a definicdo dada em (?7) e
denotando EI' = E(x;,t,) temos, para cadan = 1,..., N, as normas

m 1/2
[ n|2
Bl (0, 7220, 1y = max, <h; |E| ) ,

" m 1/2
1
I n|2 n n|2
| Bl oo 0,717 0, 1)) = 12}%\, <h E_l: B+ 7 E-—1 |Eq — B ) .

Como normas em espagcos de dimensao finita sao equivalentes, podemos considerar

(6.24)

i=1

m 1/2 m 1/2
1
n|2 n n|2
1B o< 0,750 0, 1)) = max, <h; |E7| ) + (EZ Bl — B ) :

ou ainda a norma discreta do método dos trapézios || - [|g e || - ||1, definidos em (2.96).

Como veremos no teorema (8.6), sob condigoes suficientemente regulares, as esti-
mativas de erro para o método generalizado trapezoidal sao:

1) para 6 € [1/2, 1],

(1T = lo om0 Q) g

<
||E||Loo(0,T;Hg(0,1)) = Jlu — uhHLoo(o,T;Hg(o,l)) <o (hk + (At)m) .

2) para 0 € [0,1/2), tem-se At/h? dependente de 6, ou seja, o método é condicio-
nalmente convergente.

Por conta de (6.25), dizemos que os erros [|E||ze.1;22(0,1)) € | Ell Lo 0,188 (0,1)) 580
respectivamente de ordem O(hFL 4+ At™) e O(h* + At™).

Note que para k = 1, ou seja, quando as funcoes bases sao polinomios lineares por
partes, a ordem no espago ¢ de O(h) em H}(0,1) e O(h?) em L*(0,1). Além disso,
se 0 = 1/2, tem-se m = 2, e se 0 # 1/2, m = 1. As constantes ¢; e ¢y sa0 positivas
e independentes de h e At, onde k£ é o grau do polinomio interpolador da base do
subespaco V.

Do resultado podemos concluir que:

i) O método de Crank-Nicolson, § = 1/2, tem convergéncia quadratica no tempo,
i.e., O(At)%
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ii) O método de Euler progressivo, # = 0, é condicionalmente convergente.

Para os exemplos numéricos a seguir, consideramos os intervalos discretos t, =
n/N €[0,1] e k =1 em (6.25). Serdo comparados os seguintes métodos:

i) Método de Euler regressivo , 6 = 1,

ii) Método de Crank-Nicolson, § = 1/2,

iii) Método generalizado trapezoidal, § = 1/4,
)

iv) Método de Euler progressivo, 6 = 0.

Considremos entao o problema

u (@, t) — qug (2, 1) + Pulz,t) = f(z,t), V(z,t) € (0,1)x[0,1],
u(0,t) = u(1,t) =0, vt € [0, 1], (6.26)
u(z,0) = (1/7?) sen(mx), Vo e (0,1).

Usando o método de separacao de varidveis (método de Fourier), a solugdo do
problema ¢ dada por u(z,t) = (1/7?)sen(nz) exp(—At), para a forca f(z,t) = (=X +
an? + B)u(z,t), onde X é um parametro a ser escolhido. Entao

o, se A = an? + 8,
flot) = { (“A+an? + Blule,t) se A £ an® + B,

Nos exemplos numéricos, consideramos os dois casos em separados, que serao denomi-
nados Exemplo 1 e Exemplo 2.

Observacgao: O resultados numéricos referentes a estes dois exemplos podem ser ob-
tidos usando o Programa Computacional, denominado Calor.cpp, que esta anexado no
final do livro.

Exemplo 1: Nesse exemplo, consideramos f =0, a=3=1e A =72+ 1.

A Tabela 6.1 e a Figura 6.1 mostram o erro na norma L?*(0,1) para cada tempo
discreto t,, = nAt, tomando h = At = 0.05.

Sao comparados os #-métodos com os parametros, §# = 0.5 (Crank - Nicolson), 6 =
0.75, § = 1.0 (Euler regressivo), sendo Ey s, Eo.75, 1.0, representando respectivamente
os erros na norma L?(0,1).

Na Figura 6.1 estao sendo representados por Fsg, Fr5 e Ejg. Observe que o
método de Crank-Nicolson, como esperado, tem o menor erro em razao da convergéncia
quadratica no tempo, como pode ser observado na Tabela 6.3.
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Para 6 < 0.5, os métodos numéricos sao condicionalmente convergentes e nas mes-
mas condi¢oes de malha, todos os #-métodos testados divergiram.

A Tabela 6.2 mostra a dependéncia dos erros em relacao ao incremento de tempo
At, para os f-métodos, com os parametros, § = 0.5 (Crank-Nicolson), # = 0.75,0 = 1.0
(Euler regressivo).

‘ n ‘ t ‘ h = At ‘ E0.5 ‘ E0.75 ‘ EI.O ‘
2 101 0.05 |0.000620 | 0.002495 | 0.005398
4 102 0.05 |0.000343 | 0.001484 | 0.003409
6 103 0.05 |0.000160 | 0.000742 | 0.001816
8 1041 0.05 |0.000068 | 0.000341 | 0.000892
10 0.5 ] 0.05 | 0.000028 | 0.000149 | 0.000418

Tabela 6.1: Tabela de erro em cada tempo

0,006 .
'ES0" —+—
. E75
0005 | 100" x|

0.004 |-

E(t)

0.003
0.002 |

0.001 [

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
tempo

Figura 6.1: Decaimento do erro || E(t)| 12,1y, t € [0.0, 0.5]

e Ordem de Convergéncia

Vamos analisar numericamente a ordem de convergéncia do Exemplo 1, onde a
solugao é conhecida e dada por u(z,t) = (1/7?) sen(mz) exp(—(7? + 1)t).

Consideremos

Ei = EZ t y
mmax 1 () || 200,1)

o erro associado a malha h = (5 x 2771~ parai = 0,1,... N e. em particular, At = h.
Entao, como vimos em (3.55), a ordem de convergéncia é p = In(F;/E;11)/In(2).
Vamos agora calcular a ordem de convergéncia p para os métodos de Crank-Nicolson
e Euler regressivo. A tabela 6.3 mostra que para o método de Crank-Nicolson, p ~ 2,
e para o Fuler regressivo p ~ 1.
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| | At | Er~crizo, 1) | Breouao) |

0=10 0.1 0.009911 0.013051
h=0.1 | 0.05 0.005683 0.007483
T = 0.025 0.003016 0.003972
0=0751] 0.1 0.004351 0.005730
h=0.11 0.05 0.002627 0.003459
T'=1 | 0.005 0.001383 0.001821
0=05 0.1 0.003176 0.004182
h=0.1 | 0.05 0.000862 0.001136
T'=1 1 0.025 0.000357 0.000470

Tabela 6.2: Tabela de erros: E(At)

| | At=1 | Brerzom | P |

0=10 0.1 0.009911 =
(Euler 0.05 0.005854 0.760
Regressivo) || 0.025 0.003215 0.865

0.0125 0.001691 0.927
0.00625 0.000868 0.962

0=0.5 0.1 0.003176 -
(Crank 0.05 0.000717 2.147
Nicolson) 0.025 0.000175 2.035

0.0125 0.000044 1.992
0.00625 0.000011 2.000

Tabela 6.3: Ordem de convergéncia

Exemplo 2: Considere o problema:

uy(w,t) = Qugy (2, 1) + Pu(z,t) = f(z,t), V(x,t) € (0,1) x [0,1],
u(0,t) = u(l,t) =0, vt € [0,1], (6.27)
u(x,0) = (1/7?) sen(mx), Vo e (0,1).

Para A = a = § = 1 e f(x,t) = sen(nz)exp(—t), vimos que a solu¢ao do problema
¢ dada por u(x,t) = (1/72?)sen(mwz)exp(—t). A Tabela 6.4 mostra a ordem de con-
vergéncia do método na norma L*°(0,7T; L*(0, 1)).

A Tabela 6.5 compara os erros numéricos entre a solucao exata e aproximada do
exemplo 2, na norma L>(0,7; L*(0,1)) e L*(0,T; H'(0,1)) aplicando o método de
Euler progressivo e regressivo. Note que para r = At/h? = 0.001/(0.5)> = 0.4 , o
método de Euler progressivo é divergente. Contudo é convergente para r = At/h* =
0.001/(0.1)?> = 0.1. Como veremos na estimativas de erro, para qualquer 6 satisfazendo
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| At=1h | Brerzzom | P |

0=1.0 0.1 0.000234 -
(Euler 0.05 0.000123 0.928
Regressivo) || 0.025 0.000063 0.965
0.0125 0.000032 0.977
0.00625 0.000015 1.093

0=0.5 0.1 0.00004 -
(Crank 0.05 0.00001 2.000

Nicolson) 0.025 0.00000 -

Tabela 6.4: Ordem de convergéncia

a desigualdade, 0.5 < 6 < 1.0, o método é convergente.

| | At [ 2 | Brer. 1) | B, 1) |

0=1.0 0.001 | 0.1 0.000003 0.000004
(Euler Regressivo) || 0.001 | 0.05 0.000002 0.000003
=0 0.001 | 0.1 0.000002 0.000003
(Euler Progressivo) || 0.001 | 0.05 diverge diverge

Tabela 6.5: Tabela de erros

A figura 6.2 mostra o erro na norma L?(0, 1) para cada tempo ¢ € [0, 1.0], conside-
rando At = 0.1, h = 0.05. As curvas dos erros Exy, Er5, E1oo, representam, respectiva-
mente, o erro na norma L?(0,1), para o # = 0.5 (Crank-Nicolson), § = 0.75, 6 = 1.0
(Euler regressivo).

0.00025

T T T

_— T~ E75' -

'EBQ’ -+
0.0002 / \\ 4

~
—
—
~—_

0.00015 - T

E(t)
| / |

0.0001 -

5e-005

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

tempo

Figura 6.2: Erro [|E(t)||r2(0,1), t € [0.0, 1.0]
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6.4 Exercicios

1. Bases cibicas e Hermite: Considere o problema (6.27) do Exemplo 2.

(a)

Determine as solucao numérica aproximada para os métodos definidos na
tabela 6.2, usando como funcao base (p; € V,,,) as funcoes B-splines, defi-
nidas em (3.8). Como as B-splines sao polinomios de grau k£ < 3, podemos
esperar que os erros sejam menores em ambas as normas L*>(0, T, L*(0, 1))
e L>(0,T, H}(0,1)), definidas em (6.24).

Nas mesmas condig¢oes do item anterior, refaca o problema usando como
fungao base os polinomios de Hermite definidos em (3.20).

Suponha que a solugao exata do problema (6.27) seja desconhecida. Verifi-
que a ordem de convergéncia numérica, definida em (3.55), para o método
de Crank-Nicolson e Euler regressivo, usando como funcao base as funcoes
dos ftens anteriores e compare com a estimativa de erro esperado em (8.89).

2. Fronteira mista: Considere o problema (6.27) com o = = 1. Sabendo que
a solucao exata é u(z,t) = (1/7%)sen(nx) exp(—(m? + 1)t), o problema com as
condigoes de fronteira de Neumann (z = 0) e Dirichlet (z = 1) é dado por

(wi(z,t) — qug,(z,t) + fu(z, t) =0, V(x,t) € (0,1) x [0, 1],

u,(0,t) = (1/7) exp(—(7? + 1)t), vt € [0, 1],
(6.28)
u(1,8) =0, vt € [0,1],

u(z,0) = (1/7?) sen(mx), Vz € (0,1).

\

Determine as solu¢oes numéricas aproximadas, usando os (#-métodos) numéricos,
com 6 = {0, 0.25, 0.5, 1.0}, variando a malha h = {0.1, 0.02, 0.01, 0.001}, para
At = 0.001 fixo , conforme tabela 6.2. Verifique a convergéncia dos métodos nas
diferentes malhas.

3. Problema Bidimensional: Seja 2 = (0,1) x (0,1) e considere o problema
homogéneo

w(z,y,t) — Au(x,y, t) + u(z,y,t) = f(x,y,t), Y(x,y,t) € Qx][0,1],
u(z,y,t) =0, V(z,y) € 02 e Vte|0,1],

u(z,y,0) = (1/7%) sen(wz) sen(my), V(z,y) € Q,

(6.29)
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onde 0f) = U?:l T,

I = {(z,0)€092; 0<z <1},
Iy = {(1,y) €00 0<y <1},
Iy = {(z,1) €09 0 <z <1},
Iy = {(0,y) €00 0<y <1}

Considere os modelos dos exemplos numéricos dados no Capitulo IV, onde as
matrizes foram explicitamente calculadas, usando como funcao base, a func¢ao
linear por partes. Para o problema com fronteira do tipo de Dirichlet, considere
em particular f(z,y,t) = 0.

Nessas condigoes, a solu¢ao exata do problema (6.29) é dada por
u(z,y,t) = (1/7%) sen(rx) sen(my) exp(—(2m% + 1)t).

Definindo a malha uniforme h; = 0.05 no eixo z, hy = 0.05 no eixo y e o passo
At = 0.001, determine uma solu¢ao numérica do problema e compare com a
solucao exata, usando o mesmo procedimento do modelo unidimensional.






CAPITULO 7

Métodos Numéricos e Algoritmos:
Equacao da Onda

Neste capitulo, vamos tratar a equagao da onda, o exemplo tipico de equacao hi-
perbolica. Por razoes numéricas, as derivadas em t serao, como anteriormente, aproxi-
madas pelo método das diferengas finitas.

A parte de andlise matemadtica (existéncia e unicidade de solugao) e da anédlise dos
métodos numeéricos, tais como estimativas de erro e convergéncia para os problemas
semi-discreto e totalmente discreto, serao discutidas nos proximos capitulos, usando o
método da energia. Por simplicidades, vamos nos restringir ao caso unidimensional.

Existe um grande ntimero de métodos numéricos para a resolucao de equacgoes
diferenciais que podem ser encontrados, por exemplo, em [1, 10].

O problema hiperbdlico modelo que estudaremos é:

(w2, t) — Quge(z,t) + Bul(x,t) = f(x,t), V(x,t)e (0,1)x[0,T],
u(0,t) = u(l,t) =0, vt € [0, 7],
(7.1)
u(z,0) = ug(x), Va € (0,1),
( w(2,0) = ui(2), Vo e (0,1),

onde a > 0 e > 0 sao constantes.

Sob certas condigoes (por exemplo § = 0), a solugao u(z,t) descreve as pequenas
vibragoes de uma corda elastica cujos extremos estao fixados e sobre a qual atua uma
forga externa f(xz,t). As fungdes ug(z) e ui(x) descreverm respectivamente a posigao
inicial e a velocidade inicial de cada ponto da corda.

219
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e Formulacao Variacional da Equagao da Onda

Seja D o espaco das funcgoes testes, i.e., as funcoes de classe C*° com suporte
compacto em (0,1) e f € L*([0,1] x [0,T]). Multiplicando a equagao (7.1) por v €
D(0,1) e integrando em (0, 1) obtém-se

/Olu”(x,t)v(x)d:c—a/oum(xt dx+5/ (2, ) dx—/fxt
7.

Usando a forma bilinear (6.3), podemos escrever a seguinte forma variacional
(W"(t) s v) + alu(t),v) = (f(t) : v),
(u(0) = v) = (uo : v), (7.3)
(W' (0):v) = (uy :v), YveD(O,1).

2)

7.1 Problema Aproximado

Sejam T" > 0 e {wy, }reny uma base do espago de Hilbert V. Fixado m € N, definimos
Vin = [wy, wa, ..., wy,] o subespago vetorial gerado pelos m primeiros elementos da base
de V. Entao, toda funcdo u,(t) € V,, pode ser escrita como combinagao linear dos
elementos dessa base, isto é,

m

Un(t) = di(t)wi(z). (7.4)

i=1
Consideremos o problema variacional (7.3) restrito ao subespaco V,. Mais precisa-

mente, queremos determinar uma funcao

U o [0,T] — Vi,
t o uny(t),

solugao do seguinte sistema aproximado,

(U () : 0) + aun(t),v) = (f(t) : v),
U (0) = o, Vo eV, (7.5)

ulm(o) = Uim,

onde as sequéncias {uom }n € {u1m fy convergem respectivamente para ug e uy em V.

Como veremos adiante, (vide Teorema 10.4) sobre existéncia e unicidade de solu¢ao),
os problemas aproximados (7.5) definem uma sucessao de solugoes {u,, }men que con-
verge para solugao exata u.



221

O problema (7.5) é um sistema linear de equagoes diferenciais ordinérias em relacao
as coordenadas d;(t). De fato, substituindo (7.4) em (7.5), obtemos

m

(ng’(t)wi : vm) - a(idi(t)wi,vm> =(f:vm), VU, €V

i=1

e pela bilinearidade do produto escalar de V' e da forma a(-, ), podemos escrever

S &) (wivm) + Y dilt)a(wi, vp) = (f V), Vo € V.

i=1 i=1

Como a igualdade é valida para todo v,, € V,,, podemos tomar em particular
Uy, = wj, resultando em

Dl s wy) + D di(Byalw,wy) = (£(2) ).

Assim, definindo-se as matrizes simétricas A e B, e o vetor F'| cujas coordenadas sao
Ay = (wi,wy), By = alw,wy) e Fj:=(f(t),w), (7.6)

obtemos o seguinte sistema com m equacoes diferenciais ordinarias

ng’(t) Ay —i—Zdi(t) Bi;=F;, para j=1,---.m
i=1 i=1

que pode ser escrito na seguinte forma matricial:

Ad'(t) + Bd(t) = F(t),  Vte[0,T]

d(0) = d° = ((uo, wr), (o, ws), - - -, (o, wm)), (7.7)
d(0) =" := ((ul, wy), (ug, ws), ..., (ur, wm)>

onde d(t) = (dy(t),da(t), ..., dm(t)T é o vetor incognita, d° é a posicao inicial e v° é
a velocidade inicial da onda, dados a priori. A matriz A é chamada de matriz massa,
enquanto que a matriz B é a ja conhecida matriz rigidez. Note que a matriz A é
simétrica e definida positiva, como provado no Capitulo 2. Em particular a matriz A é
invertivel e assim podemos escrever o sistema linear de equacoes diferenciais ordindarias
na forma

d'(t)+ A'Bd(t) = AT'F(t), Vt>0, com d(0)=d’ d(0)=1" (7.8)
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e, portanto, tem solugao unica d(t) para t € [0,7]. Assim, por (7.4), a solugao aproxi-
mada u,,(z,t) do problema (7.5) pode ser calculada.

Em geral, a solu¢ao d(t) ndao é conhecida explicitamente e, dessa forma, fazem-se
necessarios métodos numéricos para se obter uma solucao aproximada para tempos
discretos t,,. O método numérico que aplicaremos para resolver o sistema de equagoes
diferenciais ordinérias (7.7) ou (7.8) é o método das Diferengas Finitas.

7.2 Algoritmos para a Equacao da Onda

Se considerarmos os tempos discretos t,, com t, = nAt, n =0,1,... N, o sistema
(7.8) toma a forma

Ad'(t,) + Bd(t,) = F(t,), n=0,1,...,N,
{ (ta) + Bd(t,) = F(tn) 79

d0)=d’" d(0)=1°

No que segue abordaremos alguns esquemas de diferencas finitas para aproximar o
termo d” (t,,).

7.2.1 O Método da Diferenga Central

Usando a diferenga central (1.61), obtemos

A
(At)?

(d"“ —od" + d"—l) Y Bd"=F", n=0,1,...,(N—1) (7.10)
que é equivalente a
Ad'+ — (2,4 _ (At)2B) d" + (At)2F" — Ad"', n=0,1,...,(N—1) (7.11)

Assim, resolvendo o sistema linear para cada t, = nAt, obtém-se a Unica solucao do
sistema e, consequentemente, a solu¢ao aproximada w,,(z,t,) por (7.4).

e Algoritmo

Para inicializacdo do método iterativo, faz-se n = 0 em (7.11), obtendo-se

Ad' = (2,4 - (At)2B) d’ + (At)PF° — Ad™! (7.12)
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Note-se que o termo d~' nao estd definido, o que nos exige um tratamento especial.
Lembrando a aproximagao da derivada pela diferenga central (1.57), ou seja,

dn—l—l _ dn—l

(d(t)n = ToAr
podemos obter o termo d™' a partir da relacio
d ' =d' —2Atd'(0) = d' — 2At°. (7.13)

Substituindo em (7.12), obtemos para a primeira iteragdo do esquema a seguinte ex-
pressao

2 2
d' = (1 — @A—lB) d’ + %A*FO — Atv°, (7.14)
Observe que (7.14) é, na pratica, o seguinte sistema linear a ser resolvido:
At)? At)?
Ad' = (1 | ;) B) d’ + %FO — AtAv°. (7.15)

Uma vez calculado d', as solucdes nos tempos n = 1,2,..., N, sdo obtidas por
(7.11), ou seja, pelas solugoes dos sistemas lineares

A" = (2= (ADPB)d" + (AF" — Ad"™ n=1,2,...,(N - 1)

As aproximacoes para a primeira e segunda derivadas em relagdo ao tempo sao am-
bas de ordem O(At?). Entretanto, o método da Diferenga Central é condicionalmente
convergente, como mostraremos nas estimativas de erro nos préximos capitulos.

Os métodos que trataremos a seguir sao incondicionalmente convergentes para o
parametro 6 > 1/4.

7.2.2 O Método de Newmark

Considere o sistema (7.9) e a seguinte aproximagcao:

1
(At)?

A(d™ —2d" +d") + By = Fy, 0 >0, (7.16)

onde estamos definindo dj :=d" + 9<d"+1 —2d" + d"_l).

O sistema (7.16) foi obtido fazendo o seguinte procedimento: Fazendo t = t,_1,
t=t, et=t,y emultplicando a equacao (7.9) por 0, (1 — 20) e § respectivamente e
depois somando as equacdes e observando que d’, ~ d"" com erro de ordem O(A#?).
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Fazendo a substituigao em (7.16), obtemos o seguinte sistema algébrico de equagoes
lineares

(A+0(a02B)d " = (24— (1= 20)(A0*B)d" ~ (A+6(A)*B)d"!
(7.17)
e )

Definindo as matrizes My := (A + 9(At)2B), Ly := <2A —(1- 29)(At)2B) e o vetor
Fj = 0(F""' + F" ") +(1—-20)F", podemos escrever o sistema linear (7.17) na forma

Myd™™ = Lyd" — Mpd" ™" + (At)*FY. (7.18)

O método de aproximacao acima é conhecido como método de Newmark. Para que
o esquema numérico (7.18) seja incondicionalmente estavel no tempo, é necessario que
0 > 1/4, como veremos na andlise de convergéncia. Note-se que o método de Newmark
se reduz ao método da diferenca central (7.11) no caso 6 = 0.

e Algoritmo
Para inicializacdo do processo, tomemos n = 0 em (7.18), obtendo-se
Myd' = Lyd® — Myd ™' + (At)*FY. (7.19)

O valor de d™! pode ser obtido pela aproximacao (7.13). Se o termo F ' nio é conhe-
cido (caso em que a fungao forca f(x,t) nao esteja definida para tempos negativos),
podemos simplesmente substituir nesta primeira etapa Fg por F°. Assim, o algoritmo
pode ser inicializado por

(A)” Fy. (7.20)

1
Mgdl = §L9d0 + AtMg’UQ +

Resolvendo-se o sistema linear acima, obtemos a solucdo d' e, sucessivamente para
cadan=1,2,..., N — 1 obtemos d*, d°, ..., d" pelo sistema linear (7.18).

7.2.3 O #-método

O f-método, também conhecido como método-6, foi aplicado anteriormente para
a equacao do calor, que é um problema de primeira ordem no tempo. Vamos agora
aplica-lo a equacao da onda.
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Considerando a mudanga de varidvel v(x,t) = u'(x, t), podemos decompor o sistema
(7.3) nas seguintes equagoes:

Pl { (v w) + alu,w)

I
~
=

(0(0) : w) = (W(0) : w) = (uy :w), "€V (7.21)

PQ;{E“,:@_(U:“}):O’ YweV. (7.22)

Definindo,

m m

(2, 8) = ciwi(z) e un(z,t) =Y di(t)wi(z), (7.23)

1=1 i=1

substituindo nos sistemas (7.21) e (7.21) e considerando as matrizes definidas em (7.6),
obtemos dois sistemas de equacoes ordinarias de primeira ordem, a saber,

(7.24)

. {Ac’(t)Jrle(t):O F(O), . {A[d’(t)—c(t)] =0,
c(0) =d(0) = v d(0) = d°.

Y

Observe que devido a nao singularidade da matriz A, a primeira equagao no pro-
blema P2 é trivialmente equivalente a d'(t) — ¢(t) = 0.

Para cada um dos problemas, associamos no tempo discreto t,.1 = (n + 1)At, os
pesos 0 e o; e no tempo t, = nAt, os pesos (1 —0) e (1 — o), onde os parametros 6 e o
sdo pertencentes ao intervalo [0, 1], para os quais consideramos as médias ponderadas

d? =0d"" + (1 -0)d” e " =oc" +(1-0)c", 0,0€](0,1].

Aplicando aos Problemas (P1) e (P2) os 8-métodos para cada dos problemas sepa-
radamente, obtemos:
( dn+1 o dn)

A(Cn+1 _ cn> ‘l— Bdn+9 _ FTL—l—@ — cn+o’
P1: At T P2: At ' (7.25)

c(0) = d'(0) = v°, d(0) =d".
Desenvolvendo os termos, obtemos o sistema paran =1,2,...,
{ A = A" — AtB(0d™ + (1 — 0)d") + ALOF™ ' + (1 — 0)F™)

7.26
d" =d" 4+ At(oc"™ + (1 — o)) (7.26)

Note que o sistema (7.26) é um sistema acoplado que pode ser expresso na forma

K®" ™ = Lo" + F"TP, (7.27)
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onde

(A ) (e )

n n+1 o n
P — (;n) o — (HF +((]1 OF ) (7.29)

As matrizes A e B sao as mesmas definidas em (6.11) e  é a matriz identidade de
mesma ordem de A (e B). Logo, a matriz dos coeficientes K, denominada matriz bloco
do sistema linear (7.27), tem ordem 2m x 2m.

O sistema linear (7.27) tem solugao tnica, pois a matriz bloco K é nao singular.
Nessas condigcoes o sistema linear pode ser resolvido pelo método de eliminagao de
Gauss, fatoragdo LU ou o método de Uzwa (see [3]).

e Algoritmo

Fazendo n = 0, o sistema linear (7.27) toma a forma
K& = £&" + FO.

O vetor ®° = (c,d") = (v°,dy) é conhecido pelos dados iniciais; e como a forca F
é conhecido em todo tempo, F' = 9F' + (1 — 6)F° é estd bem definido. Assim,
sendo as matrizes blocos conhecidas, determina-se o vetor ®' e, daf em diante, para
n=1,2...,(N—1).

Observacoes:

1. Quando 0, o > 1/2, 0 método é incondicionalmente estével, como consequéncia
do Teorema 8.6. Além disso, se # = o = 1/2 (método de Crank-Nicolson), o
método tem ordem quadrdtica no tempo, ou seja, O(At)2.

2. Para (0,0) = (0,1), o método ¢é o conhecido método da diferenca central, dado
em (7.11), e é condicionalmente estavel.

3. Para # = 0 = 1, obtemos um método implicito de primeira ordem no tempo,
O(At), similar ao Método de Euler Regressivo.

7.3 Simulacao Numérica: Equacao da Onda

Nessa secao faremos algumas simulagoes numéricas do problema hiperbdlico mo-
delo, utilizando o método de Newmark para diversos valores de #. Para os exem-
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plos numéricos, utilizamos como funcoes base os polinomios lineares por partes. Con-
sideramos exemplos cuja solugao exata é conhecida para calcular os erros entre as
solugoes numérica e exata nas normas definidas em (6.24), ou seja, L°>°(0,T; L?(0,1)) e
L>=(0,T; H'(0,1)). Os resultados numéricos destes dois exemplos foram obtidos usando
o Programa Computacional Onda.cpp, cujo arquivo fonte esta disponivel no final do
livro.

Consideremos o problema:

ut(t(rt,)t) - ?ums(x, t)+ pu(z,t) = f(x,t), V(z, 1{) 6](0, 1) x [0,1],

u(0,t) =u(l,t) =0, vt € [0, 1],

u(z,0) = sen(mz) vz € (0,1), (7.30)
ur(z,0) =0 Ve (0,1),

« e [ reais positivos, com a forca f(z,t) definida a posteriori de tal forma que a solugao
exata seja

u(z,t) = cos(Art) sen(mx), M € R. (7.31)

Assim, substituindo na equacao, obtemos

f(z,t) = (B+ (o — \)7?) cos(Art) sen(mz), A€ R. (7.32)

Exemplo 1: Dados @« = f = 1e A\ = /1+1/72 = 1.05, a fungao u(z,t) =
cos(Ay7t) sen(mx) é solucao de

U (2, 1) — U (x, ) +u(x,t) =0, V(x,t) € (0,1) x [0, 1],

u(0,t) = u(l,t) =0, vt € [0,1],

u(x,0) = sen(mx), Vz e (0,1), (7.33)
u(2,0) =0, Vo e (0,1).

Na Tabela 7.1, sao mostrados os erros nas normas L>(0,T; L*(0,1)) e L>(0,T; H*(0, 1))
referentes ao método de Newmark para diversos valores de #, com os parametros
At =0.01, h=0.05e T = 0.5 fixados.

| | 0 | Er=orzo ) | Br=ormio 1) |

0 0.001113 0.001288

At =0.01 || 0.25 0.000957 0.001108
h=0.05 | 0.5 0.000801 0.000927

T=05 |0.75 0.000660 0.000764

1.0 0.000536 0.000620

Tabela 7.1: Variando 6
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Podemos observar que se 6 cresce, o erro decresce nas duas normas. Os resultados
tedricos nao permitem afirmar que esse resultado é valido em geral, mas esperado sob
o ponto de vista numérico, devido a robustez da matriz rigidez.

A Figura 7.1 mostra o erro na norma Ere (o720, 1)), Para cada parametro 0.

0.0012 T T T

0.0011 |

0.001

0.0009

Erro(theta)

0.0008

0.0007

0.0006

0.0005 ' ' '
0 0.25 0.5 0.75 1

theta

Figura 7.1: Epe 01120, 1))

Nas tabelas de erros, Tabela 7.2 e Tabela 7.3, sao mostradas a dependéncia dos
erros em relacao aos parametros de discretizagao espacial h e do parametro do passo
temporal At.

| | 7 | Bz | Preoiuaio) |

At=0.01] 0.1 0.003853 0.005074
0 =075 || 0.05 0.000660 0.000764
T'=0.5 | 0.025 0.000142 0.000153

Tabela 7.2: Tabela de erro: E(h)

Para analisar a ordem de convergéncia, seja, como ja visto anteriormente, E; =

max | E;(t)| 22(0,1), para @ = 0,1,..., N, o erro associado a malha h = (5 x 2/71)71,
tel0,



At

| Er~o.:22001)) | Prepmio) |

h =0.01
0 =0.75
T=0.5

0.05
0.025
0.0125

0.0104
0.002637
0.000697

0.010727
0.002720
0.000719

Tabela 7.3: Tabela de erro: E(At)
Tomando em particular At = h, a ordem de convergéncia é calculada por
p=1In(E;/E;+1)/In(2).

A Tabela 7.4 mostra que a ordem de convergéncia do método de Newmark é
quadrética e permanece vélida para todo 6 € [0.25,1.0].

| | At=h] Er~orizon | p ]

0 =0.25 0.1 0.006704 -
0.05 0.001698 1.981
0.025 0.000426 1.995
0.0125 0.000107 1.995
0=10 0.1 0.055636
0.05 0.014566 1.933
0.025 0.003687 1.982
0.0125 0.000922 1.999

Tabela 7.4: Ordem de convergéncia

Nas estimativas de erros que apresentaremos nos proximos capitulos, mostraremos
que para 0 € [0, 1/4), o método de Newmark ¢é condicionalmente convergente, ou seja,
o método converge sob a condi¢ao de que At < h. Dessa forma, o método da diferenga
central (# = 0) é um método condicionalmente convergente. Esse resultado é conhecido
como condigdo CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), ou seja, o método é convergente sob a
condigao r := (At/h) < 1.

Esses resultados podem ser comprovados na Tabela 7.5, onde estao exibidos os
erros para alguns valores de #, mostrando que se r = (At/h) = 1, o método diverge
independentemente do tamanho da malha.

A seguir vamos mostrar que o método da diferenca central também tem ordem de
convergéncia quadrética, desde que r = (At/h) < 1. Em particular, sdo mostrados na
Tabela 7.6 os erros e ordens de convergéncia, tomando At = h/2.

A Figura 7.2 foi construida para ilustrar geometricamente, no exemplo 1, as di-
ferentes solugoes numéricas associadas ao método de Newmark, com parametros 6 =
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| | At | h [ Bie@rirao |
=0 0.01] 0.1 0.00479
0.01 | 0.05 0.00123
0.01 | 0.01 diverge
0.01] 0.1 0.00472
0 =0.25] 0.01 | 0.05 0.00106
0.01 | 0.01 0.00011
0.01 | 0.1 0.00445
f=0.5 || 0.01|0.05 0.00089
0.01 | 0.01 0.00024

Tabela 7.5: Tabela de erro

| [At=h/2] h [Er~orrzon| p ]
0 =0.0 0.05 0.1 0.006188 —
0.025 0.05 0.001561 1.987
0.0125 0.025 0.000387 1.997
0.00625 | 0.0125 0.000097 1.997

Tabela 7.6: Ordem de convergéncia

0, 1/4, 1/2, 3/4, 1.0. Em razao da precisao do método visto nas tabelas de erros, e
da escala usada na elaboracao do grafico, os erros sao imperceptiveis, mas ha 5 graficos
sobrepostos, um para cada valor de 6.

Na Figura 7.3, apresentamos o erro absoluto entre as solugoes exatas e numeéricas,
obtidas pelo método de Newmark para os valores de 0, denotados por Ey, Fos, Ex5g, Ers
e oo, respectivamente. Note que Ey > Fo5 > Esg > Frs > Figp.

Para elaboracao dos gréficos, foram considerados 7' = 10.0, At = 0.01 e A = 0.05.
Para analisar a evolugao no tempo da solucao, fixamos o ponto médio = = 0.5, ou seja,
os gréficos sao as solugoes aproximadas uy (0.5, t) da solucao exata u(0.5,t) = cos(Art),
onde \? = (14 1/7?). Note que foram necessarios 1.000 iteragoes para obter a solugao
aproximada u(z; T).

Exemplo 2: Dados a = f =1e \y = 1, a fungao u(z,t) = cos(nt) sen(mx) é solugao
do problema (7.33), com a forga f(xz,t) = cos(nt) sen(mx).

Para esse exemplo, os valores consignados na Tabela 7.7 sao os erros nas normas
L>(0,T;L*(0,1)) e L>(0,T; H*(0,1)), relativamente ao parametro # do método de
Newmark, com At = 0.01, h = 0.05 e T" = 0.5. Observamos novamente, que ao
aumentar o valor de #, o erro nas duas normas diminuem e os mesmos resultados do
exemplo anterior se verificam.
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| | 0 [ Er~orico. 1) | Ereormo. ) |

0 0.001039 0.001203

At =0.01 || 0.25 0.000906 0.001049
h=0.05 | 0.5 0.000772 0.000894

T=05 |0.75 0.000652 0.000755

1.0 0.000553 0.000640

Tabela 7.7: Variando 6

7.4 Exercicios

1. Bases Cibicas e Hermite: Considere o problema (7.30) como no Exemplo 2.

(a) Determine a solugao numérica para o Método da Diferenca Central, usando
como func¢ao base as fungoes B-splines, definidas em (3.8). Como as B-
splines sao polinomios de grau k£ < 3, podemos esperar que os erros sejam
menores nas normas L> (0,7, L*(0,1)) e L>=(0,T, H}(0,1)).

(b) Nas mesmas condigoes do item anterior, refaca o problema usando como
fungao base os polinomios de Hermite, definidos em (3.20) e (3.21).

(¢) Suponha que a solugao exata do problema (7.30) seja desconhecida. Ve-
rifique a ordem de convergéncia numérica, definida em (3.55), no caso do
Método da Diferenga Central, usando as bases dos itens anteriores, e verifi-
que se satisfaz a estimativa de erro (9.39).

2. Fronteira de Neumann: Considere o mesmo problema (7.30), com o = 3 e

B = w2 Sabendo que a solugao exata é u(z,t) = sen(mx) cos(27t), o problema
com as condicoes de fronteira do tipo Neumann é dado por

g (2,1) — 3uge(z,t) + m2u(z,t) =0, V(x,t) € (0,1)x[0,1],
uz(0,t) = weos(2mt) = —u,(1,1), vt € [0, 1], (7.34)
u(x,0) =sen(mwz), uz,0) =0, Vo € (0,1).

Como observado anteriormente, para o problema ter solucao tnica é necessario
conhecer a solugao em pelo menos um ponto, como por exemplo, u(0,0) = 0.

(a) Verifique que o Método de Newmark, para 6 € {0.25, 0.5, 1.0}, é incondi-
cionalmente estavel, mas o Método da Diferenca Central (§ = 0) é condici-
onalmente estavel.

(b) Com 6 € {0, 0.25, 0.5, 1.0}, h € {0.1, 0.01, 0.001}, e com o passo
de tempo At = 0.01, faca uma tabela determinando os erros nas normas
L?(0,1; L*(0,1)) entre a solucdo numérica e a solucao exata.
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3. Problema Bidimensional: Considere o problema homogéneo
w(x,y,t) — Au(z,y,t) + u(z,y,t) =0, V(z,y,t) € Qx1[0,1],
u(z,y,t) =0, V(z,y) € 02 e Vtel0,1],

u(z,y,0) = sen(mx) sen(my), wy(z,y,0) =0, Vz,y € Q.
(7.35)
com (z,y) € Q= (0,1) x (0,1) e a fronteira 9Q = (J;_, I';, onde

I = {(z,0)eR?* 0<z <1},
Py = {(1,y) eR*; 0<y <1},
s = {(v,1)€eR*; 0<x <1},
r, = {(0,y) eR* 0<y <1}

Determine a solucao numérica, usando o método de Newmark para # = 0.5, com
a malha uniforme h; = 0.05 no eixo-x e hy = 0.05 no eixo-y e o passo de tempo
At = 0.001. Sabendo que a solugao exata do problema (7.35) é

u(x,y,t) = sen(mz) sen(mwy) cos (v/2 + 1/72 wt),
determine o erro nas normas L2(0, 1; LQ(Q)) e L2(0, 1; H&(Q))






CAPITULO 8

Analise Numérica da Equacao do
Calor

Nesse capitulo provaremos os resultados de convergéncia dos métodos numéricos e
algoritmos para a Equacao do Calor discutidos anteriormente tanto no contexto do
problema semidiscreto quanto no caso discreto. Para maior aprofudamento, sugerimos
ao leitor consultar, por exemplo, as referéncias [1, 9, 11, 17, 21].

8.1 Estimativas de Erro: Problema Semidiscreto

Nessa se¢ao vamos estabelecer estimativas de erro para os problemas semidiscretos
referentes a equacao do calor. Mais precisamene, vamos considerar as estimativas de
erros nos Espacos de Sobolev entre a solugao exata u(z,t) e a solugdo aproximada
up(z,t) de forma andloga a que foi feita na andlise de erro do problema estacionério,
mas sem a discretizacao da variavel t.

Como vimos anteriormente, as funcoes bases w; do subespaco V,,, das solucoes apro-
ximadas sao polinomios de grau k definidas em cada elemento finito 2, (para k =1,2,3
temos respectivamente as fungoes bases lineares, quadraticas e splines ctibicas). Para
considerar explicitamente a dependéncia do grau k£ do polindomio, escrevemos o espago
de elementos finitos V,,, como

VEQ) == {vp € V08 € Pp(Q0)}, (8.1)
onde v;, denota a restricao de v, ao elemento e e P, é o conjunto dos polinomios
definidos em §2., com grau menor ou igual a k£ na variavel x.

O problema semidiscreto é formulado por: determinar uy, : [0,T] — V,,,, solu¢ao do
sistema

{ (u,(2) o) + alun(t),vn) = (F@&) s vn), Yo, € VE, 52)

(uh(O) . Uh) = (uOh . ’Uh).

235
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A formulacao variacional do problema continuo, no caso de condigoes de fronteira do
tipo Dirichlet (ver (6.1)), é dado por: determinar u : [0, T] — H}(), solucao de

(u'(t) : v) + alu(t),v) = (f(t) :v), VYve Hi0,1), <3

(u(0) : v) = (up : v), Vv € Hy(0,1). (8:3)

Tendo como objetivo estabelecer estimativa para o erro entre wu(t) e u,(t), onde

up(t) e u(t) sdo respectivamente as solugoes dos problemas (8.2) e (8.3) e lembrando

que V¥ é um subespago do H} (), a igualdade (8.3) também ¢ vélida para v, € V,F.
Assim, subtraindo as equacoes, obtemos

(u'(t) — ), (t) - vn) + a(u(t) — up(t),vy) =0, Yo, € VE, (8.4)

(u(0) — up(0) 1 vy) =0, Yu, € VE. '

Vale observar que, sendo a forma bilinear a(-,-) continua, simétrica e coerciva, ela

define um produto interno em V = H}(Q). Assim, se u e u; sao respectivamente
solucoes dos problemas estacionarios

a(u,v) = (f:v), YoeV e alupvy) =(f:v), Yo, € Vp,

temos a relagdo a(u — uy, v) = 0, para todo v, € Vj, o que significa dizer que uy, é a
projecao ortogonal de u sobre o subespaco V}, com relagao ao produto interno definido
pela forma bilinear a(-, -). Entretanto, como é 6bio verificar, isso nao é verdade se u(t)
e up(t) sdo respectivamente as solu¢ao dos problemas (8.2) e (8.3), isto é, nao podemos
afirmar que a(u(t) —ux(t),vy) = 0 para todo vy, e todo t. Em vista disso, consideremos:

Definicao: Sejam V' um espaco de Hilbert, W um subespaco de V ea:V xV — R
uma forma bilinear continua, simétrica e coerciva. Se w(t) € V para todo t € [0,T],
definimos a projecao de Rayleigh-Ritz com respeito a forma bilinear a(-, ) por

PW: \%4 — W
v(t) —  Pyo(t)

tal que
a(v(t) — Pyo(t),w) =0, YweW. (8.5)

E claro que a projecao de Rayleigh-Ritz coincide com a projecao usual no caso
estaciondrio, isto é, se u é a solugao de a(u,v) = (f,v), Vo € V, temos Pyu = P,u = uy,
onde uy, € Vj é a solugao obtida pelo método de Galerkin. Como consequéncia direta
do Lema de Céa (veja Teorema 3.1), a projegao de Rayleigh-Ritz satisfaz

[u(t) = Pwu®)|lv < ~llut) —wlly, Yw W,
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onde v = v/, com 6 > 0 definido em (3.32) e || - ||, denota a norma de V associada &
forma bilinear a.

No caso particular em que W = V¥ vamos manter a notacao P, i.e., Py = Py,

de modo que se @(t) é uma interpolagao de u(t) em V¥, obtemos

lu(t) — Pou(®)|lv < yllu(t) —u@)]lv. (8.6)

Além disso, se [¢1, P2, -+ @] ¢ um base ortonormal de V¥ a projegao ortogonal sobre
VE satisfaz

Py = Z a(pi,v)p;, YvelV. (8.7)

i=1
Assim, para cada t fixo, podemos escrever a projecao de u(t) na forma
Pyu(t) = alpi, u(t))er = > ci(t) e (8.8)
i=1 i=1

Analogamente,

u(r,t) = Zui(t)% (8.9)

Como as fungoes u(x,t) e Pyu(z,t) ndo sdo idénticas, os coeficientes ¢;(t) e u;(t)
definidos em (8.8) e (8.9) sao diferentes. Entretanto, vale a estimativa de interpolagao
dada em (8.6), que serd util nas estimativas de erro.

A vprincipal razao de introduzir a projegao ortogonal P,u(t) é porque podemos
decompor o erro em duas partes na forma: ||u — up| < [[u — Pyul| + ||Pou — upl| e
sao conhecidas estimativas de erro do primeiro termo do lado direito, restando apenas
estabelecer estimativas para o segundo termo no subespaco V*. De fato, de acordo
com o Corolario (3.4), temos para cada t fixado,

lu(t) = Pou(t)llm < llu(t) = @) lm < k™7 u() |1, (8.10)
com u(t) € H*(Q), u(t) e VF (k>1)em < k.

Em [6], Douglas & Dupont provaram que valem as mesmas estimativas para as
derivadas no tempo, como podemos ver no seguinte Lema, cuja demonstragao pode ser
vista em [6].

Lema 8.1. Sejam {u(t),u/(t),u"(t)} € H**(Q), para todo t € [0,T] e u(t) o inter-

polador de u(t) em V¥, Entao, para cada t € [0,T], u/'(t) e u"(t) satisfazem a mesma
estimativa para o erro da interpolagao de u(t), ou seja

[/ (t) = @ ()]l < cxhMH 7|0 (8) I
(8.11)
[0 () = @ (t)]lm < 2k () |4
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ondem <k, k>1,c ecysao constantes positivas independentes de u(t) e h.

Consequentemente, dos resultados obtidos em (8.10) e (8.11), temos

[’ (8) = Putd ()l < /() = & (@)l < ™70/ () k41, VE € [0, T, 6.12)
" (8) = Pu (D)l < [0 (8) = @ (B)l|m < b (1)1, VEE0,T)

Com o auxilio de (8.11) e (8.12), podemos estabelecer as estimativas de erro entre
a solucao exata u(t) e a solugao aproximada wuy(t), como veremos a seguir.

8.1.1 Estimativa na norma de L*(Q)

Teorema 8.1. Seja {u,u'} C L>=(0,T; Hi N H*™). Entao o erro entre a solugao
aproximada uy(t) e a solugao exata u(t) satisfaz

lu(t) = un(®)lo < CH Y [u(®) x4, atp t € [0, 7],
onde k > 1 e C é uma constante que depende de T'.

Demonstracao: Considere a seguinte decomposicao do erro:
e(t) = u(t) — up(t) = (u(t) - Phu(t)> + (Phu(t) - uh(t)> = p(t) + (1),

onde P,u(t) é a projecio ortogonal de u(t) em VE.

Somando e subtraindo P,u(t) em (8.4), obtemos
(P (t) +&(t) s vp) +alp(t) +E1t),v,) =0, Yo, € VE (8.13)

De (8.5), temos que a(p(t),vy) = 0 e assim a equagao (8.13) pode ser escrita na
forma:

(€'(t) 2 vn) + (p'(t) s on) + a(€(t),on) =0, Vo, € V. (8.14)
Em particular, podemos tomar v, = £(t) € V¥ em (8.14), obtendo-se
(1) = €(0) + (' () - £(1) + a(&(2),£(2)) = 0. (8.15)

Temos também que,

(€0)  €(6)) = 5 €D,
al€(0).€0)) = allE) IR + Bl > 0

(8.16)
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Substituindo em (8.15) e desprezando o termo positivo a(£(t),£(t)), obtemos

SHIE@IR < (00 - €0))

Da desigualdade de Schwarz, temos |(p/(t) : £(£))] < ||p/(t)||o|&(2) |0, de modo que

2dt!l£( M < 11" @ llols@)llo. (8.17)

Observemos de (8.16) que sendo a aplicagao t s [|£(¢)]|2 diferencidvel, t — ||£(2)||o
também diferenciavel para os valores de t tais que [|£(t)|lo # 0, pois

d 1 12y 1 -1/2 d [
pr </0 5(:5,15)20[:)3) =3 (/0 f(x,t)%la:) E/o E(x,t)? do

de modo que

('), €(t)) = 2dt|l£()!lo H&()Ho 1€ lo- (8.18)

Substituindo (8.18) em (8.17), temos apds integrar 0 a t,
t
1E@) o < H§(0)|lo+/0 1" (7)llo dr (8.19)

Para o primeira parcela do lado direito de (8.19),

p(0) = u(0) —un(0) = €(0) = [[€(0)]lo < [|u(0) = un(0)llo + I2(O)lo-

Lembrando que, para m = 0 em (8.10), vale a estimativa ||p(0)[lo < ch* Hu(0)]|rs1,
k > 1, obtemos
@)l < A w(O)lesr, k=1 (8.20)

para a escolha de u,(0) tal que [|u(0) — up(0)|o < ch**!

Por outro lado, usando (8.11) com m = 0, tem-se
o' @®llo = llu'(t) = Putd (#)lo < eallu’(t) = @ (®)lo < e2h™ [l (8) 141 (8.21)

Retornando a (8.19) e definindo C' = max{c, c2}, obtemos

&0l < O (@l + [ 10/($) s ). (5.22)

Por hipétese v’ € L>(0,T; H**'). Logo,

T
| 1) s ds < Tl
0
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Portanto,

I€@)llo < OB (u(0) s + Tlle e urieeny) < es(TH. (8:23)

Usando a desigualdade triangular, tem-se
lu(t) = un(®)llo < llo(®)llo + 1€(E) ]l < C(T)RF (8.24)

com o que conclui-se a demonstracao do teorema. 0O

Note que por hipétese u(t) € H¥1(Q) e £(t) € L?(Q), para quase todo t € [0,T].
Assim podemos tomar o supremo essencial em relagado a t para obter a seguinte esti-

mativa: N
= up| Lo o2 () < C(T)RM, (8.25)

onde estamos enfatizando que a constante C depende de T.

8.1.2 Estimativa na norma de H}(Q)

Teorema 8.2. Suponhamos {u,u'} C L>(0,T; Hi N H**'). Entao o erro no instante
t € [0, 7] entre a solugao aproximada uy(t) e a solugao exata u(t) satistaz

lu(t) = un()]ly < CTYRE|fult) 51,
onde k > 1.

Demonstragao: Considere em (8.14), v, = £(t) € V*. Entao,

1d

1€ @I + 57 IEDIE+ (0'(1) : €'(8)) = 0.

Usando as desigualdades de Schwarz e Young, obtemos

(0(1) €(0)) < I/ olIEDlo < 5 (I O3 + [EDIZ).

Substituindo na identidade acima, segue

d
IE€@IIG + Z DT < o' OIG,

de onde se obtém apds intergrar de 0 a t,

/0 I @2 dr + [ED)E — IEO)]E < / l0(0)2dr,
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de modo que

le@®F < ||§(0)||?+/0 o' (7l dr. (8.26)

Usando o fato de que va2 + b2 < v/2(a + b), quaisquer que sejam a,b > 0, temos

€)1 < V2 | 1€l + /0||p’(s)||3ds

De forma analoga ao caso do L?(2), temos na norma H}(£2),
1€C0)[Ix < [Ju(0) — un ()]s + [ p(0) ][5
Tomando m = 1 em (8.10) temos a estimativa na norma H}(Q) dada por
o)1 < eh*w(0) 1, k> 1.
Ainda procedendo como no caso anterior com a escolha adequada de wuy(0), obtemos
€)1 = 1Pru(0) = un(0)[l1 < exh™[u(0)[lp1, &> 1.
Portanto, para C' = ¢ + ¢4,
1€O) [l < (ch® + erh®)[[u(0)le+1 = CR*u(0) ks, k > 1.

Vale aqui observar a perda de precisao de ordem O(h) no presente caso quando com-
paramos com caso anterior.

Por outro lado, segue de (8.21), ||p'(t)]|o < ch*TH|u'(t)| k41, de modo que

le@)lh < V2 | Ch*|u(0)lr1 +chk“\//0 lw/ ()15 s

Por hipétese v’ € L>(0,T; H**'). Logo,

T
| O ds < T g
Portanto, para h < 1,

€@l < O (Ilu()llen + VT e ) < es(TRE (827)
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Usando a desigualdade triangular, tem-se
lu(t) = un(®)ll < @)l + [IE@)] < C(T)RF, (8.28)

com o que conclui-se a demonstracao do teorema. O

Como anteriormente, podemos tomar o supremo essencial no tempo para obter a
estimativa

s — unll =iz @y < COME(ful mqoziamess o) (8.20)

As estimativas (8.24), (8.25) e (8.28), (8.29) respectivamente nas normas L* e H}
nao sao estimativas étimas, em razao do ultimo termo ser acumulativo, ou seja, o erro
aumenta como funcao do tempo T'. A seguir apresentamos uma estimativa 6tima para
a norma L?.

8.1.3 Estimativa Otima na Norma de L2(1)

Teorema 8.3. Nas mesmas condigoes do Teorema (8.1) temos para k > 1,
lu(t) = un(®)lo < CR*H[u(t) 541,

onde C independe de T.

Demonstragao: Seja {\;}icn a sucessiao de autovalores associados ao operador 9% /9z?
e os correpondentes autovetores w; no espago H&(Q) Mais precisamente,

—Aw; = \w;,  w; € Hy(Q).

Multiplicando ambos os lados, integrando em €2 e lembrando que A\; < Ay < A3 < ..,
temos
IVwillg = Nillwill§ = M]3 (8.30)

Observagao: Lembremos que a sequéncia dos autovetores {w;};ey formam uma base
ortonormal e completa em HJ ().

Considere agora a equagdo (8.17). Usando a equivaléncia de normas em H}(Q) e a
desigualdade (8.18), obtém-se

Ld

5 7 IEDIG + al VE@IE + BIEDIE < 17/ @)llollE@)llo (8.31)

Substituindo (8.30) em (8.31), temos a seguinte forma

||£(t)!|o%!|£(t)l|o + (@ + B)EDI < Nl B lollE@) o, (8.32)
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que é equivalente a
d
@0 +AlE@ o < 112" (®)llo. (8.33)

onde A = a\; + 3. Multiplicando (8.33) por e, obtemos

C(e@lo) < o0l (8:34)

Integrando em relagao [0, t], obtemos

M€ o = 11€O) o < /0 e*[1p'(s)llo ds,

que é equivalente a

IE@)llo < e=[1£(0)llo +/ e Mg (5)l]o ds.
0

Usando as estimativas (8.20) e (8.21), obtemos

Je®)lo < (a0 + [ N uerds). (339)
0

Temos agora uma estimativa 6tima para o erro na norma L*(£2), pois a dependéncia
das constantes em relagao ao tempo 7" s6 aparecem no fator ||| g rpr+ay. O

8.2 Estimativas de Erro: Problema Discreto

Nas estimativas anteriores para o problema semi-discreto, consideramos o tempo
t nao discretizado, o que nao correspomde a pratica, quando devemos discretizéa-lo
para o calculo numérico das solucoes. Em geral, nas equagoes de evolugao do tipo pa-
rabolico ou hiperbdlico, sao usados o método de elementos finitos para a discretizacao
das variaveis espaciais e o método das diferencas finitas para a variavel temporal. A
questao natural que se coloca é por que nao utilizar também os elementos finitos na
variavel tempo. Matematicamente, é perfeitamente razoavel aplicar o método de ele-
mentos finitos nas duas variaveis, o que tem sido usado por vérios autores. Entretanto,
estaremos acoplando o sistema ao aplicar o método de Galerkin, e isso destréi propri-
edades importantes de propagacao (ver [20]). Sendo assim, utilizaremos nesta se¢ao o
Método das Diferencas Finitas como aproximacao para a derivada no tempo e o método
dos elementos finitos nas variaveis espaciais, para determinar a solu¢cao numérica do
problema (8.3) e obter as estimativas de erro ||u—uy || na normas em espagos de Sobolev.
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8.2.1 Resultados Preliminares

No que segue, vamos considerar 2 = (0,1) € R. Para uma malha uniforme de
(0,1), com h = ;.1 — x;, © = 1,2,..., N, definimos a norma discreta em L?*(0,1) e
H'(0,1) respectivamene por

m 1/2
lwllzzon = (0" lw(@)?)
=1

ow(x;)

ol = (h3 o)™+ (530 2y
i=1 =1

Por outro lado, se w é uma fungao na variavel ¢, denotaremos w” := w(t,), onde
t, = nAt. Podemos assim introduzir:

wn+1/2 — (,wn-i-l + w")/2,
W = w4 (1 — )",
wy = 0w+ (1 —20)w" + ",
w2 = (W —w")/At, (8.36)
Sw2 = (w™ —w™ 1)/ At,
Sw == w"tE — w2 AL = (W — W) J2At,
52wn — (,wn-i-l — 2™ + w"_l)/(At)z,

Nl

onde 0 € [0, 1] denota o parametro de Newmark.

Com base na notacao introduzida em (8.36), se H é um espaco de Hilbert e w :
[0,7] — H, definimos as “normas discretas” para w pelas seguintes expressoes:

||w||L80(07T;H) = max{||w"||H, n = 0, ey N — 1}
1
lwllzss, 015y == max{[w™ 2|, n=0,....N -1},
N-—1
ol 20z = A 0"l (8.37)
n=0
N-1
n4l
||U)H%§/2(o,T;H) = At Z lw™ 213,
n=0

Combinando apropriadamente a notacao introduzida em (8.36), podemos definir
varias normas, como por exemplo

1

N-1
n+i
lwliZz ommwy = D llow" =1l (8.38)
n=0
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Para estabelecer estimativas de erro no tempo discreto, aplicaremos os seguintes
Lemas:

Lema 8.2. Sejam ¢ e 1) fungées nao negativas definidas em {t,, ;n =0,---, N}, com
1 nao decrescente. Se

T—1
TSP+ ALY ", Vr=0,... N, (8.39)
n=0
entao
" <YTexp(et;), Vr=0,...,N; (8.40)

onde ¢ é uma constante positiva independente de T.

Note que o Lema anterior, conhecido como Lema de Belman, é o andlogo discreto
do Lema de Gronwall.
Lema 8.3. (Dupont)Sejam w : [0,T] — L*(0,1) e w" = w(t,), n =0,...,N. Se o
incremento no tempo At < 1, entao

=721 < el 13 + 6wl 30 7122019 )

A1
w12 < ol 3 + 0w ) o
0= 0 L3(0,T5L2(0,1)) ) »

onde c e ¢ sao constantes positivas independentes de w.

Os resultados da teoria de aproximagao que seguem serao aplicados para estabelecer
estimativas de erro no tempo discreto. Nesses resultados, p pode assumir os valores 2
ou 00, e H denota qualquer um dos espagos de Hilbert, HJ(0,1), H?(0,1) ou L*(0,1).

(i) O operador §, como definido em (8.36), é uma aproximagao para a primeira
derivada no tempo e vale a seguinte estimativa relacionando dw com w':

||57~U||Lg(o,T;H) < CHU/HLP(O,T;H)- (8.42)

(ii) De forma andloga, o operador §%, como definido em (8.36)7, é uma aproximagao
para a segunda derivada no tempo, e tem-se a seguinte estimativa relacinando
5%w com w:

H52w||Lg(o,T;H) < cllw"|l oo, 75m). (8.43)

(iii) O operador wy, definido em (8.36)3, com pesos 6, (1—260) e § em nds consecutivos,
pode ser estimada em fungao de w por

||7~U0||Lg(o,T;H) < C”wHLP(O,T;H)- (8.44)
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(iv) Usando (8.42) e (8.44) podemos compor os operadores ¢ e wy e estimar a norma
de (dwp) w em funcao de w'.

||(5w6||Lg(0,T;H) < cllw'llzeo, 7:m). (8.45)

Note que, ao aplicar as normas (8.37);3 em wp, faz-se necessario introduzir o
0

valor de wy em t = 0. Por simplicidade, toma-se wj) = w®.

(v) (Somatério por partes) Finalizando os resultados preliminares, consideremos as
seguintes féormulas de somatorio por partes, que sao analogos discretos da inte-
gracao por partes:

N1—1 N1—2
_ _ _ ne nal
At Z (,On(;'l?bn 1/2 _ (le 1,¢N1 1 (p1¢0 . At Z ¢ 5S0 +2’
n=1 n=1
Nl—]. N1—1 (8.46)
At Z (pndwn—kg _ (le—lel o <P1¢1 — At Z ¢n5wn—l/2’
n=1 n=2

onde 2 < N; < N.

Para finalizar os preliminares, lembremos:
Teorema de Taylor: Seja f € C""(a,b), n > 0. Entao f pode ser escrito na forma
['(a) f"(a) f"(a)

f(x):f(a)+T(x—a)+T(x—a)2+...+ w

(x—a)"+ R,, (847)

onde o resto R,, pode ser expresso por

@ flntl) (g . FOtD (9 "
R, :/ T()(x —5)"ds ou R, = Wf)')(i — ),

para algum v € [a, x].

e Decomposicao do Erro

Nas estimativas de erro que seguem, considamos a forma bilinear a(-, ) definida em
(6.3) por

1 1
a(u,v) = a/ UV, dX + 5/ uv dx. (8.48)
0 0

Considere a decomposi¢ao do erro na forma

e:u—uh:<u—Phu)+<Phu—uh):p+§, (8.49)
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onde Pyu é a projecdo ortogonal de u em V* com relacao a forma bilinear a(-,-), ou
seja, a projegao ortogonal da solucao exata u sobre V¥ com respeito ao produto escalar
definido pela forma bilinear

a(u(t) — Pyu(t),vy) =0, Vte[0,T], Vu, € VE (8.50)

No Teorema (10.1) do Capitulo 10, apresentamos resultados de existéncia e unici-
dade de solugao para o Problema (6.1). Entretanto, para obter as estimativas de erro no
tempo discreto, faz-se necessario supor mais regularidade da solucao, que admitiremos
sob a seguinte hipdtese:

HC: Suponha que a for¢a f dada seja tal que a solugao u do Problema(6.1) tenham
a seguinte regularidade:

fe L0, T; H*10,1)) e we L®(0,T; Hy(0,1) N H*(0,1)),

' o (8.51)
com as derivadas us, Uy, uy € L0, T; H*(0,1)).

8.2.2 Método de Euler Regressivo

Do sistema de equagoes diferenciais ordindrias (6.13), deduzimos o método iterativo
(6.16) dado por

(A+ AtB)d" = Ad" ' + AtF" =b",n=1,2,...,N.

No proximo teorema mostraremos que o Método de Euler regressivo ¢ incondicional-
mente estavel, ou seja, € estavel independentemente da relacao entre o At e h. Além
disso, mostraremos a ordem de convergencia do método, isto é, as estimativas de erro
em normas de espacgos de Sobolev.

Teorema 8.4. Sob a hipétese (8.51), se o dado inicial ug € HZ(0,1)NH*(0, 1), entao
a estimativa de erro para o problema discreto obtida pelo Método de Euler regressivo
(6.16), é dado por:

||€||L3°(0,T;L2(o,1)) = [Ju — Uh||Lg°(o,T;L2(o,1)) < (th + At)
L (8.52)
||6||L8°(0,T;H3(0,1)) = Jlu— uhHLOO(O,T;H&(OJ)) < (h + At)
onde ¢y e ¢y sao constantes positivas, independentes de h e At.
Demonstracao: Seja e o erro entre uy = up(t,) e u™ = u(t,), onde u é a solugao

exata e uy € a solugao aproximada, isto é,

e"=u"—uy, n=0,1,---N.
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Como anteriormente, introduzimos a projecio ortogonal P,u™, n = 0,1,..., N em VF
satisfazendo a condicao de ortogonalidade (8.50),
a(u™ — Ppu™,v) =0, YveVF eparatodo n=0,1,...,N. (8.53)

Podemos decompor o erro na forma

" =u" —up = (u" — Pu") + (Pu” —up) = p" +£" (8.54)
Sendo as estimativas de erro para o termo p" conhecidas (veja (8.11)), é suficiente
estimar o termo " paran =20,1,..., N.

A formulagao fraca do problema (8.3) calculada no tempo discreto ¢,, é dada por:
(W' (t,) :v) +a(u™,v) = (f":v), Yve Hy(0,1).

Para simplificar a notacao, vamos denotar (u')" = u/(t,), de modo que a equacao acima
toma forma

(W)™ :v) +a(u™,v) = (f":v), Yve Hy0,1). (8.55)

n—

. . 1 - .
Entao, somando e subtraindo o termo (du"%,v) na equagao acima, obtemos

(u"2 1 v) + a(u™,v) = (f7:v) + (Su™2 — ()" : v). (8.56)

Consideremos agora o equivalente aproximado (regressivo) de (8.55), isto é,
a1
(6u, 2 ) +alul,vn) = (f":on), Yo, €VE n=1,2...,N. (8.57)

Tomando em particular v = v, € VF em (8.56) e fazendo a diferenca com (8.57),
obtemos

(5u"_% - 5UZ_% top) +a(u” — uy, o) = (5“71_% — ()" : on) (8.58)

Somando e subtraindo o termo §P,u"" 2 e Pyu® € VE no primeiro e segundo termo
respectivamente e usando a decomposicao do erro (8.54), obtemos

1

(56777 up) + al€”,vp) = (u™ - ()" o) — (6p"72 s wp), Vo, € VE (859)
Note que de (8.53), tem-se a(p", v;) = 0.
Tomando em particular v, = £" em (8.59), obtemos
(0672 €M) a(€",€") = —(Fp" 2 : ") = ()" —6u""2 :€")  (8.60)

Além disso, observando que

N £ it S W 5] Rl (SRR )
e = (S5 o) < R

€718 = I IolIE™ o _ L enchy gy
> o= I = (€0 = e E o) E” o

(8.61)
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1

(00" e + () = w1 6m)) < (190" H o+ 11(w)" = 6u" o) 6" o,

obtemos, ap6s substituir os dois ultimos termos em (8.60),

1 1 1
= (16710 = 1€ o) Nlg"llo+a(€™, &%) < (1135 Hllo+ 1l )" = 0wl ) 1€" - (8:62)

Visto que a(£", &™) = of|€"]]2 + B]|€"]|2 > 0, obtemos apds multiplicar a equagao (8.62)
por At e eliminar o termo [|£"]|o,

€™ lo < €™ o + At (18" %flo + llw)" = u% o). (8.63)

Fazendo o somatorio para n =1,2,..., N e as necessarias simplificacoes, obtemos

N N
1€ Mo < 1% + Ar( 315 Hlo + 32 Ny —awrHo). (864)
n=1 n=1

Note que
Q=" —u) =" =’ +u’ —u) = —p" +u’ —u.
Logo,
1€%0 < [1p"llo + 1lu® = wpllo < ch™luolliss + [[u® = wpo-
Como a fungao u® = wu(0) é conhecida, podemos tomar u;(0) igual a u(0), ou se

necessario, satisfazendo a estimativa:
lu” = upllo < ch**Hlugllpsr, k> 1.

Assim, temos

N-1 N-1

1€¥ 00 < b uolars + At( D7 16" Fllo + D (W) = 6w 2lly).  (8.65)

n=1 n=1

Vamos agora analisar os dois termos com somatorio em (8.65). Note que

1 1 1 i
So T2 = n__ n—1y _ / ds.
prE= gt =) 2t/tnlp(S) s
Somando n = 1,2, ..., N, multiplicando por At e usando usando (8.11), obtemos

N tn tn
Ao < [0 ds <t [T ) ds. (366)
n=1 to

to
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Para o segundo termo com somatério, temos

Pela expansao de Taylor, temos

u(ty) = u(tn_1) + At/ (t,—1) + /t n (t, — s)u"(s) ds,

u(tn_1) = u(t,) — Atu'(t,) + /t nil(tn_l —s)u"(s) ds,

que podemos escrever de forma equivalente,

n—%i _ 1 n n—1\) __ n—1 1 r "
du""2 = A7 (u u ) = ()" + A7 1(tn s)u”(s) ds,
(8.67)

n—% _ 1 n n—1\ _ 1 tn "
ou —E<u —u )—( " +E/ 1(tn_1—s)u (s)ds.

Integrando por partes, obtemos

I 1 . n
- _ 1 — . o / n /
A7 (tn_1 — s)u"(s) ds A7 ((tn—l s)u'(s)|;n , + /tn1 u'(s) ds)

tn—1

= —(u)"+ é (u" - u”‘1> = —(u)" + Su"3.

Por outro lado, como a fungao f(s) = (t,—1 — s) ndo muda de sinal no intervalo
[tn_l,t |, temos pelo Teorema do Valor Médio para integrais, a existéncia de ( €
[tn_1,1t,], tal que

" , o [ NEY)
/ (th1 — s)u"(s)ds = u’(C)/ (th—1 — s)ds =u"() 5 (8.68)
tn—1 tn—1
Dessa forma, segue que
" n—1 At At
()" = 6u"2{lo = =~ [lu"(C)llo < o e | [ () llo
At
< —||U |25 (b1 tn:22(0,1)) -
Fazendo a soma paran =1,2,..., N, obtemos

N

n n—— At
> o) - 2o < —ZHU”HL too1tn2200)) < Cllu”|| oo .1:22000)).  (8.69)
= n=1
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Substituindo (8.66) e (8.69) em (8.65), obtemos
1EM o < ek {41 + é’{hk+l||u"|Loo(o,T;Hk+1) + AtHU"HLw(o,T;Lz(o,n)}- (8.70)
Usando a hipdtese (8.51), conclui-se que
1EY o = 1P (u)™ —up[lo < 7Y — up[lo < crh™™ + coAt = O(RFT + At).  (8.71)
Por outro lado, fazendo m = 0 em (8.11),
1P o = llu(t) = Pru(t)llo < [lu(t) = @(t)llo < ch™u(t)||r+1, para t fixo em [0, 77,
Entao, usando a decomposicao do erro (8.49), obtemos a seguinte estimativa,
1e™llo = llu™ = Pou™llo + [|1Pau™ — wy o = [0V lo + 1€ o = O(R*' + At),  (8.72)
o que conclui a estimativa na norma L>(0,T; L?(0,1)), ou seja,
lell Lo 0,7:22(01)) = || — un || Lo 0,7:02(0,1)) < C2 (th + At) )

De forma andloga obtém-se a estimativa Lg°(0,T; Hg(0,1). Observe que, por causa da
relagao
1P 1 = llu(t) = Pyu(®)]ly < eh*|lu(®)|lss1,

tem-se uma perda de precisao de ordem h e concluimos assim a prova do teorema. 0O
8.2.3 Método de Crank-Nicolson
Teorema 8.5. Sob a hipdtese (8.51), e os dados iniciais ug € H}(0,1) N H*1(0,1), a

solugao numérica obtida pelo método de Crank-Nicolson (6.19) tem a seguinte estima-
tiva de erro:

lellzge 72200, = It = wnll =072 < €2 (B + (A1), (8.73)
||€||Lg°(o,T;H5(o,1)) = |lu— Uh”Loo(o,T;H(}(o 1)) <c (hk (At)z) )
onde c; e ¢y sao constantes positivas independentes de h e At.
Demonstracao: A formulagao fraca do problema é dada por
(u'(t) s v) +a(u(t),v) = (f(t) :v), Vo€ Hg(0,1). (8.74)

Fazendo t = 1,1 = (n+ 3)At em (8.74) e considerando U™z e f7T3 respectivamente
como aproximagoes de u(t,) e f (tn), a equacao acima toma a forma

(W™2) :v) + a(u 2, 0) = (f"77 1 v), Yo € HH0,1). (8.75)
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Somando e subtraindo o termo (6u"*z,v) em (8.75), obtemos

(803, 0) + a(w"™*3,0) = (f**3 +¢"0), Vo€ Hy(0,1) (8.76)

1 1 1 L
onde ¢" = du"t2 — (u')"*z e sendo Ju"tz = -~ (u"*! — ") uma aproximacao para

At
u'(t,) com erro de O(At).

Por outro lado, para o problema aproximado, a formulagao é
1 il
Guy 2 cop) +alu) 2 v) = (f72 i), Vo, € VE (8.77)
Tomando em particular v = v, € VX em (8.76) e subtraindo-a de (8.77), obtemos

(6e"7% s up) + a(e" 2, up) = (g™ s vy),  Von € ViE. (8.78)

. 1 1 . -
Somando e subtraindo 6P,u"*2 e P,u™t2 € VF respectivamente no primeiro e
segundo termos da equagao acima e usando a decomposigao do erro (8.54), obtém-se

(62 s vp) + (692 s vp) + a(€7 2, v) = (9"t vn), Yoy € ViE, (8.79)

onde usamos a ortogonalidade da projecdo em V¥, ou seja,

1 1 n n
a(pn—l—zvruh) = 5 a(p o +p 7Uh> =0.

Assim, para v, = £"72 em (8.79), obtemos
(06721 €7F2) 4 a(€72,6772) = (¢" — 6p" 2 €"F2), (8.80)

Tendo em vista que

1 1 1 1
Gt et = st - e e k) = s (16 IR - i)
1
= 5= (11 o = l1g"llo) (HE™* Mo + l1€" o ). (8.81)

1 el L el
a(€"Fz, ) = allg e} + BlIEnt |5 > 0,

segue de (8.80),

1 1 1
2—At<||§n+1||0 - ||€"||0> <||€n+1||0 + ||€n||0) < (gn . 5,0n+5 : f""'i).

Aplicando a desigualdade de Schwarz no lado direito da equacao acima, obtemos

(o = e lo) (g™ o + €™M0 ) < 288 (g™l + 115p™ 2110 )€™ o
< 22t (llg" o + 180"+ o) (11" llo + €71l ).
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de onde se deduz que

n n n T 1
1€ o = 11€"lo < At(llg™llo + 116" 2 [l0)-

Assim, somando den=0an =N — 1, temos
N-1 N-1
€0 < 1% + At( S 155l + > llg" o). (8.82)
n=0 n=0

Como estamos estimando na norma L?(0,1), devemos tomar m = 0 em (8.12),
obtendo-se

1€%]0 < cxh® D g k41, (8.83)

N-1 tN tN
n % / (k+1) /
a3 ol < [ 1@ ds < [T ulads o

to to

= C2h(k+1)||u/||L1(O,T;Hk+1)~

Por outro lado, como t, 1 = (n+ 1)At, consideremos a aproximagcao de ordem O(At)

Wltyy) u'((n + 1)A;) +u(nAt) _ (u)" 2+ ()" _ (e

de modo que
L (u/>n+1 + (ul>n

g" = du"te — u'(t, L1 1) = du"tz — 5
8.85
:un—i-l_un ( )n+1+( ) ( )
At 2 '

Aplicando integracao por partes, é imediato verificar a seguinte identidade:

i | 0= s = sy as = - EO = FOL

Utilisando esta identidade com ¢(s) = u(s,x), com x € (0,1) fixado, obtemos

1 tnt1

A7 5 (s = tn)(tnyr — s)u" (s, x) ds,

g(tm I) =

de modo que

1 ft1 "
90t < 55 | o= E)tws = (s, )] ds

Logo, segue desta acima e da desigualdade de Schwarz na variavel s,

1 tn+1 1/2 tnt1 ” )
l9(tn, 2)] < 575 (s = tn)(tps1 — ) ds [u"”(s,2)["ds
tn tn

1/2
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Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

ot < g ([ 6=t =005 ) ([ s as).

Integrando os dois lados da desigualdade em = € (0,1) e aplicando o Teorema de
Fubini, obtemos

1917 < x5 /( 1) =) s ) / (63 s

1 At
)] 4(At) </ T(At—T)dT) " 1 0, 05220,0)

1
- _4( ) ||u///’|L°°(t7L7tn+1§L2(071))’

,.p

de modo que

nn
| 2% (t tns1522(0,1))

A
la™llo < 5 =5l

Assim, temos a estimativa do segundo termo em somatorio em (8.82),

26
Substituindo (8.83), (8.84) e (8.86) em (8.82), obtemos

N-1 2 N-1 (At)
n " "
At Z 19" [lo < Z Ju HL (tn,tn+1;L2(0,1)) = Ju ||L°°(0TL2(0 1)) (8.86)
n=0

1€¥1l0 < C (R ugllens + B ol oiramesny + (A0 |0z 220y ) (857)

Como por hipétese ug € H*L o' € LY(0,T, H*1(0,1)) e u"” € L>=(0,T, L*(0,1)),
podemos afirmar que existe um constante C' > 0 que depende de T', tal que

180 < CRH + (A1),
ou seja, dizemos que o erro tem ordem (h**1 + (At)?), usualmente escrito na forma
1§l < O(WM + (A1)?). (8.88)
Por outro lado, tomando m = 0 em (8.11), obtemos
1o llo < Hlu(t) = @(t)llo < ch™Hlu(t) k1,

para cada t fixo em [0, 7).

Logo, da decomposicao do erro obtemos

le¥llo = [lu™ = Puu™lo + 1 P =y llo = 10" ]lo + 16" lo = O + (At)?).
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Tomando o méximo em ¢ € [0, 7,
lell L o.r522(0,1)) = 1t — wnl| L o.150200,1)) < C (BT 4+ (At)?) .

Como a estimativa de erro no espaco L>(0,T; Hj(0,1)) é obtida no préximo teo-
rema (como caso particular com 6 = 1/2), concluimos a presente demostra¢ao. O

8.2.4 A Familia #-Métodos

Nesta secao demonstramos uma estimativa de erro para o método generalizado
trapezoidal ou #-métodos, descrito em (6.20). Como mencionado anteriormente, essa
familia engloba os métodos de Euler Progressivo (# = 0), Euler Regressivo (f = 1) e
Crank-Nicolson (8 = 1/2).

Teorema 8.6. Sob a hipdtese (8.51) e dados iniciais ug € HL(0,1) N H*1(0, 1)), a
solugao numérica obtida pelo Método Generalizado Trapezoidal (6.20) para8 € [1/2, 1],
tem a seguinte estimativa de erro:

lellze oz = v = unlli=orirz0n) < C (R + (A1) (8.89)
||€||L°o(o,T;H3(o,1)) = |lu — uhHLOO(O,T;H&(OJ)) <C (hk + (At)a) )

onde C' é uma constante positiva independente de h e At, com o« = 2 se § = 1/2 e
a=1se6#1/2.
Demonstracao: Vamos dividir a prova em duas etapas.
Etapa 1: Estimativa em L>(0,T; L*(0,1))
Seja u(t) a solucao exata na formulagao fraca (8.3) e denotemos para 6 € [0, 1],
u" T = 0u" T+ (1 — 0)u" = Ou((n + 1)At) + (1 — O)u(nAt),
u™? = 9"+ (1= 0)(u)" = 0u'((n + 1)At) 4+ (1 — O)u' (nAt).

Entao,
(wy™ :v) +a("™ 0) = (f** 1), Ve Hy(0,1). (8.90)

Somando e subtraindo Ju"*z no primeiro membro de (8.90), obtemos

(5u"+% : ’U) + a(un-i-e’,u) _ (fn—i-@ _'_gn . U), Yo € Hol(o, 1), (891)

1
onde ¢" = du"tz — ul?,

Consideremos agora o sistema aproximado em V¥ dado pela seguinte equacao dis-

creta L

(6uy, 2 cvp) +aluft vy) = (" ), Vo, € VE (8.92)
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Tomando em particular v = v, € V¥ em (8.91) e subtraindo de (8.92), obtemos
1
(Bu™ 2 — 6y 2 o) + a(u —ul v = (g7 vn), Vo, € VE (8.93)

Somando e subtraindo 5Phu"+% e Pyu"t? e VT’; nos primeiro e segundo termos na
identidade acima e usando a decomposigao do erro (8.54), obtém-se

(0672 2 vp) + (0p™2 - wn) + a(€",va) + a(p™ on) = (g" s vn),  Vun € VE. (8.94)
Como a(p™*? vy) = a(@p™* + (1 — 0)p", v,) = 0, segue que
(€7 vp) a0 w) = (g ) — (60" w), Vo e VE (8.95)
Tomando em particular v, = "% em (8.95), obtemos
(66" 2 €"0) - a(€",€"10) = (¢ 1 €"F0) = (5" €"F), Vo € VR (8.96)
Observando que
(662 €0) = (€7 — €7 0™ 4 (1 6)¢7)

(O™ 1113 + (1 = 20)(6™* : €7) = (1 = )1€"I13).

| ==
~

>

t

e}

a(gn—l—@’ gn—l—@) >

Y

obtemos de (8.96) a seguine estimativa
OllE™ I3 + (1= 20)(€™" + €7) — (1= 0) €73 < At (g" — opm 3,7+

< At(llg"llo + 160" o ) €™l
(8.97)
Como 6 € [1/2,1] implica que (1 —26) < 0, segue da desiguladade de Cauchy-Schwarz,
(1—20)(€"" : €") = (1 =20) 1€ [lolI€" [o.

Além disso, como ||€"H]|o < 0|€"T | + (1 — 0)]|€™||o, obtemos de (8.97)

n n n n n T 1 n n
(e o=l o) [Ble™ lo+(1=0)1Ello]| < At (llg™lo+185™ 1l ) [Bll€™ lo+(1-0)IIE o]
Cancelando os termos em comum no dois lados da desigualdade e fazendo a soma para
n=20,1,..., N — 1, obtemos

N-1 N-1

€10 < 11€%00 + At ( 3 186"+ o + D llg™lo)- (8.98)
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Como vimos anteriormente, para m = 0 em (8.11), obtém-se

1€%]l0 < exh™Hluolleta (8.99)

Vamos agora a analisar os dois termos restantes do lado direito de (8.98). Por

definicao
n+i 1 n+1 n 1 ft1 /
i AR vl A OL
tn

Entao, tomando a norma em L?(0, 1), obtemos

n-+ ]' bt /
lop 2l < 55 [ IF/()lods.

fazendo a soma paran =0,1,..., N — 1 e multiplicando por At, temos

N-1 . N— nt tn
ONLAEDS / 10/()llo ds = / 10(3)]o ds

1
N (8.100)
<[ (8 s ds = B s e,

0

onde usamos (8.11) com m = 0 na ultima desigualdade.

nal
Para o segundo termo de (8.98), observemos que, somando e subtraindo ut+2 na
expressao que define g", obtemos a seguinte decomposicao,
n+1 n
n n n+0 u —u n n
g" = du"tr — 0 = T—@ut“—(l—é’)ut
Lo(on D _L(n N n 8.101
= ) =g () = (0= ) () I

=gy + 95

Para estimar os termos g e gy, procedemos da mesma forma que em (8.85). Assim,

1 1 I
o = s ) 2 ) = e [ (5 )t — ) () ds (8102
e obtemos de (8.86)
N-1
ALY gtllo < ea(At? a0, 7:220.1)) - (8.103)

n=0
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Por outro lado,

g5 = —(9 - %)(uyﬂ ) = —(9 _ %) /:H W' (s) ds.

Logo aplicando a desigualdade de Schwartz temos

. 1 tn+1 % tn+1 %
sl <lo—5I([ ) ([ wer)
tn tn

Elevando ao quadrado, integrando em (0, 1) e usando o Teorem de Fubini obtemos

2 ! 2 L, fred ! 2
210 — 2 ~\vV=3 !
g5 |l g5 (z)|* dz < |0 2| At " ()]
0 tn 0

<10 — LPAHW 2y o 2o

Somando den =1,..., N — 1 e multiplicando por At, obtemos

N-1
loall® = At > llgsllE < (A02(0 = 5) I3 oirszz o)
n=1
Extraindo o quadrado conclui-se que
LNy
loall < &6 = 3) " <0220, (8.104)

Substituindo (8.103) e 8.104) em (8.101), obtemos

N-1 N-1 N-—1
A llg"lo < ALY lgtllo+ A > lghllo
n=1 n=1 n=1

(8.105)
1
< (A [u" | = 0,1, 220, + At (9 - 5) [0 | Lo 0,7:22(0,1))
e sbstituindo (8.99), (8.105) e (8.100) em (8.98), segue
1€¥110 < CR* (uolliss + Il e
(8.106)

1
+ 1 (AU Lo 0.7, 22(0,1)) + At (9 - 5) " || oo (0,7:22(0,1)) -
Portanto, podemos afirmar que

€l sz < CT) (B + (0 - 1/2)At + (A?), (8.107)
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onde
C(T) := max { [y ||u,||L1(O,T;Hk+1)a ||um||L°°(O,T,L2(0,l))> ||U”||L°o(o,T;L2(o,1))}-

Observemos que, para § = 1/2 (o que corresponde ao método de Crank-Nicolson),
temos a ordem de convergéncia O(hk“, (At)2>, mas para ¢ > 1/2, a ordem de con-
vergéncia ¢ O(h*1, At).

Por outro lado, fazendo m = 0 em (8.11), obtemos para cada t fixo em [0, 77,
1oV llo = llu(t) = Pou(t)llo < flu(t) = a(t)]lo < ch™Hu(t)|[xs-

Logo,
||p||L°°(0,T;L2(0,1)) S Clhk+1||u||Loo(0’T;Hk+l). (8108)

Da decomposicao do erro e das estimativas (8.107) e (8.108), concluimos que:

1) para 6 # 1/2,

el ze 0,22 (0,1)) < NPl o,m:22(0,0)) + €]l Lo 0,7522(0,1)) < C(hF1 + At).
(8.109)

2) para 6 =1/2,

lell Lo o,7522(00)) < |12l 0,7:0200,0)) + 1€l Lo 0,m5220,1)) < C<hk+1 + (At)Q)a

(8:110)
com o que concluimos a etapa 1 da demostracgao.
Etapa 2: Estimativa em L>=(0,T; H}(0,1)).
Considere a igualdade dada por (8.95), ou seja,
(06™ 2 vn) +al€ n) = (¢" s on) = (52 s wn), Vo €V (8.111)
Tomando em particular v, = 6¢"2 em (8.111), obtemos
106" 212 + a(E"+, 667F2) = (g" — 6p™F2 1 5E"FR), (8.112)
Para o primeiro termo de (8.112), temos
(€, 66MH) = o€~ €06 + (1 - )67
(8.113)

1
= = (P12 + (1 = 20)a(e™ € — (1= 0)[€"]2).
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onde estamos denotando || - H}/ ? ¢ (+,+)a respectivamente a norma e o produto interno
associados a forma bilinear a(-,-). Como (1 —260) < 0, temos das desigualdades de
Cauchy-Schwarz e Young,

(1—20)

(1= 20)(¢™" 5 € = (1= 20)1"lallg" o = == (™12 + l€"]2)-

Substituindo-a em (8.113), obtemos

1

a(§"*?,06™ ) 2 = (€12~ ll”2)-

Substituindo na identidade (8.112), temos a desigualdade

106513 + 557 (€12 = €™ 12) < (97 — 04, 6™ 8) < g = 3p™ Holl g™ g
< 5 (g = 6713 + o4 3),
de onde se conclui que
€2 — len2 < Atllg — 6omtE 1R < 280 (llg"3 + I5mH3). (8.114)

Somando em n de 0 a N — 1, temos

N-1

€712 < 1€°02 + 28 37 (llg™I + 130"+ 13). (8.115)

n=0

Devido a equivaléncia das normas ||.||, € ||.|[1, podemos usar a desigualdade (8.11) com
m = 1 para obter
1€%]]0 < ch* o]l

Para os dois termos restantes (veja (8.100) e (8.105)),

N—1
AN 80" 2 o < B | Lo s

n=0

A3 Mo < B0 ) oy + 88 (0~ 1) 1 mo
2. 0S5 L>°(0,T,L2(0,1)) 5 Lo°(0,T;L2(0,1)) -

Substituindo esses trés termos em (8.115), considerando a equivaléncia das normas
|- ]la el ]|l1 e observando que

(a3+---+ai)1/2 <Vk(lao| + -+ |sk]), Vk€eN, Vag,...,a, € R,
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podemos determinar C' > 0 tal que

(AL)?
2

n

[l

1E™h < (thUOHkH + R | o,y + (07,2201

1 (8.116)
+ At (9 — 5) y|u”y|Loo(o,T;Lz<o,1>>) :

Para a conclusao da prova, basta observar a decomposicao do erro. Logo, tomando
m =1 em (8.11), obtemos para cada t fixo em [0, 77,

o™l < Hlu(®) = a() [l < eh®||u(t)]ls-

Tomando o méximo ¢ € [0, 7] na tltima desigualdade e em (8.116), obtemos as esti-
mativas

C(h* + At) se 0 #1/2,
lell oo o2 0.0)) < NPl Lo 0,1:m3 0,0 €N 2o 0,313 0,1)) < {C(hk +(AH)?) se 0 =1/2,

com o que concluimos a prova do teorema. 0O
e Observagoes:

1 - No que se refere ao f-método com 0 < 6 < 1/2, temos a convergéncia condicionada a
relagao At < h%/2(1—260) no caso de diferengas finitas (veja ([19])). De forma anéloga,
no método de elementos finitos temos uma restrigao similar, ou seja At/h? < f(6).
As estimativas de erro nesse intervalo sao as mesmas de (8.89). Note também que o
Método de Euler progressivo (# = 0) é condicionalmente estdvel, como ja mencionado.

2 - Note que as estimativas obtidas dependem do grau do polinomio interpolador, além
da regularidade da soluc¢ao, como visto no Teorema (3.4). Do citado teorema, sabemos
que o erro de interpolagao (3.48) é dado por

lu = alls < ch®[lul|m,

onde o := min{k+1—s,m — s}, k é o grau do polinémio interpolador e h = max{h°}.
Em particular, se o polinomio interpolador é o polinomio linear por partes, isto é,
k =1, o erro nas normas L? e H} sdo de ordem O(h?) e O(h) respectivamente, para
toda solugao regular com m > 2. Por outro lado, se a solugao u € Hj N H?, a ordem de
convergencia tem a mesma ordem anterior, independentemente do grau do polindmio
interpolador definido em V,*.

8.3 Exercicio

Mostre que o método de Euler progressivo (6.18) é condicionalmente estavel, ou
seja, existe um § > 0 suficientemente pequeno tal que At < §h2.
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Sugestao: Usando o mesmo procedimento feito a partir de (8.54), somando e subtraindo
08 termos du" 2, obtém-se que

1 d 1
(562 < vy) + a(€™,vp) = (Su™te — Eu" cup) — (0" twy), Vo, € VEL O (8.117)
Tomando em particular v, = £™ em (8.117), obtenha estimativas semelhantes as obtidas

em (8.63) e (8.72).



CAPITULO 9

Analise Numérica da Equacao da

Onda

Nesse capitulo provaremos os resultados de convergéncia dos métodos numéricos e al-
goritmos para a Equagao da Onda, tanto no contexto do problema semidiscreto quanto
no caso discreto. Para maior aprofudamento no assunto, sugerimos ao leitor consultar,
por exemplo, as referéncias [1, 10, 11, 17].

9.1 Estimativas de Erro: Problema Semidiscreto

Nessa se¢ao vamos estabelecer estimativas de erro para os problemas semidiscretos
referentes a equacao da onda. Como anteriormente, vamos considerar as estimativas
de erros nos espagos L%(2) e H}(Q) no caso unidimensional, ou seja, 2 = (0, 1).

Vimos em (7.3) que a formulacao fraca para a equagao da onda é dada por

(u" :v) +alu,v) = (f :v),
(u(0) : v) = (ug : v), Yo e Hy(0,1), (9.1)
(W'(0) :v) = (ug : v),

onde a(-,-) é a forma bilinear definida em H}(0,1) x H;(0,1) por

1 1
a(u,v):a/ uxvmdijB/ wwdr, a>0, >0 (9.2)
0 0

(f,v):/o f(t)vdz. (9.3)

Como af(+, -) é continua e coerciva, ela define um produto escalar em H (0, 1), denotado
por (-, +)a, sendo || - ||, a norma associada.

263
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Consideremos as solugoes aproximadas uy € V,,, com V,, definido em (8.1), sendo
o problema aproximado definido por

(uy, = vp) + alup,vp) = (f : op),
(up(0) = vp) = (uop = vp), Vo e V,. (9.4)
(u},(0) : vp) = (urp : vn),
Considerando v = vy, em (9.1) e fazendo a diferenga entre (9.1) e (9.4), obtemos
(u" —upy o) + alu —uyp 2 vy) =0,
(u(0) — up(0) : vp) = (ug — uep : vp), Yo, € V. (9.5)
(u'(0) — up(0) : vp) = (ug — ugp : vp),

Consideremos a projecao P, definida anteriormente em (8.5), ou seja,
a(u(t) — Pyu(t),v) =0, Yv €V, (9.6)

de modo que, para cada t fixo, vale a estimativa (8.10), onde

Pault) =D altps, alw,t) =3 wilt)y

1=1

9.1.1 Estimativa na norma de H}(0,1)

Nunca é demais lembrar que os dados iniciais uy,(0) = ugp, € V;, € u),(0) = uyy, € Vip,
sdo essenciais para a determinagao da solugdo aproximada uy(x,t), obtida apds a re-
solugao de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. E evidente que diferentes
dados iniciais implicam em diferentes solugoes aproximadas uy(z,t). Como o objetivo é
mostrar que a solu¢ao aproximada wuy(x,t) converge para a solu¢ao exata u(z,t) em al-
guma norma, quando h — 0, é necessario que u,(0) e u},(0) convirjam, respectivamente,
para u(0) e v/(0) em alguma norma, quando h — 0.

Tendo em vista os resultados que paresentaremos, vamos supor que os dados iniciais
do problema aproximado satisfacam as seguintes estimativas:

[un(0) — Pru(0)|[s < crh,  Jup,(0) = P/ (0)[lo < e2h. (9.7)
onde P,u(0) e P,u/(0) sdo respectivamente as projegoes ortogonais de ug e u; em V.

Teorema 9.1. Se os dados iniciais satisfazem (9.7) e {u,u’,u"} C L>(0,T; Hy N H?),
o erro entre a solugao aproximada uy(x,t) e a solucao exata u(z,t) na norma Hy(0,1)
é de ordem O(h). Mais precisamente,

Ju— Uh”Loo(o,T;Hg(o,l)) + [lu" = uhllpeeo,rr20,0)) < chy (9.8)

onde ¢ é uma constante positiva independente de h.
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Notemos que, nas condi¢oes do Teorema 9.1, a seguinte estimativa é suficiente para
concluir (9.8):

lu(®) = un(®)[l + lu'(t) = w,(B)]lo < ch, ¥t € [0,T]. (9.9)

Notemos também que a constante ¢, embota nao dependente de h, depende do tempo
final T, de modo que pode tender ao infinito quando 7" — oo.

Demonstracao: Consideremoos a seguinte decomposicao do erro e(t):
e(t) = u(t) = un(t) = (u(t) = Pyu(t)) + (Prul(t) —un(t)) =: p(t) +£(2).

Somando e subtraindo P,u(t) em (9.5) e lembrando que a(p(t),vs) = 0 (veja (9.6),
obtemos
(p" () on) + (€"() s vp) +a(&(t) s vp) =0, Vo, € VE (9.10)

Como £(t) e £'(t) pertencem a V,, para todo t € [0, 7], podemos substituir v, por £'(t)
em (9.10), de modo que

(1) = €/(0) + (€"(1) - €'(1)) + al&(t). €'(¢) = 0, (9.11)
que é equivalente a
L L + 1€z} =~ 0 €. 012

Integrando (9.12) com respeito a s e usando as desigualdades de Schwarz e Young,
obtemos

1" @5 + lE®1Z < 1€ )15 + 160z + 2 i 1" () lloll€"(s) o ds
< 1I€'(0)15 + H£(0)Ili+/0 (" ()15 + N1E'()15) ds

< 1€O)IE + ||€(0)||§+/0 (" ()11 + 118" ()l + 1€(s)I17) ds

(9.13)
e como consequencia da desigualdade de Gronwall,

t
1€ @G + 1E@)la < (l|§'(0)||§+ H§(0)||3+/0 Hﬂ”(S)HgdS) exp(t), Vte[0,T].
(9.14)
Pela hipétese (9.7), [|€'(0)|lo < e2h e [[£(0)|la < c1h. Além disso, considerando
m=0ek=1em (8.11), segue que

16" | Lo 0,:22(0)) < csh?[[u”|a
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Assim, para t € [0, T, temos

I1€'O1ls + el + BIEDIE = 1€’ + IEDE < C(T)R?
e lembrando que

('@ llo + 1ED1a)* < 21" N5 +20E@) 17 < 20(T)R2, Vet € [0, 7],

segue que
I€'()llo + IE®la < V2T,
Sendo s
min{va, /3 (€01 + 1E@13) < Il
obtemos,

min{1, & V3) (1€@o-+ (Ie@I2 + lez)™ ) < vaomn

Portanto, tomado o maximo em t € [0, 7], concluimos

o~

C
/
o 1N oo < h,
1€ | 2w 07522 (0,1)) + 1€ ]I ormion) S S e

com o que terminamos a demonstracao. 0O

9.1.2 Estimativa na norma de L*(0,1)

Para obter a estimativa de erro na norma de L?(0,1), é necessario supor maior
precisao nas aproximagoes dos dados iniciais. Assim, vamos supor que

[un(0) = Pru(0)[lo < crh?; [|uj,(0) — Put(0)]lo < c2h?, (9.15)

onde, como definido anteriormente, P,u(0) e P,u’(0) sdo respectivamente as projegoes
ortogonais de ug e u; em VE.

Teorema 9.2. Se os dados iniciais satisfazem (9.15) e {u,u/,u"} C L>=(0,T; Hi N H?),
o erro entre a solugao aproximada uy,(z,t) e a solugao exata u(z,t) na norma de L*(0, 1)
é de ordem O(h?). Mais precisamente,

[ = un || e o1:22(0)) + 1 = Ul oo 0,7 22(0)) < €h®, (9.16)

onde ¢ é uma constante positiva independente de h.
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Demonstragao: Note que, pela definicao da norma L*(0,T), para obter a estimativa
(9.16) é suficiente estabelecer a desigualdade

lu(t) = un(t)llo + [lu'(t) — up(t)llo < ch?, Vvt € [0,T]. (9.17)
Com efeito, considere a decomposicao do erro,
e(t) = u(t) — un(t) = (u(t) — Byu(t)) + (Pou(t) —ua(t)) = p(t) + (1)

Fazendo mesmo procedimento de (9.10) e usando a projecao ortogonal (9.6), obtemos
a seguinte relacao equivalente a (9.13),

18" )5 + ls @12 < 11€" ()15 + ||€(0)||§+/0 (" (s)llg + 18" (s)llG) ds. (9.18)

Para a estimativa L?*(€2), podemos descarta positivo ||£(t)]], no lado esquerdo da desi-
gualdade (9.18). Assim, segue da desigualdade de Gronwall,

@I < (1€ OI + 1€ + 17 2xoirrnon ) € (9.19)

Lembrando que se w € H'(0,T,L*(0,1)), vale o Teorema Fundamental do Célculo,
isto é, vale a seguinte igualdade em L?(0, 1),

w(t) = w(0) + /Ot w'(s)ds, Vte|0,T].

Assim, temos
t
lw(®)[lo < [[w(0)]lo +/ [w'(s)l[o ds
0
e, em especial

|W@W§§ﬂWﬂm%+2<AIMK@%dQ | (9.20)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

‘wamwsﬁ(fmmmwfa

que, substiuido em (9.20), nos da

HMM&@QW@%+AHM@%@) vt € [0,7]. (9.21)
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Assim, considerando a regularidade de u, podemos tomar w = p’ na desigualdade
(9.21), de modo que

rW@%Sc@%%+AHM@%@) vt € [0,7]. (9.22)
Sendo e(t) = p(t) + £(t), temos

le' @115 < 211" )15 + 201" O3,

de onde segue, juntando (9.19) e (9.22), a seguinde desigualdade:
le' )15 < O3<||p”||%°°(0,T;L2) + 18" (0)5 + I O)1Z + ||P'(0)||3)- (9.23)

Considerando agora w = e em (9.21), obtemos

w@%SQWM%+AHaMMQ,WEMH. (9.24)

Somando as equagoes (9.23) e (9.24) obtemos
le(@®)115 + €' (®)1I5 < Cs (||P"||%oo(o,T;L2) +IE' )5 + IEO)Z + 12 (0)115

+w@%+/wwm@)
’ (9.25)

<G (HPHH%OO(O,T;LZ) +[1E°0)115 + IO e + 112/ (0)115

+W@%+f0MWWﬂdM®%)

Assim, definindo

p(t) = lle@®)lls + e’ BIE,
C = CS(HPHH%W(O,T;L?) + 18" 0)1I5 + 1§17 + 12 (0)115 + 1p(0) 15 + ||§(0)||3>,

a desigualdade (9.25) pode ser escrita na forma
t

o(t) < C+ 05/ ©(s)ds,
0

de onde se obtém pelo Lema de Gronwal

le()IIF + [l ()]s < Ce™". (9.26)
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Para concluir, vamos mostrar que cada parcela que compoe a constante C' é de
ordem O(h?). De fato, observemos inicalmente que

" ()llo = llu”(t) = Paa"llo < A Ju” () [l51

e da hipétese v’ € L>(0,T; H*1Y) c L*(0,T; H*'), segue que

T
nwmmwmzlnwwmm<w.

Portanto, para m =0 e k = 1, temos
Hp//H%OO(O,T;LZ) < /C\lh4Hu//H%°°(O.T;H2)'
Por outro lado, de (8.12) com ¢ = 0, temos
1" (O)II5 < @xh* ' (0)]13
e de (9.15),
€)1} = [lun(0) = Pru(0)[[F < &h* e (0[5 = [lu;(0) — Pra (0)]f5 < SR
Assim, como
(let)lo+ I1€'6) o) < 20le(e) 2 + 20 ()] < Crn', ¥ € 0.7},
obtemos aods extragao da raiz quadrada,
le@®)llo + ll€'(t)llo < Csh?, Wt € [0,T],

onde 68 é constante que depende de T. Logo, passando ao supremo em t € [0, 7],
temos
lell e oriz2) + (1€l oo ors2) < C(T)R? (9.27)

com o que concluimos a prova. [

9.2 Estimativa de Erro: Problema Discreto

Nesta se¢ao vamos estabelecer os erros nas normas discretas de L>(0,7T; H}(0,1))
e L>=(0,T;L*0,1)) para a discretizacio uniforme no tempo, i.e., t = nAt, n =
0,1,..., N, referentes aos métodos de Newmark (também conhecido como método 6-
Newmark) e #-método.
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e Método de Newmark
Consideremos o sistema (7.9) e a seguinte aproximacao (veja (7.16)),
1
(At)?

onde (ver em (8.36)) dj := d" + 0(d"™' —2d" +d" ) ed = (di,ds,...,dy,)", com

Multiplicando a equacao por (At)?, obtemos

A" —2d" +d") + (At)’Bdy = (At)*FY, (9.29)
que pode ser reescrito na seguinte forma

(A + H(At)zB) dmtt = (2A (- 29)(At)23) dm — (A L O(AL)? B) -
(9.30)
+ (At)? (HF"“ +OF" + (1 29)F”>,

Note que (9.30) se reduz ao método da diferenga central no caso 6 = 0.

Para inicializar o algoritmo (9.30), precisamos fornecer os dados d' e d° correspon-
dentes aos dados iniciais uy(0) = uop € uj(0) = uyp com aproximacgoes adequadas. O
seguinte resultado fornece as condicoes suficientes se u é suficientemente regular.

Lema 9.1. Seu” € L>=(0,T; Hy(0,1)), temos as seguintes estimativas:

1Pyu® = wplly + 1P’ = |y + 116(Pyu — un) 2 [lo < C(h + (A1)?),

(9.31)
[Pau® = upllo + | Pout = wyllo + [|6(Pru = up) 2 [lo < C(h® + (A1)?),

onde C representa diferentes constantes positivas independente de h e (At).

Demonstracao: Os dados iniciais sao conhecidos, u(z,0) = ug(z) e v/(z,0) = ui(x).
Entao, das desigualdades (8.10), (9.8), temos

1€ = NI Pau® = wplh < [1Powe” = wlly + [[e” = gl = [[0°]12 + [1e”]ls
< CthUOHQ + Cgh < Ch.

Por outro lado, no tempo t; = At, a solugao exata u(wz,t;) = u'(x) nao é conhecida
e assim nao ¢ possivel determinar diretamente a sua projecao Pyu(z,t1) = Pyu'(x).
Entretanto, podemos fazer uma aproximagao u(z) para a solugao exata u(z,t;) = u'(x),
a partir de uma expansao de Taylor de segunda ordem da solucao exata wu, na vizinhanca
do tempo ty = 0, ou seja,

(At)*

u'(x) = u(z,0) + u'(z,0)At + u"(z,0) 5

(9.32)
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A posigao inicial u(z,0) e a velocidade inicial u'(x,0) sao dados do problema e a
aceleracao inicial u”(z,0) pode ser obtida da equagao (7.1), para t = 0, isto é,

U (2,0) = aug(x,0) — fu(z,0) + f(z,0).
Assim, o erro da aproximacao de 7 no tempo t = t; para u' é dado por

() — () = /0 wu'"@, 5) ds. (9.33)

Com a regularidade que estamos supondo para a solugao u, i.e., u” € L>(0,T, H}(0,1)),
temos

. AL (AL — 5)? 1
lut =@t < / THUW(S)Hl ds < g||U/”||Loo(o,T,H3(o,1))(At)g- (9.34)
0 . .

Por (9.32), temos u' € H*(0,1) N H}(0,1). Logo, podemos tomar u;(x) = u'(x)
como solugao aproximada no tempo 1, ou satisfazendo a condigao ||u; — u'||; < coh.
Assim, usando a desigualdade triangular,

1P =gl < Put — [y + [l =yl < ol + flut =l
< coh o+ [lut =@l + [[@t — uy s (9.35)
S Coh + Cl(At)g + Cgh S Cg((At)g + h)

De forma analogo, supondo que ||u; —u'||g < coh? e substituindo a norma || ||; pela
norma || t||o, obtemos a estimativa

| Prut = uyllo < [|[Pou' —u'llo + [Ju' —upllo < o' flo + lut —uyllo
< coh + ||ut — @ |o + ||@t — uplo (9.36)
S Coh2 + Cl(At)g + 02h2 S Cg((At)g + h2)

Assim de (9.35) e (9.36) concluimos que:
€' < er(h+ (A7) e g0 < o2+ (A0°).
Além disso, sabemos que de'/? = 1 (e! — €°). Logo

1
1062010 < <= (11E" Mo + 1€°lo) < s (2 + (21)?). (9.37)

Portanto,

1 + 110+ 15672l < (h + (A1°).



272 Cap. 9. Analise Numérica da Equacao da Onda

De forma analoga, observando (9.36), tem-se para a norma L?(0, 1),
I€"llo + 1€%llo + 196 /2llo < (1 + (A)%).

Finalmente, concluimos a prova do Lema a partir da decomposicao do erro. 0O

Uma vez estabelecidas aproximacgoes para os dados inciais, podemos tratar a esti-
mativa de erro (ou ordem de convergéncia) para os métodos de Neumark e #-método nas
normas discretas de L>°(0,T; H () e L>(0, T'; L*(Q2)) (i.e., nas normas Lg°(0, T'; H3(9))
e LF(0,T; L*(Q))), quando o tempo ¢ varia discretamente na forma ¢, = nAt, n =
0,1,...,N.

Suponhamos a seguinte regularidade para a forca f, a solucao u e sua derivada u’
do Problema (9.1).

feL*0, T H*(0,1)), we L*(0,T; Hy(0,1) N H?(0,1))

9.38
com as derivadas {uy, wy, e, Uyt C L°°(0,T; L*(0,1)). ( )

O resultado a seguir é o anélogo discreto dos Teoremas (9.1) e (9.2).

Teorema 9.3. Supondo (9.38), se ug € H}(0,1) N H?(0,1)) e uy € HY(0,1), o erro
entre a solugao exata u do Problema (9.1) e a solugao aproximada w, do Problema
(9.4), obtida pelo método de Neumark (9.30), satisfaz as seguintes estimativas:

{ (1) [lu— unllzge 0,712 0,1y + N0 (u — Uh)||L;’72(0,T;L2(0,1)) < C(h+ (At)%),

(9.39)
(2) llu = unllgorie200) + 10w = un)lLss,0.0:22001)) < C(h* + (At)?),

onde a constante C' > 0 é independente da malha h e da discretizacao At e:

(a) para 6 > 1/4, o sistema é incondicionalmente estavel, qualquer que seja At > 0;

(b) para 6 < 1/4, o sistema é condicionalmente estavel.

Demonstracao: A ideia central da prova é obter estimativas que nos permitam aplicar
o Lema 8.2, que é o analogo discreto do Lema de Gronwall. Faremos a prova em detalhes
de (9.39) no caso (1); a prova do caso (2) segue com argumento semelhante.

O problema em questao tem sua formulagao fraca dada por
(ug = v) +alu,v) = (f :v), Yve Hy(Q). (9.40)

Considerando em (9.40) os tempos discretos (n+1)At, nAt e (n—1)At respectivamente
com pesos 0, (1 —260) e 6, somando os termos obtidos e considerando a notagao (8.36),
obtemos

(uw)y : v) +alug,v) = (f) v), Vo€ Hy(0,1).
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Somando e subtraindo o termo (6%u" : v), obtemos
(8%u" :v) +a(ug,v) = (fi +¢":v), Vv Hy0,1), (9.41)

onde ¢" = (6%u" — (uy)y) e §°u™ é a aproximacao de uy como definido em (8.36).

Por outro lado, para o problema aproximado, a formulagao é dada por
(8%us! = vp) 4+ al(un)y,vn) = (f3,vn)o, You € VE (9.42)
Substituindo v = v, € V¥ em (9.41) e subtraindo da equacao (9.42), obtemos
(6%e™ - vp) +aley,vn) = (¢" - vn), Yo, € VE
e usando a decomposicao do erro, e = £ + p,
(626" 2 wp) + (8%p = vp) + a(Elheta, vy) + alpp,vn) = (§" 1 vp), Yo, € Vi, (9.43)

No que segue, vamos considerar em (9.43)

Vp, = %(55”-1-% + 55"‘%) — 2215 (é“n-i-l gn—l>.

Assim, observando que

@ (e -2 o) = (e - @ - eh)

)

52€n —

obtemos para a primeira parcela do lado esquerdo de (9.43),

(525" tup) = (i(dgrﬂr% _ 5€n—%) . l(égn-ﬁ-% + 5€n—1/2)>

(9.44)
o4 — lag 2 12).

- o

Para o terceiro termo de (9.43) e lembrando que a forma bilinear a(-, -) define o produto
escalar (- :-), em H}(0,1), podemos escrever

(& < vn)a = 2At<§9 & - 5n_1>a_22t(5"+1 &t — fn_l)

() (e ) gyl e o)
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Somando e subtraindo o termo £" convenientemente, obtemos

R R R )

= (e e @) e (e e )

“am(e e ).
1

= g (@ e o) 4 g (e — e - e - ).
(9.45)
Substituindo (9.44) e (9.45) em (9.43),

7 (1867413 = 1064 1) + 57 (16 2 € — (67 67),)
+ o (e - ez - e - e 2) (9.46)

= S (gm0 v agd) - S (st e ).

Observe que a(py,vn) = a(uy — Pyuy,vy) = 0, pois u(t) — Pyu(t) é ortogonal ao
subespaco V¥ com relagio ao produto interno (- : -),, para qualquer que seja o valor
de t.

Multiplicando a identidade (9.46) por 2At e fazendo a soma em n = 1,... &k, com
k < N — 1, obtemos ap6s simplificacoes evidentes,
16652113 — 166713 + (€% : €510 — (€7 : €)a + Bl1EF — 7112
k=1 ) ) (9.47)
gt = Y2 = Aty (g - 0% s agmHE o).

n=1

Usando as desigualdades de Schwarz e Young para os termos (£ : £9), e 0]|¢! — £°)2
na dentidade acima, obtemos

166572115 + (€% : €710 + 01" — &2 < (196213 + (26 + )(H£ Iz + 11€°112)

_ k-1 (9.48)
N Z (g" L OEMHE 55“—%) Ay, <52p” L OEHE 55“—%).
n=1 n=1
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Analisemos agora os dois termos envolvendo somatérios em (9.48). Usando a Desigual-
dade de Schwarz, o primeiro toma a forma

k—1 k—1
> (o7 dgmtaemt) < 3 g lo (1™ Hllo + 136 o).
n=1 n=1

Usando agora a desigualdade de Young, obtemos

k—1 1 k—1 - k—1

n n+ n n+
> g€ < 52 3 Il + 5 3 b
n=1 n=1

< s loByoran + 5 Znas"--no - I

onde € > 0 é uma constante a ser definida.

Analogamente,

k—1

2 g lollse™Ho < o 950 + 5 Znas"—ano

Assim, temos a seguinte estimativa para a primeira parcela que envolve somatoério em

(9.48),

k—1 k—1
(767t +064) < oy + 3 16643+ 516643 (949)
n=1 n=1

Para o segundo termo com o somatério em (9.48), usando a desigualdade de Young
e (8.43), obtém-se que

k—1

k—l
Y@ - ae) < ;2 167+ 5 3 ll6g™+H13
e
+ 2—2 19215+ 5 S 191
1k—1 . k—1 n: £ )
< 2 310+ < 3 e + Sloe

1 — n—1 _1
< g llPullzzores) + e 6215 + —||5§’“ 2[5
B (9.50)
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Substituindo as desigualdades (9.49) e (9.50) em (9.48), obtém-se

k-1
(1= eAD[0E" 2 [F 4 (6 €57 o + 011" — €12 < W2 4 2eA8 Y [l6€" 2, (9.51)

n=1

onde
1 1 1
W= ouloan + 1000 + 1FE2IE + 20+ DO + IR, (952
Sendo (- : +), um produto interno em H{ (0, 1), vale a Identidade Polar,

(€ 670 = 7 (16 +72 — gk — )2,

que substituida em (9.51) nos fornece

_1 1 _ 1 3
(1 - e B + et + 612 + (8- 1) e - 2
k—1 (9.53)
< W24 2eAL Y 16" 3,
n=1
para todo k =1,2,..., N.
Para usar o Lema 8.2, faz-se necessario supor que as constantes no lado esquerdo de

(9.53) sejam positivas. Como ¢ > 0 foi fixado arbitrariamente, vamos fixa-lo de forma
que 1 —eAt > 0. Temos entao dois casos a considerar, a saber: § > 1/4 e 0 = 1/4.

Caso 1: 0 > 1/4. Para ¢ < 1/At fixado, definimos

Cp = min{1 — At 0 —1/4, 1/4} > 0.

Entao, segue de (9.53) a seguinte estimativa:

k—1
1 _ _ 1 o1
66313+ ll6* + €2 + e — € < & <\1/ +2eAt Y |16¢ 2||%> :

n=1

Observando que [[¢¥[[7 + [€"H[17 < 6% + ¥ 17 + [I6* — €112, temos

k—1
1 _ 1 o1
16672115 + [1€¥112 + 116" 112 < C <‘1’2 +2eAtY " |16¢ 2||3-) : (9.54)
n=1

Assim, denotando

2¢e

o = (162G IEF 12 + €2 v =0/Cp e C= o
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a desigualdade (9.54) toma a forma

k—1
" < —i—C’Atngn,
n=1
de modo que, pelo Lema 8.2, temos
Ct
e 43 + I+ e 2 < By ypmna N (959)
0
Passando ao maximo em k € {1,2,..., N}, obtemos
k—12 k|2 k12 _ €xp(CT) o
< - 7
Jnax 10g™= g+ [[€11a + 167 la < o v (9.56)
e da definicao das normas discretas, obtemos
exp(CT)

1/2

1€ 11 Lgo 0.7 + 10€ ] 222, 0,7:22) < T\Iﬂ,

Lembrando que e = £ + p, segue da desigualdade triangular,

exp(CT)
lell oo 0,753y + H5€HL<1>72(0,T;L2) < T‘Iﬂ + el oo,y + 10p1 239, 0.7:12) -

1/2
Sabendo que ||| Lee(0,r:m1) < c1h e ||5P||L;>72(0,T;L2) < coh?, e que e = u — uy, temos
lu = unll e oy + 10w = un)lliss, 0722) < C(¥? + b+ h?), (9.57)

restando-nos entdao estimar o termo W? para concluir a prova da primeira desigualdade
de (9.39) no caso 0 > 1/4.

Estimativa de ¥?: (1) Lembrando que &£(t) = Pyu(t) — up(t), segue do Lema (9.1)
que existe uma constante ¢; > 0 tal que

1
1662113 + (26 + S)UEME + 1€°12) < er (h+ (A1)%) . (9.58)
(2) Além disso, segue de (8.10) param =0e k =1,
" (®)llo < eh?[[u" ()2, ¥t € [0,T],

de modo que
1
loeligoce) < bl I3z iy (9.59)

(3) Para concluir, precisamos estimar a parcela || gH%(% (0.T:L2)"
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A fungao g", definida em (9.41), é dada por g" = §°u™ — (uy)y. Usando a definigao
do operador uy, temos
g" = 0%u" — (Qultt 4 (1 — 20)ul + Oult = (5%u™ — ul) — O(ulth — 2ulh +ult).

Apo0s sucessivas integragoes por partes, vemos que

n n 1 ft1 (tn _ 8)3 n (8 - tn— )3
(521,6 — Uy = W (/t HTutttt(s) ds + /t B Tlutttt(s) ds ).

n

De forma anéloga, integrando por partes duas vezes, obtém-se
tnt1 tn
=2+ = [ s = (s s+ [ (5=t u(s) ds.
tn tn—1

Segue da definicao de ¢",

1 tny1 thil — S 3 tn—1 S —t,_ 3
gn = W (/ %utttt(s) ds + / %Utttt(s’) dS)
tn . tn :

tnt1 tn—1
-0 </ (tn+1 — S)Utttt(s) ds + / (S — tn_l)utttt(s) dS)
t t

n n

= Oy + Py — (D3 + Dy).

Para estimar ||¢"||2, vamos analisar cada um dos termos ®; definidos acima. Da de-
finigao de ®; e do fato de que 0 < t,,.1 — s < At, para s € [t,, t,11], temos

tn+1
|(I)1| < —/ |utttt('a8)| ds.
tn

Pela desigualdade de Schwarz, temos

2

) (At)2 tn41 (At)?) tn+1 5
|17 < (31)2 " et (-, s)| ds | < 392 /. s (-, 8)|° ds.

Pelo Teorema de Fubini, temos

1 3
At

||(I’1||(2) :/ |(I)1|2d93 < —((3,))2 ||utttt(s)||%2(tmtn+1;L2)

0 .

e de forma andloga, temos

1 3
At

||(I’2||(2) :/ |(I)1|2d93 < —((3,))2 ||Utttt(5)||%2(tn,1,tn;L2)-
0 .
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Por outro lado, da definicao de ®3, temos
(2} tn+1
|q)3| S eAt/ |utttt('a S)| dS = |q)3|2 S 92(At)3/ |utttt(-, S)|2d8
tn tn

e consequentemente,

[®s[5 < 02 (AL luree ()| T21, 1102
Da mesma forma,

12415 < (AL wseee ()1 22t 1,:22)-
Com isso concluimos que

lg"[l§ < C3(At)3<Hutttt(s>’|%2(tn,tn+1;L2) + Hutttt(s)||2Lz(tn,1,tn;L2)>v

onde c3 = 4(6% + (1/3!)?). Assim, multiplicando ambos os lados da desigualdade acima

por At e somando em n=1,..., N — 1, obtemos
N-1
||g||%(2)(0,T;L2) = At Z lg™[I5 < 203(At)4||utttt||%2(0,T;L2(0,1))>
n=1
Logo,
Lo 4 2
gHgHLg(O,T;L?) < cy(Al) HuttttHLZ(O,T;LQ(O,l))‘ (9.60)

Portanto, de (9.58), (9.59) e (9.60), obtemos a desigualdade
U2 < C(h+ (A1) + ' + (A1) < C (h + (At)?)

que substituida em (9.57), fornece a estimativa (9.39) no caso > 1/4.

Caso 2: = 1/4. Consideremos a formulagao (9.43) e como anteriormente, tomemos

vy = %<5§"+% 4 55"‘%) — ﬁ(gn-i-l _ é—n—l>.

Entao, o primeiro termo de (9.44) nao se altera. Entretanto, multiplicando o segundo
termo por 2At, obtemos

a(fg,§n+1—§n_l) _ (€n+1/2+§n—1/2 . §n+1/2_§n—1/2>a _ ||§n+1/2||¢21_||€n_1/2”¢21' (961)

Assim, multiplicando (9.43) por 2At e em seguida, substituindo (9.61) e (9.44), obtemos
apos somar em n de 1 até k, k < N — 1,

k—1
651218 16422 = €23 + V22 + A S (g7 — 8P - 07 + dgb2)
n=1
(9.62)
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Com os mesmos calculos se aplicam para obter (9.49) e (9.50), isto é

k=1 k—1
n nti n— 1 n—
AN (g7 0 06 406" Y2) < gl ey + et D I15E" 2R
n=1 n=1
eAt _
+T||5§k Y215,
k—1 1 k—1
n nt i n—i n—i
—ALY (0% 1 08 4+ 06" 72) < 0 Ty 0 miany +EAE Y 110E" 3 G
n=1 n=1
eAt 1
+T||5§k 2|5,

obtemos a seguinte limitagao, apds substitur os dois ultimos termos acima em (9.62),

_1 1 1
(1 — eAL)|| 66525 + 116722 < 1|62l + 1€ )12 + gllgllig(o,T;m
1 k—1
nol
210 g0y + 2208 Y "R,

n=1

Fixando € < 1/At, denotando Cy/4 := (1 — Ate) > 0 e desprezando o termo positivo
151722, obtemos

k—1
166+ 3|2 + |[€" 512 < Wy + e AL S [|0Em2 2, (9.63)

n=1

para todo k € {1,2,..., N}, onde

W2 o= ey (€218 + €12 + 19135000y + 1" B0rm))

e ¢; = max{Cy, 1/e}. Aplicando o Lema 8.2 (o andlogo discreto do Lema de
Gronwal), obtemos

166¥7 15 < W exp(erT),

de onde se deduz, com os mesmos argumentos usados em (1),(2) e (3) no pardgrafo
sobre a estimativa de U2, a estimativa

16N =52 4 [|EN2 |2 < ¢y (b + (A1),

com o que conclimos a demonstragao. O

Note que para # < 1/4 o sistema é condicionalmente estéavel, ou seja, deve ser
satisfeita uma condigao restritiva entre {At, h}.

O proximo teorema estabelece o erro da solucao do 8-método para o problema dado
pelo sistema (7.26).
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Teorema 9.4. Sob a hipdtese (9.38), se ug € H3(0,1) N H?*(0,1)) e uy € H}(0,1),
a solugao aproximada {wy,,u,} do Problema (7.21) obtida pelo -método (7.26) com
min{o, 0} > 1/2, satisfaz a seguinte estimativa:

lw = w220 + o = wnllzeo oy < C(R+ (A7), (9.64)
onde C' é uma constante positiva independente de h e de At e

2 se 0=0=1/2,
P=1 se min{f,o} > 1/2.

Demonstracao: A formulagao fraca do problema é
(W"(t) - v) +alu(t),v) = (f(t) :v), Vve Hy(0,1),
de onde se obtém as identidades

(W'(t) :v) +alu(t),v) = (f(t):v) e (W(t):v)— (w(t):v)=0,

fazendo-se a mudanga de varidvel w(t) = u'(t). Assim, para os tempos discretos t, 11 =
(n+ 1)At e t,, = nAt, com pesos 0, (1 —0) e o, (1 — o) respectivamente na primeira e
na segunda equagao, obtemos, somando-se as equacgoes resultantes,

(Wi v) Faw" ) = (" iw) e (U7 iw) — (w7 iw) =0, Yo e H(0,1).

(9.65)
Somando e subtraindo dw"*: e Su"t: respectivamente na primeira e na segunda
equagao de (9.65), obtemos, para todo v € H}(0,1),

Sw"z v) + a(u"t? v) = (F7T0 4 g w),
(Bu 1)+, 0) = (777 4 ) .
(0u""2 1 v) — (W7 v) = (N o),
onde ¢" = duw"tz — w!? e A" = duntz — Ut
Por outro lado, para o problema aproximado, a formulagao é dada por
sw'tE +a(ut? vy = (710 ),
( n Wl on) = ( D G € vE (9.67)
(duy, %t op) — (Wp™ cp) = 0,

Tomando em particular v = v, em (9.66) e subtraindo a equagao em (9.67) daquela
em (9.66), obtemos

n+i n n
(561+2 tup) + a(62+9,vh), = (g" : vp)

L Yo, € V¥, (9.68)
(dey 2 i) — (€77 1 up) = (A" wp),
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onde denotamos e; = w — wy, € €9 = U — Uy,

Se tomarmos em particular v, = (ef™ — €3) na primeira equacdo de (9.68), v, =

(em—e?) na segunda e subtrairmos a segunda da primeira, obtemos apds as necessérias
e evidentes simplificagoes,
n+0 n+l n n+o . n+l ny __ n+l n . n+l n
aey™, ey —eg) + (el refT —ef) = (9" : €3 e5) — (A" —ey). (9.69)

Observando que x"™ = x"™/2 4+ (6§ — 1)(x"*! — x™), podemos reescreer a equacio
(9.69) na forma

ales et =)+ (60— 5 )llertt — enl2+ (el e — o)
1 n TL n n n n n n
+(a—5)r|e ol = (et =) - (et ),

1
Lembrando que e?+2 = (e 4 €') /2, obtemos da identidade acima multiplicada por
2 e, para quaisquer que sejam as constantes positivas y; e s,

5112 = lleg 2 +2(0 — 1/2)e5* - e3]2
e = el + 2o = 1/2)ler*! - et (9.70)
1 n n n n n

< g7+ Il = IR+ et = eI

Assim, com a escolha v, = (0 —1/2) e v9 = (0 — 1/2) que sdo estritamente positivas
se min{f, o} > 1/2, obtemos

les™ 112 = llezllz + lex ™ 115 — llerle < 7—Ilg I* + o e

Somando em n de 1 a N — 1, segue que

N-1 N-1
2’112 + leX' 5 < lleall + lledlls 2, Z g™ |I* + - Z A" (9.71)
n=0 n=0

Sabemos de (8.105) que
915020 = A8 D llg";
n=1
< cal Bl oy +2(0 = 5) (A0 Py,
_ (9.72)
I 303y = At Y IV
n=1

< e " Pz +2(7 — 5) (A0 Bagom
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e que para os dados iniciais, temos ao menos a seguinte estimativa:
lezllz + lledllg < esh®.

Assim, substituindo os dados acima em (9.71) e majorando as constantes por C' > 0
adequada (por exemplo, a maior das contantes), temos

led' 2+ lled' I3 < € (% + (At + (o + 6 — 1)(A8)?).

Como (a + b)* < 2(a® + b?), segue da desigualdade acima,

1/2
el + lle} o < V2C (2 + (A8)" + (o + 6 — 1)(A)?)

1/2
< \/QO(h + (A + Vo0 1At> .

Portanto, ||e [l + [leX]lo ¢ de ordem O(h + At). Observe que se 0 = 0 = 1/2,
a parcela em At na desigualdade acima desaparece, e terfamos a estimativa O(h +
(At)?). Entretanto, para a validade do argumento usado até aqui, no qual fizemos uso
da desigualdade de Holder em (9.70), fez-se necessaria a hipdtese min{co, 0} > 1/2.
Entretanto, se § = 0 = 1/2 a equagao (9.69) se simplifica e as estimativas decorrem de
forma mais direta. 0O

9.2.1 Exercicios

1. Prove que o método da diferenca central (§ = 0) em (9.30) é condicionalmente
estavel, ou seja, At/h < ¢ com § suficientemente pequeno.

2. Prove com detalhes, a estimativa de erro (9.39) na norma L?(0, 1) (ou seja, o caso
(2)) do problema totalmente discreto.






CAPITULO 10

Analise Matematica

Nesse capitulo abordaremos algumas questoes basicas sobre a andlise matematica das
equacgoes do calor e da onda, tais como existéncia, unicidade e propriedades gerais das
respectivas solugoes. Embora essas propriedades sejam importantes até para o estudo
das solugoes numéricas, nao ¢ impressindivel numa primeira abordagem saber prova-
las, razao pela qual os tépicos tratados neste capitulo nao precisam ser abordados num
primeiro curso sobre os métodos numéricos em Equagoes Diferenciais Parciais.

10.1 Equacao do Calor

No que segue demonstraremos a existéncia de solugao do problema variacional (6.1)
pelo método de Galerkin, também conhecido como método de Faedo-Galerkin (ver [13]),
a unicidade e, na sequéncia, algumas propriedades gerais da solugao.

10.1.1 Existéncia e unicidade de solucao

Teorema 10.1. Se f € L*(0,T;L*(0,1)) e up € H}(0,1), o problema (6.1) admite
uma tinica solugao u : [0,T] x (0,1) — R, satisfazendo as seguintes condigoes:

(a
(b

(c
(d

u € L*(0,T; Hy(0,1)) N C([0,T]; L*(0,1)),
u' € L*(0,T; L*(0,1)),

(u'(t) s v) +a(u(t),v) = (f :v), Yve€ H)0,1),
u(0) = uyo.

)
3 (10.1)
)

Demonstracao: No que se refere a existéncia, a demonstracao segue o mesmo proce-
dimento geral ja utilizado na construgao da solugao numérica, mas o cerne da questao
é, como veremos a seguir, o processo de limite das solugoes aproximadas.

285
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Como H{(0,1) é um espaco de Hilbert, consideremos {w; };cy uma base hilbertiana
(cuja existéncia é consequéncia do fato de H}(0, 1) ser separdvel). Seja V}, o subespago
de H}(0,1) gerado pelos m primeiros vetores dessa base, isto ¢ V,, = [wy, ..., wy,].
Para cada t € [0, 7], seja u,,(t) € V;, definida por

U (t) = Zgim(t)wi, (10.2)

onde o coeficiente g,,(t) := (gim(t), - - ., gmm(t)) é a solucao do problema de valor inicial
para o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

{ (U, (1) 2 0) + aum(t),v) = (f(t) 1 v), Vv €V, (10.3)

U (0) = g,

com a condigao inicial ug,, tal que a sequéncia {ug;, }men Seja convergente para ug em
H(0,1), isto é,

Ugm —> ug em  H(0,1) quando m — oo.

A idéia da demonstracao consiste em mostrar que existe uma sequéncia de solugoes
{tm}men do problema aproximado (10.3) pertencentes ao subespago V,, que sao li-
mitadas independentemente de m, possibilitando assim mostrar que ela admite uma
subsequéncia que converge para uma solucao exata u(x,t). Mais precisamente, substi-
tuindo (10.2) em (10.3), obtemos

(igz{m(t)wi : U) + a(iﬂim(ﬂ%ﬁ) = (f(t) :v), Yv € Vp,,
i=1 1=1
ou de forma equivalente,
igém@)(wi tv) + igim(t)a(wi, v) = (f(t) 1 v), Vv € V.
i=1 i=1
Sendo v € V,, arbitrario, podemos tomar v = w;, de onde resulta
S gl ) 15) + 5 g (Bala ) = (1) < ).
i=1 i=1

Temos assim definidas as matrizes A, B e o vetor F'(t), cujos coeficientes sao definidos
respectivamente por

Ajj = (w; s wy), By =alw,w;) e Fi(t)=(f(t):w;),
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0 que nos permite escrever o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias
Z.gz{m(t) aij + Zgz'm(t) bij=1F;, para j=1,--,m
i=1 i=1

que pode ser escrito na seguinte forma matricial:

Ag! (t)+ Bg,,(t) = F(t), Vtel0,T]
(10.4)
9 (0) = ({0, w), (w0, wa), .., (w0, wn) ) = Goyn

onde g,,(0) é a condicao inicial, g,,(t) = (gim(t), Gom(t), . - ., Gmm(t))T é 0 vetor incognita
de um sistema linear de m equagoes diferenciais ordinarias.

Vale observar que A é uma matriz de Gram, portanto simétrica e invertivel (ja
que as fungoes w; sao linearmente independentes em L*(0,1)). Assim, para cada m, o
sistema (10.4) tem uma tnica solugao

g,, € H'(0,T;R™) nC([0,T];R™),
0 que nos assegura a existéncia da solugao w,, do problema (10.3), a saber
U, € H'(0,T;V,,) N C([0,T; Vi),

Un(t) =Y gim(t)wi(x), vt € (0,7,
i=1
com g,, dado pela férmula de variacao dos parametros, isto é,
t
g,,(t) = exp(—tA™'B)g, + / exp((t — s)A™'B)A™ ' BF(s) ds.
0

O préximo passo é deteminar estimativas uniformes adequadas para as solugoes
Uy, que nos permitam obter a convergéncia (eventualmente de uma subsequéncia) cujo
limite u seja solu¢ao do problema (10.1).

Consideremos v = u/,(t) € V,, em (10.3). Entao,

(tgn () + Uy (1)) + @t (), 13, () = (f(E) 2 24, (). (10.5)

/

' (1) = ||u.,(t)||2 e como a forma bilinear a é simétrica, temos

E claro que (i, (t) : u

(1), (1)) = 5 ot (6), (1))
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Usando sucessivamente as desigualdades de Schwarz e Young, obtemos

(0w, 0) < 5 (O + 1, 1)

de modo que apds substituigao em (10.5), concluimos que

i (0115 + %a(um(t),um(t)) <If®lE, vtelo,T].

Integrando de 0 a ¢t < T', obtemos

15018 + 0,061 < 0O+ [ 506013

Como a forma bilinear a é continua em H}(0,1), ie., |a(u,v)| < Clul|jv]; para
todo u,v € H}(0,1), e u,,(0) é convergente nesse mesmo espago, a sequéncia numérica
{a(t,(0), 1 (0)) bmen € limitada, de modo que podemos garantir a existéncia de uma
constante positiva ¢; independente de m tal que

t
/ I ()2 ds + a(um(®), um(®) < e1, Vit € [0,T], Ym € N,
0
0 que nos permite concluir que

(1) {tm }men limitada em L>(0, T; Hy(0, 1)),
O . ) , (10.6)
(ii) {w),}men limitada em L=(0,7; L*(0,1)),

O Teorema de Dunfort-Pettis nos garante que o espago L*(0,T; Hj(0,1)) é o
dual topoldgico de L'(0,T; H='(0,1)). Portanto, de (ii) e do Teorema de Banach-
Alaoglu podemos extrair uma subsequéncia {u,,, }jen que converge fraco-* para u em
L>=(0,T; H3(0,1)). Além disso, de (ii) e passando a uma nova subsequéncia se ne-
cessario, podemos garantir que {u;n] }ien converge fraco para v em L*(0,7; L*(0,1)) =
L*(Q), onde Q = (0,1) x (0, 7).

Para mostrar que v = u/, basta observar que a convergéncia fraco-x de u,, em
L>=(0,T; H}(0,1)), e consequentemente a convergéncia fraca em L?(0,7T; L?(0,1))) im-
plica na convergéncia em D’(0, T; L*(0, 1)) (sentido das distribuigoes vetoriais), que por
sua vez nos garante que u,, converge para v’ no sentido das distribui¢oes. Portanto,
pelo Lema de Du Bois-Raymond (veja [13]), v = .

i)

Temos assim respectivamente de (i) e (i
(iil) (v, (t) :v) — (u/(t) : v) em L*(0,T), Vv € L*(0,1),
)

mj

(i) (i, (1), 0) = a(u(t),v) em L(0,T), Vo € Hy(0,1).
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Multiplicando por 6 € D(0,T) ambos os lados da equagao (10.3) com v = wy,
obtemos

(AT[04%@):wﬁ—%a@MHQLU%)—(f@):w@]ﬂsﬁkzzo, Vm; > k.

Passando ao limite quando m; tende ao infinito, obtemos

/OT [(UI(S) cwy) + a(u(s), wy) — (f(s) : wk)}é’(g) ds = 0.

Como k foi fixado arbitrariamente, temos

/OT [(u'(s) cv) 4+ a(u(s),v) — (f(s): v)}@(s) ds =0, Yve Hy0,1).

Como todas as parcelas envolvendo o fator v na integral acima estao definidas em
L*(0,T), segue da densidade de D(0,7) em L*(0,7),

(W'(t) : v) +a(ut),v) = (f(t) :v) em L20,T), Vo€ HL(0,1),

com o que concluimos o item (c¢) do Teorema 10.1. Por outro lado, segue dos itens (i)
e (ii) acima,

u,u' € L*(0,T; L*0,1)) = we H'(0,T;L*0,1)).
Como H'(0,T; L?(0,1)) estd contido’ em C%/2(0,T;L?(0,1)) c C([0,T]; L*(0,1)),
temos os itens (a) e (b) do enunciado.

Vamos entdo mostrar que u satisfaz a condigdo inicial definida em (d). Como
u € C([0,T); L*(0,1)), segue que u(0) estd bem definida em L?(0,1). Além disso,
Como wyy,,,u € H'(0,T;L*(0,1)) N C([0,T]; L*(0, 1)), temos?,

umj(t):uo+/ ur, (£)dg,
o vt € [0, 7).

t
ut) =u(0) + [ ().
0
Das identidades acima, obtemos para todo v € L*(0, 1),

(u(0) —ug : v) = (um, (t) —u(t) - v) — /Ot(u;mj (&) = v'(§) :v) dE

1 Se X é espago de Benach reflexivo, tem-se W1?(0,T; X) c C%([0,7]; X), com a = (p — 1)/p.
2 Se X ¢ espaco de Banach, 1 < p < oo, entdao f € WHP(0,T; X) se, e somente se, para quase todo
ts € (0.7, u(t) = u(s) + [J u'(€) d¢
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Logo, para todo v € L?(0,1),

|(u(0) = o = v)| < |(um, () — u(?) : v)|+/0 |(uy, (§) = w'(€) : )| dE.

Fazendo j — +o00 e considerando as convergencias obtidas acima, temos

lim | |(um, () — u(t) : v)| + / (e, () — /() : v)| df] )

Jj—+oo

de onde se conclui que u(0) = wy.

Para concluir a demostracao, mostremos que a solugao encontrada é tinica. Supo-
nhamos que existam duas solucoes u1, us satisfazendo as condigoes do do Teorema 10.1.
Entao,

(u) () — ub(t) : v) + aluy (t) —us(t),v) =0, Vv € Hy(0,1)

e como uy, us € L*(0,T; H}(0,1)), podemos substituir v por uy, us, de modo que
(uf () — ub(t)  ur(t) — ua(t)) + alug (t) — uz(t), ur(t) — ua(t)) = 0,Vt € [0, T).
Como a(v,v) > 0 para todo v € H}(0,1), obtemos da equagio acima

d
gl (t) = us(t)§ < 0,t € [0,T]

de onde se conclui que u; = uy apds integrar a desegualdade acima. 0O

Observacao: Vale o resultado do Teorema 10.1 para condigoes de contorno do tipo
Dirichlet, Neumann ou Mista. Além disso, a regularidade da solucao u depende da
regularidade de f. Por exemplo, se f € C*([0,T] x (0,1)), k¥ € N ou mesmo k = oo,
podemos mostrar que u € C*([g, T] x [0, 1]) qualquer que seja e > 0, independentemente
da regularidade de wuy.

10.1.2 Propriedades das solugoes

Nessa secao vamos mostrar alguns resultados gerais importantes das solugoes da
equagao do calor homogénea (f = 0), a saber: (1) o Principio do Méximo, que garante

que os valores maximo e minimo da solugdo u no compacto @ := [0,1] x [0,7] sao
atingidos necessariamente sobre a parte da fronteira
= ([o, 1] {0}) U ({0, 1} x (o,T)) coQ (10.7)

e (2) o Decaimento Exponencial, que garante que a “energia” do sistema decai expo-
nencialmente quando o tempo cresce indefinidamente.
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Embora esses resultados sejam validos para a equagao do calor num dominio limi-
tado de R™, faremos a demostracao no caso unidimensional, ja que os argumentos sao
os mesmos em qualquer dimensao.

e Principio do Maximo
Teorema 10.2. (Principio do Méximo) Seja u(x,t) solu¢ao da equagao

w(z,t) — uge(z,t) =0, (z,t) € (0,1) x (0,7, (10.8)
Entao u satisfaz as seguintes condicoes,

sup{u(z,t); (z,t) € Q} = sup{u(z,t); (z,t) €'}

inf{u(m, t) ; (QU, t) S Q} = ll’lf{u(x’ t) ; (;(;’ t) c I‘} (109>

Demonstracao: Sendo a equagao homogénea, segue da Observagao acima que u é de
classe C'*° no interior de ). Consideremos entao a fungao

v(z,t) == u(x,t) + e, &> 0.
Entéao, para todo (z,t) € (0,1) x (0,7,
v(x,t) — V(1) = —2€ < 0. (10.10)

Fixemos 0 < 77 < T e suponhamos que v admita um ponto de méximo absoluto (., t.)
no interior do retangulo @y = [0, 1] x [0,73]. Entao,

0@, t) = vo(e, ) = 0. (10.11)

Como z. é necessariamente ponto de maximo da funcao = — v(z,t.), € [0,1], vale a
desigualdade
Ve (T, te) < 0. (10.12)

Como 10.11 e 10.12 estao em contradicao com 10.10, concluimos que o méaximo de
v(x,t) ocorre na fronteira 0Q);.

Suponhamos entao que o méaximo possa ocorrer no ponto (x.,77). Nesse caso
(x,T1) seria o ponto de maximo absoluto da funcao t — v(z.,t) no intervalo [0,77].
Assim, terfamos necessariamente vy(x.,T1) > 0 e vz(z:,77) < 0, 0 que novamente
contraria 10.10. Logo,

sup{u(z,t); (z,t) € @1} < sup{v(z,t); (x,t) € Q1} = sup{v(x,t); (z,t) € 0Q1}
< sup{u(z,t); (z,t) € 0Q1} + .

Fazendo ¢ — 0 e T7 — T, obtemos

sup{u(z,t); (z,t) € @1} < sup{u(x,t); (z,t) € 0Q:}. (10.13)
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Como 0Q); C @1, a desigualdade contraria em (10.13) é evidente. Logo, temos demons-
trada a primeira condigao de (10.9). Para obter a segunda condigao, basta substituir
u por —u e repetir exatamente os mesmos argumentos da demonstragao. O

Observacao: Observe que nenhuma condigao de contorno e condigao inicial foi esta-
belecida no enunciado do Teorema 10.8. Observe também que o mesmo resultado vale
para a equagao uy(x,t) — qug,(x,t) + Pu(x,t) = 0, com o > 0 e § € R. De fato, se
considerarmos a fungao v(z,t) := exp(ft)u(z,t), entao v é solugao de (10.8).

e Decaimento Exponencial

Teorema 10.3. (Decaimento exponencial) Sejam uy € H}(0,1) eu € L*(0,+00); H3(0,1))N
C([0,4+00); L*(0,1)) a solugao de

ug(x,t) — oy, (x, t) + Pu(z,t) =0, =€ (0,1), t >0,
w(0,8) = u(1,t) =0, t>0, (10.14)

u(z,0) =up(x), =z € (0,1),

onde a > 0 e f > 0 sao constantes. Entao existe k > 0 tal que
1! )
E(t) = 5 |u(z, )| dz < E(0) exp(—kt). (10.15)
0

Demonstragao: Multiplicando a equagao (10.14) por u e integrando em (0, 1), obte-

mos
1
/ [ut(x, ulz, t) + aug(z, )2 + Bulz, t)2] dz = 0. (10.16)
0
Como
! 1d )
/ ur(@, thu(z, t) dv = (ur(t)  u(t) = 5= lul)lo
0
a identidade (10.16) toma a forma
d 1 1
—FE(t) = —a/ Uy (x, 1) dx — ﬁ/ u(z,t)? dx. (10.17)

Como u(t) € H}(0,1) para todo t > 0, segue da desigualdade de Poincaré,

1 1
/ Uy (v, ) do > 7r2/ u(z,t)* dr,
0 0

de modo que, substiuindo em (10.17), obtemos

—E(t) < —(ar® + B)E(t), Vt>0.
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Integrado a desigualdade acima, obtemos
E(t) < E(0)e~ @™ +01 vt > 0,

o que demonstra o decaimento exponecial em (10.15) com k = ar?+ 5. O

Observacao: O resultado do Teorema 10.3 vale para a equacao do calor em um
dominio limitado 2 C R"™, com a mesma demonstragao. A tunica diferenca aparece
na constante da desigualdade de Poincaré, que em uma dimensao espacial é 72 e no
caso n-dimensional é A\;(2) > 0, o primeiro auto valor do Laplaciano em 2. Além
disso, veja que o decaimento exponecial da energia E(t) continua vélido para valores
de B € (—an?,0].

10.2 Equacao da Onda

Como na secao anterior, vamos demonstrar a existéncia e unicidade de solucao da
equagao da onda pelo método de Galerkin, assim como algumas propriedades gerais da
solucao.

10.2.1 Existéncia e unicidade de solucao

Teorema 10.4. Se f € L*(0,T;L*(0,1)), ug € H}(0,1) e uy € L*(0,1), existe uma
tinica fungao u : @ = [0,7] x (0,1) — R satisfazendo as seguintes condigoes:

(a)
(b)
/ ) 1 (10.18)
(c) —(u'(t):v)+a(u(t),v) = (f(t):v) em L*(0,T), Yv € Hy(0,1),
) )

(d

Demonstracgao: Para provar a existéncia, repetimos o mesmo argumento no caso da
equagao do calor. Seja {w; };eny uma base de Hilbert do espago H}(0,1). Consideremos
Vin i= w1, wa, . .., wy,] o subespago gerado pelos m primeiros elementos da base. Entao,
qualquer funcao u,,(t) € V,, pode ser expressa na forma

Uy (F) = Z Gim (t)w;. (10.19)

Consideremos agora o problema variacional (7.3), restrito ao subespago V,,, onde pro-
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curamos uma solugao u,, : [0, 7] — V,,, tal que

(! () : ) + alun(t),v) = (f(t) :v), Yo &€ Vpy,

U (0) = ugm — up forte em Hy(0,1), (10.20)
ul (0) = uy, — uy forte em L*(0,1).

Substituindo sucessivamente v pelos elementos da base de V,,, podemos reescrever o
problema (10.20) na forma

{ Ag'(t) + Bg(t) = F(t), te(0,T),

, (10.21)
9(0)2907 g(O =9,

onde g(t) = (gim(t), ..., gmm(t)) € g; = ((u; : w1), ..., (u; : wy)), i =0,1.

O sistema (10.21) é um sistema linear de m equagoes diferenciais de segunda ordem,
que pode ser expresso como um sistema linear de 2m equagoes de primeira ordem. De
fato, como a matriz A é invertivel (é uma matriz de Gram com relacao a base de V,,,),
o sistema pode ser reescrito na forma

(i";//?fs))) - (—AO—lB B[) (i";((g) " (A_f}(t)) |

Pelo Teorma de Caratheodory, o sistema acima possui uma tnica solugao
9,0 € H2(0,T); R™) N C([0, T); R™).

o que corresponde a u,, € H*((0,T);V,,) N C([0,T7]; V,,).

Para analisar a convergéncia da sequéncia {u, } men, devemos estabelecer estimati-
vas que independam de m. Para isso, tomemos v = u/, (t) € V¥ em (10.20),. Entao

(U (1) = up () + a(um(t), up, (1) = (£ (1), u, (1)
Lembrando que

1d / 2 " o Ld 2 /
STl @I = @(t) s, 0) e 5llum(®I = alun(®), w), (1),

segue das desigualdades de Schwarz e Young,

() (1)) < 5 (7O + e ()]2)

de onde se conlui que

(O + T (D12 < 1FOIE + It (1)1
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Integrando a inequagao acima em [0, t], com ¢t < T', obtemos

[ (115 + um ()Ia < [l (0)115 + ||um(0)||§+/0 (LF )G + llur(5)1l5) ds

Da hipétese de convergéncia das sequéncias de dados inicias em (10.20), podemos
encontrar um constante C; > 0 independente de m (mas dependente de || f[|12(q)) tal
que

t
[, (D5 + lum ()5 < Ci +/0 7 (5)115 ds, (10.22)
o que nos permite deduzir pela desigualdade de Gronwall,
lun, (D)5 < Cre', Wt € [0, 7).

Voltando a desigualdade (10.22), obtemos para todo ¢ € [0, T,

t
lum(®)]la < Cy +/ ()5 ds < C1 + Ci(e’ = 1) < Chre.
0

Sendo assim, temos

(1) {tm }men limitada em L>(0, T; Hy(0, 1)), (10.23)
(ii)  {u) }men limitada em L>°(0,7T; L*(0,1)), '

As estimativas (i) e (ii) acima implicam nas condigoes obtidas para a equagao do
calor em (10.6). Portanto, com argumentos andlogos aos usados nos dois pardgrafos
ap6ds as limitagoes em (10.6), podemos concluir que

(iii) (ul,(t) :v) = (/(t) : v) em L>®(0,7), Vv € L*(0,1),

m *
(10.24)

(iv) a(un(t),v) » a(u(t),v) em L>®(0,T), Yv € H}(0,1).

Das convergéncias acima, obtemos

(! (t):v) = %(uﬁn(t) Lv) — %(u/(t) :v) em D'(0,T), Yv € Hy(0,1).

Assim, para k € N fixado, temos
(ul () : wi) + a(um(t), wy) — (f(t) : wg) =0 em D'(0,T), Vm >k

de onde se conclui, massando ao limite quando m — 400,

d

ﬁ(u'(t) cwy) + a(u(t), wy) — (f(t) s wg) =0 em D'(0,7).
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Como k foi fixado arbitrariamente, temos como conclusao,

%(u'(t) cv) +a(u(t),v) — (f(t) :v) =0 em D'(0,T),Yv € HL(0,1).

Como a fungao t — a(u(t),v) — (f(t) : v) pertence a L*(0,T), segue da equagiao acima
e do item (iii) de (10.24),

(u'(t) 1 v) € L*(0,T), %(u'(t) v) € L*(0,T), Yv € Hy(0,1) (10.25)

e em consequéncia, (u'(t) : v) € HY(0,T), Yo € H}(0,1). Assim concluimos que a
aplicagao t — (v/(t) : v) é continua em [0, T7.

Com argumentos andlogos aos usados na secao anterior, podemos mostrar que a
solugao u satisfaz as condigoes iniciais do item (d).

Para mostrar a unicidade, suponhamos u; e us duas fungoes satisfazendo os itens
(a)—(d) de (10.18). Entao w := u; — uy satisfaz

(a’) we L*(0,T; Hl( 1)) N C([O,T];L2(O, 1),
(b) w' € L*(0,T; L*(0,1)),

() (w'(t):v)+a(w(t),v) =0em L*(0,T), Vv € Hy(0,1), (10.26)
(d") w(0)=0ew'(0)=0

Infelizmente nao podemos simplesmente imitar aqui o argumento usado na equagao
do calor. Mais precisamente, ndo podemos substituir v(z) por w'(x,t) na equagao
(item (c’)) para recuperar derivadas nulas de ||u'(¢)||2 e a(u(t), u(t)), visto que, com as
hipdteses feitas, ndao podemos garantir u'(t) € H}(0,1). Para contornar essa dificul-
dade, consideremos a seguinte funcao: para cada s € (0,71, seja

olt, 5,7) { JSw x§d§ set<s,

set>s.

Como w € C([0,T]; H3(0,1)), segue que v(t,s) € C'([0,T]; Hi(0,1)) para todo s.
Substituindo v por v(¢,s) em (10.26) e integrando em ¢ € [0, s], temos

/Os(w”(t) u(t, ) dt + /Osa(w(t),v(t, §))dt = 0.

Integrando por partes a primeira das integrais acima, temos

w'(s)v(s, s) —w'(0)v(0,s) — /Os(w/(t) ' (t,8)) dt + /OS a(w(t),v(t,s))dt = 0.
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Como v(s,s) =0, w'(0) =0ev'(t,s) = dv(t,s) = w(t), a identidade acima se reduz a

/Os(w'(t) cw(t)) dt — /OS a(v'(t,s),v(t,s))dt =0,

ou seja .
5 | 5 (@1 = atete.s).0,9)) @t =0,

Portanto, ||w/(s)||2 < [|w(s)||2+a(v(0, s),v(0,s)) = 0, de onde se conclui que w'(s) = 0
para todo s, e consequentemente w(s) = w(0) =0. O

10.2.2 Conservagao de Energia

Se u é solugao da equagao onda (10.18), definimos E(t), a “energia” de u no instante
t (no caso unidimensional), por:

B(t) ::% /0 u'(:c,t)2dx+% /0 a(u(z, 1), u(z, £))) dz — /0 f@yu(e,t)de  (10.27)

Essa denominacao tem o sentido fisico da palavra energia. De fato, considerando,
por exemplo, o caso das oscilacaos de uma corda eldstica e flexivel, onde u(z, t) denota a
posi¢ao x da corda no instante ¢, as duas primeiras integrais (com valores unitérios das
constantes fisicas da corda) representam respectivamente a energia cinética e a energia
potencial devida as forgas eldsticas internas; e a tultima integral, a energia potencial
devida a distribui¢ao f(z) de forgas externas atuando no ponto x.

Observemos que na defini¢io acima, estamos supondo que u'(t) € L?(0,1), para

que a energia potencial esteja bem definida como funcao de ¢, o que nos garante o item
(b) do Teorema 10.4.

Dizemos que a energia F(t) se conserva se E(t) = F(0) para todo ¢ e para mostrar
que a energia se conserva, vamos supor que a solugao seja suficientemente regular para
que os calculos que seguem sejam justificaveis.

Multiplicando a equagao por u'(x,t) e integrando em x, obtemos

L (@1 + afu(e).ue)) — L7 u) =0

Integrando de 0 a ¢, obtemos
B(t) = 5 (I 113 + a(u(t), u()) = ( : u(t))
(Iletl13 + aluo, wo) ) = (£ : o) = E(0).

N — DN =
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Observemos que se f depende do tempo, nao pode haver conservacao da energia,
pois as forgas externas estariam acrescentando ou retirando energia do sistema.

Os argumentos formais apresentados acima podem ser matematicamente justi-
ficaveis se considerarmos mais regularidade para a solucao da equacao da onda. Por
exemplo, nas condi¢oes do teorema que segue, cuja demonstracao sera omitida, os
calculos formais sao justificados.

Teorema 10.5. Se além das hipoteses do Teorema 10.4 supusermos que

of

5 € L*(0,T; L*(0,1)), wuo € Hy(0,1)N H?*(0,1), wuy € H(0,1),

a tnica solugao de (10.18) satisfaz as seguintes condigoes:

(i) w € L>=(0,T; Hy(0,1) N H?*(0,1)),
(ii) u' € L>=(0,T; H}(0,1)),
(iii) «” € L*(0,T; L*(0,1)),
) U — qug, + fu=f, quase sempre em @),
(v) u(z,0) =up(x), u'(z,0)=wu(x), Vre (0,1).

(iv

Para a demonstracao, além dos os mesmos para as estimativas do Teorema 10.4,
usamos as condi¢oes mais regulares para obter novas estimativas, derivando a equacgao
aproximada em relacao a t.



APENDICE A

Programas computacionais:
linguagem C

PEU. cpp
typdef.h
grid.h
solver.h
PEB.cpp
elast.cpp
Calor.cpp
Onda.cpp

Problema Estacionario Unidimensional

Header file, defini¢oes dos varidveis vetorial e matricial
Header file, malha do dominio quadrado

Header file, linear solver - algoritmo de Crout
Problema Estacionario Bidimensional

Elasticidade Linear Bidimensional

Equagao do Calor Unidimensional

Equagao da Onda Unidimensional
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A.1 Problema estacionario unidimensional — PEU. cpp

/* Problema Estaciondrio Unidimensional (PEU)
Metodo de Elementos finitos
- (Alpha)u’’ + (Beta)u = f(x)
tipo=1: u() prescrita
tipo=2: du() prescrita
Linear solver: Tri-diagonal matrix

*/

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <string.h>

#define Nosm 102
#define Nelm 101
#define Xil -sqrt(3)/3
#define Xi2 sqrt(3)/3

FILE xf1;

int Nel,Nos;

int  tipol,tipo2;
float X[Nosm], Xe[3];
float H[Nelm];

float K[Nosm] [4];
float F[Nosm],D[Nosm];
float Alpha,Beta;
float A1,A2,d1,v[2];
float Uex[Nosm];

void InputData()

{
printf ("Constante Alpha = ");
scanf ("%f", &Alpha);
printf ("Constante Beta = ");
scanf ("%f", &Beta);
fprintf(£f1,"Alpha = %f\n", Alpha);
fprintf(f1,"Beta %f\n", Beta);
printf ("\n\nNumeros de elementos = ");
scanf ("%d", &Nel);
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fprintf(f1,"Numero de elementos = %d\n", Nel);

void InputCondFront ()

{
printf ("\nCond. Contorno:(tipo: 1-Dirichlet 2-Neumann)\n");
printf("Cond. do no %d (tipo, valor):", 1);
scanf ("%d %f", &tipol, &A1l);
printf("Cond. do no %d (tipo, valor):", Nos);
scanf ("%d %f", &tipo2, &A2);
}

void CoordGlobal()
{ int i;

/* divisao uniforme */

printf ("Entre com a coord. do No’ esquerda:\n");
scanf ("%f", &X[1]1);

printf ("Entre com a coord. do No’ direta:\n");
scanf ("%f", &X[Nos]);

dl = (X[Nos]-X[1])/Nel;

for (i=2; i<Nos; i++) X[i]=X[1]+d1lx*(i-1);

printf ("\nCoord. Global:\n");
fprintf(£f1,"\nCoord. Global:\n");
for (i=1; i<=Nos; i++)
{
printf(" No %d = %f\n", i, X[il);
fprintf(£f1," No %d = %f\n", i, X[il);
}

void CoordLocal(int e)
{
Xe[1] = X[el;
Xe[2] = X[e+1];
Hle]l = Xe[2] - Xel1];
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int NoLG(int e,int a)

{
if (a==1) return e;
else return (e+1);

float Xi(int e, float x) /x* Transf. isoparametrica */

{
return (Xe[1] + H[el/2*x(x+1));

void MatrizRigidez()
{ int e;
float K11,K22,K12,K21;
for (e=1; e<=Nel; e++)
{
CoordLocal(e);
K11 = Alpha/H[e] + Beta/3*H[e];
K22 = Alpha/H[e] + Beta/3*H[e];
K12 = -Alpha/H[e] + Beta/6x*H[e];
K21 = -Alpha/H[e] + Beta/6x*H[e];
/* Matriz Rigidez */
K[le] [2] += K11;
K[e] [3] = K12;
K[e+1] [1] K21;
K[e+1] [2] K22;

float forca(float x)
{

return x; /* funcao de forca prescrita */

float gl(int e, float x)
{

return (.5%forca(Xi(e,x))*(1 - x));
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float g2(int e, float x)

{

b

return (.5xforca(Xi(e,x))*(1 + x));

void VetorForca()

{

int e;
float Fel,Fe2;
for (e=1; e<=Nel; e++)
{
/* Forca local - Quadratura Gauss 2-pts */
CoordLocal(e);
Fel = H[el/2*(gl(e,Xil)+gl(e,Xi2));
Fe2 = H[e]/2%(g2(e,Xil1)+g2(e,Xi2));
/* Forca global */
F[NoLG(e,1)] += Fel;
F[NoLG(e,2)] = Fe2;

void CondFront(float A, float B)

{

switch (tipol)

{ case 1:{
K[1][2]
K[1][3]
F[1] = A;
F[2] += -K[2] [1]*A;
K[2]1[1] = O;
break;}

case 2:1{

F[1] = F[1] - Alphax*A;
break;}

I n
O =

}

switch (tipo2)

{ case 1:{
F[Nos-1] += -K[Nos-1][3]*B;
F[Nos] = B;
K[Nos-1][3] = 0;
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K[Nos] [1] = 0;
K[Nos] [2] = 1;
break;}
case 2:1{
F[Nos] = F[Nos] + Alpha*B;
break;}

void LinearSolver(float M[Nosm] [4], float F[Nosm],float X[Nosm])
{ int 1i;
float y;
for (i=1; i<Nos; i++)
{
y = M[i+1] [1]/M[i] [2];
M[i+1]1[2] += -y*M[i][3];
Fli+1] += -yxF[i];
}
/* Retro-Substituicao */
X[Nos] = F[Nos]/M[Nos] [2];
for (i=Nos-1; i>=1; i--)

X[i] = (F[i1-M[i] [31*X[i+11)/M[i][2];

void SolExatal()

{ int 1i;
float Gama = sqrt(Beta/Alpha);
float cl = exp(Gama);
float c2 = exp(-Gama);

float c3 =(A2-(1./Beta));
float c4 =(Al1xc2);

float cb =(Alxcl);

float c6 =((1./Beta)-Al);
float c8 =(Gamax(cl+c2));
float Ul[Nosm],U2,U3;

for (i=1; i<=Nos; i++)
U1[il=1./Betax*X[i];
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switch (tipol)
{ case 1:
{
switch (tipo2)
{ case 1:
/*cond. fronteira:u(x[1])=A1 e u(x[Nos])=A2x*/
/*tipol-casel,tipo2-caselx*/
{ for (i=1; i<=Nos; i++)
{ U2= (c3-A1*c2)*pow(cl,X[i]);
U3= (Al*c1l-c3)*pow(c2,X[i]);
Uex[il= U1[i]+1./(c1-c2)*(U2+U3);
}
break;
}
case 2:
/*cond. fronteira:u(x[1])=A1 e Du(x[Nos]=A2x*/
/*tipol-casel, tipo2-case2x*/
{ for (i=1; i<=Nos; i++)

{ U2=(c3+Gamaxc4)*pow(cl,X[i]);
U3=(Gama*c5-c3) *pow(c2,X[i]);
Uex[i]=U1[i]+1./c8*(U2+U3) ;

}

break;

3}
break;
case 2:
{
switch (tipo2)
{ case 1:
/*cond. fronteira:Du(x[1])=A1 e u(x[Nos]=A2x*/
/*tipol-case2,tipo2-caselx*/
{ for (i=1; i<=Nos; i++)

{ U2= (-c2xc6+Gamax*c3)*pow(cl,X[i]);
U3= ( cl*c6+Gama*c3)*pow(c2,X[i]);
Uex[i]= U1[i]+1./c8%(U2+U3);

}

break;

}

case 2:

/*cond. fronteira:Du(x[1])=A1 e Du(x[Nos]=A2%/
/*tipol-case2,tipo2-case2x*/
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{ for (i=1; i<=Nos; i++)

{ U2=(-c6/Gama)*pow(c1,X[i]);
U3=1./Gama/(c1-c2)*(c6*cl1+c3) *(pow(cl,X[i])+pow(c2,X[i]));
Uex[i]= U1[i]+(U2+U3);

}

break;

Y3}
}

void Norma(float *f)

{ int i
float L2=0, H1=0, x1, x2;
for (i=1; i<Nos; i++)

{
x1 = £f[i+1] + f[i];
x2 = fli+1] - f[i];
L2 += x1%*x1;
H1l += x2%x2;
}
v[0] = sqrt(L2/4%dl);/* Norma L~2x*/
v[1] = sqrt(L2/4*d1+H1/d1) ;*/Norma H" 1%/
}

void OutputData()

{ int i,j;
fprintf(f1,"\nMatriz Rigidez:\n");
for (i=1; i<=Nos; i++)

{
for (j=1; j<=3; j++)
fprintf (£f1," K(Od,%d)=Ukt", i,j, K[LI[31);
fprintf(£1,"\n");
}

fprintf (f1,"\nForca Prescrita:\n");
for (i=1; i<=Nos; i++)
fprintf(f1," FOD=U%E", i, F[i]);
fprintf (£f1,"\n");
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void OutputResultado()

{ int 1i;
fprintf(£1,"\n No Aproximada Exata");
for (i=1; i<=Nos; i++)
{

fprintf(£1,"\n %3d %+.8f %+.8f ", i, D[i], UexI[i]);

fprintf(£1,"\n");

void main()
{ int i;
float a0, ail;

fi=fopen("femld.out","w");

InputData();

Nos = Nel + 1;

CoordGlobal();

InputCondFront () ;

MatrizRigidez();

VetorForca() ;

/* Cond. Contorno: */

CondFront (A1,A2);

OutputData() ;

LinearSolver(K,F,D);

SolExata();

OutputResultado();

Norma (Uex) ;

a0 = v[0]; al = v[1];

for (i=1; i<=Nos; i++) D[i] = D[i] - Uex[i];
Norma (D) ;
fprintf(£1,"\n err(L2)
fprintf(£1,"\n err(H1)
fclose(f1);

%.4f \%", v[0]/a0%100);
%.4f \%", v[1]/a1%100);
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A.2 Header file — typdef.h

/*
Definition of vector and matrix type variables

*/

typedef struct{float v[2];}vec_2;
typedef struct{int v[2];}vec_2i;
typedef struct{float v[4];}vec_4;
typedef struct{float v[8];}vec_8;
typedef struct{float m[2][2];}mat_2;
typedef struct{float m[2] [4];}mat_24;
typedef struct{float m[4] [4];}mat_4;
typedef struct{float m[8] [8];}mat_8;

float *v_alloc(int n) /* float n-vetor */
{
float *v;
v= (float *) calloc(n,sizeof(float));
if (v==NULL)
{
fprintf(stderr, "nao pode alocar memoria');
exit(1);
}

return v;

float **m_alloc(int m,int n) /* float mxn-matriz */
{
int 1i;
float **a;
a=(float **) calloc(m,sizeof(float *));
if (a==NULL)
{
fprintf (stderr,"Nao pode alocar memoria");
exit(1);
}
for (i=1;i<=m;i++)
{
ali-1]=(float *) calloc(n, sizeof(float));
if (a[i-1]==NULL)
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fprintf (stderr,"Nao pode alocar memoria");
exit(1);

}

return a;

}

int *vi_alloc(int n) /* int n-vetor */
{
int *v;
v= (int *) calloc(n,sizeof(int));
if (v==NULL)
{
fprintf (stderr, "nao pode alocar memoria');
exit(1);
}

return v;

int **mi_alloc(int m,int n) /* int mxn-matriz */
{
int 1i;
int **a;
a=(int **) calloc(m,sizeof(int *));
if (a==NULL)
{
fprintf (stderr,"Nao pode alocar memoria");
exit(1);
}
for (i=1;i<=m;i++)
{
ali-1]=(int *) calloc(n, sizeof(int));
if (a[i-1]==NULL)
{
fprintf (stderr,"Nao pode alocar memoria");
exit(1);

}

return a;
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mat_24 Prod22_24(mat_2 u, mat_24 v) /* Prod. mat (2x2).(2X4) x/
{ int j;
mat_24 x;
for (j=0; j<=3; j++)
{
x.m[0] [j1=u.m[0] [0]*v.m[0] [j1+u.m[0] [1]1*v.m[1] [j];
x.m[1] [j1=u.m[1] [0]*v.m[0] [jl+u.m[1] [1]*v.m[1] [j];
}
return x;

b

vec_4 Prod44_41(mat_4 u, vec_4 v) /* Prod. mat (4x4).(4X1) */
{ int j;
vec_4 x;
for (j=0; j<=3; j++)
{
x.v[jl=u.m[jI [0]*v.v[0]+u.m[j] [1]*v.v[1]+
u.m[jl[2]*v.v[2]+u.m[j] [3]*v.v[3];
}
return Xx;

3
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A.3

/*
Re

Header file — grid.h

Header file — grid.h

giao: unit square.

Square element
Types of knot:

Functi
vec_2i
vec_2i
int
int
vec_4
mat_24
void

*/

#defin

int
int
float
int
float
float
float

vec_2i
{ vec
X.V
X.V
ret

tipo=0: outside the domain
tipo=1: boundary knot
tipo=2:

tipo=3:

tipo=4: interior knot

ons:
NoPos (int) ; No’global -> Posicao

ElmPos(int e); Posicao (No’1) de Elemento
PosNo(vec_21); Posicao -> No’global

NoLG(int a, int e); No’local(elmento) -> no’ global
Phi(float,float); Funcao interpolacao
DPhi(float,float); Gradiente da funcao interpolacao
PhiMatriz(void) ; Integr (DPhi), (Phi) do elemento

e Xi0  0.5773502691896 /* 1/sqrt(3) =/

Nelx,Nel,Nno,Neq;

band;
*X, XY ; /* x/y-coord of knot */
*typ,*eqn; /* type and eqno of knot */
Jacob; /* Jacobiano do (x,y)/(xi,eta) */
Qabij[4] [4] [2] [2];
Qab[4] [4];
NoPos(int n)
_2i x;
[0] = (n-1)%(Nelx+1);
[1] = (n-1)/(Nelx+1);
urn x;

311
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int PosNo(vec_2i x)
{

return (x.v[1]*(Nelx+1) + x.v[0] + 1);
}

vec_2i ElmPos(int e)
{ vec_2i x;

x.v[0] = (e-1)%Nelx;
x.v[1] = (e-1)/Nelx;
return Xx;

int NoLG(int a, int e)
{ vec_2i x;
x=ElmPos(e) ;
if (a==1) { x.v[0]++;}
if (a==2) { x.v[0]++; x.v[1]++; }
if (a==3) { x.v[1]++; }
return PosNo(x);

vec_4 Phi(float xi, float eta)

{ int a;
float x[4] [2]={{-1,-1},{1,-1},{1,1},{-1,1}};
vec_4 v;
for (a=0; a<=3; a++)
{
v.vlal = (1.+x[a] [0]*xi)*(1.+x[a] [1]*eta)/4;
+
return v;

mat_24 DPhi(float xi, float eta)

{ int a;
float x[4][2]={{-1,-1},{1,-1},{1,1},{-1,1}};
mat_24 g;

for (a=0; a<=3; a++)

: linguagem C
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{
g.m[0] [a] = (x[a] [0]*(1.+x[a] [1]*eta)/4);
g.m[1][a] = (x[al [1]1*(1.+x[a] [0]*xi )/4);
}
return g;

b

void PhiMatriz()
{ int i,j,k,a,b;
float xi,eta;
mat_24 B;
vec_4 g;
float q[4][2]={{-Xi0,-Xi0},{Xi0,-Xi0},{Xi0,Xi0},{-Xi0,Xi0}};

for (k=0; k<=3; k++) /* Gaussian integration 4-pts */
{

xi = qlk][0];

eta= qlk] [1];

B = DPhi(xi,eta);
for (a=0; a<=3; a++)
for (b=0; b<=3; b++)
for (i=0; i<=1; i++)
for (j=0; j<=1; j++)
Qabijlal [b] [i][j] += B.m[i]l[a] * B.m[j] [b];

g = Phi(xi,eta);
for (a=0; a<=3; a++)
for (b=0; b<=3; b++)
Qablal [b] += g.v[a]l * g.v[b];

float L2(float *u, float *v)
{ int e,a,b,na,nb;
float z={0};

for (e=1; e<=Nel; e++)
{

for (a=0; a<=3; a++)
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{
na = NoLG(a,e);
for (b=0; b<=3; b++)
{
nb = NoLG(b,e);
z += Jacob*Qab[a] [b]*u[nal*v[nb];
}
}
}
return z;

void Grid(int m)
{ int n,i;
float d;

Nelx = m;

x = v_alloc(Nelx+1);

d = 1./Nelx;

for (i=0; i<=Nelx; i++) x[i] = dx*i;
Jacob = d*d/4;

Nel = Nelx*Nelx;

Nno = (Nelx+1)*(Nelx+1);
typ = vi_alloc(Nno+1);
eqn = vi_alloc(Nno+1);

for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=4;

for (n=1; n<=Nelx+1l; n++) typ [n]
for (n=Nno-Nelx; n<=Nno; n++) typ[n]
for (n=1; n<=Nno-Nelx; n += Nelx+1) typ[n]
for (n=Nelx+1l; n<=Nno; n += Nelx+1) typ [n]

for (i=1,n=1; n<=Nno; n++)

{
if (typ[nl>1)
{
eqn[n]=i; Neq=i++;
+

else eqn[n]=0;
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}
PhiMatriz();

void GridData(FILE *f)

{ int e,n,a;
fprintf(f,"\nNo’s dos elementos:");
for (e=1; e<=Nel; e++)
{
fprintf (£f,"\nElm %4d:", e);
for (a=0; a<=3; at++)
fprintf(£f,"  %4d", NolLG(a,e));
}
fprintf (f,"\nCondicao de contorno:");
fprintf(£f,"\n No’ Tipo Egno ");
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
fprintf (f,"\n%4d %1d %4d", n, typlnl, eqn[nl);
if (n),(Nelx+1)==0) fprintf(f,"\n");
}
fprintf (f,"\nNel =4d Nno =%4d Neq =%4d ", Nel, Nno, Neq);
}
void PlotData(FILE *f1, float *f)
{ int n;
vec_21 p;
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
p = NoPos(n);
fprintf (f1,"\n)+f %+f U%+f", x[p.v[0]], ylp.v[1]]l, f[nl);
if (n%(Nelx+1)==0) fprintf(f1,"\n");
}

315
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A.4 Header file — solver.h

/*

Linear solver for AX=B
Algorithm - Crout A-symmetric
LU decomposition: U’DU -> A
Solution X -> B > V

*/

#define tol 1le-8

void LU_Decomp(float *x*A)
{ int 1i,j.,k;
float t;

for (j=1; j<Neq; j++)

{
for (i=((j-band+2)>0)7 j-band+2 : 1; i<=j-1; i++)
for (k=((j-band+1)>0)?7 j-band+l : 0; k<=i-1; k++)
ATi] [j-1] -= Alk] [i-k]=*A[k] [j-k];
for (i=((j-band+1)>0)?7 j-band+l : 0; i<=j-1; i++)
{
t = A[i][j-1];
if (fabs(A[i][0])<tol)
{ printf("\nerr 1: A[%d,%d] < %e",i+1,i+1,tol); exit(1);}
ATil [j-i] = t/A[i][0];
A[j100] -= t*A[i][j-i];
if (fabs(A[j][0])<tol)
{ printf("\nerr 2: A[%d,%d] < %e",j+1,j+1,tol); exit(1);}
}
}

3

/* Back substitution

Solution -> V */
void Solver(float **A, float *B, float *V)
{ int i,j,n;

for (j=1; j<Neq; j++)
for (i=((j-band+1)>0)? j-band+l : 0; i<=j-1; i++)
B[j] -= A[i][j-i]*B[i];
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for (j=0; j<Neq; j++)
B[jl = B[j1/A[j1[0];

for (j=Neq-1; j>=1; j—-)
for (i=((j-band+1)>0)? j-band+l : 0; i<=j-1; i++)
Bli] -= A[i] [j-iI*B[j];

/* set solution —-> V %/
for (n=1; n<=Nno; n++)
V[n] = (typ[n]==1)?7 0 : Bleqn[n]-1];
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A.5 Problema estacionario bidimensional — PEB. cpp

/*

Problema Estaciondrio Bidimensional (PEB)

Metodo de Elementos Finitos

Conducdo de calor, meio anisotropico
-(K_ij (U_,j)),i = £(x)

bi-dimensional: elementos retangulos

tipo=1: U deslocamento prescrito

tipo=0: deslocamento nao prescrito

Arquivo de Saida:
PEB.out  dados e solucoes
PEB.dat  3D-plot arquivo (para fazer o grafico)
Esse programa permite que na entrada de dados a escolha
dos trés tipos de fronteira Dirichlet, Neumann e misto
para o problema, cuja solucao exata é:
u = sen(pix*x)sen(pi*y), com x,y no intervalo[0,1].

*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <string.h>

FILE xf1;

int  Nely; /* Numero de elementos y*/

int  Ex; /* Escolha do exemplo a ser rodado */
int band; /*Banda da matriz*/

float *y;

float *x*K; /* Matriz Rigidez */

float *F; /* Vetor Carregamento-> vetor solucao-> erro */
float *u; /* Vetor deslocamento */

int *xxbdy,Nbn[5]; /*Identificando os nés da fronteirax/
float **Bv; /* Valor de fronteirax/

float *uv;

float *Dul2];

#include "typdef.h"
#include "grid.h"
#include "solver.h"



Sec. 5. Problema estacionario bidimensional — PEB. cpp 319

/* Fung3o protétipox/

void  Datalnput(void); /* Entrada de dados */

void  InputData(void); /* Dados de entrada */

void Fronteira(void); /*Identificando os nos da fronteirax/
void  CondFront(int); /* Condicao de fronteira */

void  EgNo(void); /* Nimero de No global -> Variavel */
mat_2 Hess(int); /* Hessiano D(xi,eta)/D(x,y) */

float Jacobi(int); /* Jacobiano do Hess"-1, retangulo */
mat_2 Qm(int e); /* Matriz condutividade do elemento */
float Load(float,float); /* Funcao do carregamento externo */
void LocalSystem(int); /* Rigidez-forga local */

void  GlobalSystem(void); /* Rigidez-forga global */

void  TractionBoundary(void); /* Para os nos da fronteira de Neumannx/
vec_2i NoPos(int); /* No global -> Posicao */

void  PhiMatriz(void); /* Integ (Dphi), (phi) do elemento */
void  System(void); /* Kab, Fa, Sistema Kab Xb = Fa x*/
void  Solution(void); /* Solucao Xb */

void Sol_Nodal(void);

#define XiO 0.5773502691896 /* 1/sqrt(3)-Gaussiana com 2 pontos*/
#define Pi 3.14159265359

mat_4 Kab;

vec_4 Fa;

void main()

{
int n;
vec_21 p;
f1 = fopen("PEB.out","w"); /*Arquivo de saidax/
DatalInput();
Nel = Nelx*Nely;
Nno = (Nelx+1)*(Nely+1);

band= Nelx+3;

eqn = vi_alloc(Nno+1);

typ = vi_alloc(Nno+1);

u = v_alloc(Nno+1);

uv = v_alloc(Nno+1);

n = (Nelx>=Nely)? Nelx+2 : Nely+2;
bdy = mi_alloc(5,n);

Bv = m_alloc(5,n);
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Fronteira();
CondFront (Ex) ;
EqNo () ;
K = m_alloc(Neq,band);
F = v_alloc(Nno+1);
Dul[0] = v_alloc(Nno+1);
Du[1] = v_alloc(Nno+1);

PhiMatriz();
GlobalSystem() ;
LU_Decomp (K) ;
Solver (K,F,uv);

GridData(f1);
/* uln] é a solugdo */
for (n=1; n<=Nno; n++)
uln] = (typln]l==1)7 uln] : Fleqn[n]-1];
/* solugdo exata: sen(Pi*x)*cos(Pix*y)
/* F[n] é o erro , Uln]-exact[n] */
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
p = NoPos(n);
F[n] = uln] - sin(Pix*x[p.v[0]]1)*cos(Pi*xy[p.v[1]]);
}
Sol_Nodal();
fclose(fl);
fi=fopen("PEB.dat","w"); /*Arquivo para fazer o graficox/
PlotData(f1l,u);
fclose(f1);

void DatalInput(void)
{ int i;
float d;

printf ("\n\nNumeros de x-divisao = ");
scanf ("%d", &Nelx);

x = v_alloc(Nelx+1);

d 1./Nelx;

for (i=0; i<=Nelx; i++) x[i] = dx*i;
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printf ("Numeros de y-divisao = ");
scanf ("%d", &Nely);

y = v_alloc(Nely+1);

d 1./Nely;

for (i=0; i<=Nely; i++) yl[i] = dxi;

printf ("Fronteira de Dirichlet (1), Neumann(2), Misto(3).\\
Digite o tipo de fronteira = ");
scanf ("%d", &Ex);

void Fronteira(void)
{ int n,i;

for (n=1,i=1; n<=Nelx+1l; n++,i++)
{ bdy[11[i] = n; ©Nbn[1] = 1i; }
for (n=Nelx+1,i=1; n<=Nno; n+=Nelx+1,i++)
{ bdy[2]1[i] = n; ©Nbn[2] = i; }
for (n=Nno-Nelx,i=1; n<=Nno; n++,i++)
{ bdy[3][i] = n; Nbn[3] = i; }
for (n=1,i=1; n<=Nno-Nelx; n+=Nelx+1,i++)
{ bdy[4]1[i] = n; ©Nbn[4] = 1i; }
}

void CondFront(int Ex)

{ int i,n;
vec_21i p;

for (n=1; n<=Nno; n++)
{typ[n]=0; wuln]=0;}

for (n=1; n<=4; n++)
for (i=1; i<=Nbn[n]; i++)
Bv[n] [1]=0;

if (Ex==1)
{
for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)
{
n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);
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typln] = 1; uln] = sin(Pi*x[p.v[0]]); /*Fronteira prescritax/
}
for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)
{

n = bdy[2] [i]; p = NoPos(n);

typln] = 1; uln] = 0; /*Fronteira prescritax/
}
for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)
{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

typln] = 1; u[n] = -sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescrita*/
}
for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

typln] = 1; uln] = 0; /* Fronteira prescritax/
}
}
if (Ex==2)
{

for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=0;

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)
{
n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);
Bv[1] [i] = -Pix*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescritax/
}
for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)
{
n = bdy[2] [i]; p = NoPos(n);
Bv[2] [1] = -Pixcos(Pixy[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescritax/
}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)
{
n = bdy[3]1[i]; p = NoPos(n);
Bv[3] [i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescritax/

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
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{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

Bv[4] [1] = -Pixcos(Pixy[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescritax/
}

typll] = 1; ull] = 0; /* Fixando o no global, para unicidadex/
}
if (Ex==3)

{
for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=0;

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{
n = bdy[1]1[i]; p = NoPos(n);
// typln] = 1; u[n] = sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescritax/
Bv[1] [i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescritax/
}
for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)
{
n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);
typln] = 1; uln] = 0; /* Fronteira prescritax/

//Bv[2] [i] = -Pixcos(Pixy[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescritax/
}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{
n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);
//typln] = 1; uln] = -sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Front. prescrita*/
Bv[3] [i] = -Pixcos(Pixx[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescritax/
}
for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
{
n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);
typln] = 1; uln] = 0; /* Fronteira prescritax/

//Bv[4] [i] = -Pixcos(Pixy[p.v[1]])*2; /* Front. nao prescritax/
}
}
}
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mat_2 Qm(int e)
{ mat_2 q;
vec_21 p;
float x1,x2;
p = ElmPos(e);
x1 = x[p.v[0]]; x2 = ylp.v[1]];

q.m[0] [0] = 2 + O%x1;
q.m[1] [1] = 2 + 0x*x2;
q.m[0][1] = 1;
q.m[1]1[0] = q.m[0] [1];
return q;
}
float Load(float x, float y) /*Forca prescrita*/
{
return (2*Pi*Pi*(2*sin(Pix*x)*cos(Pixy)+cos(Pi*x)*sin(Pixy)));
}

void EgNo()
{ int n,e;
for (e=1,n=1; n<=Nno; n++)

{
if (typln]l!=1)
{
eqn[n]=e; Neg=e; e++;

}

else eqn[n]=0;
ol
mat_2 Hess(int e) /* Matriz Hessianax/

{ float dx,dy;
vec_2i x1,x2,x3;

mat_2 m={{{0,0},{0,0}}};

x1 = NoPos(NoLG(0,e));
x2 = NoPos(NoLG(1,e));
x3 = NoPos(NoLG(2,e));
dx = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];
dy = y[x3.v[1]]-y[x2.v[1]];
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m.m[0] [0]= 2./dx;
m.m[1] [1]= 2./dy;
return m;

float Jacobi(int e)
{ float J;
mat_2 m;
m = Hess(e);
J=1./(m.m[0] [0]*m.m[1] [1]);
return J;

void GlobalSystem(void)
{ int e,i,j,a,b;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{
LocalSystem(e) ;
for (a=0; a<=3; at++)
{
i = eqn[NoLG(a,e)]; if (i==0) goto ipass;
F[i-1] += Fa.v[al;
for (b=0; b<=3; b++)
{
j = eqn[NoLG(b,e)]; if (j==0 || j<i) goto jpass;
K[i-1] [j-i] += Kab.m[a] [b];
jpass:;
}
ipass:;
} }
TractionBoundary () ;

}

void LocalSystem(int e)
{ int i,j,a,b;
float J;

325
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vec_21 p;

mat_2 m,Q;

float dH[2];

mat_4 X={{{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0}3}};
vec_4 qa={{0,0,0,0}},2z={{0,0,0,0}};

m = Hess(e);

dH[0] = m.m[0] [0];
dH[1] = m.m[1][1];
J = Jacobi(e);

Q = Qm(e);

for (a=0; a<=3; a++)
for (b=a; b<=3; b++)
for (i=0; i<=1; i++)
for (j=0; j<=1; j++)
X.m[a]l [b] += Jx Qabijlal [b][i][j] * Q.m[i][j] *dH[il*dH[j];

for (a=0; a<=3; a++)
for (b=0; b<=3; b++)

p = NoPos(NoLG(b,e));
z.v[a] += J*Qablal [b]l*Load(x[p.v[01],ylp.v[111);

for (a=1; a<=3; a++)
for (b=0; b<a; b++)

X.m[a] [b] = X.m[b] [a];
Kab = X;
Fa = z;

/* Termos da fronteira de Dirichlet */

for (a=0; a<=3; a++)
{ i = NoLG(a,e);

if (typlil==1) qa.v[al=ulil;

z = Prod44_41(Kab,qa);
for (a=0; a<=3; at++) Fa.v[a] -= z.v[al;

void TractionBoundary(void)
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3

int j,n,nl,n2,i1,i2;

float dx,dy,

dl;

vec_21i pl,p2;

for (n=1; n<=4; n++)

{
if (typlbdy[n] [2]]1==0)
{
for (j=1; j<Nbn[n]; j++)
{
nl = bdy[nl[jl; n2 = bdy[n][j+1];
pl = NoPos(nl); p2 = NoPos(n2);
dx = x[pl.v[0]]-x[p2.v[0]];
dy = ylpl.v[1]l]-y[p2.v[1]];
dl = sqrt(dx*dx+dy*dy) ;
i1 = eqn[nl]; i2 = eqn[n2];
if (i1!=0)
F[i1-1] += (Bv[n] [j]1/3+Bv[n] [j+1]/6)*d1;
if (i2!=0)
F[i2-1] += (Bv[n] [j+11/3+Bv[n] [j1/6)*d1;
P or o}

void System(void)

{

b

int 1i,j;

fprintf(f1,"\n\nMatriz rigidez K:");
for (i=0; i<Neq; i++)

{

fprintf(£1,"\n");
for (j=0; j<band; j++) fprintf(f1,"%+6.5f ", K[i]l[jl);

b

fprintf(£1,"\n\nVetor forca F:\n");
for (i=0; i<Neq; i++)

fprintf(f1,"%+6.5f ", F[i]);
fprintf(f1,"\n");

void Solution(void)

{

int 1i;

fprintf (f1,"\nVetor solucao X:");
for (i=0; i<Neq; i++)
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if ((i%6)==0) fprintf(f1,"\n%4d: ", i+1);
fprintf(£1,"%+6.5f ", F[il);
+
fprintf(f1,"\n");
+
/* Calcula a derivada de u em relacao as variaveis x e y*/
void Grad_U(float *u)

{
int i,k,n,m,e;
mat_24 A;
mat_2 B;
for (i=1; i<=Nno; i++)
{ Dul0][i] = 0; Dul1]l[i] = 0; }
for (e=1; e<=Nel; e++)
{
A = DPhi(-1,-1);
B = Hess(e);
m = NoLG(0,e);
for (k=0; k<=1; k++)
for (i=0; i<=3; i++)
{
n = NoLG(i,e);
Dulk] [m] += (B.m[0] [k]*A.m[0][i] + B.m[1] [k]*A.m[1][i])*uln];
Y}

vec_2 Norm(float *u) /* (Norma L2 e H1) */
{ int e,i,a,b,na,nb;

float J,da;

vec_2i x1,x2,x3;

float dl1[2];

vec_2 X={{0,0}};

for (e=1; e<=Nel; e++)

{
x1 = NoPos(NoLG(0,e));
x2 = NoPos(NoLG(1,e));
x3 = NoPos(NoLG(3,e));
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d1[0] x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];
dif1] = y[x3.v[11]-y[x1.v[1]1];
da = d1[0]*d1[1];

J = da/4;

for (a=0; a<=3; at++)
{ na = NolLG(a,e);
for (b=0; b<=3; b++)
{ nb = NoLG(b,e);
X.v[0] += JxQabla] [b]*ulna]*ulnb];
for (i=0; i<=1; i++)

X.v[1] += JxQabij[al [b] [i] [i]1*4/d1[i]/d1[i]*u[nal*u[nb];

Y r o}
X.v[0] = sqrt(X.v[0]);
X.v[1] = sqrt(X.v[1]);
return X;
}
void Sol_Nodal(void)
{ int n;
vec_2 er;
vec_21i p;
Grad_U(u);
fprintf (f1,
"\n No’ Valor Coord. (x, y) Err Du/Dx
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
p = NoPos(n);

fprintf(fl,"\n%4d %+6.5f  (%+.3f, %+.3f) "
n, uln], =x[p.v[0]], ylp.v[111);
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fprintf(£f1,"%+6.5f Y+6.5f %+6.5f", F[n], Du[O] [n], Du[1l][n]);

if (n)%(Nelx+1)==0) fprintf(f1i,"\n");
}

er = Norm(F);

fprintf(£f1,"\n L"2 error = %e H"1 error = %e", er.v[0], er.v[1]);



330

A.6

A. Programas computacionais: linguagem C

Elasticidade linear bidimensional — elast.cpp

/* Problema de Elasticidade Linear Bidimensional
Metodo de Elementos finitos
Elasticidade Linear: - (C_ijkl(u_k,1)),j = f_i(x)

bi-

dimensional, elementos retangulos

typ=1: u_i deslocamento prescrito
typ=0: u_i deslocamento nao prescrito
Arquivos de Saida:
elast.out (dados e solucoes )
elast.dat (para fazer o grafico): malha deformada

*/

Esse programa permite que na entrada de dados a escolha
dos tres tipos de fronteira Dirichlet, Neumann e Misto
para o problema, cuja solucao exata é:

u_l = u_2 = 1\pi~2(\sen\pi x\sen\pi y),

com x,y no intervalo[0,1].

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <string.h>
#include "typdef.h"

#define XiO  0.5773502691896 /

*

1/sqrt(3)-Gaussiana com 2 pontos */

#define Pi 3.14159265359

#define «ci 1.5 /* lambda */
#define c2 1.0 /* mu */
#define c3 (c1+2%c2)

/* Funcao protétipo */

void
void
void
void
void
vec_2i
vec_2i
int
int
void

DatalInput(void); /* Entrada de dados */

InputData(void); /* Dados de entrada */

Fronteira(void) ; /*Identificando os nos da fronteirax/
CondFront (int) ; /* Condicao de fronteira */
TractionBoundary(void); /* Para os nos da fronteira de Neumannx/
NoPos (int) ; /* no global -> Posicao */

ElmPos(int e); /* Posicao no do Elemento */
PosNo(vec_21); /* Posicao -> no global */

NoLG(int a, int e); /* no local(elemento) -> no global */

EqgNo (void) ; /* Nimero de no global -> Variavel x*/
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vec_4 Phi(float,float); /* Funcao teste */

mat_24 DPhi(float,float); /* Xi-Gradiente da funcao teste */
mat_2 Hess(int); /* Hessiano D(xi,eta)/D(x,y) */

float Jacob(int); /* Jacobiano do Hess"-1, retangulo */
vec_2 Force(float,float); /* Funcao do carregamento externo */
void  PhiMatriz(void); /* Integ (Dphi),(phi) do elemento */
void  LocalSystem(int); /* Rigidez-forca local */

void  GlobalSystem(void); /* Rigidez-forca global */

void  Restriction(void); /* Unicidade do Problema Neumann*/

void  Sol_Nodal(void);

void Ex_f(float *x);

void  Solver(float **, float *);
void PlotData(FILE *);

float ***m3d_alloc(int,int,int);

FILE xf1;
int Nel,Nno,Neq;
int Nelx,Nely;

int  Ex; /* Exemplo de fronteirax/

int  band; /* banda da Matriz Globalx*/

float *x,*y; /* x/y-coord do no */

float **u; /* vetor deslocamento */

float *x*K; /* Matriz Rigidez */

float *F; /* Carregamento do vetor -> vetor solucao */
int  **bdy,Nbn[5]; /* nos da fronteira e nimero total de nos da fronteira */
float ***xBv; /* Valor de fronteira de Neumann */

int  **eqn,**typ; /* Numero de equacoes e tipo do nox*/

mat_8 Kmn; /* Matriz Rigidez local, (a,i)->m=2a+i */
vec_8 Fm; /* Vetor local, (a=0..3, i=0..1) */

float Qabij[4][4][2][2];
float Qab[4][4];

/%
Constantes de Elasticidade:
cl21[2][2] [2]=
{ C1111,C1112, C1121,C1122, C1211,C1212, C1221,C1222,
C2111,C2112, C2121,C2122, C2211,C2212, €2221,C02222 };
*/
float C[2][2][2][2]=
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{ {{{c8,0}, {0,c1}}, {{0,c2}, {c2,0}}},
{{{0,c2}, {c2,0}}, {{c1,0}, {0,c3}}} };

void main()
{ int n,i;

f1 = fopen("elast.out","w");

DataInput();

Nel = Nelx*Nely;

Nno = (Nelx+1)*(Nely+1);
band= 2*Nelx+6;

eqn = mi_alloc(Nno+1,2);
typ = mi_alloc(Nno+1,2);

u = m_alloc(Nno+1,2);
n = (Nelx>=Nely)? Nelx+2
bdy = mi_alloc(5,n);

Bv m3d_alloc(5,n,2);
Fronteira();
CondFront (Ex) ;

EqNo () ;

K = m_alloc(Neq,band);
F = v_alloc(Neq);
PhiMatriz();
InputData() ;

GlobalSystem() ;
Solver (K,F);

: Nely+2;

/* considerando u[n][i] sendo a solucao U[n][i] =/

for (n=1; n<=Nno; n++)
for (i=0; i<=1; i++)

uln] [i] = (typln]l [i]==1)7 uln]l[i] : Fleqn[n] [i]-1];

if (Ex==2) /* translacao para ul[1][0]=0 x*/

{
for (n=2; n<=Nno; n++)
u[n] [0] -= u[1][0];
ul1][0] = O;

/*Translacao-Unicidade:Procedimento 3 */
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/* Seja K[n][i] sendo o erro, U[n][i]-Ex[n][i] */

Ex_f (K);
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
K[n] [0] = uln] [0]-K[n] [0];
K[n][1] = uln] [1]1-K[n][1];
}

if (Neq==2*Nno) Restriction();
Sol_Nodal();
fclose(fl);

fi=fopen("elast.dat","w");
PlotData(f1);
fclose(fl);

void DataInput()
{ int i;
float d;

printf ("\nNumeros de divisao horizontal = ");
scanf ("%d", &Nelx);

x = v_alloc(Nelx+1);

d 1./Nelx;

for (i=0; i<=Nelx; i++) x[i] = dx*i;

printf ("Numeros de divisao vertical = ");
scanf ("%d", &Nely);

y = v_alloc(Nely+1);

d = 1./Nely;

for (i=0; i<=Nely; i++) yl[i] = dx*i;

printf ("Fronteira de Dirichlet(1), Neumann(2), Misto(3). \\
Digite o tipo de fronteira = ");
scanf ("%d", &Ex);

void Fronteira(void)
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{ int n,i;

for (n=1,i=1; n<=Nelx+1l; n++,i++)
{ bdy[11[i] = n; ©Nbn[1] = 1i; }
for (n=Nelx+1,i=1; n<=Nno; n+=Nelx+1,i++)
{ bdy[2][i] = n; ©Nbm[2] = i; }
for (n=Nno-Nelx,i=1; n<=Nno; n++,i++)
{ bdy[3]1[i] = n; Nbn[3] = i; }
for (n=1,i=1; n<=Nno-Nelx; n+=Nelx+1,i++)
{ bdy[4]1[i] = n; ©Nbn[4] = 1i; }
}
void CondFront(int Ex)
{ int 1i,n;
vec_21i p;

for (n=1; n<=Nno; n++)
for (i=0; i<2; i++)
{ typ[n]l [i]1=0; uln][i]1=0; %}

for (n=1; n<=4; n++)
for (i=1; i<=Nbn[n]; i++)

{ Bv[n] [i] [0]=0; Bv[n] [i][1]=0; }

if (Ex==1)

{

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)
{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);
typ[nl [0] = 1; wuln]l[0] = O;
typ[nl [1] = 1; wuln][1] = 0;

+

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{
n = bdy[2] [i]; p = NoPos(n);
typ[n] [0] = 1; wu[n][0] = 0;
typln][1] = 1; wuln][1] = 0;

+

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);
typ[n] [0] = 1; wu[n][0] = 0;
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typ[n][1] = 1; uln]l[1] = 0;
}
for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
{
n = bdy[4][i]l; p = NoPos(n);
typ[n] [0] = 1; wu[n][0] = 0;
1; ulnl[1] = 0;

typ[n] [1]
}
}
if (Ex==2)
{
for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)
{

n = bdy[1]1[i]; p = NoPos(n);
Bv[1][i][0] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi;
Bv[1][i][1] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi*3.5;
}
for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)
{
n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);
Bv[2] [i][0] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi*3.5;
Bv[2] [i][1] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi;
}
for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)
{
n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);
Bv[3] [1] [0] = -sin(Pi*x[p.v[0]1])/Pi;
Bv[3][i][1] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi*3.5;
}
for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
{
n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);
Bv[4][i][0] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi*3.5;
Bv[4] [1] [1] = -sin(Pixy[p.v[11])/Pi;
}

/* Unicidade de solucaox/

// typl11[0] = 1; wu[1]1[0] = O; /*Procedimento 2%/

//typl11[1] = 1; wu[1]1[1] = O;
//typNelx] [1] = 1; ulNelx][1] = 0;

-
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typl[1]1[1] = 1; wl[11[1] = O; /*Procedimento 3:Unicidadex/



336

}

typ[Nelx] [1] = 1; wu[Nelx][1] = O;
}

if (Ex==3)
{
for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)
{
n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);
typ(n] [0] = 1; wuln]l[0] = O;
typ(n][1] = 1; wulnl[1] = 0;
//Bv[1]1 [i]1[0] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi;
//Bv[1]1[i]1[1] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi*3.5;
b
for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)
{
n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);
//typml[0] = 1; uln]l[0] = -cos(Pi*xy[p.v[1]])/Pi/Pi;
//typ[n][1] = 1; wulnl[1] = 0;
Bv[2] [i][0] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi*3.5;
Bv[2] [i][1] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi;
}
for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)
{
n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);
typ[n] [0] = 1; wuln]l[0] = O;
typ(nl[1] = 1; wulnl[1] = 0;
//Bv[3][i]1[0] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi;
//Bv[3]1[i]1[1] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi*3.5;
b
for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
{
n = bdy[4][i]l; p = NoPos(n);
// typ[m]l[0] = 1; wuln][0] = cos(Pixy[p.v[1]])/Pi/Pi;
// typnl[1] = 1; ulnl[1] = O;
Bv[4][i][0] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pix*3.5;
Bv[4][i]1[1] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi;
}

}

void Ex_f(float *xf)

A. Programas computacionais: linguagem C
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{ int n;
float X,Y;
vec_21 p;

for (n=1; n<=Nno; n++)

{
p = NoPos(n); X = x[p.v[0]]; Y = y[p.v[1]l];
f[n] [0] =sin(Pi*X)*sin(Pi*Y)/Pi/Pi; /#*Solucao exata na comp. horizontalx/
f[n] [1] =sin(Pi*X)*sin(Pix*Y)/Pi/Pi; /*Solucao exata na comp. verticalx/

I

vec_2 Force(float x, float y)
{ vec_2 v;
v.v[0]= ((c1+3*c2)*sin(Pi*x)*sin(Pixy)-

(c1+c2)*cos (Pi*x)*cos(Pixy)); /* Forca na comp. orizontal*/
v.v[1]= ((c1+3*c2)*sin(Pi*x)*sin(Pixy)-

(c1+c2)*cos (Pi*x)*cos(Pixy)); /* Forca na comp. vertical*/
return v;

vec_2i NoPos(int n)
{ vec_2i x;

x.v[0] = (n-1)%(Nelx+1);
x.v[1] = (n-1)/Nelx+1);
return Xx;
+
int PosNo(vec_2i x)
{
return (x.v[1]*(Nelx+1) + x.v[0] + 1);
+

vec_2i ElmPos(int e)
{ vec_2i x;

x.v[0] = (e-1)%Nelx;
x.v[1] = (e-1)/Nelx;
return Xx;

int NoLG(int a, int e)
{ vec_2i x;
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x=ElmPos(e) ;

if (a==1) { x.v[0]++;}

if (a==2) { x.v[0]++; x.v[1]++; }
if (a==3) { x.v[1]++; }

return PosNo(x);

b

void EgNo()
{ int n,e,i;
for (e=1,n=1; n<=Nno; n++)
for (i=0; i<=1; i++) /* i=0 componente horiz. i=1 comp. vertical
{
if (typln] [i]'=1)
{
eqn[n] [i]=e; Neg=e; e++;
}
else eqn[n] [i]=0;
}
}

vec_4 Phi(float xi, float eta)

{ int a;
float x[4][2]={{-1,-1},{1,-1},{1,1},{-1,1}};
vec_4 v,

for (a=0; a<=3; a++)

{
v.vlal = (1.+x[a] [0]*xi)*(1.+x[a] [1]*eta)/4;
}
return v;
}
mat_24 DPhi(float xi, float eta)
{ int a;
float x[4] [2]={{-1,-1},{1,-1},{1,1},{-1,1}};
mat_24 g;

for (a=0; a<=3; a++)

{

(x[al [0]*(1.+x[a] [1]*eta)/4);
(x[al [1]1*(1.+x[al [0]*xi )/4);

g.m[0] [a]
g.m[1] [a]
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}

return g,

mat_2 Hess(int e)
{ float dx,dy;
vec_2i x1,x2,x3;

mat_2 m={{{0,0},{0,0}}};

x1 = NoPos(NoLG(0,e));
x2 = NoPos(NoLG(1,e));
x3 = NoPos(NoLG(2,e));
dx = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];
dy = y[x3.v[1]]-y[x2.v[1]];

m.m[0] [0]= 2./dx;
m.m[1] [1]= 2./dy;
return m;

float Jacob(int e)
{ float J;
mat_2 m;

m = Hess(e);
J=1./(m.m[0] [0]*m.m[1] [1]);
return J;

b

void PhiMatriz()

{ int i,j,k,a,b;
float xi,eta;
mat_24 B;
vec_4 g;

float q[4][2]={{-Xi0,-Xi0},{Xi0,-Xi0},{Xi0,Xi0},{-Xi0,Xi0}};

for (k=0; k<=3; k++) /* Integracao Gaussiana com 4 pontos */

{

xi
eta

qlk] [0];
qlk] [1];

339
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B = DPhi(xi,eta);
for (a=0; a<=3; a++)
for (b=0; b<=3; b++)
for (i=0; i<=1; i++)
for (j=0; j<=1; j++)
Qabijlal [b] [i]1[j] += B.m[i][a]l * B.m[j] [b];

g = Phi(xi,eta);
for (a=0; a<=3; a++)
for (b=0; b<=3; b++)
Qablal [b] += g.v[a] * g.v[b];

void GlobalSystem()
{ int e,i,j,a,b,r,s;

for (e=1; e<=Nel; e++)
{
LocalSystem(e) ;
for (a=0; a<=3; a++)
for (r=0; r<=1; r++)
{
i = eqn[NoLG(a,e)] [r]; if (i==0) goto ipass;
F[i-1] += Fm.v[2*a+r];

for (b=0; b<=3; b++)
for (s=0; s<=1; s++)

{
j = eqn[NoLG(b,e)] [s]; if (j==0 || j<i) goto jpass;
K[i-1] [j-i] += Kmn.m[2*a+r] [2*b+s];
jpass:;
}
ipass:;
}
}
TractionBoundary() ;

b

void LocalSystem(int e)
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{

int i,j,k,1,a,b,r,s;

float J;

vec_2 fi;

vec_21i p;

mat_2 m;

float dH[2];

mat_8 X={{{0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,0},
{0,0,0,0,0,0,0,0%},{0,0,0,0,0,0,0,0},
{0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,0%},

0,0

{0,0,0,0,0,0,0,0}3{O,O,O’ b ,0,0,0}}};

vec_8 qa={{0,0,0,0,0,0,0,0}};

vec_8 z={{0,0,0,0,0,0,0,0}},z9={{0,0,0,0,0,0,0,0}};
float eil2][2]={{1,0},{0,1}3}; /* base canonica */

m = Hess(e);

dH[0] = m.m[0] [0];
dH[1] = m.m[1][1];
J = Jacob(e);

for (a=0; a<=3; a++)
for (r=0; r<=1; r++)
for (b=0; b<=3; b++)
for (s=0; s<=1; s++)
{
for (i=0; i<=1; i++)
for (j=0; j<=1; j++)
for (k=0; k<=1; k++)
for (1=0; 1<=1; 1++)

X.m[2+a+r] [2¥b+s] += Qabijl[al [b] [i][j] * C[i] [k][j][1]

* JxdH[i1*dH[j] * eilr][k] * eils][1];
Kmn = X;

for (a=0; a<=3; a++)
for (i=0; i<=1; i++)
for (b=0; b<=3; b++)

p = NoPos(NoLG(b,e));

fi= Force(x[p.v[0]],ylp.v[1]11);

z.v[2*a+i] += J*Qabla] [b]* fi.v[i];
}

341
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/%
voi

{
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Fm = z;

/* Termos da Fronteira de Dirichlet */
for (a=0; a<=3; a++)
{ k = NoLG(a,e);

for (r=0; r<=1; r++)

if (typlk] [r]==1) qa.v[2*a+r] = ulk] [r];
}
for (i=0; i<=7; i++)
for (j=0; j<=7; j++)

zq.v[i] += Kmn.m[i] [jl*qa.v[j];

for (i=0; i<=7; i++)
Fm.v[i] -= zq.v[i];

Contribuicao da Fronteira de Neumann na Forca */
d TractionBoundary(void)

int j,s,n,nl,n2,i1,1i2;
float dx,dy,dl;
vec_21i pl,p2;

for (n=1; n<=4; n++)
for (s=0; s<=1; s++)
for (j=1; j<Nbn[n]; j++)

{
nl = bdy[nl[j]; n2 = bdy[n][j+1];
pl = NoPos(nl); p2 = NoPos(n2);
dx = x[pl.v[0]]-x[p2.v[0]];
dy = ylpl.v[1]1]-y[p2.v[1]];
dl = sqrt(dx*dx+dy*dy) ;
il = eqn[ni] [s]; 1i2 = eqn[n2][s];
if (i1!=0)
F[i1-1] += (Bv[n] [j][s]/3+Bv[n] [j+1][s]/6)*d1;
if (i2!=0)
F[i2-1] += (Bv[n] [j+1][s]/3+Bv[n] [j][s]/6)*d1l;
}
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/%
Sistema Linear AX=B, solucao X -> B
Algoritmo de Crout A e simetrica
*/
void Solver(float **A, float *B)
{ int i,j,k;

float t;

float tol=1.e-8;

/* U’DU - Decomposicao de Crout */
for (j=1; j<Neq; j++)

{
for (i=((j-band+2)>0)7 j-band+2 : 1; i<=j-1; i++)
for (k=((j-band+1)>0)? j-band+l : 0; k<=i-1; k++)
Ali] [j-1] -= Alk] [i-k]*A[k] [j-k];
for (i=((j-band+1)>0)? j-band+l : 0; i<=j-1; i++)
{
t = A[i][j-1];
if (fabs(A[i] [0])<tol)
{ printf("err 1: A[}d,%d] < %e",i+1,i+1,tol); exit(1);}
Ali] [j-1] = t/A[i][0];
A[j100] -= txA[i][j-i];
if (fabs(A[j][0])<tol)
{ printf("err 2: A[%d,%d] < %e",j+1,j+1,tol); exit(1);}
ror

/* Solucao do Sistema, considerando a banda */

for (j=1; j<Neq; j++)

for (i=((j-band+1)>0)?7 j-band+l : 0; i<=j-1; i++)
B[jl -= A[i][j-i]*B[i];

for (j=0; j<Neq; j++)
B[j] = B[jl1/A[j1[0];

for (j=Neqg-1; j>=1; j—-)
for (i=((j-band+1)>0)? j-band+l : 0; i<=j-1; i++)
B[i] -= A[i][j-i]*B[j];
}

void InputData()
{ int e,n,a,i;
fprintf(f1,"\nNo’s dos elementos:");
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for (e=1; e<=Nel; e++)
{

fprintf(£1,"\nElm %4d:", e);

for (a=0; a<=3; a++)

{

fprintf(£f1,"  %4d", NolLG(a,e));

T}
fprintf(f1,"\n");
fprintf(f1,"\n No’ H&V Eqn Tipo");
for (n=1; n<=Nno; n++)
for (i=0; i<=1; i++)
{

fprintf(£f1,"\n%4d %d %4d %hd",

n, i+1, eqn[n] [i],typ[n] [i]);

}
for (n=1; n<=4; n++)
{
fprintf(£1,"\n bdy: %d", n);
fprintf(£f1,"\n No typ(x,y)  valor Bv(x,y)");
for (i=1; i<=Nbn[n]; i++)
{
fprintf(£1,"\n %2d: %3d (%d, %d) (o*f, %+£)", 1, bdy[n][i],
typlbdy[n] [i]1]1[0], typlbdy[n][il][0], Bv[nl[il[1], Bv[n][i]l[1]);
}
}

vec_2 Norm(float **u) /* (Normas L2 e H1 ) x/

{

int e,i,a,b,na,nb;
float J,da;
vec_2i x1,x2,x3;
float dl1[2];
vec_2 X={{0,0}};

for (e=1; e<=Nel; e++)

{
x1 = NoPos(NoLG(0,e));
x2 = NoPos(NoLG(1,e));
x3 = NoPos(NoLG(2,e));

dl[0] = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];
dif[1] = y[x3.v[1]]-y[x2.v[1]];
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da = d1[0]*d1[1];
J = da/4;

for (a=0; a<=3; at++)
{
na = NoLG(a,e);
for (b=0; b<=3; b++)
{
nb = NoLG(b,e);
X.v[0] += Jx Qabl[a] [b] =*
(u[na] [0]*u[nb] [0] + ulna] [1]*u[nb] [1]);
for (i=0; i<=1; i++)
X.v[1] += J % Qabij [al [b] [1] [i] =* 4/d1[il/d1[i] =
(ulna] [0]*u[nb] [0] + ulnal [1]*ulnb][1]);

P r}

X.v[0] = sqrt(X.v[0]);
X.v[1] = sqrt(X.v[1]);
return X;

3

float Integral(float *f)
{ int e,a,n;

float J;

float X=0;

for (e=1; e<=Nel; e++)
{
J = Jacob(e);
for (a=0; a<=3; a++)
{
n = NoLG(a,e);
X += J x f[n];
}
}
return X;

b

/* Procedimento 1:Unicidade para o Problema de Neumann */
void Restriction()
{ int n;

vec_21i p;
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float b1,b2,b3,10,I11,12,1I3;
float D,W[3][3],C1,C2;

for (n=1; n<=Nno; n++) F[n] = 1;
10 = Integral(F);
for (n=1; n<=Nno; n++)
{

p = NoPos(n); F[n] = x[p.v[0]];
}
I1 = Integral(F);
for (n=1; n<=Nno; n++)
{

p = NoPos(n); F[n] = ylp.v[1]];
}

I2 = Integral(F);
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
p = NoPos(n);
Fln] = x[p.v[0]]*x[p.v[0]]+y[p.v[1]1]*y[p.v[1]];
}
I3 = Integral(F);
D = T0*(I0*I3-I1xI1-I2*I2);

w[0] [0] = -I0%I2/D; W[1][2] = w[0][O];
wW[0][1] = 1I0%I1/D; W[2][2] = W[0][1];
W[0][2] = 1I0%*I0/D;

W1l [1] = -I1xI2/D; W[2][0] = w[1][1];

W[1] [0] = (I0*I3-I1%I1)/D;
W21 [1] = (I0*I3-I2%I2)/D;
doA{
for (n=1; n<=Nno; n++) F[n] = -K[n] [0];
bl = Integral(F);
for (n=1; n<=Nno; n++) F[n] = -K[n][1];
b2 = Integral(F);
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
p = NoPos(n);
F[n] = -K[n] [0]*y[p.v[1]]1+K[n] [1]*x[p.v[0]];
}

b3 = Integral(F);
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3

I0 = W[0] [0]*b1l + W[O][11*b2 + W[O0][2]+*b3;
I1 = W[1] [0]*bl + W[1] [1]*b2 + W[1] [2]*Db3;
I2 = W[2] [0]*b1 + W[2] [1]*b2 + W[2] [2]*b3;

printf("\nw = %+e cl = Y+e c2 = Y+e", I0,I1,I2);

for (n=1; n<=Nno; n++)

{
p = NoPos(n);
Cl = IO0xyl[p.v[1]11+I1;
C2 = -I0*x[p.v[0]]1+I2;

u[n] [0] = uln] [0] + C1;
uln] [1] = uln][1] + C2;
K[n] [0] = K[n] [0]+C1;
K[n] [1] = K[n] [1]+C2;

+
} while (fabs(I0)+fabs(I1l)+fabs(I2) > le-4);

void Sol_Nodal()

{

int n;

float al,a2;
vec_2 er;
vec_21 p;

fprintf (f1,
"\n No’ Coord. (x, y) u_1 u_2 err_1
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
p = NoPos(n);
fprintf(f1,"\n%4d (%+.3f, %+.3f)  %+.5f J+.5f",
n, x[p.v[0]], ylp.v[1]1], ulnl[0], uln][1]);

fprintf(£f1," %+.4e  Y+.4e", K[n][0], K[nl[1]1);
if (n)%(Nelx+1)==0) fprintf(f1,"\n");

}

er = Norm(K);

fprintf(£1,"\nL"2 err = %e H"1 err = %e", er.v[0], er.v[1]);

al = er.v[0]; a2 = er.v[1];

er = Norm(u);

fprintf(£1,"\nL"2 sol = %e H"1 sol
fprintf(£f1,"\nError relativo em L2

fprintf(f1,"\nError relativo em H"1

Y%e", er.v[0], er.v[1]);
%.3f \%", al/er.v[0]*100);
%.3f \%", a2/er.v[1]%*100);

347

err_2");
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}

void PlotData(FILE xf1)
{ int n,i,j;

for (j=0; j<=Nely; j++)
{
for (i=0; i<=Nelx; i++)
{
n = jx(Nelx+1)+i+1;
fprintf(£1,"\n %+f %+f", x[il+uln] [0], y[jl+uln][1]);
}
fprintf (f1,"\n");

}
for (i=0; i<=Nelx; i++)
{
for (j=0; j<=Nely; j++)
{

n = jx(Nelx+1)+i+1;

fprintf(£1,"\n %+f %+f", x[il+uln] [0], y[jl+uln][11);
}
fprintf(£1,"\n");



Sec. 7. Equagao do calor unidimensional ~Calor.cpp 349

A.7 Equacao do calor unidimensional —Calor. cpp

/*
Metodo de Elementos Finitos
Conducdo de calor, meio anisotropico
-(K_ij (U_,3)),1 = £(x)
bi-dimensional: elementos retangulos
tipo=1: U deslocamento prescrito
tipo=0: deslocamento nao prescrito
Arquivo de Saida:
calor.out dados e solucoes
calor.dat  3D-plot arquivo (para fazer o grafico)
Esse programa permite que na entrada de dados a escolha dos tres tipos
de fronteira Dirichlet, Neumann e Misto para o problema, cuja solucao
exata é:u = sen(pi*x)sen(pi*y), com x,y no intervalo[0,1].

*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <string.h>

FILE xf1;

int  Nely; /* Numero de elementos y*/

int Ex; /* Escolha do exemplo a ser rodado */
int  band; /*Banda da matrizx/

float *y;

float *x*K; /* Matriz Rigidez */

float x*F; /* Vetor Carregamento-> vetor solucao-> erro */
float *u; /* Vetor deslocamento */

int  **bdy,Nbn[5]; /*Identificando os nés da fronteirax/
float **Bv; /* Valor de fronteirax/

float *uv;

float *Dul2];

#include "typdef.h"
#include "grid.h"
#include "solver.h"

/* Fungdo protétipox/
void Datalnput(void); /* Entrada de dados */



350

void  InputData(void); /%
void Fronteira(void);

void CondFront(int);

void  EgNo(void); /*
mat_2 Hess(int); /%
float Jacobi(int); /*
mat_2 Qm(int e); /%
float Load(float,float); /%
void LocalSystem(int); /%
void  GlobalSystem(void); /*
void  TractionBoundary(void); /*
vec_2i NoPos(int); /%
void PhiMatriz(void); /*
void  System(void); /%
void  Solution(void); /*
void  Sol_Nodal(void);

#define Xi0  0.5773502691896 /*
#define Pi 3.14159265359

mat_4 Kab;

vec_4 Fa;

void main()

{
int n;
vec_21 p;
f1 = fopen("calor.out","w");
DataInput();
Nel = Nelx*Nely;
Nno = (Nelx+1)*(Nely+1);

band= Nelx+3;

eqn
typ
u
uv
n=
bdy
Bv

= yvi_alloc(Nno+1);

= vi_alloc(Nno+1);

v_alloc(Nno+1);
v_alloc(Nno+1);

(Nelx>=Nely)? Nelx+2

mi_alloc(5,n);

m_alloc(5,n);

/*Arquivo de
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Dados de entrada */

/*Identificando os nos da fronteirax/
/* Condicao de fronteira */

Nimero de No global -> Variavel */
Hessiano D(xi,eta)/D(x,y) */
Jacobiano do Hess"-1, retangulo */
Matriz condutividade do elemento */
Funcao do carregamento externo */
Rigidez-forga local */
Rigidez-forga global */

Para os nos da fronteira de Neumann*/
No global -> Posicao */

Integ (Dphi), (phi) do elemento */
Kab, Fa, Sistema Kab Xb = Fa */
Solucao Xb */

1/sqrt(3)- Gaussiana com dois pontos*/

saidax/

: Nely+2;
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Fronteira();

CondFront (Ex) ;

EqNo () ;

K = m_alloc(Neq,band);
F = v_alloc(Nno+1);
Dul[0] = v_alloc(Nno+1);
Du[1] = v_alloc(Nno+1);

PhiMatriz();
GlobalSystem() ;
LU_Decomp (K) ;
Solver (K,F,uv);

GridData(f1);
/* uln] é a solugdo */
for (n=1; n<=Nno; n++)
uln] = (typln]l==1)7 uln] : Fleqn[n]-1];
/* solugdo exata: sen(Pi*x)*cos(Pix*y)
/* F[n] é o erro , Uln]-exact[n] */
for (n=1; n<=Nno; n++)

{
p = NoPos(n);
F[n] = uln] - sin(Pix*x[p.v[0]]1)*cos(Pi*xy[p.v[1]]);
}
Sol_Nodal();
fclose(fl);
fi=fopen("calor.dat","w"); /*Arquivo para fazer o graficox*/

PlotData(f1,u);
fclose(fl);

void DatalInput(void)

{

int 1i;
float d;

printf ("\n\nNumeros de x-divisao = ");
scanf ("%d", &Nelx);

x = v_alloc(Nelx+1);

d = 1./Nelx;

351
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for (i=0; i<=Nelx; i++) x[i] = dx*i;

printf ("Numeros de y-divisao = ");
scanf ("%d", &Nely);

y = v_alloc(Nely+1);

d 1./Nely;

for (i=0; i<=Nely; i++) yl[i] = dxi;

printf ("Fronteira de Dirichlet (1), Neumann(2), Misto(3).\\
Digite o tipo de fronteira = ");
scanf ("%d", &Ex);

void Fronteira(void)
{ int n,i;

for (n=1,i=1; n<=Nelx+1l; n++,i++)
{ bdy[11[i] = n; ©Nbn[1] = 1i; %}
for (n=Nelx+1,i=1; n<=Nno; n+=Nelx+1,i++)
{ bdy[2]1[i] = n; ©Nbn[2] = i; }
for (n=Nno-Nelx,i=1; n<=Nno; n++,i++)
{ bdy[3]1[i] = n; Nbn[3] = 1i; }
for (n=1,i=1; n<=Nno-Nelx; n+=Nelx+1,i++)
{ bdy[4]1[i] = n; ©Nbn[4] = 1i; }
}

void CondFront(int Ex)
{ int i,n;
vec_21i p;

for (n=1; n<=Nno; n++)
{typ[n]=0; wuln]=0;}

for (n=1; n<=4; n++)
for (i=1; i<=Nbn[n]; i++)
Bv[n] [1]=0;

if (Ex==1)
{
for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)
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{
n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);
typln] = 1; uln] = sin(Pixx([p.v[0]]);
}
for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)
{
n = bdy[2] [i]; p = NoPos(n);
typln] = 1; uln] = 0;
}
for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)
{
n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);
typln] = 1; u[n] = -sin(Pi*x[p.v[0]]);
}
for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
{
n = bdy[4] [i]; p = NoPos(n);
typln] = 1; uln] = 0;
}
}
if (Ex==2)
{

for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]l=0;

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)
{
n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);
Bv[1] [i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]);
}
for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)
{
n = bdy[2] [i]; p = NoPos(n);
Bv[2] [1] = -Pixcos(Pixy[p.v[1]])*2;
}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{
n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);
Bv[3] [i] = -Pixcos(Pixx[p.v[0]]);
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/* Fronteira prescritax/

/* Fronteira prescritax/

/* Fronteira prescritax/

/* Fronteira prescritax/

/* Fronteira nao prescritax/

/* Fronteira nao prescritax/

/* Fronteira nao prescritax/
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}
for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
{
n = bdy[4] [i]; p = NoPos(n);
Bv[4] [i] = -Pixcos(Pixy[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescritax/
}
typll] = 1; ul1l] = 0; /* Fixando o no global, para unicidadex*/
}
if (Ex==3)

{
for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=0;

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{
n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);
// typln] = 1; uln] = sin(Pixx[p.v[0]]); /* Fronteira prescritax/
Bv[1] [i] = -Pixcos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescritax/
}
for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)
{
n = bdy[2] [i]; p = NoPos(n);
typln] = 1; uln] = 0; /* Fronteira prescritax/
//Bv[2] [i] = -Pixcos(Pixy[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescritax/
}
for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)
{
n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);
//typln] = 1; u[n] = -sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescritax/
Bv[3] [i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescritax/
}
for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
{
n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);
typln] = 1; uln] = 0; /* Fronteira prescritax/

//Bv[4] [i] = -Pixcos(Pixy[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescritax/
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mat_2 Qm(int e)
{ mat_2 q;
vec_21i p;
float x1,x2;
p = ElmPos(e);
x1 = x[p.v[0]]; x2 = ylp.v[1]l];
q.m[0] [0] = 2 + Ox*x1;

q.m[1] [1] = 2 + 0*x2;
q.m[0][1] = 1;
q.m[1]1[0] = q.m[0] [1];
return q;
}
float Load(float x, float y) /*Forca prescrita*/
{
return (2*Pi*Pi*(2*sin(Pixx)*cos(Pixy)+cos(Pi*x)*sin(Pi*y)));
}

void EgNo()
{ int n,e;
for (e=1,n=1; n<=Nno; n++)

{
if (typln]l!=1)
{
eqn[n]=e; Neg=e; e++;

}

else eqn[n]=0;
L
mat_2 Hess(int e) /* Matriz Hessianax/

{ float dx,dy;
vec_2i x1,x2,x3;

mat_2 m={{{0,0},{0,0}}};
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x1 = NoPos(NoLG(0,e));
x2 = NoPos(NoLG(1,e));
x3 = NoPos(NoLG(2,e));
dx = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];
dy = y[x3.v[1]]-y[x2.v[1]];

m.m[0] [0]= 2./dx;
m.m[1] [1]= 2./dy;
return m;

float Jacobi(int e)
{ float J;
mat_2 m;
m = Hess(e);
J=1./(m.m[0] [0]*m.m[1] [1]);
return J;

void GlobalSystem(void)
{ int e,i,j,a,b;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

LocalSystem(e) ;
for (a=0; a<=3; at++)
{
i = eqn[NoLG(a,e)]; if (i==0) goto ipass;
F[i-1] += Fa.v[al;
for (b=0; b<=3; b++)
{
j = eqn[NoLG(b,e)]; if (j==0 || j<i) goto jpass;
K[i-1] [j-i] += Kab.m[a] [b];
jpass:;
}
ipass:;
} }

TractionBoundary() ;
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}

void LocalSystem(int e)

{

int i,j,a,b;

float J;

vec_21i p;

mat_2 m,Q;

float dH[2];

mat_4 X={{{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0}3}};
vec_4 qa={{0,0,0,0}},2z={{0,0,0,0}};

m = Hess(e);

dH[0] = m.m[0] [0];
dH[1] = m.m[1][1];
J = Jacobi(e);

Q = Qm(e);

for (a=0; a<=3; a++)
for (b=a; b<=3; b++)
for (i=0; i<=1; i++)
for (j=0; j<=1; j++)
X.m[a] [b] += Jx Qabijlal [b][i][j] * Q.m[i][j] *dH[il*dH[j];

for (a=0; a<=3; a++)
for (b=0; b<=3; b++)

p = NoPos(NoLG(b,e));
z.v[a]l += J*Qablal [b]*Load(x[p.v[0]],y[p.v[111);

for (a=1; a<=3; a++)
for (b=0; b<a; b++)
X.m[a]l [b] = X.m[b] [a];
Kab = X;
Fa = z;

/* Termos da fronteira de Dirichlet */
for (a=0; a<=3; a++)
{ i = NoLG(a,e);

if (typlil==1) qa.v[al=ulil;

357



358

b

A. Programas computacionais

z = Prod44_41(Kab,qa);
for (a=0; a<=3; at++) Fa.v[a] -= z.v[al;

void TractionBoundary(void)

{

3

void System(void)

{

int j,n,nl,n2,i1,i2;
float dx,dy,dl;

vec_21i pl,p2;

for (n=1; n<=4; n++)

{
if (typ[bdy[n] [2]11==0)
{
for (j=1; j<Nbn[n]; j++)
{
nl = bdy[nl[j1; n2 = bdy[n][j+1];
pl = NoPos(nl); p2 = NoPos(n2);
dx = x[pl.v[0]]-x[p2.v[0]];
dy = ylpl.v[1]l]-y[p2.v[1]];
dl = sqrt(dx*dx+dy*dy) ;
i1 = eqn[nl]; i2 = eqn[n2];
if (i1!=0)
F[i1-1] += (Bv([n] [j1/3+Bv[n] [j+1]/6)*d1;
if (i2!=0)
F[i2-1] += (Bv[n] [j+11/3+Bv[n] [j1/6)*d1;
}r o}

int 1i,j;

fprintf(f1,"\n\nMatriz rigidez K:");
for (i=0; i<Neq; i++)

{

fprintf(£1,"\n");

for (j=0; j<band; j++) fprintf(f1,"J+6.5f

b

fprintf(£1,"\n\nVetor forca F:\n");
for (i=0; i<Neq; i++)

fprintf (f1,"%+6.5f ", F[i]);
fprintf(f1,"\n");

: linguagem C

", K1 031);
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void Solution(void)
{ int i;
fprintf(f1,"\nVetor solucao X:");
for (i=0; i<Neq; i++)
{
if ((i%5)==0) fprintf(f1,"\n%4d: ", i+1);
fprintf (f1,"%+6.5f ", F[i]);
}
fprintf(f1,"\n");
}
/* Calcula a derivada de u em relacao as variaveis x e y*/
void Grad_U(float *u)

{
int i,k,n,m,e;
mat_24 A;
mat_2 B;
for (i=1; i<=Nno; i++)
{ Dul0][i] = 0; Dul1]l[i] = 0; }
for (e=1; e<=Nel; e++)
{
A = DPhi(-1,-1);
B = Hess(e);
m = NoLG(0,e);
for (k=0; k<=1; k++)
for (i=0; i<=3; i++)
{
n = NoLG(i,e);
Dulk] [m] += (B.m[0] [k]*A.m[0][i] + B.m[1] [k]*A.m[1][i])*uln];
I S

vec_2 Norm(float *u) /* (Norma L2 e H1) */
{ int e,i,a,b,na,nb;

float J,da;

vec_2i x1,x2,x3;

float dl1[2];

vec_2 X={{0,0}};
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for (e=1; e<=Nel; e++)
{

x1 = NoPos(NoLG(0,e));
x2 = NoPos(NoLG(1,e));
x3 = NoPos(NoLG(3,e));
dl[0] = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];
dif1] = y[x3.v[11]-y[x1.v[11];
da = d1[0]*d1[1];
J = da/4;

for (a=0; a<=3; a++)
{ na = NolLG(a,e);
for (b=0; b<=3; b++)
{ nb = NoLG(b,e);
X.v[0] += J*Qabl[a] [b]*u[nal*u[nb];
for (i=0; i<=1; i++)
X.v[1] += J*Qabijla] [b] [i] [i]1*4/d1[i]/d1[i]*u[nal*ul[nb];
o}
X.v[0] = sqrt(X.v[0]);
X.v[1] = sqrt(X.v[1]);
return X;

[

void Sol_Nodal (void)

{

int n;
vec_2 er;
vec_21i p;
Grad_U(u) ;
fprintf (f1,
"\n No’ Valor Coord. (x, y) Err Du/Dx Du/Dy") ;
for (n=1; n<=Nno; n++)
{
p = NoPos(n);
fprintf(f1,"\n%4d %+6.5f (%+.3f, %+.3f) ",

n, ulnl, =x[p.v[0]], ylp.v[111);
fprintf(f1,")+6.5f Y+6.5f %+6.5f", F[n], Dul[0] [n], Dul1][n]);
if (n%(Nelx+1)==0) fprintf(f1,"\n");

}

er = Norm(F);
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fprintf(£f1,"\n L"2 error = %e H"1 error = %e", er.v[0], er.v[1]);
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A.8 Equacao da onda unidimensional —Onda. cpp

/%

Problema Hiperbdélico da Equagdo da Onda Unidimensional
Metodo de Elementos Finitos
U_tt(x,t) - (Alpha)U_xx(x,t) + (Beta)U(x,t) = f(x,t)
tipo=1: u() prescrita
tipo=2: du() prescrita

Problemal: Alpha=1 e Beta=0 entdo

f=0 e solugdo exata u(x,t)=sen(Pi*x)cos(lambda*Pix*t)
u(x,0)= sen(Pi*x) e u’(x,0)=0

onde lambda=sqrt(alpha+beta/Pi~2)

Problema?2:

Alpha=Beta=1 ent&do (tomando lambda=1)

f(x,t)=u(x,t)=sen(Pi*x)cos(lambda*Pi*t) (forca=solugio exata)
u(x,0)= sen(Pi*x) e u’(x,0)=0

Método de NEUMARK: U~ (*n)=teta* (U {n-1}+U"{n+1})+(1-2*teta)*U"n
Se teta=0 entdo Médodo da Diferencga Central

*/

#include
#include
#include
#include

#define
#define
#define
#define
#define
#define

<stdio.h>

<stdlib.h>

<math.h>

<string.h>

Nosm 1002

Nelm 1001

Xi1 -sqrt(3)/3
Xi2 sqrt(3)/3

Pi 3.14159265359
T 1.0

//#define lambda  1.049438509

FILE *f1,*f2;

int i,j;

int maxj;

int Nel,Nos;
int tipol,tipo2;

/*Nimero de elementos e nimero de nés */
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float gO[Nosm]; /*Posicdo inicial da corda */

float g[Nosm]; /*Solugdo aproximada do problemax/

float ganterior[Nosm]; /*g(elevado a menos 1)*/

float gl[Nosm]; /* Velocidade inicial da corda g~ (0)= glx/
float b[Nosm]; /*Vetor b do sistema Ag[n+1] = bx/

float G[Nosm]; /*Solugdo exata do problema dadox*/

float X[Nosm], Xel[3];
float H[Nelm];
float A[Nosm] [4]; /*Matriz A do sistema Ag[n+1] = b */

float B[Nosm] [4]; /*Matriz B do sistema Ag[n+1] =

|
o
*
~

float F[Nosm],FNeg[Nosm],FO[Nosm],F1[Nosm];/*Vetor F (Forga) */
float Alpha,Beta,Teta,lambda;
float A1,A2,d1,v[2],k,Max;

float EAbs[Nosm]; /*Erro absoluto */
float E[Nosm]; /*Diferenga da solugdo aproximada e exata */
float MaxH1; /*Erro maximo no tempo da norma L2 */

float MaxLInf; /*Erro mdximo no tempo da norma Hix/
void InputData()

{

}

printf ("Constante Alpha = ");
scanf ("%f", &Alpha);
printf ("\nConstante Beta = ");
scanf ("%f", &Beta);

printf ("\nConstante Teta (Teta entre 0 e 1) = ");

scanf ("%f", &Teta);

printf ("\nConstante k (passo no tempo) = "); /*k=delta t=Passo no tempox*/
scanf ("%f", &k);

printf ("\n\nNumeros de elementos = ");

scanf ("%d", &Nel);

fprintf (f1,"Alpha = %f\n", Alpha);

fprintf(f1,"Beta = %f\n", Beta);

lambda = sqrt(Alphat+Beta/Pi/Pi); //valor de lambda p/ Problema 1
// lambda =1 // calor de lambda para o problema 2

fprintf(£f1,"Teta = %f\n", Teta);

fprintf(f1,"\nConstante k= %f\n", k);

fprintf (£1,"\nNumero de elementos = ’%d\n", Nel);

fprintf(£f1,"\nSolugdo Exata = sin(Pi*x)*cos(lambda*Pi*t)\n");

void InputCondFront ()

{

printf ("\nCond. Contorno:(tipo: 1-Dirichlet 2-Neumann)\n");
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printf("Cond. do no %d (tipo, valor):", 1);
scanf ("%d %f", &tipol, &A1l);
printf("Cond. do no %d (tipo, valor):", Nos);
scanf ("%d %f", &tipo2, &A2);
system("pause") ;

}

void CoordGlobal()

{

/* divisao uniforme */
printf ("Entre com a coord. do No’ esquerdo:\n");
scanf ("%f", &X[1]1);
printf ("Entre com a coord. do No’ direito:\n");
scanf ("%f", &X[Nos]);
dl = (X[Nos]-X[1])/Nel; /*dl = h,onde h é o passo no espago */
for (i=2; i<Nos; i++) X[1i]=X[1]+dlx*x(i-1);

printf ("\nCoord. Global:\n");
fprintf(£f1,"\nCoord. Global:\n");
for (i=1; i<=Nos; i++)
{
printf(" No %d = %f\n", i, X[il);
fprintf (£f1," No %d = %f\n", i, X[il);

}
}
void CoordLocal(int e)
{
Xe[1] = X[e];
Xe[2] = X[e+1];
H[e] = Xe[2] - Xel[l];
}
int NoLG(int e,int a)
{
if (a==1) return e;
else return (e+1);
}
float Xi(int e, float x) /* Transf. perimetrica */
{
return (Xe[1] + H[el/2x(x+1));
}

void MatrizA()
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{ int e;
float A11,A22,A12,A21;
for (e=1; e<=Nel; e++)
{
CoordLocal(e);
Al1l Hlel/3;
A22 = H[el/3;
A12 = H[el/6;
A21 Hlel/6;
/* Matriz A */
Ale] [2] += Al1;
Ale]l [3] = A12;
Ale+1][1] A21;
Ale+1] [2] A22;

}
void MatrizRigidez()
{ int e;
float B11,B22,B12,B21;
for (e=1; e<=Nel; e++)
{
CoordLocal(e);
B11

/* Matriz Rigidez */
B[e] [2] += B11;

B[e] [3] = B12;
Ble+1] [1] B21;
Ble+1] [2] B22;

}
float forca(float x)

{

return O;
/*return sin(Pix*x)*cos(Pixj*k) ;*/

}

float hi(int e, float x)
{

Alpha/H[e] + Beta/3xH[e];
B22 = Alpha/H[e] + Beta/3*H[e];
B12 = -Alpha/H[e] + Beta/6xH[e];
B21 = -Alpha/H[e] + Beta/6xH[e];

/*funcao de forca prescrita Problemalx*/

/*funcao de forca prescrita Problema2*/
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return (.5%forca(Xi(e,x))*(1-x));

}

float h2(int e, float x)
{
return (.5*forca(Xi(e,x))*(1+x));
}
void VetorForca()
{ int e;
float Fel,Fe2;
for (e=1; e<=Nel; e++)
{
/* Forca local - Quadratura Gauss com 2 pontos */
CoordLocal(e);
Fel = H[e]/2*(h1l(e,Xil)+h1(e,Xi2));
Fe2 = H[e]/2*(h2(e,Xil1)+h2(e,Xi2));
/* Forca global */
F[NoLG(e,1)] += Fel;
F[NoLG(e,2)] = Fe2;

}
}
void CondFront(float M, float N)
{
switch (tipo1l)
{ case 1:{
Al1]([2]
A[1][3]
B[1][2]
B[1][3]
F[1] = M;
F[2] += -B[2] [1]*N;
A[2][1] = O;
B[2]1[1] = O;
break;}
case 2:1{
F[1] = F[1] - Alpha*M;
break;}

Il
O = O =

}
switch (tipo2)
{ case 1:{
F[Nos-1] += -B[Nos-1][3]*N;
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F[Nos] =
Amosl][
A[Nos] [1]
A[Nos] [2]
(3
]
1 =

" I_ls.

B[Nos-1]
B[Nos] [1
B[Nos] [2
break;}

case 2:1{
F[Nos] = F[Nos] + Alpha*N;
break;}

[

II‘—‘II
HOIIHOII

}
}
void LinearSolver(float M[Nosm] [4], float b[Nosm],float g[Nosm])
{ /*Resolugdo do Sistema Linear Ag[n+1] = b pelo MEG*/

float y;
for (i=1; i<Nos; i++)
{
= M[i+1] [1]1/M[i][2]; /*Célculo do multiplicador*/
M[i+1][2] += -y*M[i][3]; /* transforma A em triangular superior*/
bli+1] += -y*b[i]; /*Atualizagdo do vetor bx/
}

/* Retro-Substituicao */

g[Nos] = b[Nos]/M[Nos] [2];

for (i=Nos-1; i>=1; i--)

gli]l = (b[i]-M[1i] [31*gli+1])/M[i] [2];

}
void Norma(float *f)
{ float L2=0, H1=0, x1, x2;

for (i=1; i<Nos; i++)

{
x1 = fli+1] + f[i];
x2 = fli+1] - f[i];
L2 += x1%*x1;
H1 += x2%*x2;
}
v[0] = sqrt(L2/4*d1); /* Norma em L2%/
v[1] = sqrt(L2/4%d1l)+sqrt(H1*dl); /*Norma em H1x/

}
void OutputData()
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{ fprintf(f1,"\nMatriz A:\n");
for (i=1; i<=Nos; i++)

{
for (j=1; j<=3; j++)
fprintf (£1," A(%d,%d)=%t", i,j, A[i1[31);
fprintf (£1,"\n");
}

fprintf(f1,"\nMatriz B (Matriz Rigidez):\n");
for (i=1; i<=Nos; i++)

{
for (j=1; j<=3; j++)
fprintf(£1," B(d,%d)=%t", i,j, BIi1[i]);
fprintf (f1,"\n");
}
}
void main()
{

float a0, ail;

float M[Nosm] [4];

float L[Nosm] [4];

float Ftetal[Nosm];
fi1=fopen("Newmark.out","w");
f2=fopen("Newmark.dat","w")
InputData();

Nos = Nel + 1;
CoordGlobal();
InputCondFront () ;
MatrizA(Q);
MatrizRigidez();

CondFront (A1,A2); /* Cond. Contorno: */
OutputData() ;
maxj= int(T/k + 0.5);

fprintf(f2, "(x = ) ");

for(i=1; i<=Nos; ++i)

{

fprintf (£f2, "%3.4f ", X[i]);

}

b

for(i=1; i<=Nos; ++i)
{
/* A posicdo g(0) e a velocidade gl sdo iguais nos Problemas 1 e 2x/
fprintf (£f2, "%3.4f ", X[i]);
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g0[i]=(sin(X[i]*Pi)); /* posigdo inicial g(0)= g0 */
gl[il=(0); /* velocidade inicial g (0) = gl */

}

fprintf (£2, "\n\nO.0000 ")

fprintf (£1,"\n\nResultados:\n");

fprintf(£f1,"\n X[i] Tempo Aprox. Exata Erro Forca \n");

=1

VetorForca() ;

CondFront (A1,A2);

for (i=1; i<=Nos; i++)
{

FNeg[i]=F[i];

}

J=0;

VetorForca();
CondFront (A1,A2);

for (i=1; i<=Nos; i++)
{

FO[i]=F[i];

}

i=1

VetorForca() ;

CondFront (A1,A2);

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

F1[i]=F[i];

}

/* Calculo da Matriz Rigidezx/
for(i=1; i<=Nos; i++)

{
M[i] [11=A[i] [1]+Tetax*(k*xk)*B[i] [1];
M[i] [2]1=A[i] [2]+Tetax* (k*xk)*B[i] [2];
M[i] [3]1=A[i] [3]+Tetax*(k*k)*B[i] [3];
}
for(i=1; i<=Nos; i++)
{

L[i] [1]1=2*A[i] [1]-(1-2*Teta)* (kxk)*B[i] [1];



370 A. Programas computacionais: linguagem C

L[i] [2]=2%A[i] [2]-(1-2*Teta) * (kxk)*B[i] [2];
L[i] [3]=2%A[1] [3]-(1-2*Teta)* (kxk)*B[i] [3];
+
/* Tomando a media ponderada da Forga inicial com pesos tetax/
Fteta[1l]=Tetax(F1[1]+FNeg[1])+(1-2%Teta)*F0[1];

for(i=2; i<=Nos-1; i++)
{
Ftetal[i]=Tetax(F1[i]+FNeg[i])+(1-2%Teta)*F0[i];
+
Fteta[Nos]=Tetax*(F1[Nos]+FNeg[Nos])+(1-2*Teta) *FO [Nos] ;
/* Montagem do vetor b para solugdo aproximada em j = 0 */

b[1]1=0.5%L[1] [2]*gO[1]+
0.5%L[1] [3]*g0 [2] +k*M[1] [2] *g1 [1]+
k*M[1] [3]*g1[2]+.5%kxk* (Ftetal[1]);

for (i=2; i<=Nos-1; i++)
{
b[i]=0.5+L[i] [1]1*g0[i-1]+0.5*L[i] [2]*g0[i]+
0.5*%L[1] [3]*gO[i+1]+k*M[i] [1]*gl[i-1]+k*M[i] [2]*g1[i]
+k*A[1] [3]1*gl[i+1]+.6xk*k* (Ftetal[i]);
}
b[Nos]=0.5%L[Nos] [1]*gO[Nos-1]+ 0.5%L[Nos] [2]*gO[Nos]+ M[Nos] [1]*gl [Nos-1]
+M[Nos] [2] *g1 [Nos]+.5xk*k* (Fteta[Nos]) ;

LinearSolver(M, b, g);

MaxH1 = O;

MaxLInf = 0;

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

gl1]1=0.0;

g[Nos]=0.0;

G[i] =sin(Pi*X[i])*cos(lambda*Pi*j*k) ; /* Solugdo exata inicial para t=0%/
E[i] = g[i]-G[i];
EAbs[i]l= sqrt((glil-G[i])*(g[i]1-G[i])); //Erro absoluto
fprintf (£1,"%f % %f %f %f %f\n", X[il, j*k, glil, G[il, EAbs[il], Ftetalil);
fprintf(£f2, "%3.4f ", glil);

ganterior[i]=g[i];
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for (i=1; i<=Nos; i++)

{
fprintf (£2, "%3.4f ", G[i]);
+
Norma(G) ;
al = v[1]; a0 = v[0];
Norma (E) ;

if (MaxLInf<= v[0]) MaxLInf = v[0];

if (MaxH1<= v[1]) MaxH1 = v[1];
fprintf(£f1,"\n erro(L2) = %f", v[0]); // Erro na norma L2 em cada tempo t
fprintf(£f1,"\n erro(H1) %f \n", v[1]); //Erro na norma H1 em cada tempo t

fprintf (1, "\n");
//Calcula a solugdo exata e aproximada no ponto medio x=0.5
//fprintf (£2,"\n %f %f %f %f %f", jxk, v[0], (gl(Nos-1)/2]-G[(Nos-1)/2]),

// gl (Nos-1)/21, G[(Nos-1)/21);
for(j=1; j<=maxj; j++)
{
J=j+1;
VetorForca();
CondFront (A1,A2);
fprintf (£f2, "\n%1.4f ", (G-1) k) ;

for(i=1; i<=Nos; i++)

{
M[i] [11=A[i] [1]+Tetax*(k*xk)*B[i] [1];
M[i] [2]1=A[i] [2]+Tetax*(k*xk)*B[i] [2];
M[i] [3]1=A[i] [3]+Tetax*(k*k)*B[i] [3];

}

for(i=1; i<=Nos; i++)

{
L[i] [1]=2%A[i] [1]-(1-2xTeta)* (k*k)*B[i] [1];
L[i] [2]=2%A[i] [2]-(1-2xTeta)* (k*k)*B[i] [2];
L[i] [3]=2%A[1i] [3]-(1-2xTeta)* (k*k)*B[i] [3];

}

/* Tomando a media ponderada da Forga com pesos tetax/
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Ftetal[1]=Teta*(F[1]+FO0[1])+(1-2*Teta)*F1[1];

for(i=2; i<=Nos-1; i++)
{

Ftetal[i]=Tetax(F[i]+FO[i])+(1-2*Teta)*F1[i];
+

Fteta[Nos]=Teta*(F[Nos]+FO[Nos])+(1-2*Teta)*F1[Nos];

/*Vetor b para solugdo aproximada em j = 1,2,%/
b[1]=L[1] [2] *ganterior [1]+L[1] [3]*ganterior[2]-
M[1] [2]*g0 [1]1-M[1] [3]*g0[2]+ kxk*(Ftetal[1]);

for (i=2; i<=Nos-1; i++)

{
bl[i]=L[i] [1]*ganterior [i-1]+L[i] [2]*ganterior [i]+
L[i] [3]*ganterior [i+1]-M[i] [1]*gO[i-1]
-M[i] [2]*gO[1]-M[i] [3]*gO[i+1]
+kxk* (Ftetal[i]);
}

b[Nos]=L[Nos] [1]*ganterior [Nos-1]+
L[Nos] [2] *ganterior [Nos]-M[Nos] [1] *g0 [Nos-1]-
M[Nos] [2] *g0 [Nos] +kxk* (Fteta[Nos]) ;

LinearSolver (M, b, g);

for (i=1; i<=Nos; i++)
{
g[11=0.0;
g[Nos]=0.0;
G[i] = (sin(Pix*X[i])*cos(lambda*Pi*j*k)); /+*Sol.exata para Ploblema 1 e 2%/
E[i] = g[i]-G[i];
EAbs[i]l= sqrt((gl[i]l-G[i]1)*(g[i]1-G[il)); //Erro absoluto
fprintf(f1,"%f %f %t WE  Y%Ef  Sf\n" , X[i], (j-1)*k,
glil, G[il, EAbs[il, Ftetalil);
gO[il=ganterior[i];
ganterior[il=g[i];
FO[i]=F1[i];
F1[i]=F[i];
}
for (i=1; i<=Nos; i++)

{
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fprintf(£f2, "%3.4f ", G[i]);
}
Norma(G) ;
al = v[1]; a0 = v[0];
Norma(E) ;

if (MaxLInf<= v[0]) MaxLInf = v[0];

if (MaxH1<= v[1]) MaxH1 = v[1];
fprintf(£f1,"\n erabs(L2) = %f", v[0]); // Erro norma L"2 em cada tempo t
fprintf(£1,"\n erabs(H1) = %f \n", v[1]); //Erro na norma H"1 em cada tempo t

fprintf(f1, "\n");

//Calcula a solugdo exata e aproximada no ponto medio x=0.5
//fprintf (£2,"\n %f %f %f %f %f", j*k, v[0],(g[(Nos-1)/2]-G[(Nos-1)/2]),
// gl (Nos-1)/2], G[(Nos-1)/2]);

J=3-1;
}
fprintf(£f1,"\n Erro maximo no tempo em L2
fprintf(£f1,"\n Erro maximo no tempo em H1
fclose(£f2);

%f", MaxLInf);
%E£", MaxH1);fclose(f1l);
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