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Prefácio

O presente livro tem sua origem em 1997, quando visávamos obter soluções numéricas
de equações diferenciais parciais do tipo eĺıptico, sobretudo aquelas relacionadas aos
modelos matemáticos da Teoria da Elasticidade Linear. As questões matemáticas so-
bre existência, unicidade e regularidade de solução foram tratadas incialmente e, na
sequência, para as simulações numéricas, optamos pelo Método de Elementos Fini-
tos. Como os programas computacionais em linguagem Fortran inicialmente utilizados
demostraram não ser suficientemente didáticos aos nossos propósitos, decidimos desen-
volver nossos próprios programas computacionais utilizando a linguagem C. Eles são
simples e de fácil entendimento.

O livro está organizado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 são abordados os seguintes tópicos da F́ısica Matemática: a Equação
da Condução de Calor e a Teoria da Elasticidade Linear. São esses os modelos que são
tratados com o método de elementos finitos nos próximos caṕıtulos do livro. Para a
melhor compreensão da dedução dos modelos, são consideradas as leis de conservação,
as equações constitutivas lineares e o conceito de pequenas deformações. Também são
feitas comparações entre alguns métodos numéricos, tendo como objetivo motivar o
estudo do método de elementos finitos. No final deste caṕıtulo, apresentamos o método
de aproximação por diferenças finitas, que será utilizado nas equações de evolução
tratadas nos caṕıtulos 6 e 7.

O Caṕıtulo 2 trata de um problema modelo estacionário unidimensional com condi-
ções na fronteira. Alguns exemplos numéricos com vários tipos de valores de fronteira
são apresentados e comparados com as respectivas soluções exatas. Os erros nas normas
de L2(Ω) e H1(Ω) são mostrados em cada um dos exemplos dados.

No Caṕıtulo 3 introduzimos as usuais funções base de ordem superior, mais preci-
samente, a função base quadrática, a base spline cúbica e a função base de Hermite.
Estimativas de erros em espaços de Sobolev são obtidas para o problema eĺıptico mo-
delo.

No Caṕıtulo 4 apresentamos o problema estacionário bidimensional. São estuda-
das as formulações forte e fraca, a existência e a unicidade de solução. Também aqui
consideramos vários tipos de valores de fronteira, com as soluções numéricas compa-
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radas com as respectivas soluções exatas. Para resolver o sistema linear associado ao
método de elementos finitos, utilizamos o algoritmo de Crout. Conclúımos o caṕıtulo
mostrando os gráficos das soluções e os erros nas normas L2(Ω) e H1(Ω).

O Caṕıtulo 5 é dedicado ao problema modelo de elasticidade linear no caso bidimen-
sional. Os mesmos tópicos do Caṕıtulo 4 são abordados, considerando-se, no entanto, a
solução vetorial do problema. Simulações numéricas, erros e gráficos são apresentados.

No Caṕıtulo 6 introduzimos alguns dos métodos numéricos mais conhecidos da
literatura e os algoritmos para resolver o problema parabólico modelo: Equaç~ao do

calor. São apresentados alguns exemplos numéricos e comparações entre os diversos
métodos numéricos, assim como gráficos e tabelas de erros.

No Caṕıtulo 7 abordamos alguns dos mais conhecidos métodos numéricos da li-
teratura e seus algoritmos para resolver o problema hiperbólico modelo: Equaç~ao da

onda. E, como no Caṕıtulo 6, são apresentados exemplos, comparações entre os diversos
métodos numéricos, gráficos e tabelas de erros.

Os Caṕıtulos 8, 9 e 10 são complementares, mais indicados a alunos que desejem
se aprofundar na Análise Numérica e Matemática. Assim, não são necessários num
primeiro curso cujo foco seja os métodos numéricos desenvolvidos nos caṕıtulos ante-
riores.

O Apêndice A contém os programas computacionais utilizados na obtenção das
soluções numéricas dos modelos estacionários tratados no presente texto. As variáveis,
funções e subrotinas dos programas são referidos no texto e no ı́ndice remissivo usando-
se a fonte typewriter. Por exemplo: Nel, Phi, Solver etc.

Devido à sua forma simples e didática, esperamos que este livro possa cumprir o
objetivo desejado: o de um livro texto para um primeiro curso sobre o Método de
Elementos Finitos dedicado a alunos de iniciação cient́ıfica e mestrado interessados em
análise numérica de equações diferenciais parciais.

Queremos expressar nossos agradecimentos a todos os alunos e professores que
nos enviaram correções e sugestões e, em particular, aos alunos e colegas da área
de Algoritmos e Métodos Numéricos do Programa de Pós-Graduação em Informática
(PPGI).

Receberemos com prazer cŕıticas e sugestões que venham a contribuir para o aper-
feiçoamento deste livro.

I-S. Liu
M. A. Rincon
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5.6 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

6 Métodos Numéricos e Algoritmos: Equação do Calor 201
6.1 Equação do Calor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

6.1.1 Formulação Variacional para a Equação do Calor . . . . . . . . 203
6.1.2 Problema Aproximado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

6.2 Algoritmos para a Equação do Calor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
6.2.1 Método de Euler Regressivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
6.2.2 Método de Euler Progressivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
6.2.3 Método de Crank-Nicolson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
6.2.4 Método Generalizado Trapezoidal: (θ-método) . . . . . . . . . . 208
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CAPÍTULO 1

Introdução

Embora os modelos da F́ısica Matemática para a equação de condução do calor e da
elasticidade linear sejam, na sua forma mais geral, respectivamente, do tipo parabólico
e hiperbólico, ambas se reduzem a problemas do tipo eĺıptico em regimes estacionários.
Sendo assim, vamos inicialmente considerar as equações do tipo eĺıptico para desenvol-
ver o método de elementos finitos.

Vale observar que o problema da condução do calor em um dado corpo é formulado
por uma equação escalar, enquanto que nas deformações elásticas de um corpo, o
modelo envolve um sistema de equações para as coordenadas do vetor deslocamento.

1.1 Condução do Calor

Consideremos um corpo ŕıgido ocupando uma região V ⊂ R
3. Sejam ̺ e e res-

pectivamente a densidade de massa e a densidade da energia (interna) do corpo. Seja
Ω ⊂ V uma região fixa arbitrária com fronteira suave ∂Ω.

1.1.1 Equação da Energia

A variação da energia total em Ω é geralmente atribúıda ao fluxo da energia q
através da fronteira e ao suprimento de energia r dentro da região devido a fontes
externas. Esta relação pode ser representada por

d

dt

∫

Ω

̺e dx =

∫

∂Ω

q dΓ +

∫

Ω

̺r dx. (1.1)

Seja n o vetor normal unitário externo na fronteira e h o vetor fluxo do calor. Então
o fluxo de energia q entrando no corpo pode ser expressado como

q = −h · n. (1.2)
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2 Cap. 1. Introdução

Sendo Ω uma região fixa com fronteira suficientmente suave, obtemos de (1.1), (1.2) e
do Teorema da Divergência,

∫

Ω

{
̺
∂e

∂t
+ divh− ̺r

}
dx = 0. (1.3)

Note que se o corpo é ŕıgido, e portanto indeformável, a densidade ̺ não varia com
o tempo. Assim, para obter a relação acima na sua forma local utilizamos o seguinte
teorema:

Teorema. Se f ∈ C(V,R) e
∫

Ω

f dx = 0, ∀Ω ⊂ V,

então f(x) = 0 para todo x ∈ V .

Como a relação (1.3) é válida para qualquer Ω ⊂ V , o teorema acima nos garante
que

̺
∂e

∂t
+ divh− ̺r = 0 em V . (1.4)

Esta equação é conhecida como equação da energia.

1.1.2 Equações Constitutivas

Para problemas de condução de calor, a quantidade f́ısica mais importante é a
temperatura, que não aparece explicitamente na equação da energia. Com efeito,
precisamos das equações constitutivas que relacionam a energia e o fluxo do calor para
a temperatura do corpo u(x, t), de uma maneira dependente do material. As relações
lineares, muito usadas em aplicações práticas, são dadas por

e(x, t) = c(x) u(x, t),

e a lei de Fourier para a condução do calor,

h(x, t) = −Q(x)∇u(x, t), ou hi = −
∑

j

Qij
∂u

∂xj
, (1.5)

onde c é o calor espećıfico e Q o tensor de condutividade térmica. Com base na
termodinâmica, podemos admitir que c > 0 e a matriz Q é simétrica e definida positiva,
i.e., para qualquer vetor não nulo v,

v ·Qv > 0.
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Por outro lado, a energia suplementar r não é uma quantidade constitutiva; ela
pode representar a energia irrradiada pelo meio ambiente, ou uma fonte de energia no
interior do corpo. Se û denota a temperatura do meio ambiente, podemos escrever

r(x, t) = −β(x)(u(x, t)− û) + γ(x, t).

O primeiro termo do lado direito é a lei de Newton para a irrradiação, e o segundo
termo representa a fonte de energia. O coeficiente β é um parâmetro do material e é
uma quantidade não negativa, visto que se a temperatura do meio ambiente é menor
do que a do corpo, há perda de energia do corpo.

Agora podemos reescrever a equação de energia (1.4) como uma equação diferencial
para a temperatura,

c
∂u

∂t
−
∑

i,j

∂

∂xi

(
Qij

∂u

∂xj

)
+ β u = f, (1.6)

onde f = βû+ γ. Essa é uma equação diferencial do tipo parabólica, pois c > 0 e Q é
definida positiva.

1.1.3 Tensor de Condutividade Térmica

O tensor de condutividade térmica Q é uma quantidade material, i.e., depende
das propriedades caracteŕısticas do material. Dizemos que o material é isotrópico se
seu comportamento não é alterado sob qualquer mudança de orientação do estado de
referência do corpo. No caso da condução do calor, a isotropia é caracterizada pela
condição de que o tensor de condutividade térmica é invariante sob qualquer rotação,
ou em termos matemáticos,

RQRT = Q (1.7)

qualquer que seja a matriz ortogonal R. Uma matriz que satisfaz a condição (1.7) é
denominada matriz isotrópica.

É fácil mostrar que uma matriz isotrópica pode ser escrita na forma simples, Q =
αI, ou em termos de componentes,

Qij = α δij ,

onde I representa a matriz identidade e δij é o delta de Kronecker , definido como

δij =

{
1 para i = j,
0 para i 6= j.

Para a demonstração, consideremos por simplicidade o caso bidimensional. Seja R a
rotação do ângulo θ dada por

R =

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]
.
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Então, de (1.7) obtemos

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

] [
Q11 Q12

Q21 Q22

] [
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

]
=

[
Q11 Q12

Q21 Q22

]

para qualquer ângulo θ. Em particular, se tomarmos θ = π/2, segue de imediato que

Q11 = Q22 = α, Q12 = −Q21.

Se Q é tensor de condutividade térmica, o parâmetro α é denominado coeficiente de

condutividade térmica. Nesse caso, temos da relação de simetria Qij = Qji = 0, e como
a matriz é definida positiva, o coeficiente de condutividade térmica é uma quantidade
positiva, α > 0.

Um corpo é chamado homogêneo se as propriedades do material que o compõe são
independentes da posição x do estado de referência.

Para um corpo homogêneo, ambos α e β são constantes que dependem do tipo de
material e segue de (1.6) a conhecida equação do calor:

c
∂u

∂t
− α∆u+ β u = f,

onde c, α e β são constantes positivas e ∆ é o operador de Laplace.

1.1.4 Condições de Fronteira

O problema estacionário para a equação do calor é governado pela seguinte equação
diferencial parcial do tipo eĺıptico,

−
∑

i,j

∂

∂xi

(
Qij

∂u

∂xj

)
+ β u = f, x ∈ V, (1.8)

onde V é a região fixa ocupada pelo corpo, o tensor de condutividade térmica Qij(x)
é uma matriz definida positiva e β(x) > 0. Se o corpo é isotrópico, então Qij(x) =
α(x) δij e a equação (1.8) toma a forma

−
∑

i

∂

∂xi

(
α
∂u

∂xi

)
+ βu = f. (1.9)

Se além disso, o corpo é homogêneo, então a equação se reduz a

−α
∑

i

∂2u

∂x2i
+ β u = f, (1.10)
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onde α e β são constantes positivas.

É comum nas aplicações considerar prescritos na fronteira ∂V combinações da tem-
peratura u com o fluxo de calor q. Dentre essas condições, podemos citar dois tipos
especiais de condições para todo x ∈ ∂V :

(1) u(x) = u0(x),

(2) −h(x) · n(x) = u1(x),

onde u0(x) e u1(x) são funções prescritas e o fluxo de calor q é dado por (1.2). Um
problema com condições de fronteira do primeiro tipo é usualmente chamado de pro-

blema de Dirichlet , enquanto problemas com condições de fronteira do segundo tipo
são chamados de problemas de Neumann.

Vale observar que, além desses casos especiais, há situações f́ısicas onde seja ne-
cessário impor a condição de Dirichlet sobre uma dada parte da fronteira Γ1 ⊂ ∂V e
uma condição de Newmann na parte complementar Γ2 = ∂V \ Γ1.

Usando a lei de Fourier (1.5), a condição de fronteira do tipo Neumann pode ser
expressada em componentes, i.e.,

∑

i,j

Qij
∂u

∂xj
ni = u1, (1.11)

ou para um corpo homogêneo, em termos da derivada normal para a temperatura na
fronteira, ∑

i

∂u

∂xi
ni = u1.

1.2 Elasticidade Linear

Consideremos agora um corpo deformável. Seja B ⊂ R
3 a região ocupada pelo

corpo no seu estado de referência e ξ : B × R→ R
3 uma aplicação bijetora e regular,

x = ξ(X, t),

chamada de movimento do corpo. O movimento é uma deformação do estado de
referência que depende do tempo. O gradiente da deformação F , a velocidade ẋ e a
aceleração ẍ são definidas como

F = ∇Xξ, ẋ =
∂ξ

∂t
, ẍ =

∂2ξ

∂t2
,
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respectivamente. Sejam (X1, X2, X3) e (x1, x2, x3) respectivamente as coordenadas car-
tesianas dos pontos da região ocupada pelo corpo no estado de referência e no estado
atual. Assim, podemos expressar o gradiente da deformação F em termos de suas
componentes, ou mais precisamente, por

Fij =
∂xi
∂Xj

.

O gradiente da deformação F é uma transformação linear de B em Bt = ξ(B, t) e
como estamos supondo F não singular, podemos assumir que detF (X) > 0 para todo
x. O gradiente da deformação F fornece uma aproximação linear da deformação ξ,
que de modo geral é uma função não linear. Portanto, se considerarmos um pequeno
segmento linear dX no estado de referência, temos no estado deformado

dx = ξ(X + dX)− ξ(X) = F (X)dX + o(2), (1.12)

onde o(2) denota os termos de ordem superiores em |dX|. Desta forma, o gradiente da
deformação é considerado como uma medida de deformação local.

1.2.1 Pequena Deformação e Rotação Infinitesimal

Denotemos por

u(X , t) = ξ(X, t)−X (1.13)

o vetor deslocamento do material no ponto X ∈ B e no tempo t. Assim, denotando
por H o gradiente do vetor deslocamento, temos

F = I +H,

onde I é o tensor identidade, sendo H = 0 quando não há deformação. Assim, na teoria
linear para pequenas deformações, assume-se que a norma do gradiente do deslocamento
é uma pequena quantidade, que simbolicamente denotamos por ||H|| ≪ 1.

Introduzimos o tensor de deformação linear E e o tensor rotacional infinitesimal W
como as partes simétrica e anti-simétrica do gradiente do deslocamento, i.e.,

E =
1

2
(H +HT ), W =

1

2
(H −HT ). (1.14)

Para interpretar fisicamente estas definições, observamos inicalmente que

F TF = (1 +H)T (1 +H) = 1 + (H +HT ) + o(2) = 1 + 2E + o(2).
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Sejam {e1, e2, e3} a base canônica do R
3, dX1, dX2 dois pequenos segmentos lineares

no estado de referência e dx1, dx2 os segmentos correspondentes no estado deformado.
Por (1.12) e desprezando os termos de ordem superior de ||H||, segue que

dx1 · dx2 = F TFdX1 · dX2 = dX1 · dX2 + 2EdX1 · dX2. (1.15)

Tomando dX1 = dX2 = dX = s0e1 e |dx| = s, e sabendo que Eei ·ej é a componente
Eij , obtemos

E11 =
s2 − s20
2s20

=
(s− s0)(s+ s0)

2s0
≈ s− s0

s0
.

Em outras palavras, E11 mede o alongamento relativo do segmento na direção e1 em
relação ao comprimento original, também conhecido como deformação Lagrangeana.
Observemos que as demais componentes da diagonal de E têm a mesma interpretação.

Para interpretar o significado das componentes fora da diagonal, consideremos
dX1 = s0e1 e dX2 = s0e2, e seja θ o ângulo entre dx1 e dx2. Então de (1.15),
temos

s2 cos θ = 2s20E12,

que implica

E12 ≈
1

2
sin γ ≈ γ

2
,

onde γ = 90◦ − θ é um ângulo pequeno para pequenas deformações. Portanto, a
componente E12 mede a mudança de ângulo entre as direções dX1 e dX2.

Uma outra interpretação simples é sobre a variação do volume. Seja dV um pequeno
volume do elemento formado por (dX1, dX2, dX3). Então de (1.12), o volume dv do
elemento no estado deformado é dado por

dv = dx1 · (dx2 × dx3) = FdX1 · (FdX2 × FdX3)

= (detF )dX1 · (dX2 × dX3) = (detF )dV.

Lembrando que F = I+H , temos detF = 1+trH+ o(2), onde o traço de H é a soma
das componentes da diagonal de H . Além disso, temos

trH =
dv − dV
dV

.

Por definição,

trH = divu = trE = E11 + E22 + E33,

e portanto, o traço de E, chamado de dilatação, mede a variação do volume com relação
ao estado de referência.
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Em termos do sistema de coordenadas, temos de (1.13) o vetor deslocamento,

ui(Xj, t) = xi(Xj, t)−Xi,

o vetor velocidade e o vetor aceleração,

ẋi =
∂ui
∂t
, ẍi =

∂2ui
∂t2

.

e o gradiente do deslocamento H ,

Hij =
∂ui
∂Xj

=
∑

k

∂ui
∂xk

∂xk
∂Xj

=
∑

k

∂ui
∂xk

(
δkj +

∂uk
∂Xj

)
=
∂ui
∂xj

+ o(2).

Na teoria linear, os termos de ordem superior são insignificantes, o que implica
não ser necessário distinguir as coordenadas dos estados de referência e atual, isto é,
não é necessário introduzir o estado de referência na teoria linear. Portanto, podemos
escrever o gradiente do deslocamento como o gradiente com respeito ao estado atual,
de modo que, de (1.14), o tensor de deformação e a rotação infinitesimal podem ser
escritos como

Eij =
1

2

(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, Wij =

1

2

(∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

)
. (1.16)

1.2.2 Equação do Movimento

Seja V ⊂ R
3 a região ocupada pelo corpo no estado atual. Segunda a Lei de

Newton, podemos escrever a equação do movimento de uma parte arbitrária Ω ⊂ V
do corpo na seguinte forma integral,

∫

Ω

̺ẍ dx =

∫

∂Ω

t dΓ +

∫

Ω

f dx, (1.17)

onde o lado direito representa as forças agindo sobre o corpo Ω. Existem dois tipos de
forças; a primeira chamada de força do corpo f que é devido a forças externas, tal como
a gravitação. A segunda, denominada tração de superf́ıcie t, é a força agindo sobre
a superf́ıcie do corpo ∂Ω. A relação (1.17) é também conhecida como a conservação
do momento linear. Observe que para um ponto no interior do corpo x ∈ ∂Ω ⊂ V , a
tração t é a força agindo sobre a parte Ω pela parte restante do corpo V \Ω através da
superf́ıcie ∂Ω no ponto x. Para as superf́ıcies de duas partes diferentes com um ponto
em comum x, os valores da tração t no x são geralmente diferentes nas respectivas
superf́ıcies. A ideia clássica para simplificar a dependência da tração em ∂Ω, conhecida
como a hipótese de Cauchy , garante que se duas superf́ıcies tem a mesma normal em
x então os valores da tração são iguais em x.



Sec. 2. Elasticidade Linear 9

A consequência principal da hipótese de Cauchy, também conhecida como o Teo-

rema de Cauchy , assegura que a tração t é função linear do vetor normal n, i.e.,

t = σn or ti =
∑

i,j

σijnj , (1.18)

onde n é a normal unitária externa de ∂Ω. O tensor σ é denominado tensor de tensão.

Usando o teorema da divergência, a equação integral (1.17), válida para qualquer
Ω ⊂ V , implica a seguinte equação de movimento,

̺ẍ− div σ = f , (1.19)

ou na forma componente,

̺
∂2ui
∂t2
−
∑

j

∂σij
∂xj

= fi.

Uma outra consequência importante referente ao tensor de tensão segue da con-
servação do momento angular, o qual assegura a simetria do tensor de tensão,

σT = σ ou σij = σji. (1.20)

De fato, a conservação do momento angular é dada por
∫

Ω

r × ̺ẍ dx =

∫

∂Ω

r × σn dΓ +

∫

Ω

r × f dx, (1.21)

onde r = x− x0 é o vetor posição relativo a algum ponto de referência x0 ∈ R
3. Em

primeiro lugar, para provar a implicação de (1.20), calculamos o produto interno de
(1.21) com um vetor constante a e aplicamos o teorema da divergência para obter

a · r × ̺ẍ− div(σT (a× r)) = a · r × f , (1.22)

onde usamos a identidade,

a · r × σn = a× r · σn = (σT (a× r)) · n.

Por outro lado, de (1.19) segue que

a · r × ̺ẍ− a · r × div σ = a · r × f . (1.23)

Comparando (1.22) e (1.23), obtemos a seguinte relação,

div(σT (a× r)) = a · r × div σ, (1.24)
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de onde se obtém, após alguns cálculos, a simetria do tensor de tensão, σT = σ. Esses
cálculos estão feitos na Sec. 1.3.

Para uma interpretação f́ısica do tensor de tensão, consideremos o seguinte argu-
mento: suponhamos que em um dado ponto da superf́ıcie ∂Ω tenhamos n = e1. Então,
a componente da tração t normal à superf́ıcie é dada por

t · e1 = e1 · σe1 = σ11,

e a componente tangencial na direção e2 é dada por

t · e2 = e2 · σe1 = σ21.

Assim, σ11 e σ21 são respectivamente as forças normal e tangencial por unidade de área
no tal ponto da superf́ıcie com normal na direção do eixo x1. As demais componentes
de σij têm significados semelhantes.

1.2.3 Lei de Hooke

A equação constitutiva para materiais elásticos sob pequenas deformações pode ser
expressada como uma relação linear entre a tensão e a deformação:

σ(x, t) = C(x)E(x, t) ou σij =
∑

k, l

CijklEkl, (1.25)

onde C é o tensor de elasticidade de quarta ordem. Sendo simétricos os tensores
de tensão e de deformação, o tensor elasticidade satisfaz a seguinte propriedade de
simetria:

Cijkl = Cjikl = Cijlk. (1.26)

Além disso, por argumentos da termodinâmica, prova-se que existe uma função de
energia potencial W (E) tal que

σ =
∂W

∂E
.

Como consequência, o tensor elasticidade é dado por

Cijkl =
∂2W

∂Eij∂Ekl

,

que implica em uma simetria adicional,

Cijkl = Cklij. (1.27)

A relação linear (1.25) é chamada de lei de Hooke para materiais elásticos. Na sua
generalidade, o tensor de elasticidade envolve muitas constantes de material. De fato,
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considerando-se as simetrias (1.26) e (1.27) e materiais não isotrópicos de um modo
geral, existem 21 constantes. Este número é bastante reduzido se o material possui
alguma simetria de orientação, tal como a simetria dos sólidos cristalinos. De maneira
similar à apresentada na Sec. 1.1.3, para corpos isotrópicos, o tensor de elasticidade
deve ser invariante sob qualquer orientação, e como consequência, pode-se provar que
o número de constantes do material se reduz a somente duas, a saber,

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk). (1.28)

As duas constantes do material λ e µ são chamadas de constantes de Lamé, e a lei de
Hooke (1.25) pode então ser escrita na seguinte forma,

σij = λ(trE)δij + 2µEij, (1.29)

onde trE = divu = E11 + E22 + E33.

Por considerações da termodinâmica, é usual admitir-se que o tensor de elasticidade
é definido positivo, i.e., ∑

i,j,k,l

CijklSijSkl > 0, (1.30)

qualquer que seja a matriz não singular e simétrica Sij . Em particular, para corpos
isotrópicos, tem-se que

µ > 0, 3λ+ 2µ > 0.

1.2.4 Problemas Elastostáticos

Para problemas estáticos da elasticidade linear, segue de (1.19) que a equação de
equiĺıbrio para o vetor deslocamento u(x) é um sistema de equações diferenciais parciais
do tipo eĺıptico em V ,

−
∑

j, k, l

∂

∂xj

(
Cijkl

∂uk
∂xl

)
= fi i = 1, 2, 3. (1.31)

O tensor de elasticidade Cijkl em (1.30) é um tensor definido positivo de quarta ordem,
com as propriedades de simetria dados por (1.26) e (1.27). A força externa f é uma
função dada. A propriedade de simetria Cijkl = Cijlk foi usada para obter a equação
(1.31). De fato, de (1.25) e (1.16) temos

σij =
∑

k, l

CijklEkl =
1

2

∑

k, l

Cijkl

(∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)

=
1

2

∑

k, l

(
Cijkl

∂uk
∂xl

+ Cijkl
∂ul
∂xk

)
=

1

2

∑

k, l

(
Cijkl

∂uk
∂xl

+ Cijlk
∂uk
∂xl

)

=
1

2

∑

k, l

(
Cijkl

∂uk
∂xl

+ Cijkl
∂uk
∂xl

)
=
∑

k, l

Cijkl
∂uk
∂xl

.
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Se o corpo é isotrópico, segue de (1.29) a equação de equiĺıbrio,

−
∑

k

∂

∂xi

(
λ
∂uk
∂xk

)
−
∑

k

∂

∂xk

(
µ(
∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)
)
= fi. (1.32)

Além disso, se o corpo é homogêneo, então λ e µ são constantes e a equação se reduz a

−(λ + µ) grad(divu)− µ∆u = f .

É usual admitir-se prescritos ou o vetor deslocamento u, ou a tração t sobre a
fronteira ∂V . Mais especificamente, temos dois tipos de condições de fronteira:

ui(x) = qi(x) ou
∑

j

σij(x)nj(x) = pi(x), ∀x ∈ ∂V,

onde qi(x) e pi(x), i = 1, 2, 3, são funções prescritas. i = 1, 2, 3.

A primeira condição é chamada de Condição do tipo Dirichlet , enquanto que a
segunda é denominada Condição do tipo Neumann. A condição de fronteira do tipo
Neumann pode ser escrita na forma

∑

j, k, l

Cijkl
∂uk
∂xl

nj = pi. (1.33)

1.3 Convenção de Somatório

A convenção de somatório é frequentemente utilizada para simplificar as expressões
envolvendo somas com respeito a ı́ndices repetidos:

Convenção de somatório. Na expressão de uma soma, quando aparece um par de
ı́ndices, i.e., o ı́ndice é repetido exatamente uma vez, convenciona-se que os termos
referentes a esse ı́ndice estão sendo somados, sendo então desnecessário explicitar o
śımbolo de somatório.

O domı́nio do ı́ndice fica subentendido no contexto. No uso desta convenção, em
nenhum lugar da expressão o ı́ndice pode ser repetido mais de uma vez, caso contrário
há possibilidades de erro. No caso do somatório em que um ı́ndice aparece somente um
única vez ou mais de duas vezes, o śımbolo de somatório tem que ser explicitamente
indicado para não haver confusão.

Com esta convenção de somatório, podemos representar os dois problemas principais
deste caṕıtulo como segue:
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1. Problema estacionário da condução do calor, (1.8) e (1.11):




− ∂

∂xi

(
Qij

∂u

∂xj

)
+ β u = f em V ,

u = u0 ou Qij
∂u

∂xj
ni = u1 sobre ∂V .

2. Problemas elastostáticos, (1.31) e (1.33):




− ∂

∂xj

(
Cijkl

∂uk
∂xl

)
= fi em V ,

ui = qi ou Cijkl
∂uk
∂xl

nj = pi sobre ∂V .

Para dar mais um exemplo do uso da convenção de somatório, provaremos a si-
metria do tensor de tensão da relação (1.24). Primeiro, introduziremos o śımbolo de
permutação:

εijk =





1 se (i, j, k) é uma permutação par de (1,2,3),
−1 se (i, j, k) é uma permutação ı́mpar de (1,2,3),
0 para os demais casos.

Com este śımbolo, o produto vetorial v × u pode ser escrito na forma componente
como

(v × u)i = εijkvjuk.

Agora podemos escrever a relação (1.24) como

∂

∂xi
(σji(εjklakrl)) = ajεjklrk

∂σli
∂xi

. (1.34)

Relembramos que ai é um vetor constante e ri é o vetor posição de xi, e portanto

∂rl
∂xi

= δil.

Fazendo a derivada do lado esquerdo de (1.34), obtemos

∂

∂xi
(σji(εjklakrl)) =

∂σji
∂xi

εjklakrl + σjiεjklakδil. (1.35)

Fazendo a mudança de ı́ndices no somatório, o primeiro termo do lado direito pode ser
reescrito como

∂σji
∂xi

εjklakrl =
∂σli
∂xi

εljkajrk,
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que é igual ao termo do lado direito de (1.34), porque εljk = εjkl. Portanto, o segundo
termo do lado direito de (1.35) é zero,

σjiεjklakδil = σjiεjkiak = 0.

Como ak é arbitrário, temos

σjiεjki = 0.

Este é um sistema de três equações para k = 1, 2, 3, dado por

σ32 − σ23 = 0, σ13 − σ31 = 0, σ21 − σ12 = 0.

Em outras palavras, o tensor de tensão é simétrico.

1.4 Métodos Numéricos

Considere o problema modelo de determinar uma função u = u(x) que satisfaça a
seguinte equação diferencial com as condições de contorno abaixo:

{
u′′(x) = f(x, u(x), u′(x)) ∀ x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

onde estamos denotando por u′ a derivada de u. Suponhamos que f seja uma função re-
gular e que o problema admita uma única solução. A solução aproximada do problema
pode ser obtida por duas classes de métodos numéricos: o método das diferenças finitas
e o método das projeções. A ideia básica do método das diferenças finitas é transfor-
mar o problema de resolver uma equação diferencial num problema de resolver um
sistema de equações algébricas, substituindo as derivadas por diferenças finitas. Por
outro lado, o método das projeções consiste em obter uma aproximação da solução da
equação diferencial, usando uma combinação linear finita de funções conhecidas, usu-
almente denominadas funções bases. Conceitualmente, se considerarmos que a solução
do problema pertence a algum espaço de funções de dimensão infinita, então a solução
aproximada é obtida num subespaço de dimensão finita, gerado pelas funções bases. A
projeção da solução sobre o subespaço de dimensão finita é a solução aproximada. O
método de elementos finitos é baseado no método das projeções.

Para exemplificar as ideias gerais do método das projeções com um exemplo simples,
consideremos o seguinte problema de segunda ordem:

{
−u′′(x) + u(x) = f(x) ∀ x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(1.36)
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onde f = f(x) é uma função regular. Suponhamos que a solução aproximada do
problema (1.36) seja dada por

um(x) =

m∑

j=1

Cjϕj(x), (1.37)

onde as funções bases ϕj satisfazem as condições de fronteira:

ϕj(0) = ϕj(1) = 0, j = 1, · · ·m. (1.38)

Nestas condições, a solução aproximada um(x), dada por (1.37), satisfaz a condição de
fronteira e o problema se reduz a se determinar os coeficientes Cj em (1.37). Existem
várias posśıveis aproximações e aqui daremos somente as duas mais conhecidas: método
de colocação e método de Galerkin.

1.4.1 Método da Colocação

Sejam x1, · · · , xm os pontos da malha da discretização do intervalo [0, 1], denomina-
dos nós ou pontos nodais. Queremos que a solução aproximada satisfaça a equação di-
ferencial nesses m pontos. Portanto, substituindo um(x) definida em (1.37) na equação
diferencial, obtemos

−
m∑

j=1

Cjϕ
′′
j (xi) +

m∑

j=1

Cjϕj(xi) = f(xi), i = 1, · · · , m,

onde estamos admitindo que as funções bases são de classe C2, i.e., duas vezes continu-
amente diferenciáveis. Podemos isolar os coeficientes Cj para obter o seguinte sistema
linear:

m∑

j=1

Cj

(
−ϕ′′

j (xi) + ϕj(xi)
)
= f(xi), i = 1, · · · , m. (1.39)

Assim, denotando
aij = −ϕ′′

j (xi) + ϕj(xi), (1.40)

obtemos o sistema linear AC = F , onde A = (aij) é uma matriz quadrada de ordem m,
C = (C1, · · · , Cm)

T é o vetor incógnita do sistema e F = (f(x1), · · · , f(xm))T é um vetor
conhecido, denominado vetor força nodal . Uma vez determinandos os coeficientes Cj

do sistema linear, a solução aproximada da equação diferencial (1.36) é obtida através
de (1.37). A matriz A depende somente das funções bases consideradas e, de um modo
geral, é uma matriz cheia e não simétrica. O uso de funções bases com suporte pequeno
localizado nos pontos nodais pode simplificar a forma da matriz A e facilitar a resolução
do sistema linear.
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1.4.2 Método de Galerkin

O método de Galerkin é baseado no conceito de ortogonalidade de funções. Dadas
duas funções integráveis u e v definidas em [0,1], dizemos que são ortogonais se

(u : v) :=

∫ 1

0

u(x)v(x) dx = 0. (1.41)

Voltando ao problema modelo (1.36), consideremos a função reśıduo r(x) definida por

r(x) = −u′′(x) + u(x)− f(x) ∀ x ∈ (0, 1). (1.42)

É fácil ver que se u(x) é a solução exata do problema (1.36), então r(x) = 0 e a
função reśıduo é ortogonal a qualquer função. No entanto, para a solução aproximada
u(x) = um(x) definida em (1.37), não podemos esperar que r(x) seja identicamente
nula, pois um(x) é apenas uma combinação linear das funções bases. O método de
Galerkin consiste em determinar um(x) de tal forma a preservar a propriedade de
ortogonalidade da solução exata, isto é, que a função reśıduo seja ortogonal a todas as
funções bases {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm}. Mais precisamente,

∫ 1

0

[−u′′m(x) + um(x)− f(x)]ϕi(x)dx = 0, i = 1, · · · , m.

Substituindo (1.37) na integral acima, obtemos

m∑

j=1

Cj

∫ 1

0

[−ϕ′′
j (x) + ϕj(x)]ϕi(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕi(x)dx, i = 1, · · · , m. (1.43)

Integrando por partes o primeiro termo, obtemos

−
∫ 1

0

ϕ′′
j (x)ϕi(x)dx = −ϕ′

j(x)ϕi(x)
∣∣∣
1

0
+

∫ 1

0

ϕ′
j(x)ϕ

′
i(x)dx =

∫ 1

0

ϕ′
j(x)ϕ

′
i(x)dx,

pois ϕi(0) = ϕi(1) = 0. Definindo

aij =

∫ 1

0

ϕ′
j(x)ϕ

′
i(x)dx+

∫ 1

0

ϕj(x)ϕi(x)dx,

fi =

∫ 1

0

f(x)ϕi(x)dx,

(1.44)

obtemos de (1.43) um sistema linear AC = F com incógnitas C = (C1, · · · , Cm)
T , onde

F = (f, · · · , fm)T e A = (aij) é uma matriz m×m.
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É imediato de (1.44) que é suficiente supor ϕj(x) e suas derivadas ϕ′
j(x) funções

quadrado-integráveis, i.e., pertencentes ao espaço L2(0, 1), para que os coeficientes aij
estejam bem definidos. Portanto, as classes de funções dispońıveis para funções bases
no método de Galerking são mais amplas do que aquelas posśıveis para o método da co-
locação. De fato, funções cont́ınuas e seccionalmente lineares, por exemplo, satisfazem
as condições para formar bases no método de Galerking, mas não são necessariamente
duas vezes diferenciáveis.

Além disso, note que a matriz A definida por (1.44) é simétrica, o que facilita a
resolução do sistema linear AC = F , e portanto, apresenta outra vantagem do método
de Galerkin sobre o método da colocação.

A matriz A depende somente da escolha de funções bases. Uma escolha clássica
que resulta em uma matriz diagonal (o caso ideal), é o da escolha das autofunções do
operador diferencial do problema (1.36), i.e., D = −d2/dx2 + I,

ϕj(x) = sen(jπx), j = 1, · · · , m. (1.45)

Neste caso, como as funções bases são mutuamente ortogonais e satisfazem a condição

∫ 1

0

sen(iπx) sen(jπx) dx =

∫ 1

0

cos(iπx) cos(jπx) dx =





1

2
se i = j,

0 se i 6= j,

Substituindo em (1.44), obtemos um sistema linear AC = F , onde a matriz A é
diagonal, ou seja

ajj =
1

2

(
1 + (jπ)2

)
,

fj =

∫ 1

0

f(x) sen(jπx) dx,
j = 1, . . . , m. (1.46)

Portanto, os valores de Cj são dados por

Cj =
2fj

1 + (jπ)2

e a solução aproximada do problema (1.36), usando a base de autofunções, é dada por

um(x) =
m∑

j=1

2fj
1 + (jπ)2

sen(jπx).

Observemos que esta solução corresponde à série truncada da solução clássica obtida
pelo método de séries de Fourier ,

u(x) =
∞∑

j=1

f̂j
1 + (jπ)2

sen(jπx),
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onde f̂j , j ∈ N, são os coeficientes de Fourier da função f(x),

f̂j = 2

∫ 1

0

f(x) sen(jπx) dx.

De (1.46) temos f̂j = 2fj .

Evidentemente, as autofunções definem uma base ideal para o cálculo da solução,
mas infelizmente, em situação mais gerais, as autofunções do operador diferencial as-
sociado ao problema não são explicitamente definidas. Porém, como veremos adiante,
podemos escolher uma base “local” tal que a matriz dos coeficientes seja uma matriz
banda, o que reduz bastante o número de operações para a resolução do sistema linear.

1.4.3 Elementos Finitos

Em cada um dos métodos numéricos de projeção, o problema computacional central
é resolver o sistema algébrico (linear ou não linear). Assim, é desejável que a matriz dos
coeficientes tenha algumas propriedades que permitam facilidade de resolução (menor
número de operações) e seja bem condicionada. A matriz dos coeficientes A depende
fundamentalmente das funções bases {ϕ1(x), · · · , ϕm(x)} que geram o subespaço onde
estamos procurando a solução aproximada um(x).

A ideia fundamental do método de elementos finitos é introduzir funções bases
com suporte pequeno, localizado nos pontos nodais dos elementos. Para exemplificar,
consideremos o problema unidimensional (1.36) e {x0 = 0 < x1, · · · , xm < xm+1 = 1}
uma discretização uniforme do intervalo [0, 1]. Cada elemento [xj+1−xj ] é um intervalo
de comprimento h = 1/(m+ 1). Seja {ϕ1(x), · · · , ϕm(x)} uma base definida por

ϕj(x) =





1

h
(x− xj−1) ∀ x ∈ [xj−1, xj],

1

h
(xj+1 − x) ∀ x ∈ [xj , xj+1],

0 ∀ x /∈ [xj−1, xj+1],

j = 1, . . . , m. (1.47)

Neste caso, o suporte da função ϕj(x) é o intervalo [xj−1, xj+1] que contém o ponto
nodal xj . Logo, a matriz A obtida pelo método de Galerkin é uma matriz tridiagonal
m×m, sendo o número de operações para a resolução do sistema proporcional a m.

Note que a função base ϕj(x) definida em (1.47) é cont́ınua e seccionalmente linear,
sendo portanto uma função de L2(0, 1). Mas ela não pode ser usada como função
base para o problema (1.36) utilizando o método de colocação, pois ela não é de classe
C2. Entretanto, funções mais regulares constitúıdas de polinômios (funções spline) são
muito usadas como funções bases nos métodos de colocação e de Galerkin.
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Em geral, nenhum dos dois métodos discutidos aqui tem uma grande vantagem
sobre o outro e isto depende de cada problema em particular. No que se refere aos pro-
blemas eĺıticos, consideraremos exclusivamente elementos finitos, utilizando o Método
de Galerkin.

1.5 Problemas Variacionais Abstratos

Para uma melhor compreensão dos conceitos usados nos próximos caṕıtulos, in-
troduziremos algumas definições e teoremas fundamentais para a prova da existência
e unicidade de solução para uma ampla classe de problemas variacionais. Para isso,
denotemos V e H dois espaços de Hilbert com produto interno e norma representados,
respectivamente, por ((· : ·)), ‖ · ‖ e (· : ·), | · |.

Definição 1. Dizemos que uma função a(·, ·) : V × V → R é uma forma bilinear em
V se ela é linear em cada uma das suas componentes, isto é, para cada u ∈ V, as
aplicações v 7→ a(u, v) e v 7→ a(v, u) são lineares em V .

Definição 2. A forma bilinear a(·, ·) é cont́ınua em V se existe uma constante C1 > 0
tal que

|a(u, v)| ≤ C1‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ V.

Definição 3. A forma bilinear a(·, ·) é coerciva em V , se existe uma constante C2 > 0
tal que

a(v, v) ≥ C2‖v‖2, ∀v ∈ V.

Definição 4. A forma bilinear a(·, ·) é simétrica em V se

a(u, v) = a(v, u) ∀u, v ∈ V.

Definição 5. Uma função f : V → R linear é cont́ınua se existe uma constante C3 > 0
tal que

|〈f, v〉| ≤ C3‖v‖, ∀v ∈ V.
Nesta caso, diz-se que f é um elemento do dual de V , representado por V ′ ou V ∗.

1.5.1 Formulação Variacional Abstrata

Queremos determinar uma função u ∈ V tal que

a(u, v) = 〈f, v〉, ∀v ∈ V. (1.48)
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O resultado do teorema que segue se aplica aos problemas considerados nos próximos
caṕıtulos.

Teorema (Lax-Milgram). Seja a(·, ·) uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva. Então,
se f é uma forma linear e cont́ınua em V , o problema variacional abstrato (1.48) possui
uma única solução u ∈ V . Além disso, a aplicação f 7→ u é cont́ınua de V ′ em V .

A demonstração do teorema de Lax-Milgram pode ser encontrado em ([2, 13, 14]).

Uma interessante forma de se caracterizar a solução do problema variacional abs-
trato pode ser feita através da minimização do funcional E : V → R, denominado
funcional energia, dado por

E(v) =
1

2
a(v, v)− 〈f, v〉, ∀v ∈ V. (1.49)

Para que os problemas (1.48) e (1.49) sejam equivalentes é necessário que a forma
bilinear a(·, ·) seja simétrica, como podemos ver na seguinte proposição:

Proposição. Seja a(·, ·) : V ×V → R uma forma bilinear, cont́ınua, coerciva, simétrica
e f : V → R uma forma linear e cont́ınua em V . Então, u ∈ V é a solução do problema
(1.48) se, e somente se, u minimiza o funcional E em (1.49).

Demonstração: Seja u a solução do problema (1.48). Então,

a(u, u− v) = 〈f, u− v〉, ∀v ∈ V.

Sob as hipóteses, temos

a(u, u− v) ≤ 〈f, u− v〉+ 1
2
a(u− v, u− v)⇐⇒

a(u, u)− a(u, v) ≤ 〈f, u〉 − 〈f, v〉+ 1
2
a(u, u)− a(u, v) + 1

2
a(v, v), ∀v ∈ V,

de onde se conclui que E(u) ≤ E(v) qualquer que seja v ∈ V e portanto a solução u
minimiza o funcional energia. Para mostrar que esta solução é única, considere uma
outra solução ũ ∈ V de energia mı́nima. Então, por definição de mı́nimo, temos

E(u) ≤ E

(
u+ ũ

2

)
e E(ũ) ≤ E

(
u+ ũ

2

)
.

Da definição de E, obtemos desenvolvendo cada um dos termos,

1

2
a(u, u) +

1

2
a(ũ, ũ) ≤ 1

4
{a(u, u) + a(ũ, ũ) + a(u, ũ) + a(ũ, u)}

Logo 1
4
a(u− ũ, u− ũ) ≤ 0. Sendo a(·, ·) coerciva, conclui-se que u = ũ.
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Reciprocamente, seja u mı́nimo do funcional (1.49). Então, vale a seguinte desi-
gualdade:

E(u+ λv)− E(u)
λ

≥ 0, ∀v ∈ V, ∀λ ∈ R,

de onde se obtém

lim
λ→0+

E(u+ λv)− E(u)
λ

= a(u, v)− 〈f, v〉

e consequentemente, a(u, v) − 〈f, v〉 ≥ 0 para todo v ∈ V . Como a desigualdade é
válida para todo v podemos substituir v por −v para obter a igualdade

a(u, v)− 〈f, v〉 = 0, ∀v ∈ V.
Portanto u é solução do problema (1.48). ⊔⊓

1.5.2 Espaços Funcionais

Para aplicar os resultados abstratos aos problemas espećıficos que trateremos no
texto, faz-se necessária a introdução de noções básicas da teoria das distribuições e dos
espaços de Sobolev.

• Espaços das Funções Testes:

Seja Ω um conjunto aberto e limitado do R
n com fronteira suave. Denotamos por

C∞(Ω) o espaço vetorial das funções reais definidas em Ω infinitamente continuamente
diferenciáveis. Dada uma função u definida em Ω, denomina-se suporte de u ao fecho
em Ω do conjunto dos pontos de Ω onde a função u é diferente de zero. Por C∞

0 (Ω)
estamos denotando o subespaço do espaço C∞(Ω) com suporte compacto contido em
Ω.

• Convergência em C∞
0 (Ω)

Definição 6. Diz que uma sequência (ϕν)ν∈N pertencente ao espaço C∞
0 (Ω) converge

para zero quando forem satisfeitas as seguintes condições:

1. Todas as funções ϕν da sequência possuem suportes contidos em um mesmo
compacto K ⊂ Ω.

2. Os elementos da sequência (ϕν)ν∈N e as suas derivadas de todas as ordens con-
vergem uniformemente para zero em K, ou seja, Djϕν → 0 uniformemente em
K, qualquer que seja o multi-́ındice j = (j1, j2, · · · , jn), jk ∈ N.

Lembremos que, por definição,

Dj =
∂j1+···+jn

∂xj11 · · ·∂xjnn



22 Cap. 1. Introdução

O espaço vetorial C∞
0 (Ω) munido da noção de convergência acima é denominado

espaço das funções testes , representado por D(Ω). Com essa noção de convergência,
podemos introduzir o que se entende por uma distribuição.

• Distribuições

Definição 7. Denomina-se distribuição sobre Ω toda forma linear T cont́ınua em
D(Ω). Mais precisamente, uma distribuição T é um funcional T : D(Ω) → R satisfa-
zendo as seguintes condições:

1. T (αψ + βϕ) = αT (ψ) + βT (ϕ) α, β ∈ R; ψ, ϕ ∈ D(Ω).

2. T é cont́ınua em D(Ω), ou seja, se (ϕν) converge para zero em D(Ω), então T (ϕν)
converge para zero em R

O espaço das distribuições com a noção de convergência é denotado por D′(Ω).

É fácil mostrar que uma função u ∈ L1
loc(Ω), dita localmente integrável, define

univocamente uma distribuição Tu pela seguinte relação:

Tu(ϕ) =

∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx.

Assim, podemos identificar de forma única a distribuição Tu com a função u ∈ L1
loc(Ω),

de modo que, com esta identificação, tem-se L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω).

Por razões que ficam evidentes na Análise Funcional, é usual escrever T (ϕ) = 〈T, ϕ〉
quando T ∈ D′(Ω), e quando não houver ambiguidade,

〈u, ϕ〉 =
∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.50)

Para T ∈ D′(Ω), α = (α1, · · · , αn) ∈ N
n e |α| = α1 + · · ·+ αn, definimos a derivada

de ordem α de T no sentido das distribuições do seguinte modo:

〈∂αT
∂xα

, ϕ
〉
= (−1)α

〈
T,
∂αϕ

∂xα

〉
, ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.51)

Observe que pela definição (1.51) toda distribuição é infinitamente derivável, visto que
ϕ ∈ C∞

0 (Ω).

• Espaços de Sobolev

Com a noção de distribuição e suas derivadas, podemos definir os espaços de So-
bolev. Para isso, lembremos que se Ω é um aberto do R

n, o espaço L2(Ω) definido
por

L2(Ω) =
{
u : Ω→ R;

∫

Ω

|u(x)|2 dx <∞
}
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é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno e norma definidos respec-
tivamente por

(u : v) =

∫

Ω

u(x)v(x) dx e ‖u‖20 =
∫

Ω

|u(x)|2 dx.

Vimos anteriormente que toda função u ∈ L1
loc(Ω) define univocamente uma dis-

tribuição em Ω. Assim, o resultado também é válido para funções u ∈ L2(Ω), já que
L2(Ω) ⊂ L1

loc(Ω). Assim, as função de L2(Ω) podem ser consideradas distribuições
sobre Ω e, nesse sentido, possuem derivadas de todas as ordens.

É importante observar que as derivadas no sentido das distribuições das funções
u ∈ L2(Ω) não são necessariamente funções L1

loc(Ω).

Com as observações acima, podemos definir os espaços de Sobolev. Hm(Ω), m ∈ N.

Hm(Ω) :=
{
u : Ω→ R; u ∈ L2(Ω),

∂αu

∂xα1

1 · · ·∂xαn
n

∈ L2(Ω)
}
,

onde α = α1 + · · ·+ αn, 0 ≤ α ≤ m, αi ∈ N.

O produto interno em Hm(Ω) é dado por

(u : v)Hm =
m∑

α=0

∫

Ω

∂αu

∂xα1

1 · · ·∂xαn
n

∂αv

∂xα1

1 · · ·∂xαn
n

dx ∀u, v ∈ Hm(Ω). (1.52)

Prova-se que o espaço de Sobolev Hm(Ω) munido do produto interno definido em
(1.52) é, para todo m ∈ N, um espaço de Hilbert. Por convenção, estabelemos que
H0(Ω) = L2(Ω) e para m = 1, temos

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω);

∂u

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, . . . , n

}

com o produto interno e a norma definidos por

(u : v)1 :=

∫

Ω

uv dx+

∫

Ω

∇u · ∇v dx e ‖u‖21 :=
∫

Ω

|u|2 dx+
∫

Ω

|∇u|2 dx.

Um subespaço importante do espaço H1(Ω) é o espaço H1
0 (Ω), definido pelas funções

u ∈ H1(Ω) que se anulam na fronteira Γ de Ω, ou seja,

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω); u = 0 sobre Γ

}
.

Algumas propriedades importantes do espaço H1
0 (Ω) usadas no texto são dadas

abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada em ([2, 13, 14]).
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1. Dual. Sendo H1
0 (Ω) um espaço de Hilbert, denota-se por H−1(Ω) o seu espaço

dual, isto é, o espaço dos operadores lineares e cont́ınuos definidos em H1
0 (Ω).

Desse modo, caracteriza-se H−1(Ω) como sendo o espaço das distribuições sobre
Ω da forma:

T = v0 +
∂v1
∂x1

+ · · ·+ ∂vn
∂xn

,

onde v0, v1, · · · , vn são funções do espaço L2(Ω)

2. Densidade. O espaço das funções testes D(Ω) é denso em H1
0 (Ω) na norma do

H1(Ω), ou seja, para qualquer função u ∈ H1
0 (Ω), existe uma sucessão de funções

(uν)ν∈N em D(Ω) convergente para u em H1(Ω).

Obs: Identificando o espaço L2(Ω) com seu dual (L2(Ω))′, podemos estabelecer
as seguintes inclusões:

D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ≈ (L2(Ω))′ ⊂ H−1(Ω) ⊂ D′(Ω)

3. Equivalência de normas. No espaço H1
0 (Ω), as normas ‖u‖1 e ‖∇u‖0 são

equivalentes, ou seja, existem constantes positivas C1 e C2 tais que

C1‖u‖1 ≤ ‖∇u‖0 ≤ C2‖u‖1,

onde estamos denotando por ‖ · ‖1 e ‖ · ‖0 as normas do H1(Ω) e L2(Ω), respecti-
vaqmente. A primeira desigualdade é conhecida como desigualdade de Poincaré-
Friedricks e a segunda é uma consequência imediata da definição de norma.

4. Densidade em Hm(Ω). O espaço das funções cont́ınuas de ordem k, Ck(Ω),
é densos em Hm(Ω) m = 0, 1 · · ·; onde k ≥ m. Esta importante propriedade
implica que qualquer função do Hm(Ω) e suas derivadas pode ser aproximada
por funções do espaço das funções cont́ınuas Ck(Ω). Neste caso, as derivadas no
sentido das distribuições coincidem com aquelas no sentido clássico.

5. Teorema do Traço. A aplicação linear e cont́ınua, γ0 : H1(Ω) → L2(Γ),
denomina-se traço sobre Γ. Desta forma para toda função u ∈ H1(Ω), o traço de
γ0u = u|Γ ∈ L2(Γ). Da continuidade da aplicação traço, obtém-se

‖γ0u‖L2(Γ) ≤ ‖u‖1.

Tendo em vista os problemas de evolução que trateremos adiante, os seguintes
conceitos e resultados matemáticos merecem menção:
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Definição 8. Seja Y um espaço de Banach real. Diz-se que a função u : [0, T ] → Y
é fracamente cont́ınua em Y se, para todo y′ ∈ Y ′, a função t ∈ [0, T ] 7→ 〈u(t), y′〉
é função cont́ınua. O espaço das funções fracamente cont́ınuas em Y é denotado por
Cs([0, T ]; Y ).

Sejam X e Y espaços de Banach reais, sendo X um espaço reflexivo com injeção
cont́ınua de X em Y .

Lema 1. Se u ∈ L∞(0, T ;X)
⋂
Cs([0, T ]; Y ) então u ∈ Cs([0, T ];X).

Lema 2. Seja W (0, T ) =
{
u ∈ LP (0, T ;X);

du

dt
∈ LP (0, T ; Y )

}
.

Se u ∈ W (0, T ) então u ∈ C[[0, T ]; Y ].

Teorema de Aubin-Lions. Sejam B0, B e B1 espaços de Banach com imersão com-
pacta entre B0 e B e imersão cont́ınua entre B e B1. Se uma sucessão {um}m∈N satisfaz
as condições

{um}m∈N limitada em LP (0, T ;B0) e {u′m}m∈N limitada em LP (0, T ;B1),

existe uma subsucessão umkk∈N de um que converge forte em LP (0, T ;B).

Um exemplo comum de espaços satisfazendo as imersões acima são: B0 = H1
0 (Ω),

B = L2(Ω) e B1 = H−1(Ω) ou B1 = L2(Ω), com Ω ⊂ R
n domı́nio limitado.

Desigualdade de Gronwall. Sejam ϕ e ψ funções reais e integráveis em [a, b], tais
que ϕ(t) ≥ 0 e ψ(t) ≥ 0, ∀t ∈ [a, b]. Se α e β são não negativos e

ϕ(t) ≤ α + β

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s) ds,

então ϕ(t) ≤ α exp
(
β
∫ t

a
ψ(s) ds

)
.

Em particular, se ψ(t) = 1 então, ϕ(t) ≤ αeβ(t−a), ∀t ∈ [a, b].

1.6 Aproximação por Diferenças Finitas

Para se resolver uma equação diferencial de evolução (como as do tipo parabólico
ou hiperbólico por exemplo) pelo método de elementos finitos, é usual por razões de
estabilidade que a derivada no tempo seja aproximada pelo método das diferenças
finitas. Dessa forma, para concluir esse caṕıtulo, apresentaremos algumas considerações
sobre a aproximação da derivada por diferenças finitas e sobre a ordem de convergência.
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Seja f uma função suficientemente regular. Pelo Teorema de Taylor podemos
expandir a função f(x) na vizinhança de x ∈ (a, b). Assim, se δ > 0 é tal que
(x− δ, x+ δ) ⊂ (a, b), tem-se para h suficientemente pequeno,

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f iv(x) + · · · (1.53)

e de forma análoga,

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x)− h3

3!
f ′′′(x) +

h4

4!
f iv(x)− · · · . (1.54)

Somando os termos (1.53) e (1.54), obtemos

f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h) = h2f ′′(x) +O(h4), (1.55)

onde O(h4) denota todos os termos de potência maior ou igual a quatro em h. Admi-
tindo que esses termos sejam pequenos quando comparados com potências inferiores
de h (h≪ 1), podemos descartá-los para obter a seguinte aproximação para a derivada
de segunda ordem da função,

f ′′(x) ≃ 1

h2

(
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

)
, (1.56)

com o erro da aproximação de ordem O(h2). A aproximação (1.56) é conhecida por
diferença central.

Por outro lado, podemos obter uma aproximação pela diferença central para a
primeira derivada de função f(x), fazendo a diferença entre os termos (1.53) e (1.54),
ou seja

f(x+ h)− f(x− h) = 2hf ′(x) +O(h3),
e dessa forma temos a seguinte aproximação por diferença central para a primeira
derivada

f ′(x) ≃ 1

2h

(
f(x+ h)− f(x− h)

)
, (1.57)

também com erro de aproximação de ordem O(h2).
Desprezando os termos com potência dois ou superior de h em (1.53) e (1.54), temos

também as seguintes aproximações para a primeira derivada:

f ′(x) ≃ 1

h

(
f(x+ h)− f(x)

)
(Diferença progressiva ou adiantada), (1.58)

f ′(x) ≃ 1

h

(
f(x)− f(x− h)

)
(Diferença regressiva ou atrasada ), (1.59)

sendo ambos os erros das aproximações de ordem O(h).
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Notação:

Seja f uma função nas variáveis independentes x ∈ [a, b] e t ∈ [0, T ] e consideremos a
seguinte discretização uniforme: a = x0 < x1 < · · ·xM = b e 0 = t0 < t1 < · · · tN = T ,
onde h = xi+1 − xi e ∆t = tn+1 − tn, são denominados passos. Assim h = (b− a)/M e
∆t = T/N e cada elemento discreto pode ser obtido por,

xi = x0 + ih, para i = 1, 2, · · ·M
tn = t0 + n∆t = n∆t, para n = 1, 2, · · ·N.

Vamos denotar a função f nos pontos discretos (xi, tn) da seguinte forma:

f(xi, tn) = f(x0 + ih, n∆t) = fn
i .

Com essa notação a diferença central (1.56) é dada por

(
∂2f(x, t)

∂x2

)

i,n

≃ 1

h2

(
fn
i+1 − 2fn

i + fn
i−1

)
, (Diferença central “espaço”) (1.60)

com erro de ordem O(h2) e similarmente,

(
∂2f(x, t)

∂t2

)

i,n

≃ 1

(∆t)2

(
fn+1
i −2fn

i +f
n−1
i

)
, (Diferença central “tempo”) (1.61)

com erro de ordem O(∆t2). Para a diferença progressiva (regressiva) temos

(
∂f(x, t)

∂x

)

i,n

≃ 1

h

(
fn
i+1 − fn

i

)
, (Diferença progressiva)

(
∂f(x, t)

∂x

)

i,n

≃ 1

h

(
fn
i − fn

i−1

)
, (Diferença regressiva)

(
∂f(x, t)

∂t

)

i,n

≃ 1

∆t

(
fn+1
i − fn

i

)
, (Diferença progressiva “tempo”)

(
∂f(x, t)

∂t

)

i,n

≃ 1

∆t

(
fn
i − fn−1

i

)
, (Diferença regressiva “tempo”)

(1.62)

com erro de ordem O(h) e O(∆t). Por abuso de notação, usaremos o śımbolo = em
lugar de ≃.





CAPÍTULO 2

Problema Estacionário
Unidimensional

O problema modelo que estudaremos a seguir é um dos mais t́ıpicos problemas eĺıpticos
e tem várias aplicações f́ısicas. São estudadas as formulações forte e fraca do problema
com diversas condições de fronteira e sua influência no sistema linear, consequência
da aplicação do método de elementos finitos. Resultados numéricos são mostrados
juntamente com os respectivos erros. No Apêndice são apresentadas passo-a-passo as
etapas do programa computacional

2.1 Formulação do Problema

O problema modelo que abordaremos nesse caṕıtulo é o de determinar uma função
u ∈ H1

0 (0, 1) tal que
{
−αu′′(x) + βu(x) = f(x) , ∀ x ∈ (0, 1)
u(0) = u(1) = 0,

(2.1)

onde α > 0 e β ≥ 0 são constantes e f é uma função regular.

Dentre as diversas interpretações que a solução u do problema (2.1) acima re-
presenta, citemos a posição de equiĺıbrio de uma corda flexivel que está presa pelas
extremidades, sendo f a força distribúıda que atua sobre ela.

Além das condições de fronteira acima, outros tipos também serão considerados.

2.1.1 Formulação Variacional

O Método de elementos finitos não é aplicável diretamente ao problema (2.1). As-
sim, faz-se necessário expressar o problema numa forma mais conveniente para que seja
posśıvel aplicar o método de Galerkin.

29
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Consideremos o espaço das funções teste em (0, 1),

D(0, 1) = {v ∈ C∞
0 (0, 1); v(0) = v(1) = 0}.

Multiplicando a equação (2.1) por v ∈ D(0, 1) e integrando, obtemos

∫ 1

0

−αu′′v dx+
∫ 1

0

βuv dx =

∫ 1

0

f v dx ∀ v ∈ D(0, 1). (2.2)

Assim, segue da integração por partes,

−α
∫ 1

0

u′′v dx = −α(u′v)
∣∣∣
1

0
+ α

∫ 1

0

u′v′ dx = α

∫ 1

0

u′v′ dx,

pois v(0) = v(1) = 0. Substituindo em (2.2), segue que

α

∫ 1

0

u′v′ dx+ β

∫ 1

0

uv dx =

∫ 1

0

f v dx ∀ v ∈ D(0, 1). (2.3)

Como D(0, 1) é denso em V = H1
0 (0, 1), a igualdade (2.3) também é válida para todo

v ∈ V . Assim, definindo

a(u, v) = α

∫ 1

0

u′v′ dx+ β

∫ 1

0

uv dx, (2.4)

e

(f : v) =

∫ 1

0

f v dx , (2.5)

então (2.3) é equivalente a determinar u ∈ H1
0 (0, 1) satisfazendo:

a(u, v) = (f : v) , ∀ v ∈ V . (2.6)

Vamos agora utilizar o Teorema de Lax-Milgram para mostrar que o problema
variacional (2.6) tem uma única solução. Com efeito

1. a(·, ·) é bilinear e simétrica. Sejam u, v e w funções pertencentes ao espaço de
Hilbert V = H1

0 (0, 1). Usando a definição (2.4), é imediato verificar que

a(u+w, v) = a(u, v)+a(w, v), a(u, v+w) = a(u, v)+a(u, w), a(u, v) = a(v, u).
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2. a(·, ·) é cont́ınua. De fato, usando a desigualdade de Schwartz, obtemos:

|a(u, v)| ≤ α

∫ 1

0

|u′v′| dx+ β

∫ 1

0

|uv| dx

≤ α

(∫ 1

0

|u′|2 dx
)1/2(∫ 1

0

|v′|2 dx
)1/2

+ β

(∫ 1

0

|u|2 dx
)1/2(∫ 1

0

|v|2 dx
)1/2

≤ α‖u′‖0‖v′‖0 + β‖u‖0‖v‖0
≤ δ1‖u‖1‖v‖1,

onde, na última desigualdade, usamos a equivalência das normas em V = H1
0 e

δ1 = max{α, β}. Logo a forma a(·, ·) é cont́ınua em V.

3. a(·, ·) é coerciva. De fato, temos

a(u, u) ≥ α

∫ 1

0

|u′|2 dx+ β

∫ 1

0

u2 dx ≥ δ2‖u‖21, ∀u ∈ V,

com δ2 = min{α, β} se β > 0 e δ2 = C1α se β = 0, onde C1 é a constante devida
à equivalência entre a noras ‖u‖1 e ‖u′‖0.

Vale observar que, embora a hipótese β ≥ 0 nos permita mostrar de forma simples
que a forma bilinear a(·, ·) é coerciva em H1

0 (0, 1), essa condição pode ser relaxada para
a constante β “não muito negativas”. De fato, pode-se mostrar neste caso a forma a(·, ·)
é coerciva desde que β ≥ −π2α.

Por outro lado, considerando f ∈ L2(0, 1) em (2.5), vemos que a forma linear

〈f, v〉 =
∫ 1

0
f v dx é limitada em V, pois

|〈f, v〉| ≤
∫ 1

0

|fv| dx ≤ ‖f‖0‖v‖1 ∀v ∈ V.

Utilizando o Teorema de Lax-Milgram ([2]) obtemos a existência e unicidade da
solução u ∈ V = H1

0 (0, 1). Além disso, utilizando o Teorema de regularidade eĺıptica
(ver [2, 13, 14]), mostra-se que para f ∈ L2(0, 1), tem-se u ∈ V = H1

0 (0, 1) ∩H2(0, 1)
e, além disso,

‖u‖2 ≤ c‖f‖0, (2.7)

onde c é uma constante que somente depende de 0, 1 = (0, 1).

Pode-se mostrar que nestas condições de regularidade, os problemas (2.1) e (2.6)
são equivalentes.
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2.1.2 Método de Galerkin

O método de Galerkin consiste em aproximar o espaço das soluções por um su-
bespaço de dimensão finita. Para isso, escolhemos um subespaço Vm gerado por um
conjuntos linearmente independente de m elementos do espaço de Hilbert H1

0 (Ω), ou
seja,

Vm = [ϕ1, ϕ2, ..., ϕm] (2.8)

onde {ϕi, i ∈ N} é uma base hilbertiana de H1
0 (Ω). Assim, podemos buscar uma

solução aproximada uh ∈ Vm do problema (2.6) no subespaço Vm.

• Problema Aproximado

Definimos a solução aproximada uh ∈ Vm do problema (2.6) por

a(uh, v) = (f : v) , ∀ v ∈ Vm. (2.9)

Sendo uh ∈ Vm, temos necessariamente

uh(x) =

m∑

j=1

Cjϕj(x) , ϕj ∈ Vm, (2.10)

de modo que, substituindo uh dado por (2.10) em (2.9) tem-se

a

(
m∑

j=1

Cjϕj(x) : v

)
= (f : v) , ∀ v ∈ Vm.

Como v ∈ Vm, podemos tomar v = ϕi. Logo,
m∑

j=1

a(ϕi, ϕj)Cj = (ϕi : f) , para i = 1, ..., m. (2.11)

Denotando por K = [Kij ] a matriz de ordem m×m (denominada matriz rigidez global
ou matriz global), F = [Fi] o vetor de ordem m× 1 (denominado vetor força global) e
C = (C1, ..., Cm)

T o vetor incógnita, obtemos o sistema linear

KC = F, (2.12)

onde
Kij = a(ϕi, ϕj) e Fi = (ϕi : f), 1 ≤ i, j ≤ m.

De (2.4) e (2.5) a matriz rigidez e o vetor força são dados respectivamente por

Kij =

∫ 1

0

(
α
dϕi

dx

dϕj

dx
+ βϕiϕj

)
dx (2.13)

Fi =

∫ 1

0

fϕi dx (2.14)
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• Propriedades da Matriz Rigidez

(i) K é simétrica. De fato:

Kij =

∫ 1

0

(
α
dϕi

dx

dϕj

dx
+ βϕiϕj

)
dx =

∫ 1

0

(
α
dϕj

dx

dϕi

dx
+ βϕjϕi

)
dx = Kji

(2.15)

(ii) K é definida positiva. De fato, seja d = (d1, ..., dm)
T . Então,

dTKd =

m∑

i,j=1

diKijdj =

m∑

i,j=1

dia(ϕi, ϕj)dj

= a
( m∑

i=1

diϕi,

m∑

j=1

djϕj

)
= a(v, v) > 0,

(2.16)

pois

a(v, v) = α

∫ 1

0

(
dv

dx

)2

dx+ β

∫ 1

0

v2dx ≥ δ2‖v‖2H1
0
(Ω) > 0

para α, β > 0, onde δ2 = min {α, β}. Por outro lado dTKd = 0 ⇔ a(v, v) = 0.
Assim ‖v‖2H1

0
(Ω) = 0. Como as funções ϕj são linearemente independentes, temos

dj = 0 para todo j = 1, . . . , m.

2.2 Função de Interpolação

Para o cálculo da matriz global K e do vetor força F , precisamos definir explicita-
mente as funções ϕi que compõem a base do subespaço Vm. A escolha de ϕi é essencial
para a otimização do sistema linear. No caso que estamos tratando, Ω = (0.1), de modo
que podemos escolher as funções ϕi como sendo funções trigonométricas ou polinomiais,
para as quais as condições de fronteira sejam satisfeitas.

O objetivo principal na escolha de ϕi é fazer com que a matriz Kij não seja uma
matriz cheia, isto é, seja uma matriz com muitos elementos nulos e, de preferência,
que seus elementos obedeçam a uma certa ordem. Uma matriz nessas condições é
denominada matriz esparsa e o sistema linear resultante é, em geral, bem condicionado.

Para a solução do problema (2.1), onde as condições de contorno são do tipo Dirich-
let homogênas, consideremos as funções de interpolação linear por partes, satisfazendo
as seguinte condição:

ϕi(xj) =

{
1, se i = j,
0, se i 6= j,

(2.17)
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onde xj ∈ [0, 1] é denominado ponto nodal ou simplesmente nó. Os nós são pontos
discretos do intervalo [0, 1] distribúıdos de forma equidistante ou não. Tomando m
divisões em [0, 1], definimos o passo

hi = xi+1 − xi, i = 1, ..., m. (2.18)

No caso dos nós serem equidistantes, hi = h = 1/m.

Em cada nó xi, definimos a função ϕi linear por partes satisfazendo a condição
(2.17), ou seja, ϕi para i = 1, ..., m é definida por

ϕi(x) =





x− xi−1

xi − xi−1

=
x− xi−1

hi−1

, ∀ x ∈ [xi−1, xi],

x− xi+1

xi − xi+1
=
xi+1 − x

hi
, ∀ x ∈ [xi, xi+1],

0 , ∀ x /∈ [xi−1, xi+1].

(2.19)

Geometricamente, as funções ϕi podem ser representadas por

✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇

ϕi(x)

x1 xm+1xixi−1 xi+1

hi−1 hi

1

Figura 2.1: Função base

De (2.19) podemos calcular a derivada de ϕi(x), obtendo-se:

dϕi

dx
(x) =





1

hi−1
∀ x ∈ (xi−1, xi),

− 1

hi
∀ x ∈ (xi, xi+1),

0 ∀ x /∈ (xi−1, xi+1).

(2.20)

A derivada da função ϕi(x) é descont́ınua no ponto xi, mas isto não afeta o cálculo
da matriz Kij , pois ϕ

′
i(x) é cont́ınua (constante) por partes.
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É claro que o espaço Vm gerado pelas funções ϕi é um subespaço do espaço V =
H1(0, 1), pois ϕi ∈ C0[0, 1] ⊂ L2(0, 1) e ϕ′

i ∈ L2(0, 1).

• A Matriz Rigidez

Utilizando a função ϕi, vemos que a matriz Kij é uma matriz tridiagonal. De fato,
por definição

Kij =

∫ 1

0

(
α
dϕi

dx

dϕj

dx
+ βϕiϕj

)
dx

e como ϕiϕj ≡ 0 se |i− j| ≥ 2, os termos da matriz Kij não necessariamente nulos são
Ki−1,i, Ki,i e Ki,i+1, ou seja, a matriz tem a seguinte forma;

K =




∗ ∗ 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ 0 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 0 ∗ ∗ ∗ 0
0 0 0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 ∗ ∗




(2.21)

Como a matriz K é simétrica, somente são necessários os cálculos de Ki,i e Ki,i+1

dados por

Kii = α

∫ 1

0

(
dϕi

dx

)2

dx+ β

∫ 1

0

ϕ2
i dx = α

∫ xi+1

xi−1

(
dϕi

dx

)2

dx+ β

∫ xi+1

xi−1

ϕ2
idx

= α

[∫ xi

xi−1

(
dϕi

dx

)2

dx+

∫ xi+1

xi

(
dϕi

dx

)2

dx

]
+ β

[∫ xi

xi−1

ϕ2
i dx+

∫ xi+1

xi

ϕ2
i dx

]
.

Calculando cada uma das integrais. obtemos

Kii = α

(
1

hi−1

+
1

hi

)
+
β

3
(hi−1 + hi) , i = 2, 3, ..., m. (2.22)

Para o elemento Ki,i+1, temos:

Ki,i+1 = α

∫ xi+1

xi

dϕi

dx

dϕi+1

dx
dx+ β

∫ xi+1

xi

ϕiϕi+1 dx

= α

∫ xi+1

xi

(
− 1

h2i

)
dx+ β

∫ xi+1

xi

(
xi+1 − x

hi

)(
x− xi
hi

)
dx = − α

hi
+
βhi
6
.
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Logo,

Ki,i+1 = Ki+1,i = −
α

hi
+
βhi
6
. (2.23)

Devido às condições de fronteira, K1,1 = Km+1,m+1 = 0. Assim, a matriz dos coeficien-
tes tem ordem (m− 1)× (m− 1) e é dada por;

K =




a1 b1 0 0 · · · 0 0
b1 a2 b2 0 · · · 0 0
0 b2 a3 b3 · · · 0 0

0 0 b3
. . . · · · 0 0

...
...

...
...

. . . bm−3 0
0 0 0 0 · · · am−2 bm−2

0 0 0 0 ... bm−2 am−1




(2.24)

onde

ai−1 = Kii = α

(
1

hi
+

1

hi−1

)
+
β

3
(hi + hi−1), i = 2, 3, . . . , m (2.25)

e

bi−1 = Ki,i+1 =

(
− α
hi

+
βhi
6

)
, i = 2, 3, . . . , m. (2.26)

Se a malha é uniforme, h = hi, de modo que

a =
2α

h
+

2βh

3
e b = −α

h
+
βh

6
. (2.27)

• O Vetor Força

Através da função de interpolação ϕi dada por (2.19), o vetor força F definido em
(2.14) pode ser calculado diretamente por

Fi =

∫ 1

0

fϕi dx =

∫ xi

xi−1

fϕi dx+

∫ xi+1

xi

fϕi dx

=
1

hi−1

∫ xi

xi−1

f(x)(x− xi−1) dx+
1

hi

∫ xi+1

xi

f(x)(xi+1 − x) dx,
(2.28)

para i = 2, 3, . . . , m. Por exemplo, tomando f(x) = x para todo x ∈ [0, 1], as integrais
acima podem ser calculadas explicitamente.

Fi =
hi−1

6
(3xi−1 + 2hi−1) +

hi
6
(3xi + hi), i = 2, 3, . . . , m. (2.29)
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Para a malha uniforme, temos

Fi = hxi , i = 2, 3, . . . , m. (2.30)

No caso em que seja necessário calcular as integrais em (2.28) numericamente,
podemos calcular a força F através da interpolação de f , usando as funções base ϕi

como interpoladores. Com efeito, a função f pode ser interpolada pela função ϕi da
seguinte forma:

f(x) =
m+1∑

i=1

ϕi(x)fi, (2.31)

onde fi = f(xi). Portanto, obtemos

Fi =

∫ 1

0

fϕi dx =

∫ 1

0

(
m+1∑

j=1

(ϕiϕj)fj

)
dx =

m+1∑

j=1

∫ xi+1

xi−1

(ϕiϕj)fj dx.

Usando a definição de ϕi e considerando o suporte compacto, resulta que

Fi =
i+1∑

j=i−1

∫ xi+1

xi−1

(ϕiϕj)fj dx

= fi−1

∫ xi

xi−1

(ϕiϕi−1) dx+ fi

∫ xi+1

xi−1

(ϕi)
2 dx+ fi+1

∫ xi+1

xi

(ϕiϕi+1) dx.

(2.32)

Fazendo os cálculos das integrais, obtemos
∫ xi

xi−1

(ϕiϕi−1) dx =
hi−1

6
,

∫ xi+1

xi−1

(ϕi)
2 dx =

1

3
(hi−1 + hi),

∫ xi+1

xi

(ϕiϕi+1) dx =
hi
6
.

Substituindo em (2.32) obtemos:

Fi = fi−1
hi−1

6
+ fi

hi + hi−1

3
+ fi+1

hi
6
, (2.33)

que coincide com a força calculada anteriormente, quando tomamos f(x) = x. Se a
malha é uniforme, então,

Fi =
h

6
{fi−1 + 4fi + fi+1}. (2.34)

Agora, utilizando a matriz rigidez K dada por (2.24) e a força F dada por (2.33),
obtemos o sistema linear KC = F , onde C = (C2, . . . , Cm)

T é o vetor incógnita. As
coordenadas Ci do vetor C são, exatamente, o valor da solução aproximada uh = uh(xi),
para todo i = 2, . . . , m. Com efeito, fazendo x = xi e substituindo em (2.10) temos:

uh (xi) =
m∑

j=2

Cjϕj(xi) = Ci. (2.35)
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2.3 Sistema Linear

Para resolver o sistema linear, existem vários métodos diretos ou iterativos. Em
razão da matriz K ser tridiagonal, utilizaremos apropriadamente o Método de Eli-
minação de Gauss. Um outro método adequado para a matriz acima é o Método de
Cholesky (usando a propriedade da matriz ser definida positiva e simétrica).

A matriz K e o vetor força F são dados por

K =




a1 b1 0 0 · · · 0 0
b1 a2 b2 0 · · · 0 0
0 b2 a3 b3 · · · 0 0

0 0 b3
. . . · · · 0 0

...
...

...
...

. . . bm−3 0
0 0 0 0 · · · am−2 bm−2

0 0 0 0 ... bm−2 am−1




e F =




F1

F2

F3

F4
...

Fm−2

Fm−1




Definimos:

d1 = a1, G1 = F1, m1 =
b1
d1
,

e para i = 2, 3, . . .m− 1 sucessivamente,

di = ai −mi−1bi−1, Gi = Fi −mi−1Gi−1, mi =
bi
di
, (2.36)

onde di = dii, é o elemento da diagonal principal. No final do procedimento obtemos a
matriz triangular superior:

K̂ =




d1 b1 0 0 · · · 0 0
0 d2 b2 0 · · · 0 0
0 0 d3 b3 · · · 0 0

0 0 0
. . . · · · 0 0

...
...

...
...

. . . bm−3 0
0 0 0 0 · · · dm−2 bm−2

0 0 0 0 ... 0 dm−1




e o vetor força

F̂ =




G1

G2
...

Gm−1



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A solução do sistema equivalente K̂C = F̂ , obtida por retro-substituição, é dada
por

Cm−1 =
Gm−1

dm−1
.

Para i = m− 2, m− 3, . . . , 1, temos:

Ci =
1

di
(Gi − biCi+1). (2.37)

De (2.35), a solução aproximada uh(xi) = Ci.

2.4 Matriz Local e Força Local

Introduziremos os conceitos de matriz local e força local para o problema modelo
(2.6). A matriz local e a força local contribuirão para a formação da matriz global
(rigidez) K e o vetor força F .

Este procedimento não tem vantagem sobre o anterior no caso unidimensional. Para
os problemas bidimensionais ou tridimensionais, esta formulação local é significativa-
mente mais simples. Assim, é razoável introduzir este conceito no caso unidimensional
para facilitar a compreensão nos casos de dimensõe superiores.

Considere Ω = (0, 1) e uma discretização não necessariamente uniforme dada por

xi+1 = xi + hi , i = 1, 2, . . . , m,

onde x1 = 0 e xm+1 = 1.

Para cada intervalo [xi, xi+1], considere um elemento e, denominado elemento finito
e as coordenadas locais [xe1, x

e
2] = [xi, xi+1]. Geometricamente os m elementos podem

ser representados por

Para cada intervalo local [xe1, x
e
2] do elemento e, definimos a função de interpolação

local dada por

ϕe
a(x) =





ϕe
1 =

xe2 − x
he

, ∀ x ∈ [xe1, x
e
2],

ϕe
2 =

x− xe1
he

, ∀ x ∈ [xe1, x
e
2],

0, ∀ x /∈ [xe1, x
e
2],

(2.38)

onde he = xe2 − xe1.
A função de interpolação ϕi definida em (2.19) é a junção das funções de inter-

polação local ϕe−1
2 e ϕe

1, ou seja

ϕi(x) =





ϕe−1
2 , ∀ x ∈ [xe−1

1 , xe−1
2 ] = [xi−1, xi],

ϕe
1 , ∀ x ∈ [xe1, x

e
2] = [xi, xi+1],

0 ∀ x /∈ [xi−1, xi+1].
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✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇
❇

ϕe
1ϕe−1

2

x11 xm2xe−1
2 = xe1xe−1

1
xe2

e –1 e e=me=1

Figura 2.2: Função base local

A matriz global K e o vetor força F são definidos respectivamente por

Kij =

∫ 1

0

(
α
dϕi

dx

dϕj

dx
+ βϕiϕj

)
dx e Fi =

∫ 1

0

f ϕi dx,

para 1 ≤ i, j ≤ m+ 1.

Restringindo a matriz K e a força F a cada elemento finito e, temos:

Ke
ab =

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕe

a

dx

dϕe
b

dx
+ βϕe

aϕ
e
b

)
dx, 1 ≤ a, b ≤ 2, (2.39)

e

F e
a =

∫ xe
2

xe
1

fϕe
a dx, 1 ≤ a ≤ 2, (2.40)

que denominamos de matriz local e força local, respectivamente.

Para os (m+ 1) nós da discretização de Ω = (0, 1) temos m elementos. Logo:

K =

m∑

e=1

Ke e F =

m∑

e=1

F e. (2.41)

No intervalo [xe1, x
e
2] as únicas funções de interpolação não nulas são as funções ϕe

1 e
ϕe
2, definidas em (2.38). Assim, na matrizKe

ab, os únicos elementos não necessariamente
nulos são os elementos Ke

11, K
e
12, K

e
21 e Ke

22 que pertencem a e-ésima e (e + 1)-ésima
linha e coluna, respectivamente. Temos, então,
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e e + 1

Ke =




0 ↓ ↓ 0

Ke
11 Ke

12 ←−
Ke

21 Ke
22 ←−

0 0




e
e+ 1

Os elementos Ke
11, K

e
12, K

e
21 e Ke

22 podem ser representados por Ke
ee, K

e
e,e+1, K

e
e+1,e

e Ke
e+1,e+1, respectivamente. Analogamente, para a força F e, os únicos elementos não

necessariamente nulos são F e
1 e F e

2 . Assim,

F e = [0, . . . , 0, F e
1 , F

e
2︸ ︷︷ ︸, 0, . . . , 0]

t,

onde F e
1 = F e

e e F e
2 = F e

e+1.

Para evitar o problema de armazenamento de matriz e uma quantidade grande de
operações entre elementos nulos, considere a submatriz Ke de ordem 2 × 2 e F e de
ordem 2 × 1 formadas respectivamente pelos coeficientes e coordenadas não nulos, ou
seja,

Ke =

[
Ke

11 Ke
12

Ke
21 Ke

22

]
e F e =

[
F e
1

F e
2

]
(2.42)

A matriz local Ke é uma matriz padrão dos elementos e somente serão diferentes
se he = xe2 − xe1 for diferente para cada e.

Um passo importante é a alocação dos elementos da matriz local Ke para a matriz
rigidez K.

2.5 Matriz Global e Força Global

Considere a matriz local e a força local definidas, respectivamente, em (2.39) e
(2.40) e a função ϕe

a(x) definida por (2.38), com [xe1, x
e
2] = [xe, xe+1]. Para calcular o

coeficiente Kee da matriz global K, basta fazer i = j = e. Assim,

Kee =

∫ 1

0

(
α
dϕe

dx

dϕe

dx
+ βϕeϕe

)
dx

= intxe
xe−1

(
α
dϕe

dx

dϕe

dx
+ βϕeϕe

)
dx+

∫ xe+1

xe

(
α
dϕe

dx

dϕe

dx
+ βϕeϕe

)
dx.
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Em termos da contribuição local, obtemos

Kee =

∫ xe−1

2

xe−1

1

(
α
dϕe−1

2

dx

dϕe−1
2

dx
+ βϕe−1

2 ϕe−1
2

)
dx+

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕe

1

dx

dϕe
1

dx
+ βϕe

1ϕ
e
1

)
dx

= Ke−1
22 +Ke

11.

Logo, o coeficiente Kee da matriz global K recebe contribuição dos elementos finitos
(e− 1) e do elemento e através da relação

Kee = Ke−1
22 +Ke

11, e = 2, 3, . . . , m, (2.43)

onde Ke−1
22 e Ke

11 são os coeficientes da matriz local (de ordem 2× 2) Ke−1 e Ke.

De forma análoga, o coeficiente Ke,e+1 = Ke+1,e da matriz global K é dado por

Ke,e+1 =

∫ 1

0

(
α
dϕe

dx

dϕe+1

dx
+ βϕeϕe+1

)
dx =

∫ xe+1

xe

(
α
dϕe

dx

dϕe+1

dx
+ βϕeϕe+1

)
dx

=

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕe

1

dx

dϕe
2

dx
+ βϕe

1ϕ
e
2

)
dx = Ke

12.

Assim, o coeficiente global Ke,e+1 recebe apenas a contribuição local do coeficiente Ke
12

da matriz local do elemento e.

De forma geral, a contribuição local para os coeficientes da matriz global é dada
pelo seguinte algoritmo:

Para e = 2, 3, . . . , m, temos:

{
Kee = Ke−1

22 +Ke
11,

Ke,e+1 = Ke
12,

(2.44)

Para os coeficientes K11, Km+1,m+1 relativo aos nós extremos, temos

K11 =

∫ 1

0

(
α
dϕ1

dx

dϕ1

dx
+ βϕ1ϕ1

)
dx =

∫ x1
2

x1
1

(
α
dϕ1

dx

dϕ1

dx
+ βϕ1ϕ1

)
dx

=

∫ x1
2

x1
1

(
α
dϕ1

1

dx

dϕ1
1

dx
+ βϕ1

1ϕ
1
1

)
dx = K1

11,

(2.45)

pois,

ϕ1(x) =





ϕ1
1(x) =

x12 − x
h1

, ∀x ∈ [x11, x
1
2],

0, ∀x /∈ [x11, x
1
2].
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De forma análoga, temos:

ϕm+1(x) =





0, ∀x /∈ [xm1 , x
m
2 ],

ϕm
2 (x) =

x− xm1
hm

, ∀x ∈ [xm1 , x
m
2 ] = [xm, xm+1],

de modo que,

Km+1,m+1 =

∫ xm
2

xm
1

(
α
dϕm

2

dx

dϕm
2

dx
+ βϕm

2 ϕ
m
2

)
dx = Km

22. (2.46)

De (2.44), (2.45) e (2.46) obtemos a matriz global K dada pelo algoritmo:

K11 = K1
11,

Kee = Ke−1
22 +Ke

11, e = 2, 3, . . . , m,
Ke,e+1 = Ke+1,e = Ke

12, e = 1, 2, 3, . . . , m,
Km+1,m+1 = Km

22.

(2.47)

Observe que no caso das condições de fronteria do tipo Dirichlet homogêneas que
tratamos acima, os coeficientes K11 eKm+1,m+10 são nulos. No entanto, convém mantê-
los expĺıcitos no algoritmo acima, tendo em vista a solução de problemas com outros
tipos de condições de fronteira.

No que se refere ao vetor força, segue da definição de ϕe
a em (2.38), com [xe, xe+1] =

[xe1, x
e
2],

Fe =

∫ 1

0

f(x)ϕe
a(x) dx =

∫ xe+1

xe−1

f(x)ϕe
a(x) dx

=

∫ xe−1

2

xe−1

1

f(x)ϕe−1
2 (x) dx+

∫ xe
2

xe
1

f(x)ϕe
1(x) dx = F e−1

2 + F e
1 .

(2.48)

Para F1 e Fm+1, temos

F1 =

∫ 1

0

f(x)ϕ1(x) dx =

∫ x1
2

x1
1

f(x)ϕ1
1(x) dx = F 1

1 , (2.49)

Fm+1 =

∫ 1

0

f(x)ϕm+1(x) dx =

∫ xm
2

xm
1

f(x)ϕm
2 (x) dx = Fm

2 . (2.50)

De (2.48), (2.49) e (2.50) temos,

F1 = F 1
1 ,

Fe = F e−1
2 + F e

1 , e = 2.3, . . . , m,
Fm+1 = Fm

2 .
(2.51)

Para determinar explicitamente a matriz global K e o vetor força F , precisamos
calcular as matrizes locais Ke e a força local F e.
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• Matriz Global

Cada matriz local Ke é dada por

Ke =

[
Ke

11 Ke
12

Ke
21 Ke

22

]
,

onde

Ke
11 =

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕe

1

dx

dϕe
1

dx
+ βϕe

1ϕ
e
1

)
dx = Ke

22

e

Ke
21 = Ke

12 =

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕe

1

dx

dϕe
2

dx
+ βϕe

1ϕ
e
2

)
dx.

De (2.38), tem-se que

ϕe
1 =

xe2 − x
he

, ϕe
2 =

x− xe1
he

.

Logo,
dϕe

1

dx
= − 1

he
,

dϕe
2

dx
=

1

he
.

Substituindo e fazendo os cálculos obtém-se:

Ke =




α

he
+
βhe
3

−α
he

+
βhe
6

−α
he

+
βhe
6

α

he
+
βhe
3


 . (2.52)

Usando o algoritmo (2.47), obtemos a matriz global que é tridiagonal e simétrica:

K =




K11 K12 0 · · · 0 0
K21 K22 K23 · · · 0 0

0 K32 K33
. . . 0 0

0 0
. . .

. . .
. . . 0

0 0 0
. . . Km,m Km,m+1

0 0 0 0 Km+1,m Km+1,m+1




(2.53)

É claro que a matriz global K calculada em (2.24) e (2.53) é a mesma, exceto que
em (2.24) foram consideradas as condições de fronteira e, portanto, todos os elementos
da primeira e última fila são zeros.
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A matriz local (2.52) é válida para todo elemento e = 1, 2, . . . , m. Logo, para
obtenção da matriz global K é suficiente o uso do algoritmo (2.47). No próximo
caṕıtulo mostraremos que, para o caso bidimensional, a sistemática é a mesma e assim
adotaremos este procedimento, pois facilita a obtenção da matriz global do sistema
linear KC = F e também do vetor força F .

• Vetor Força

Do algoritmo (2.51) tem-se que F1 = F 1
1 e Fm+1 = Fm

2 ; e de (2.48), Fe = F e−1
2 +F e

1 ,
para e = 2, 3, . . . , m.

Para obter Fe explicitamente, calculemos F e−1
2 e F e

1 . Usando a interpolação local
da função f(x) dada por

f(x) =

2∑

a=1

f e
a ϕ

e
a(x) dx,

co, f(xea) = f e
a , podemos escrever

F e
1 =

∫ xe
2

xe
1

f(x)ϕe
1(x) dx = f e

1

∫ xe
2

xe
1

(ϕe
1(x)ϕ

e
1(x)) dx+ f e

2

∫ xe
2

xe
1

(ϕe
2(x)ϕ

e
1(x)) dx, (2.54)

onde f e
1 = f(xe1) = f(xe) e f

e
2 = f(xe2) = f(xe+1). Agora, de (2.38) temos,

∫ xe
2

xe
1

(ϕe
1(x))

2 dx =
he
3

(2.55)

e ∫ xe
2

xe
1

(ϕe
2(x)ϕ

e
1(x)) dx =

he
6
. (2.56)

Substituindo em (2.54) conclui-se que:

F e
1 =

he
3
f e
1 +

he
6
f e
2 . (2.57)

De forma análoga, temos,

F e
2 =

∫ xe
2

xe
1

f(x)ϕe
2(x) dx =

∫ xe
2

xe
1

(ϕe
1(x)ϕ

e
2(x))f

e
1 (x) dx+

∫ xe
2

xe
1

(ϕe
2(x))

2f e
2 (x) dx

=
he
6
f e
1 +

he
3
f e
2

. (2.58)

Portanto, para e = 2, 3, . . . , m, a força Fe é dada por

Fe = F e−1
2 + F e

1 =
he−1

6

(
f e−1
1 + 2f e−1

2

)
+
he
6
(2f e

1 + f e
2 ) . (2.59)
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De (2.49) e (2.50), F1 e Fm+1 são calculados por

F1 =

∫ x1
2

x1
1

f(x)ϕ1
1(x) dx = f 1

1

∫ x1
2

x1
1

(ϕ1
1(x))

2 dx+ f 1
2

∫ x1
2

x1
1

(ϕ1
2(x)ϕ

1
1(x)) dx

=
h1
3
f 1
1 +

h1
6
f 1
2 ,

isto é,

F1 = F 1
1 =

h1
6
(2f 1

1 + f 1
2 ) (2.60)

e

Fm+1 =

∫ xm
2

xm
1

f(x)ϕm
2 (x) dx = fm

1

∫ xm
2

xm
1

(ϕm
1 (x)ϕ

m
2 (x)) dx+ fm

2

∫ xm
2

xm
1

(ϕm
2 (x) )

2 dx

=
hm
6
fm
1 +

hm
3
fm
2 ,

ou seja,

Fm+1 = Fm
2 =

hm
6
(fm

1 + 2fm
2 ). (2.61)

Portanto, o vetor global F é dado por

F = (F1, . . . , Fm+1)
T (2.62)

Observe que a força F acima coincide com (2.33), exceto pela primeira e última
linha que são as condições de fronteira. Em particular, se a malha é uniforme, tem-se:

F1 =
h

6

(
2f 1

1 + f 1
2

)
,

Fe =
h

6
(f e−1

1 + 4f e
1 + f e

2 ) para e = 2, 3, . . . , m,

Fm+1 =
h

6
(fm

1 + 2fm
2 ).

2.6 Integração Numérica

A solução aproximada através do Método de Galerkin é dada por

uh(x) =
m+1∑

i=1

Ciϕi(x),
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onde ϕi(x) é uma função de interpolação linear. Assim, como definida acima, a solução
aproximada uh = uh(x) do problema

a(um, v) = (f : v), ∀v ∈ Vm

também é um polinômio de grau um por partes.

Em geral, podemos melhorar a solução aproximada aumentando o grau do polinô-
mio interpolador. Por exemplo, se cada elemento finito e for interpolado por splines
cúbicos, a solução aproximada uh(x) será um polinômio cúbico por partes e a solução
numérica pode ser uma melhor aproximação da solução exata u = u(x), se comparada
com a obtida por interpolação linear. Nesste caso, os cálculos da matriz local Ke

ij e
F e
i são mais trabalhosos, havendo então a necessidade de introduzir um método de

integração numérica, como por exemplo, o método da quadratura Gaussiana, também
conhecida como Método de Gauss-Legendre, com dois pontos interiores ξ1 e ξ2, cujo
valor é exato para polinômios de grau ν ≤ 3. Para maiores detalhes sobre quadratura
Gaussiana, veja Burden e Faires [3].

A quadratura Gaussiana no caso unidimensional é dada por

∫ 1

−1

g(ξ) dξ =

N∑

i=1

g(ξi)wi,

onde N é o número de pontos de integração, ξi é a coordenada e wi é o peso associado

a ξi. Quando N = 2, ξ1 =
−
√
3

3
= −ξ2 e w1 = w2 = 1. Nestas condições o erro da

integração é dado por

EG =
1

135

d4g(ξ)

dξ4

e a integral é calculada por

∫ 1

−1

g(ξ) dξ = g

(
−
√
3

3

)
+ g

(√
3

3

)
. (2.63)

Sendo o intervalo de integração da função g o intervalo fechado [−1, 1], para calcular
a matriz local e a força local do elemento e cujas coordenadas são dadas por [xe1, x

e
2], é

necessário fazer a seguinte transformação isoparamétrica:

ξ : [xe1, x
e
2]→ [−1, 1],

x 7−→ ξ(x) =
2x− xe1 − xe2

he
,



48 Cap. 2. Problema Estacionário Unidimensional

onde he = xe2 − xe1. A função inversa ξ−1 de ξ é dada por

xe : [−1, 1]→ [xe1, x
e
2],

ξ 7−→ xe(ξ) =
1

2
(xe1 + xe2 + heξ). (2.64)

Como
dxe

dξ
=
he
2
, podemos, então, calcular a matriz local e a força local. Com efeito,

sabemos de (2.39) que

Ke
ab =

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕe

a

dx

dϕe
b

dx
+ βϕe

aϕ
e
b

)
dx.

Pela Regra da Cadeia,
dϕe

a

dx
=
dϕe

a

dξ

dξ

dx
=
dϕe

a

dξ

2

he
,

de modo que

Ke
ab =

∫ 1

−1

(
4α

h2e

dϕe
a

dξ

dϕe
b

dξ
+ βϕaϕb

)
he
2
dξ =

∫ 1

−1

g(ξ) dξ = g

(
−
√
3

3

)
+ g

(√
3

3

)
,

(2.65)
onde,

g(ξ) =

(
4α

h2e

dϕe
a

dξ

dϕe
b

dξ
+ βϕe

aϕ
e
a

)
he
2
.

Para explicitar a função g, precisamos definir a função de interpolação ϕi(ξ) no intervalo
[−1, 1]. Por exemplo, usando polinômio de grau um, temos

ϕe
a(ξ) =





ϕe
1(ξ) = 1

2
(1− ξ), ∀ξ ∈ [−1, 1],

ϕe
2(ξ) = 1

2
(1 + ξ), ∀ξ ∈ [−1, 1],

0 , ∀ξ /∈ [−1, 1].
(2.66)

A função ϕe
a(ξ) é equivalente a função ϕe

a(x) definida em (2.38) para o intervalo [xe1, x
e
2].

Utilizando a função (2.66) em (2.65), obtém-se a matriz local Ke dada por (2.52).

Para problemas unidimensionais que utilizam funções de interpolação linear, a
transformação isoparamétrica não é vantajosa, tendo em vista a facilidade dos cálculos
dos coeficientes da matriz local Ke. Se a função ϕe

a(ξ) for um spline cúbico, os cálculos
se tornam mais trabalhosos e sua aplicação, juntamente com a quadratura Gaussiana,
facilita os cálculos de Ke. A aplicação da transformação isoparamétrica é muito útil
nos problemas de dimensão 2 ou 3.
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De forma análoga, podemos calcular Fe definida em (2.48) diretamente usando a
transformação isoparamétrica e a quadratura Gaussiana. Com efeito,

F e
1 =

∫ xe
2

xe
1

f(x)ϕe
1(x) dx =

∫ 1

−1

f

(
1

2
(xe1 + xe2 + heξ)

)
)ϕe

1(ξ)
he
2
dξ =

∫ 1

−1

g1(ξ) dξ

= g1

(
−
√
3

3

)
+ g1

(√
3

3

)
, (2.67)

onde usamos a aplicação xe(ξ) definida em (2.64) e a função g1(ξ) dada por

g1(ξ) = f

(
xe1 + xe2 + heξ

2

)
ϕe
1(ξ)

he
2
, (2.68)

sendo ϕe
1(ξ) a função de interpolação do intervalo [−1, 1].

Se tomarmos, em particular, a função de interpolação linear (2.66), obtemos

g1(ξ) =
he
4
f

(
xe1 + xe2 + heξ

2

)
(1− ξ).

Analogamente, para F e
2 ,

F e
2 =

∫ 1

−1

g2(ξ) dξ = g2

(
−
√
3

3

)
+ g2

(√
3

3

)
, (2.69)

onde

g2(ξ) = f

(
xe1 + xe2 + heξ

2

)
ϕe
2(ξ)

he
2
, (2.70)

ou, se tomarmos (2.66),

g2(ξ) =
he
4
f

(
xe1 + xe2 + heξ

2

)
(1 + ξ).

Usando o algoritmo (2.51), obtém-se a força global F .

Para facilitar o cálculo de g1(ξ) e g2(ξ), podemos interpolar f utilizando as funções
de interpolação ϕa(ξ), a = 1, 2. De fato,

f(xe(ξ)) = f(ξ) =
2∑

a=1

f e
a ϕa(ξ), (2.71)

onde f e
a = f(ξa). Logo,

F e
a =

∫ xe
2

xe
1

f(x)ϕe
a(x) dx =

∫ 1

−1

f (ξ)
∂xe

∂ξ
ϕa(x

e(ξ)) dξ =

∫ 1

−1

(
2∑

b=1

ϕa(ξ)ϕb(ξ)
∂xe

∂ξ
f e
b

)
dξ.

(2.72)
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Em particular, para a interpolação linear, temos

ϕ1(ξ) =
1

2
(1− ξ) e ϕ2(ξ) =

1

2
(1 + ξ).

Como
dxe

dξ
=
he
2
, segue que

F e
a =

he
2

(∫ 1

−1

ϕa(ξ)ϕ1(ξ)f
e
1 + ϕa(ξ)ϕ2(ξ)f

e
2

)
dξ. (2.73)

Fazendo os cálculos, obtém-se

F e =
he
6

[
2f e

1 + f e
2

f e
1 + 2f e

2

]
,

que é a mesma força calculada em (2.58) e (2.59). A diferença consiste no uso da
transformação isoparamétrica.

2.7 Condições de Fronteira

O problema que tratamos até aqui envolve condições de fronteira do tipo Dirichlet
homogêneas, o que possibilitou considerar a matriz global K e o vetor força F , respec-
tivamente de ordem (m+ 1)× (m+ 1) e (m+ 1)× 1, obtidos através da matriz local
Ke e da força local F e. Vamos agora considerar quatro exemplos com tipos diferentes
de condições de fronteira e analisar sua influência na matriz K e no vetor F .

Em todos os exemplos a seguir, subdividimos o intervalo [0, 1] emm partes, obtendo
(m+1) nós, onde x1 = 0, xm+1 = 1 e hi = xi+1−xi. Para cada nó xi, definimos a função
base ϕi como em (2.17) e, para cada sub-intervalo [xi, xi+1] = [xe, xe+1] = [xe1, x

e
2],

e = 1, 2, · · · , m, definimos um elemento finito e e a função de interpolação local ϕe
a(x)

como em (2.38).

• Exemplo 1. (Condição não homogêneas do tipo Dirichlet) Neste caso, o problema
é o seguinte: {

−αu′′

+ βu = f,
u(0) = p, u(1) = q.

Para este caso a solução u é conhecida nos extermos em x1 = 0 e xm+1 = 1 e
a discretização fornece m − 1 incógnitas (nós) para os quais queremos determinar a
solução aproximada. Lembrando que

uh(x) =
m+1∑

i=1

Ciϕi(x),
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temos, para x = x1 = 0, p = uh(x1) = C1ϕ1(x1) = C10. Logo, C1 = p. Analogamente,
para x = xm+1 = 1, obtemos Cm+1 = q. Portanto, no sistema linear KC = F de ordem
m+1, as constantes C1 e Cm+1 são conhecidas e assim temos m−1 incógnitas, a saber,
C2, . . . , Cm.

Como a matriz global K tem ordem (m+1)× (m+1) e o vetor força F tem (m+1)
componentes, devemos considerar o sistema linear de tal forma a assegurar que C1 = p
e Cm+1 = q. De fato, a matriz global K é dada por (2.53) e o vetor força F é dado por
(2.62). Assim, a primeira linha do sistema




K11 K12 · · · 0 0

K21 K22
. . . 0 0

0
. . .

. . .
. . . 0

0 0
. . . Kmm Km,m+1

0 0 0 Km+1,m Km+1,m+1







C1

C2
...
Cm

Cm+1



=




F1

F2
...
Fm

Fm+1




é K11C1 +K12C2 = F1, de modo que se K11 = 1, K12 = 0 e F1 = p, obtemos C1 = p,
que é a condição imposta.

Para a segunda linha com F1 = p, temos

K21C1 +K22C2 +K23C3 = F2 ⇐⇒ K22C2 +K23C3 = F2 −K21p := F̃2.

De forma análoga, para a última linha, é suficiente escolhemos Km+1,m+1 = 1,
Km+1,m = 0 e Fm+1 = q, de modo a obter Cm+1 = q.

Para a penúltima linha temos

Km,m−1Cm−1 +Km,mCm = Fm − qKm,m+1 := F̃m.

Portanto, com as definições acima, o sistema linear KC = F de ordem (m+1)×(m+1)
que reproduz as condições de fronteira impostas no problema toma a seguinte forma:



1 0 0 · · · · · · 0 0
0 K22 K23 · · · · · · 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 · · · Km,m−1 Km,m 0
0 0 0 · · · 0 0 1







C1

C2
...
...
...
Cm

Cm+1




=




p

F̃2

F3
...
...

F̃m

q




=




p
F2 − pK21

F3
...
...
Fm − qKm,m+1

q




(2.74)

O sistema linear pode, então, ser resolvido pelo algoritmo dado anteriormente, cuja
solução é

C = (C1, C2, . . . , Cm, Cm+1) = (p, C2, . . . , Cm, q).
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Assim, a solução aproximada nos nós xi é dada por

uh(xi) = Ci , i = 1, 2, . . . , m,m+ 1

Em particular se p = q = 0, o vetor força é exatamente o mesmo dado em (2.33). Além
disso, se excluirmos a primeira e a última filas de K, obteremos uma submatriz que é
exatamente a matriz dada por (2.24).

Uma forma mais geral de obter diretamente o sistema linear que reproduz as
condições de fronteira do problema 1 pode ser feita “transferindo-se” adequadamente
as condições de contorno ao termo fonte f . De fato, tendo em vista a linearidade da
equação diferencial, podemos obter a solução do problemas com as condições de fron-
teira não homogêneas a partir do problema com condições homogêneas, somando-se ao
termo de fonte f uma função adequada.

No caso espećıfico que estamos tratando, o problema variacional é

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H1(0, 1), u(0) = p, u(1) = q. (2.75)

Consideremos funções up, uq ∈ H1(0, 1) satifazendo as condições

up(0) = p, up(1) = 0 e uq(0) = 0, uq(1) = q

e o problema variacional homogêneo

a(w, v) = (f, v)− a(up, v)− a(uq, v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1). (2.76)

Uma vez resolvido o problema (2.76), temos a solução de (2.75) definindo-se u =
w + up + uq.

O problema discreto associado ao problema (2.76) toma a forma

a(wh, v) = (f, v)− a(uh,p, v)− a(uh,q, v), ∀v ∈ Vm. (2.77)

Tomando wh(x) =

m∑

j=2

Cjϕj(x) e v = ϕi e substituindo na igualdade acima, temos:

m∑

j=2

Cja(ϕj , ϕi) = (f, ϕi)− a(uh,p, ϕi)− a(uh,q, ϕi)

para i = 2, · · · , m. Usando como interpoladores as funções base ϕj(x), podemos inter-
polar f , uh,p e uh,q da seguinte forma:

f(x) =
m+1∑

j=1

ϕj(x)fj , ∀x ∈ Ω,

uh,p(x) = pϕ1(x), ∀x ∈ ∂Ω,
uh,q(x) = qϕm+1(x), ∀x ∈ ∂Ω.
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Assim, definindo
Kij = a(ϕi, ϕj) (2.78)

e
Fi = (f, ϕi)− uh,pK1i − uh,qKm+1,i

=

m+1∑

j=1

fj

∫ xi+1

xi−1

(ϕjϕi) dx− uh,pK1i − uh,qKm+1,i,
(2.79)

obtemos o sistema linear KC = F de ordem (m− 1)× (m− 1).

Utilizando a matriz local e a força local temos

K =
m∑

e=1

Ke e F =
m∑

e=1

F e,

onde

Ke
ab =

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕa

dx

dϕb

dx
+ βϕaϕb

)
dx, 1 ≤ a, b ≤ 2

F e
a =

2∑

b=1

f e
b

∫ xe
2

xe
1

ϕe
a(x)ϕ

e
b(x) dx− pKe

1a − qKe
m+1 a = f e

a − pKe
1a − qKe

m+1 a (2.80)

Observe que a matriz global K é a mesma matriz dada por (2.53). Calculemos agora
a força F , observando as igualdades (2.48), (2.49), (2.50), o algoritmo (2.51) e usando
o fato da matriz K ser tridiagonal,

F2 = f 1
2 + f 2

1 − pK12,
Fi = f e

i , i = 3, 4, . . . , m− 1,
Fm = fm−1

2 + fm
1 − qKm+1 m.

(2.81)

Dessa forma, tem-se




K22 K23 · · · 0 0

K32 K33
. . . 0 0

0
. . .

. . .
. . . 0

0 0
. . . Km−1 m−1 Km−1 m

0 0 0 Km m−1 Km m







C2

C3
...

Cm−1

Cm



=




F2

F3
...

Fm−1

Fm



. (2.82)

Resolvendo este sistema linear, obtemos a solução C = (C1, . . . , Cm+1), onde pela
condição de fronteira C1 = p e Cm+1 = q.

O sistema (2.82) é equivalente ao sistema (2.74) quando impomos linhas e colunas
extras relativas à condição de C1 = p e Cm+1 = q.
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O procedimento acima será usado no próximo caṕıtulo para o problema bidimen-
sional para valores de fronteira.

• Exemplo 2. (Condição não homogêneas do tipo Neumann) Neste caso, considera-
remos o seguite problema:

{
−αu′′

+ βu = f,
u′(0) = p, u′(1) = q.

Neste exemplo, a derivada da solução é conhecida nos nós x1 = 0 e xm+1 = 1, ou
seja,

duh
dx

(x1) = p e
duh
dx

(xm+1) = q.

Assim, a solução uh = uh(xi) é desconhecida nos (m+ 1) nós xi, i = 1, . . . , m+ 1.

Para este tipo de fronteira, uma nova formulação variacional precisa ser feita. Mul-
tiplicando a equação diferencial por v e integrando em (0, 1), temos

∫ 1

0

−αu′′v dx+
∫ 1

0

βuv dx =

∫ 1

0

fv dx , ∀v ∈ H1(Ω).

Integrando por partes a primeira integral, tem-se

∫ 1

0

−αu′′v dx = −α
(
du

dx
(1)v(1)− du

dx
(0)v(0)

)
+ α

∫ 1

0

du

dx

dv

dx
dx

= −αqv(1) + αpv(0) + α

∫ 1

0

du

dx

dv

dx
dx

Assim,

α

∫ 1

0

du

dx

dv

dx
dx+ β

∫ 1

0

uv dx =

∫ 1

0

fv dx + α(qv(1)− pv(0)).

Definindo

a(u, v) =

∫ 1

0

(
α
du

dx

dv

dx
+ βuv

)
dx (2.83)

e

(f, v) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx (2.84)

o problema variacional é o de se determinar u ∈ H1(0, 1) solução de

a(u, v) = (f, v) + αqv(1)− αpv(0) , ∀v ∈ H1(Ω) (2.85)

e o problema variacional aproximado é o de se determinar uh ∈ Vm, tal que

a(uh, v) = (f, v) + αqv(1)− αpv(0),
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onde Vm = [ϕ1, . . . , ϕm] é um subespaço de H1(Ω) gerado por m vetores linearmente
independentes.

Assim, para uh ∈ Vm,

uh(x) =

m+1∑

j=1

Cjϕj(x).

Substituindo em (2.85) e tomando v = ϕi,

m+1∑

j=1

Cja(ϕi, ϕj) = (f, ϕi) + αqϕi(1)− αpϕi(0).

Definindo
Kij = a(ϕi, ϕj) (2.86)

e
Fi = (f, ϕi) + αqϕi(1)− αpϕi(0) (2.87)

para i = 1, . . . , m+1, obtém-se um sistema linear da forma KC = F . A matriz global
K é a mesma dada por (2.53). A única mudança no sistema linear é a força F .

• Cálculo da Força

Como anteriormente, considere a força local F e
a , a = 1, 2, definida por

F e
a =

∫ xe
2

xe
1

f(x)ϕe
a(x) dx− αpϕe

a(0) + αqϕe
a(1) = f e

a − αpϕe
a(0) + αqϕe

a(1)

1. Para e = 1, temos F 1
1 = f 1

1 − αp e F 1
2 = f 1

2 , pois ϕ
1
1(x1) = ϕ1

1(0) = 1, ϕ1
2(x1) =

ϕ1
2(0) = 0 e ϕ1

a(xm+1) = ϕ1
a(1) = 0;

2. Para e = 2, . . . , m− 1, temos F 1
1 = f 1

1 − αp e F 1
2 = f 1

2 , pois ϕ
e
a(0) = ϕe

a(1) = 0;

3. Para e = m, temos Fm
1 = fm

1 e Fm
2 = fm

2 + αq, pois ϕm
2 (1) = ϕ2(xm+1) =

ϕm+1(xm+1) = 1 e ϕm
1 (1) = ϕm(xm+1) = 0.

Do algoritmo (2.51), conclui-se que

F1 = F 1
1 , Fe = F e−1

2 + F e
1 , (e = 2, . . . , m) e Fm+1 = Fm

2 .

De (2.57) e (2.58), obtém-se, para e = 2, . . . , m,

F e
1 =

he
3
f e
1 +

he
6
f e
2 e F e

2 =
he
6
f e
1 +

he
3
f e
2 ;
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e nos extremos, tem-se F 1
1 e Fm

2 calculados por

F1 = F 1
1 =

∫ x1
2

x1
1

f(x)ϕ1
1(x) dx− αp =

h1
6
(2f 1

1 + f 1
2 )− αp,

Fm+1 = Fm
2 =

∫ xm
2

xm
1

f(x)ϕm
2 (x) dx+ αq =

hm
6
(fm

1 + 2fm
2 ) + αq.

Para e = 2, . . . , m,

Fe =
he−1

6
(f e−1

1 + 2f e−1
2 ) +

he
6
(2f e

1 + f 2
2 ),

onde f e
1 = f e−1

2 = f(xe) e f e
2 = f e+1

1 = f(xe+1). Temos assim o vetor Força F =
(F1, . . . , Fm+1), cujos coeficientes são os calculados acima.

Utilizando a matriz global K dada em (2.53) e o vetor força dado acima, obtém-se,
então, o sistema linear de ordem m + 1, cuja solução C = (C1, . . . Cm+1) é a solução
aproximada uh(xi) nos nós xi do problema 2.

Comparando os vetores força dos exemplos 1 e 2, nota-se que os únicos componentes
diferentes são F1, F2, Fm e Fm+1.

• Exemplo 3. (Condição não homogêneas do tipo mista) Consideraremos o problema

{
−αu′′

+ βu = f,
u′(0) = p, u(1) = q.

Neste caso a derivada da solução é conhecida no ponto x1 = 0 e a solução é conhecida
no ponto xm+1 = 1. Assim, as condições de fronteira deste exemplo são mistas e podem
ser resolvidas usando os exemplos 1 e 2. Agora, temos m incógnitas, C1 . . . Cm, onde
Ci = uh(xi), i = 1, . . . , m.

Utilizando os procedimentos anteriores podemos definir a matriz Kij e o vetor força
Fi respectivamente por

Kij = a(ϕi, ϕj) =

∫ 1

0

(
α
dϕi

dx

dϕj

dx
+ βϕiϕj

)
dx,

Fi =

∫ 1

0

fϕi dx− αpϕi(0).

Para 1 ≤ i, j ≤ m, a matriz Kij e o vetor Fj são os mesmos do exemplo 2.

Para garantir que a solução uh(x) satisfaça a condição de fronteira uh(xm+1) = q,
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façamos como no exemplo 1,

Km+1,m+1 = 1

Km+1,m = 0,

Fm = Fm − qKm,m+1,

Fm+1 = q.

Dessa forma, obtemos



K11 K12 · · · 0 0

K21 K22
. . . 0 0

0
. . .

. . .
. . . 0

0 0
. . . Kmm 0

0 0 0 0 1







C1

C2
...
Cm

Cm+1



=




F1

F2
...

Fm − qKm,m+1

q




(2.88)

onde Km,m+1 = −
α

hm
+
βhm
6

é dado por (2.52) e Fm é dado por (2.59).

• Exemplo 4. (Condição não homogêneas do tipo mista) Consideraremos agora o
seguite problema: {

−αu′′

+ βu = f,
u(0) = p, u′(1) = q.

como no caso anterior, p e q são números reais dados.

Assim, temos u(x1) = u(0) = p e
du

dx
(xm+1) =

du

dx
(1) = q. O procedimento é

análogo ao anterior, resultando num sistema linear da forma



K11 K12 · · · 0 0

K21 K22
. . . 0 0

0
. . .

. . .
. . . 0

0 0
. . . Kmm Km,m+1

0 0 · · · Km+1,m Km+1,m+1







C1

C2
...
Cm

Cm+1



=




p
F2 − pK12

...
Fm

Fm+1




(2.89)

onde todos os elementos Kij, com 2 ≤ i, j ≤ m + 1 são iguais aos do exemplo 2, bem

como o vetor Fj , j = 2, . . . , m+ 1. Além disso, por (2.52), K12 =
−α
h1

+
βh1
6

.

2.8 Programa Computacional

Descrevemos abaixo as subrotinas em linguagem C do programa computacional
para o cálculo da solução aproximada dos problemas a seguir.
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1. InputData

Os dados de entrada são os números reais positivos α e β e o número de elementos
Nel = m. O número de nós é dado por Nos = Nel + 1 = m+ 1.

2. InputCondFront

As condições de fronteira nos nós extremos do intervalo considerado são classifi-
cados por tipos: {

tipo 1 : Dirichlet;
tipo 2 : Neumann.

Quando o nó x1 é do tipo 1, significa que a solução é conhecida neste nó (condição
de Dirichlet), ou seja,

u(x1) = p , p ∈ R.

Se o nó x1 é do tipo 2, é a derivada da solução u que é conhecida (condição de
Newmann), ou seja,

du

dx
(x1) = p , p ∈ R.

O tipo de fronteira, como mostrado nos exemplos, tem fundamental importância
na montagem do sistema linear.

3. CoordGlobal

Considere o intervalo [a, b] e a discretização uniforme ou não do intervalo. Os
pontos discretos X [i], i = 1, 2, · · · , Nos, do intervalo são as coordenadas globais.
Para a malha uniforme é suficiente introduzir os extremos do intervalo e o número
de elementos (Nel) da discretização, pois os nós globais são calculados automati-
camente pelo programa. Para a malha não uniforme, todos os nós globais deverão
ser introduzidos um a um.

4. CoordLocal (xe1, x
e
2)

Para o elemento e = 1, 2, . . . , m, definem-se as coordenadas locais (xe1, x
e
2), para

o cálculo da matriz local Ke, da seguinte forma:

(xe1, x
e
2) = (xe, xe+1) e he = xe+1 − xe.

Se a discretização é uniforme, he = h.
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5. NoLG(e, a)

A subrotina NoLG(e, a) identifica os nós locais a = 1, 2 do elemento e com os
respectivos nós globais A da discretização:

A = NoLG(e, a) =

{
e, se a = 1;

e+ 1, se a = 2.

Com isso, se estabelece uma relação entre os nós globais A e os nós locais xe1 e
xe2. Por exemplo:

a\e 1 2 3 · · · m

1 1 2 3 · · · m
2 2 3 4 · · · m+ 1

Assim, o elemento e que tem coordenadas locais (xe1, x
e
2), pertence ao intervalo

[xe,xe+1], onde xe e xe+1 são nós globais.

6. Transformada isoparamétrica Xi(e, ξ)

Foram dadas duas opções para o cálculo da força F . Na primeira, o cálculo da
integral é feita diretamente e na segunda, usa-se a quadratura Gaussiana para o
qual é necessário a transformação isoparamétrica, que é a opção utilizada neste
programa. Então, definimos em (2.64) a função

xe : [−1, 1] −→ [xe,xe+1],

onde

xe(ξ) =
1

2
(xe1 + xe2 + heξ) = xe1 +

he
2
(ξ + 1),

e a função Xi(e, ξ) é a aplicação xe(ξ).

7. MatrizRigidez

Para cada elemento e, a matriz local Ke é dada por

Ke =

[
Ke

11 Ke
12

Ke
21 Ke

22

]
,

onde os coeficientes da matriz estão definidos em (2.52). Visto que NoLG(e, 1) = e
e NoLG(e, 2) = e+ 1, usamos o seguinte para estabalecer a matriz local referente
a cada elemento e:




K11 = K1
11

Ke,e = Ke−1
22 +Ke

11

Ke,e+1 = Ke
12 , e = 2, 3, . . . , m

Km+1,m+1 = Km
22
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Este procedimento está feito no final da subrotina MatrizRigidez com uma mo-
dificação no armazenamento da matriz. Como a matriz rigidez (global) é tridiago-
nal, então, ao invés de armazenar todos os elementos, são armazenados somente
os elementos das diagonais reordenadas em forma de 3 colunas definidas pelos
elementos Ke,e−1, Ke,e e Ke,e+1 que são armazenados como 10, 20 e 30 colunas,
respectivamente, ou seja, 


Ke+1,1 = Ke,e−1

Ke,2 = Ke,e

Ke,3 = Ke,e+1

8. VetorForca

Para calcular a força local f(x) utilizando a quadratura Gaussiana, definimos as
funções g1 e g2 como em (2.68) e (2.70), ou seja,

g1(ξ) = f

(
1

2
(xe1 +

he
2
(ξ + 1))

)
ϕe
1(ξ)

he
2
,

g2(ξ) = f

(
1

2
(xe1 +

he
2
(ξ + 1))

)
ϕe
2(ξ)

he
2
.

Logo,

F e
1 =

∫ 1

−1

g1(ξ) dξ = g1

(
−
√
3

3

)
+ g1

(√
3

3

)
,

F e
2 =

∫ 1

−1

g2(ξ) dξ = g2

(
−
√
3

3

)
+ g2

(√
3

3

)
,

são as forças locais. Para calcular o vetor força F , usa-se o algoritmo:

F1 = F 1
1 ,

Fe = F e−1
2 + F e

1 , e = 2, 3, . . . , m,
Fm+1 = Fm

2 .

Note que NoLG(e, 1) = e e NoLG(e, 2) = e + 1. Assim temos

Fe ←− Fe + F e
1

Fe+1 ←− F e
2

definidos no final da subrotina VetorForca.

9. CondFront(p, q)

Nos exemplos 1, 2, 3 e 4 estudamos as mudanças no sistema linear em função
das condições de fronteira. Nesta subrotina é posśıvel resolver qualquer um dos
problemas modelos dados anteriormente.
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(a) Se o nó x1 é do tipo 1, então, u(x1) = p é conhecido. Neste caso, temos na
ordem:

K11 = 1 ; K12 = 0 ; F1 = p ; F2 ← F2 −K21p e K21 = 0.

(b) Se o nó xm+1 é do tipo 1, então, u(xm+1) = q. Neste caso:

Km+1,m+1 = 1; Km+1,m = 0; Fm+1 = q; Fm ← Fm−Km,m+1q; Km,m+1 = 0.

Observe que os coeficientes K21 e Km,m+1 são anulados somente depois do
cálculo de F2 e Fm.

(c) Se o nó x1 é do tipo 2, então u′(x1) = p. Assim,

F1 ←− F1 − αp.

(d) Se o nó xm+1 é do tipo 2, então, u′(xm+1) = q. Logo,

Fm+1 ←− Fm+1 + αq.

A combinação dos quatro tipos são os problemas 1, 2, 3 e 4.

10. LinearSolver

Para qualquer um dos dos tipos de fronteira considerados, o sistema linear KC =
F é de ordem m+1. Para resolver o sistema linear, basta usar o algoritmo dado
em (2.36) e (2.37), adaptando os coeficientes da matriz para a forma coluna dada
acima.

11. Norma

Para o cálculo de erro na norma L2(Ω) e na norma H1(Ω), o programa utiliza as
fórmulas definidas em 2.94 e 2.95.

12. OutputData

Imprime a matriz rigidez e o vetor força.

13. SolExata

As soluções exatas (2.90), (2.91), (2.92) e (2.93) dos problemas 1, 2, 3, 4 são
definidas nesta subrotina.

14. OutputResultado

Imprime a solução aproximada nos nós xi.



62 Cap. 2. Problema Estacionário Unidimensional

2.9 Exemplos

Nesta seção apresentamos exemplos para o problema modelo com diferentes tipos
de fronteira. As estimativas de erro de soluções numéricas em geral serão dadas no
próximo caṕıtulo. Porém, se conhecemos a solução exata do problema, podemos cal-
cular diretamente os errors nas normas de H1(0, 1) e L2(0, 1) entre a solução numérica
e exata.

Exemplos com solução exata

Para obter uma solução exata, consideremos um caso particular com f(x) = x.
Nestas condições, a solução exata dos Exemplos 1, 2, 3 e 4, da Seção 2.7, são dadas,
respectivamente por,

u1(x) =
x

β
+

1

eη − e−η

{
(q − pe−η − 1

β
)eηx + (peη − q + 1

β
)e−ηx

}
, (2.90)

u2(x) =
x

β
+ (p− 1

β
)
eηx

η
+

{
(q − 1

β
) + (

1

β
− p)eη

}
eηx + e−ηx

η(eη − e−η)
, (2.91)

u3(x) =
x

β
+ (p− 1

β
)
eη(x−1) − eη(1−x)

η(eη + e−η)
+ η(q − 1

β
)
eηx + e−ηx

η(eη + e−η)
, (2.92)

u4(x) =
x

β
+ pη

eη(x−1) + eη(1−x)

η(eη + e− η) + (q − 1

β
)
eηx − e−ηx

η(eη + e−η)
, (2.93)

onde η2 = β/α.

O conhecimento da solução exata possibilitará o cálculo do erro definido por

E(x) = uh(x)− uex(x).

As normas em L2(Ω) e H1(Ω) do erro E são definidas respectivamente por

‖E‖0 =
{∫

Ω

|E(x)|2dx
}1/2

e ‖E‖1 =
{∫

Ω

(
|E(x)|2 +

∣∣∣dE
dx

(x)
∣∣∣
2)
dx
}1/2

.

Para o caso discreto com a malha uniforme h = hi = xi+1 − xi, temos as normas

‖E‖0 =
{
h

m∑

i=1

E2
i

}1/2

, (2.94)

‖E‖1 =
{
h

m∑

i=1

E2
i

}1/2

+
{ 1
h

m∑

i=1

(Ei+1 − Ei)
2
}1/2

, (2.95)
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onde denotamos Ei = E(xi).

As normas discretas acima são simples aplicações do método dos retângulos. Ainda
considerando a malha uniforme h = hi = xi+1 − xi, podemos também calcular as
normas discretas usando o método dos trapézios. Por exemplo, a normas discretas em
L2(Ω) e H1(Ω) tomam a forma:

‖E‖0 =
{h
2

(
E2

1 + 2

m∑

i=2

E2
i + E2

m+1

)}1/2

,

‖E‖1 = ‖E‖0 +
{ 1

2h

(
(E2 −E1)

2 + 2

m−1∑

i=2

(Ei+1 − Ei)
2 + (Em+1 −Em)

2
)}1/2

.

(2.96)

Solução Numérica

Exemplo 1 Problema de Dirichlet
{
−αu′′ + βu = f,
u(0) = p, u(1) = q.

(2.97)

(1.) Considere α = β = 1, p = q = 0 e f(x) = x. Nestas condições, a solução exata,
representada pela Figura (2.3) é dada por

u(x) = x+
1

e− e−1
(e−x − ex), x ∈ [0, 1].

Usando a malha uniforme com h = 1/20, temos 20 elementos e 21 nós. A solução
aproximada uh e a solução exata u nos nós são dadas na Tabela(2.1)

Os erros absolutos Ea e relativos Er nas normas L2(0, 1) e H1
0 (0, 1) obtidos são

‖Ea‖0 = 7.7673× 10−6, ‖Ea‖1 = 2.6648× 10−5,

‖Er‖0 = 0.0186%, ‖Er‖1 = 0.0187%.

Para efeito de comparação, para mostrar que o erro depende da malha, seguem
abaixo os erros absolutos e relativos para 5 e 10 elementos, respectivamente,

{ ‖Ea‖0 = 1.2064× 10−4, ‖Ea‖1 = 4.2306× 10−4,

‖Er‖0 = 0.3045%, ‖Er‖1 = 0.3057%.

{ ‖Ea‖0 = 3.131× 10−5, ‖Ea‖1 = 1.0779× 10−4,

‖Er‖0 = 0.0758%, ‖Er‖1 = 0.0762%,
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No Aproximada Exata
1 +0.00000000 +0.00000000
2 +0.00743773 +0.00743638
3 +0.01476900 +0.01476628
4 +0.02188711 +0.02188311
5 +0.02868480 +0.02867955
6 +0.03505403 +0.03504759
7 +0.04088567 +0.04087818
8 +0.04606926 +0.04606078
9 +0.05049271 +0.05048336
10 +0.05404203 +0.05403205
11 +0.05660105 +0.05659056
12 +0.05805111 +0.05804033
13 +0.05827080 +0.05825994
14 +0.05713560 +0.05712492
15 +0.05451763 +0.05450734
16 +0.05028528 +0.05027583
17 +0.04430292 +0.04429452
18 +0.03643054 +0.03642360
19 +0.02652339 +0.02651833
20 +0.01443165 +0.01442886
21 +0.00000000 +0.00000000

Tabela 2.1: Solução Nodal

Note que o erro ‖Ea‖0 na norma L2 para h = 1/20, h = 1/10 e h = 1/5 satisfaz
a relação E(h) → 0 quando h → 0, como podemos verificar na Figura (2.4), onde
estamos negligenciando os erros de arredondamento. Provaremos no próximo caṕıtulo,
na Seção Análise de Erro, que o erro na norma L2 é de ordem O(h2), ou seja, é da
forma E(h) = ch2, onde a constante c nesse exemplo é c = 0.03023. Para a norma H1,
mostraremos que o erro absoluto é de ordem O(h), embora possa ser mostrado que a
ordem de convergência é da forma O(h(1+ξ)), com 0 ≤ ξ < 1.

(2.) Considere as mesmas condições anteriores, com α = 0.001. Neste caso, os erros
absolutos e relativos para 20 elementos são dados por

‖Ea‖0 = 8.367× 10−3, ‖Ea‖1 = 2.305× 10−1,

‖Er‖0 = 1.5838%, ‖Er‖1 = 6.5318%.

Note que o erro é pior nesse exemplo quando comparado com o anterior, mostrando
uma dependência do parâmetro α, que como veremos nos próximos caṕıtulos, o erro
absoluto é inversamente proporcional a α.
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x

u
(x
)

10.80.60.40.20

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0

Figura 2.3: Solução exata

(3.) Considere α = β = 1, p = 0, q = 1 e f(x) = x. Neste caso, a solução exata
e a solução aproximada são iguais e dadas por u(x) = uh(x) = x. Os erros relativos
obtidos para 5 elementos são nulos, i.e., ‖Er‖0 = 0 e ‖Er‖1 = 0, mas devido aos
erros de arredondamento, foram encontrados os seguintes erros absolutos e relativos
para 20 elementos:

‖Ea‖0 = 1.452× 10−6, ‖Er‖1 = 5.075× 10−6,

‖Er‖0 = 0.0003%, ‖Er‖1 = 0.0004%.

(4.) Considere α = β = 1, p = 1, q = 0 e f(x) = x. Então a solução exata é dada por

u(x) = x+
1

e− e−1
((e+ 1)e−x − (e−1 + 1)ex)

e os erros absolutos e relativos para 20 elementos são dados por

‖Ea‖0 = 2.577× 10−6, ‖Ea‖1 = 1.555× 10−5,

‖Er‖0 = 0.0005%, ‖Er‖1 = 0.0013%.

Exemplo 2 Problema de Neumann
{
−αu′′ + βu = f
u′(0) = p, u′(1) = q

(2.98)

(1.) Considere α = β = 1, p = q = 0 e f(x) = x. Neste caso, a solução exata,
representada pela Figura (2.5), é dada por

u(x) = x− ex + 1

e− e−1
((e− 1)(e−x + ex)).
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h

E
(h
)

0.250.20.150.10.050

0.0002

0.00015

0.0001

5e-05

0

Figura 2.4: Erro absoluto na norma L2

Usando a malha uniforme com h = 1/20, temos 20 elementos e 21 nós. A solução
aproximada uh e a solução exata u nos nós são dadas na Tabela (2.2).

Os erros absolutos e relativos obtidos para 20 elementos são

‖Ea‖0 = 1.4875× 10−5, ‖Ea‖1 = 2.025× 10−5,

‖Er‖0 = 0.0030%, ‖Er‖1 = 0.0040%.

(2.) Tomando α = β = 1, p = q = 1 e f(x) = x, a solução exata e a solução aproximada
são iguais e dadas por u(x) = uh(x) = x. Para 5 elementos obtemos os seguintes erros
relativos, ‖Er‖0 = 0.0001% e ‖Er‖1 = 0.0001%.

Novamente, podemos verificar que, devido aos erros de arredondamento, quando
aumentamos o número de elementos para 20, o erro relativo também cresce: ‖Er‖0 =
0.0016% e ‖Er‖1 = 0.0031%.

(3.) Tomando α = β = 1, p = 1, q = 0 e f(x) = x, então a solução exata é

u(x) = x− 1

e− e−1
(e−x + ex)

e os erros absolutos e relativos para 20 elementos são dados por

‖Ea‖0 = 2.2002× 10−4, ‖Ea‖1 = 2.2020× 10−4,

‖Er‖0 = 0.0274%, ‖Er‖1 = 0.0419%.

Exemplo 3 Problema misto
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x

u
(x
)

10.80.60.40.20

0.55

0.5

0.45

Figura 2.5: Solução exata

(1.) Considere as condições de fronteira dadas por u′(0) = 0, u(1) = 1, com α = β = 1
e f(x) = x. Então a solução exata, representada pela Figura (2.6), é dada por

u(x) = x+
1

e+ e−1
(e e−x − e−1ex).

A solução aproximada uh e a solução exata u nos nós são dadas na Tabela(2.3):

Os erros absolutos e relativos para 20 elementos obtidos são

‖Ea‖0 = 2.9346× 10−5, ‖Ea‖1 = 5.47× 10−5,

‖Er‖0 = 0.0034%, ‖Er‖1 = 0.0061%.

(2.) Considere as condições de fronteira dadas por u(0) = 1 e u′(1) = 0, com α = β = 1
e f(x) = x. Assim, a solução exata, representada pela Figura (2.7), é dada por

u(x) = x+
1

e+ e−1
((e+ 1)e−x + (e−1 − 1)ex).

A solução aproximada uh e a solução exata u nos nós são dadas pela Tabela (2.4)

Os erros relativos obtidos são

‖Ea‖0 = 2.2557× 10−5, ‖Ea‖1 = 4.4658× 10−5,

‖Er‖0 = 0.0025%, ‖Er‖1 = 0.0048%.



68 Cap. 2. Problema Estacionário Unidimensional

No Aproximada Exata
1 +0.46209684 +0.46211720
2 +0.46265385 +0.46267408
3 +0.46424291 +0.46426281
4 +0.46674299 +0.46676257
5 +0.47003525 +0.47005433
6 +0.47400284 +0.47402132
7 +0.47853073 +0.47854859
8 +0.48350516 +0.48352227
9 +0.48881352 +0.48882976
10 +0.49434412 +0.49435946
11 +0.49998564 +0.50000000
12 +0.50562716 +0.50564057
13 +0.51115775 +0.51117027
14 +0.51646620 +0.51647776
15 +0.52144074 +0.52145141
16 +0.52596867 +0.52597868
17 +0.52993637 +0.52994567
18 +0.53322870 +0.53323734
19 +0.53572881 +0.53573722
20 +0.53731793 +0.53732580
21 +0.53787494 +0.53788280

Tabela 2.2: Solução Nodal

x

u
(x
)

10.80.60.40.20

1

0.95

0.9

0.85

0.8

0.75

Figura 2.6: Solução exata
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No Aproximada Exata
1 +0.76155293 +0.76159418
2 +0.76248443 +0.76252550
3 +0.76519787 +0.76523858
4 +0.76957500 +0.76961505
5 +0.77550173 +0.77554089
6 +0.78286773 +0.78290582
7 +0.79156655 +0.79160345
8 +0.80149484 +0.80153024
9 +0.81255239 +0.81258607
10 +0.82464194 +0.82467365
11 +0.83766848 +0.83769804
12 +0.85153961 +0.85156691
13 +0.86616498 +0.86618978
14 +0.88145620 +0.88147837
15 +0.89732635 +0.89734566
16 +0.91369003 +0.91370648
17 +0.93046325 +0.93047667
18 +0.94756287 +0.94757313
19 +0.96490663 +0.96491349
20 +0.98241276 +0.98241621
21 +1.00000000 +1.00000000

Tabela 2.3: Solução Nodal

x

u
(x
)

10.80.60.40.20

1

0.98

0.96

0.94

0.92

0.9

0.88

Figura 2.7: Solução exata
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No Aproximada Exata
1 +1.00000000 +1.00000000
2 +0.98073423 +0.98073846
3 +0.96379620 +0.96380430
4 +0.94901866 +0.94903004
5 +0.93623948 +0.93625379
6 +0.92530161 +0.92531860
7 +0.91605282 +0.91607201
8 +0.90834486 +0.90836591
9 +0.90203339 +0.90205604
10 +0.89697766 +0.89700150
11 +0.89303994 +0.89306480
12 +0.89008522 +0.89011097
13 +0.88798118 +0.88800752
14 +0.88659751 +0.88662428
15 +0.88580561 +0.88583273
16 +0.88547844 +0.88550586
17 +0.88549024 +0.88551772
18 +0.88571596 +0.88574356
19 +0.88603115 +0.88605875
20 +0.88631147 +0.88633901
21 +0.88643253 +0.88646013

Tabela 2.4: Solução Nodal
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2.10 Exerćıcios

1. Execute o programa PEU.cpp com diferentes valores de α e verifique que, quando
diminúımos o valor de α, o erro aumenta nas normas L2 e H1.

2. Define-se malha geométrica no intervalo [0, 1] a malha cujos pontos nodais são
da seguinte forma {

xi = λm−i, i = 1, · · · , m
x0 = 0,

(2.99)

onde 0 < λ < 1 é uma constante positiva. Nessas condiçãos, dizemos que a malha
tem razão α.

Usando a malha geométrica com λ = 4/5, altere o programa PEU.cpp de forma a
determinar a solução aproximada do Exemplo 2 do Caṕıtulo 2, com 20 elementos.
Compare com a solução aproximada obtida usando a malha uniforme. Em que
malha obtemos melhor solução?

3. Considere o seguinte problema, chamado de Problema Sturm-Liouville:




−
(
p(x)u′(x)

)′
+ q(x)u(x) = f, ∀x ∈ (0, 1)

u(0) = 0, u′(1) = 0,
(2.100)

onde u′ denota
du

dx
, p(x) e q(x) são funções que representam caracteŕısticas f́ısicas.

Assumiremos que p, q ∈ C1(0, 1) e, além disso, que existem constantes positivas
α1 , α2 , β1 , β2 e δ tais que:

(i) α1 ≥ p(x) ≥ α2 > 0, β1 ≥ q(x) ≥ β2 ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1] ;

(ii) |p′(x)| ≤ δ, ∀x ∈ [0, 1].

Considere o espaço V = {v ∈ H1(0, 1); v(0) = 0} e f ∈ L2(0, 1).

(a) Mostre que a formulação variacional do problema é dada por:

∫ 1

0

(pu′v′ + quv)dx =

∫ 1

0

fv dx, ∀v ∈ V.

(b) Usando como base as funções lineares por partes ϕi, determine a matriz
global e o vetor força global.

(c) Mostre que a matriz global é definida positiva.
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(d) Usando as funções locais lineares por partes ϕe
a, determine a matriz local e

a força local para cada elemento e.

Sugestão: Considere as funções p e q constantes sobre cada elemento e.
Por exemplo, no intervalo [xe1, x

e
2], tome p(x) = (p(xe1) + p(xe2))/2. Esta

aproximação facilita no cálculo da matriz local.

(e) Usando o programa PEU.cpp, determine a solução numérica aproximada no
intervalo [0, 1] nas seguintes condições:

i. p(x) = 1 + x, q(x) = 2 e f(x) = 2x(4− x);
ii. p(x) = 1 +

1

2
x2, q(x) =

1 + 3x

2− x e f(x) = 6x2 − x+ 2.

(f) Sabendo que u(x) = x(2−x) é a solução exata do problema com as funções
do item anterior, determine o erro nas normas de L2(0, 1) e H1(0, 1).



CAPÍTULO 3

Função Base e Estimativa de Erro

No caṕıtulo anterior, as soluções aproximadas nos vários exemplos considerados foram
geradas pelas funções base ϕi, onde cada ϕi é uma funções linear por partes. Neste
caṕıtulo serão tratados outros tipos de função base: os polinômios por partes de grau 2
e de grau 3, assim como os procedimentos para obtenção da solução aproximada, isto é,
a matriz força local e os respectivos algoritmos para obtenção da matriz e força global.
Introduzimos também estimativas de erro para espaços de Sobolev e a relação entre
os erros e o grau do polinômio gerador no espaço Vm das soluções aproximadas. Vale
observar desde já que o uso de funções base de ordem superior é indispensável para
alguns problemas, tais como o da viga elástica, que abordaremos ainda neste caṕıtulo.

3.1 Função Base de Ordem Superior

Definimos em (2.19) as funções ϕi(x) lineares por partes e com elas formamos a
base geradora do subespaço Vm = [ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm], i.e.,

Vm =
{
vh ∈ V ; vh|Ii = vih ∈ P1(Ii)

}
,

onde P1(Ii) é o conjunto dos polinômios do primeiro grau em Ii e V um subespaço de
H1(0, 1) (dependendo das condições de contorno do problema)

É natural a questão de se saber se, aumentando o grau do polinômio interpolador,
melhoramos a ordem de convergência da soluções aproximadas. Para analisar essa
questão, vamos primeiramente introduzir exemplos de bases interpoladoras de graus
k = 2 e k = 3.

Para cada i = 1, . . . , m e k ∈ N, seja Pk(Ii) o conjunto dos polinômios de grau menor
ou igual a k definidos no intevalo Ii e consideremos o espaço de elementos finitos V k

m

definido por
V k
m =

{
vh ∈ V ; vih ∈ Pk(Ii)

}
,

73
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onde vih denota a restrição de vh ao intervalo (elemento) Ii = [xi−1, xi]. Observe que
V ⊂ C([0, 1]), de modo que as funções de V k

m são cont́ınuas, polinomiais por partes e
satisfazem as mesmas condições de fronteira de V .

No que segue apresentaremos os subespaços V k
m gerados por bases clássicas de po-

linômios de grau k = 2 e k = 3, definidos em cada elemento Ii.

3.1.1 Base Quadrática

Considere o subespaço

V 2
m =

{
vh ∈ V ; vh|Ii = vih ∈ P2(Ii)

}
,

onde P2(Ii) é o conjunto dos polinômios de grau 2 definidos em cada elemento finito
Ii.

Para gerar cada um dos polinômios interpoladores de grau 2 por partes, é preciso
introduzir três pontos, de modo que o intervalo Ω = (0, 1) possa ser discretizado por
um número par de pontos. Mais precisamente, para cada intervalo Ii = [x2i , x2(i+1)],
introduzimos um ponto intermediário denotado por x2i+1 ∈ Ii, gerando dessa forma
os subintervalos [x2i , x2i+1] e [x2i+1 , x2(i+1)] para cada i = 0, 1, · · ·n − 1, com x0 = 0
e x2m = 1. Definimos então o passo de cada intervalo por hi = x2(i+1) − x2i. Assim,
temos o subespaço V 2

m = [ϕ0, ϕ1, · · ·ϕ2m], onde as funções são definidas das seguinte
forma:

1. para ı́ndices pares,

ϕ2i(x2i) = 1, ϕ2i(x2i+1) = ϕ2i(x2i+2) = 0, em Ii,

ϕ2i(x2i−1) = ϕ2i(x2i−2) = 0 em Ii−1.

2. para ı́ndices ı́mpares,

ϕ2i+1(x2i+1) = 1, ϕ2i+1(x2i) = ϕ2i+1(x2i+2) = 0, em Ii.

Portanto, podemos defini-las explicitamente por

ϕ2i(x) =





− 1

hi
(x− x2i−2) +

2

h2i
(x− x2i−2)

2, ∀x ∈ [x2i−2, x2i],

1− 3

2hi
(x− x2i) +

1

2h2i
(x− x2i)2, ∀x ∈ [x2i, x2i+2],

0, ∀x /∈ [x2i−2, x2i+2].

(3.1)
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ϕ2i+1(x) =




− 4

h2i
(x− x2i)(x− x2i+2), ∀x ∈ [x2i, x2i+2],

0, ∀x /∈ [x2i, x2i+2].
(3.2)

Nos extremos x0 = 0 e x2m = 1 temos respectivamente,

ϕ0 =





1− 3

2hi
x+

1

2h2i
x2, ∀ x ∈ [x0, x2],

0, ∀ x /∈ [x0, x2]
,

ϕ2n =





1 +
3

hi
(x− 1) +

2

h2i
(x− 1)2, ∀ x ∈ [x2m−2, x2m],

0, ∀ x /∈ [x2m−2, x2m].

Note que no nó x2i, temos (ϕ2i : ϕ2i+j)0 = 0 se |j| ≥ 3, de modo que a matriz global
K é uma matriz pentagonal.

• Matriz Rigidez Local

Consideremos a matriz cujos coeficientes Kij são

Kij :=

∫ 1

0

(
α
dϕi

dx

dϕj

dx
+ βϕiϕj

)
dx.

Repetindo os argumentos do caṕıtulo anterior, cada intervalo Ii = [x2i , x2i+2] (com
x0 = 0 e x2m = 1) está associado um elemento e, de tal forma que Ii = [xe1, x

e
2]. Assim,

em cada elemento e tem-se definidas as seguintes funções de interpolação local ϕe
a(x)

em [xe1, x
e
2], (veja Fig. 3.1)





ϕe
1(x) = 1− 3

he
(x− xe1) +

2

h2e
(x− xe1)2,

ϕe
2(x) = −

4

h2e
(x− xe1)(x− xe2),

ϕe
3(x) = −

1

he
(x− xe1) +

2

h2e
(x− xe1)2,

(3.3)

onde he = xe2 − xe1.
Assim, cada matriz local Ke

ab (1 ≤ a, b e3) e Força Local F e
a são definidas respecti-

vamente por

Ke
ab =

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕe

a

dx

dϕe
b

dx
+ βϕe

aϕ
e
b

)
dx

F e
a =

∫ xe
2

xe
1

fϕe
a dx.

(3.4)
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xe2

ϕe
3
(x)

xe1

1

xe2

ϕe
1
(x)

xe1

1

xe2

ϕe
2
(x)

xe1

Figura 3.1: Função base local: quadrática

Os termos da matriz local (3.4) são dados explicitamente por

ke11 = ke33 = α
7

3he
+ β

2he
15

, ke12 = ke21 = ke23 = ke32 = −α
8

3he
+ β

he
15
,

ke22 = α
16

3he
+ β

8he
15

, ke13 = ke31 = α
1

3he
− β he

30
.

De forma geral, sem considerar os valores de fronteira, a contribuição local para os
coeficientes da matriz global K de ordem (2m + 1) × (2m + 1) é dada pelo seguinte
algoritmo:

K00 = k111, K01 = k112, K02 = k113,
K11 = k122, K12 = k123, K2m 2m = km−1

33 .




K(2e−1),(2e+1) = K(2e+1),(2e−1) = 0,
K(2e),(2e) = ke33 + ke+1

11 ,
K(2e),(2e+1) = ke12,
K(2e),(2e+2) = ke13,
K(2e+1),(2e+1) = ke22,
K(2e+1),(2e+2) = ke23,

e = 1, 2, 3, . . . , m− 1. (3.5)

A contribuição do vetor força local f e
a para o vetor força global F de ordem (2m+ 1)

é dado pelo algoritmo:

F2e = f e−1
3 + f e

1 , F2e+1 = f e
2 , e = 1, 2, 3, . . . , m− 1,

F0 = f 1
1 , F1 = f 1

2 ,
F2m−1 = fm−1

2 , F2m = fm−1
3 .
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Os coeficientes referentes à fronteira do problema aproximado dependem do tipo de
condição de fronteira do problema cont́ınuo, ou seja, para cada tipo Dirichlet, Neumann
ou misto, a inserção segue o mesmo procedimento da interpolação linear.

3.1.2 Base Cúbica

Um spline cúbico é uma função interpoladora, polinomial por partes, de grau 3 em
cada intervalo Ii = [xi, xi+1] e duas vezes diferenciável em cada nó xi. Mais precisa-
mente, dada uma função g(x), o spline cúbico C(x) permite interpolar g(x), sendo duas
vezes diferenciável em cada nó xi. Assim, em cada intervalo Ii, a função C(x) tem a
forma

C(x) = Ci(x) = ai3x
3 + ai2x

2 + ai1x
1 + ai0, x ∈ Ii, i = 1, 2 . . . , m− 1.

Para que C(x) satisfaça as propriedades de interpolação e seja duas vezes diferenciável,
é necessário que os coeficientes aij de C(x) sejam adequadamente definidos, isto é,
satisfaçam as seguintes condições:

1. C(xi) = g(xi), i = 1, 2 . . .m,

2. Ci−1(xi) = Ci(xi), C ′
i−1(xi) = C ′

i(xi), C ′′
i−1(xi) = C ′′

i (xi), i = 2, 3, . . .m− 1.

Os coeficientes ai3, ai2, ai1, ai0 a serem determinados totalizam 4(m−1) incógnitas
e o número de condições requeridas é: m+3(m−2) = 4m−6. Assim, faz-se necessário
impor duas condições a mais para que C(x) seja determinado de forma única.

Para exemplificar, embora essa não seja a melhor escola, podemos considerar as
seguintes condições adicionais:

C ′′(x1) = C ′′(xm) = 0. (3.6)

Nesse caso o spline é denominado spline cúbico natural. Não é a boa escolha porque
possui a desvantagem de não satifazer a condição

C ′
j(xi) = Cj(xi) = 0, se |i− j| ≥ 2.

O ideal é construir um spline cúbico Ci(x) que se anula fora do intervalo [xi−2, xi+2] e
dessa forma gerar uma matriz global heptagonal, ou seja, uma matriz cujos coeficientes
satisfaçam

Kij =

∫ 1

0

(
α
dCi

dx

dCj

dx
+ βCiCj

)
dx = 0 se |i− j| > 3.
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Para isso, consideremos inicialmente a função par θ : R→ R da seguinte forma

θ(x) =





θ1(x), ∀ x ∈ [0, 1],

θ2(x), ∀ x ∈ [1, 2],

θ1(−x), ∀ x ∈ [−1, 0],
θ2(−x), ∀ x ∈ [−2,−1],
0, ∀ x /∈ [−2, 2],

onde
θ1(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3,

θ2(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3,

devem satisfazer as seguintes propriedades:




θ1(0) = 1, θ′1(0) = 0,

θ1(1) = θ2(1), θ′1(1) = θ′2(1), θ′′1(1) = θ′′2(1),

θ2(2) = 0, θ′2(2) = 0, θ′′2(2) = 0.

Com estas oito condições podemos determinar os coeficientes ai e bi a partir de um
sistema linear, cuja solução nos fornece as seguintes funções θ1(x) e θ2(x):





θ1(x) = 1− 3

2
x2 +

3

4
x3,

θ2(x) = 2− 3x+
3

2
x2 − 1

4
x3.

(3.7)

Consideremos agora a discretização uniforme do intervalo [a, b] na forma a = x1 <
x2 < cdots < xm+1 = b, com h = xi+1 − xi. Então, para cada nó xi, com i =
1, 2, · · · , m + 1, definimos o elemento de função base spline cúbico, conhecido como
B-spline,

Bi(x) = θ

(
x− xi
h

)
.

Nessas condições a função Bi(x) pode ser reescrita explicitamente na seguinte forma:

Bi(x) =





1

4h3
(x− xi−2)

3, ∀ x ∈ [xi−2, xi−1],

1

4
+

3

4h
(x− xi−1) +

3

4h2
(x− xi−1)

2 − 3

4h3
(x− xi−1)

3, ∀ x ∈ [xi−1, xi],

1

4
+

3

4h
(xi+1 − x) +

3

4h2
(xi+1 − x)2 −

3

4h3
(xi+1 − x)3, ∀ x ∈ [xi, xi+1],

1

4h3
(xi+2 − x)3, ∀ x ∈ [xi+1, xi+2, ]

0, ∀ x /∈ [xi−2, xi+2].
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Pode-se mostrar que Bi(x) é de fato uma base para os splines cúbicos, ou seja, toda
spline cúbica pode ser escrita como combinação linear das B-splines.

Note que para as funções B1, B2, Bm e Bm+1, precisamos introduzir os pontos
nodais auxiliares: x−1, x0, e xm+2, xm+3, que dependem dos valores de fronteira.

Consideremos como anteriormente o intervalo Ω = (0, 1) com x1 = 0 e xm+1 = 1 e
os valores de fronteira do tipo Dirichlet homogêneas, isto é, u(x1) = u(xm+1) = 0. As
funções B3, · · · , Bm−1 se anulam nas fronteiras de cada intervalo que as define, mas as
funções B1, B2, Bm e Bm+1 não se anulam. Com esse objetivo, definimos





ϕi(x) = Bi(x), i = 3, . . . , m− 1,

ϕ1(x) = B1(x)− 4B0(x),

ϕ2(x) = B2(x)−B0(x),

ϕm(x) = Bm(x)− Bm+2(x),

ϕm+1(x) = Bm+1(x)− 4Bm+2(x),

(3.8)

onde B0(x) e Bm+2(x) são os B-splines nos pontos x0 = x1 − h e xm+2 = xm+1 + h,
respectivamente.

Temos então

ϕi(xi) = 1, i = 2, 3, . . . , m, ϕi(xi+1) = 1/4, i = 1, 2, . . . , m− 1,

ϕi(xi−1) = 1/4, i = 3, 4, . . . , m+ 1,

ϕ1(x1) = ϕ2(x1) = ϕm(xm+1) = ϕm+1(xm+1) = 0.

Portanto satisfazem os valores de fronteira. Dessa forma a solução aproximada é um
polinômio cúbico tal que uh(x1) = uh(xm+1) = 0, onde Vm é o subespaço gerado por
Vm = [ϕ2, ϕ3, . . . , ϕm], dada por

uh(x) =
m∑

j=2

djϕj(x) , ϕj ∈ Vm.

Note que as funções ϕ1 e ϕm+1 são linearmente dependentes das funções ϕi, i =
2, 3, . . . , m.

Note também que pela definição do B-spline, não temos a propriedade de inter-
polação, ou seja, uh(xi) 6= di, entretanto a solução aproximada nos nós xi pode ser
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obtida pela relação,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uh(x2) = d2 +
1
4
d3,

uh(xi) =
1
4
di−1 + di +

1
4
di+1 para i = 3, 4, . . . , m− 1,

uh(xm) =
1
4
dm−1 + dm.

que pode ser representada na forma matricial Ad = uh, onde d = [(d2, d3, . . . , dm]
T ,

uh = [uh(x2), uh(x3), . . . uh(xm)]
T e A é uma matriz quadrada de ordem (m−1)×(m−

1), tridiagonal, ou seja,

A =




1 1/4 0 · · · 0 0
1/4 1 1/4 · · · 0 0
0 1/4 1 · · · 0 0

0 0
...

...
... 0

0 0 · · · 1/4 1 1/4
0 0 0 0 1/4 1




(3.9)

• Matriz Local

Com os mesmos argumentos anteriores, temos para cada elemento e no intervalo
[xe1, x

e
2] = [xi, xi+1], com h = xe2 − xe1, as seguintes funções de interpolação local (ver

Fig. 3.2),





ϕe
1(x) =

1

4
+

3

4h
(xe2 − x) +

3

4h2
(xe2 − x)2 −

3

4h3
(xe2 − x)3,

ϕe
2(x) =

1

4h3
(xe2 − x)3,

ϕe
3(x) =

1

4
+

3

4h
(x− xe1) +

3

4h2
(x− xe1)2 −

3

4h3
(x− xe1)3,

ϕe
4(x) =

1

4h3
(x− xe1)3.

(3.10)

Para cada elemento e, os elementos da matriz local Ke (de ordem 4×4) e da Força
Local f e (de ordem 4× 1) são dadas respectivamente por

keab =

∫ xe
2

xe
1

(
α
dϕe

a

dx

dϕe
b

dx
+ βϕe

aϕ
e
b

)
dx, 1 ≤ a, b ≤ 4,

f e
a =

∫ xe
2

xe
1

fϕe
adx, 1 ≤ a ≤ 4.

(3.11)
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xe2xe1

ϕe
4(x)

1

4

xe2xe1

ϕe
3(x)

1

1

4

xe2xe1

ϕe
1(x)

1

1

4

xe2xe1

ϕe
2(x)

1

4

Figura 3.2: Função base local: spline cúbico

Explicitamente, os termos da matriz local (3.11) são dados por

ke11 = ke33 = α
51

80h
+ β

297h

560
,

ke22 = ke44 = α
9

80h
+ β

h

112
,

ke24 = ke42 = α
−3
160h

+ β
h

2240
,

ke12 = ke21 = ke34 = ke43 = α
21

160h
+ β

129h

2240
,

ke13 = ke31 = α
−87
160h

+ β
933h

2240
,

ke14 = ke41 = ke23 = ke32 = α
−9
40h

+ β
3h

112
.

A contribuição local da matriz keab para a matriz global K, de ordem (m+1)× (m+1),
desconsiderando a simetria da matriz (3.11), pode ser obtida pelo seguinte algoritmo:





Kee = ke−2
44 + ke−1

33 + ke11 + ke+1
22 , e = 3, 4, . . . , m− 1,

Ke(e+1) = ke−1
34 + ke13 + ke+1

12 , e = 3, 4 . . . , m− 2,
K(e+1)e = ke−1

43 + ke31 + ke+1
21 , e = 3, 4 . . . , m− 2,

Ke(e+2) = ke14 + ke+1
23 , e = 2, 3, . . . , m− 2,

K(e+2)e = ke41 + ke+1
32 , e = 2, 3, . . . , m− 2,

Ke(e+3) = ke+1
24 , e = 1, 2, . . . , m− 2,

K(e+3)e = ke+1
42 , e = 1, 2, . . . , m− 2.

(3.12)

Tendo em conta as condições (3.8) e para satisfazer a condição de fronteira nula, o
algoritmo associado aos elementos da matriz global K referentes a essas restrições é
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dado respectivamente por




K11 = k111 + 16k122 − 8k112 + k222, K22 = k133 + k211 + k322 − 2k132 + k122
K12 = k113 + k221 − k112 − 4(k123 − k122), K21 = k131 + k212 − k121 − 4(k132 − k122),
K13 = k114 + k223 − 4k124, K31 = k141 + k232 − 4k142,
K23 = k134 + k213 + k321 − k124, K32 = k143 + k231 + k312 − k142,





Km−1,m+1 = km−1
14 + km23 − 4km24, Km+1,m−1 = km−1

41 + km32 − 4km42,
Km−1,m = km−2

34 + km−1
13 + km21 − km24, Km,m−1 = km−2

43 + km−1
31 + km12 − km42,

Km,m = km−2
44 + km−1

33 + km11 − 2km14 + km44,
Km,m+1 = km−1

34 + km13 − 4(km14 − km44)− km43,
Km+1,m = km−1

43 + km31 − 4(km41 − km44)− km34
Km+1, m+1 = km−1

44 + km33 + 16km44 − 8km34.

A contribuição do vetor força local f e
a para o vetor força global F de ordem n é dado

pelo algoritmo:

Fe = f e−2
4 + f e−1

3 + para e = 3, 4, ldots,m− 1,

com os valores nos extremos dados por

F2 = f 1
3 + f 2

1 + f 3
2 , F1 = f 1

1 + f 2
2 ,

Fm = fm−2
4 + fm−1

3 + fm
1 , Fm+1 = fm−1

4 + fm
3 .

Assim, o sistema linear Kbfld = F tem m+ 1 incógnitas d = (d1, d2, · · ·dm+1). A
forma de inserção dos valores de fronteira é semelhante ao procedimento que obtivemos
para os polinômios lineares por partes (ver Seção 2.7). Dessa forma, se as condições
de fronteira são do tipo Dirichlet, Neumann ou misto, teremos sistemas quadrados de
ordem m − 1, m + 1 e m, respectivamente. Vale observar que o algoritmo (3.12) foi
deduzido considerando a simetria da matriz local.

3.1.3 Base de Hermite

Nesta seção vamos introduzir funções base convenientes para determinar a solução
aproximada do problema da viga elástica, formulada por Bernoulli-Euler.

Para Ω = (0, 1), a formulação forte do problema da viga elástica com extremos
engastados pode ser dada formalmente como um problema de valores de fronteira para
uma equação diferencial de quarta ordem. Mais precisamente, dada f : (0, 1) → R, o
problema consiste em se determinar a função u : [0, 1]→ R tal que





d4u

dx4
= f em (0, 1),

u(0) = u(1) = u′(0) = u′(1) = 0.

(3.13)
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Podemos repetir o mesmo procedimento aplicado ao problema (2.1), ou seja, mul-
tiplicar os dois lados da equação em (3.13) por uma função teste e integrar por partes
duas vezes. Assim, obtemos a seguinte formulação variacional

a(u, v) = (f : v) , ∀ v ∈ V, (3.14)

onde

a(u, v) =

∫ 1

0

u′′(x)v′′(x) dx e (f : v) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx. (3.15)

Note que para obter a formulação (3.14) com f ∈ L2(0, 1), é necessário que u, u′

e u′′ pertençam ao espaço L2(0, 1), o que significa que u ∈ H2(0, 1). Além disso, em
vista das condições de fronteira homogêneas, o espaço adequado é H2

0 (0, 1).

Seguindo o mesmo racioćınio, queremos determinar a solução aproximada da forma:

uh(x) =

m∑

j=1

djϕj(x), ϕj ∈ Vm, (3.16)

onde Vm = [ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm] e ϕj(0) = ϕj(1) = ϕ′
j(0) = ϕ′

j(1) = 0. Vimos também que
determinar a solução aproximada consiste em resolver o sistema linear Kd = F , onde
os coeficientes da matriz global K são dados por

Kij =

∫ 1

0

(
d2ϕi

dx2
d2ϕj

dx2

)
dx. (3.17)

Assim, as funções testes precisam pertencer a H2
0 (0, 1).

Obviamente, as funções base de polinômios de grau 1 ou grau 2 por partes não
são adequadas para o problema da viga, porque a segunda derivada não pertence
ao espaço L2(0, 1). Portanto, para este problema, os splines cúbicos são adequados,
porque pertencem ao espaço C2(0, 1), fazendo sentido a integral (3.17), desde que
sejam modificados nos extremos x = 0 e x = 1, de tal forma que a solução aproximada
definida em (3.16) satisfaça os valores de fronteira uh(0) = u′h(0) = uh(1) = u′h(1) = 0.

Um outro tipo de função teste de interpolação cúbica é obtido pelos polinômios
de Hermite, que descrevemos a seguir. Note que, sendo H2

0 (0, 1) o espaço da soluções
admisśıveis, qualquer subsespaço Vm ⊂ H2

0 (0, 1) deve ser pelo menos de classe C1(0, 1),
ou seja, que a função base ϕi e sua primeira derivada ϕ′

i seja cont́ınua em [0, 1]. Os
polinômios de Hermite satisfazem essa condição de continuidade e são portanto muito
convenientes para o problema da viga (3.13).

Consideremos a discretização do intervalo [a, b] na forma a = x0 < x1 < · · · <
xm = b, onde, para cada nó xi, definimos dois elementos de função base, φi(x) e ψi(x),
satisfazendo {

φi(xi) = 1, φi(xi+1) = 0, φi(xi−1) = 0,

φ′
i(xi) = 0, φ′

i(xi+1) = 0, φ′
i(xi−1) = 0,

(3.18)
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{
ψi(xi) = 0, ψi(xi+1) = 0, ψi(xi−1) = 0,

ψ′
i(xi) = 1, ψ′

i(xi+1) = 0, ψ′
i(xi−1) = 0,

(3.19)

e se anulam para x /∈ [xi−1, xi+1]. Assim, no intervalo [xi, xi+1], consideramos φi(x) e

ψi(x) como polinômios cúbicos a0+ a1x+ a2x
2+ a3x

3 e podemos determinar os quatro
coeficientes com as quatro condições dadas em (3.18) e (3.19) respectivamente para
φi(x) e ψi(x). Também podemos fazer o mesmo no intervalo [xi−1, xi]. Considerando
a malha uniforme com h = xi+1 − xi, obtemos polinômios de Hermite, que são funções
C1(a, b) por parte, na seguinte forma:

φi(x) =





(∣∣∣x− xi
h

∣∣∣− 1
)2(

2
∣∣∣x− xi

h

∣∣∣ + 1
)
, ∀ x ∈ [xi−1, xi+1],

0, ∀ x /∈ [xi−1, xi+1],
(3.20)

ψi(x) =





(x− xi)
(∣∣∣x− xi

h

∣∣∣− 1
)2
, ∀ x ∈ [xi−1, xi+1],

0, ∀ x /∈ [xi−1, xi+1].

(3.21)

Observe que, com relação à função base de Hermite, a solução aproximada uh(x)
pode ser escrita na forma,

uh(x) =

m∑

i=0

(
ci φi(x) + di ψi(x)

)
. (3.22)

De (3.20) e (3.21), tem-se que uh(xi) = ci e u′h(xi) = di.

Note que temos 2(m+ 1) incógnitas c = (c0, c1, . . . , cm) e d = (d0, d1, . . . , dm) para
se determinar a solução aproximada uh(x) e também a sua derivada duh/dx.

Para gerar as 2(m+1) equações correspondentes, podemos fazer o seguinte procedi-
mento: considere o problema aproximado de (3.14), com a formulação (3.15), tomando
uh na forma (3.22)

∫ 1

0

(
m∑

i=0

ciφ
′′
i (x) + diψ

′′
i (x)

)
v′′(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx, ∀v ∈ Vm.

Tomando v = φj(x) e depois v = ψj(x) na identidade acima, obtemos dois sistemas
com (m+ 1) incógnitas cada, dados por

∫ 1

0

(
m∑

i=0

ciφ
′′
i (x)φ

′′
j (x)

)
dx+

∫ 1

0

(
m∑

i=0

diψ
′′
i (x)φ

′′
j (x)

)
dx =

∫ 1

0

f(x)φj(x) dx,

∫ 1

0

(
m∑

i=0

ciφ
′′
i (x)ψ

′′
j (x)

)
dx+

∫ 1

0

(
m∑

i=0

diψ
′′
i (x)ψ

′′
j (x)

)
dx =

∫ 1

0

f(x)ψj(x) dx,
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para cada j = 0, 1, . . . , m.

Definindo as matrizes K e L com coeficientes dados respectivamente por

Kij =

∫ 1

0

φ′′
i (x)φ

′′
j (x) dx e Lij =

∫ 1

0

ψ′′
i (x)φ

′′
j (x) dx,

podemos escrever os dois sistemas na forma

{
Kc + LTd = F 1

Lc +Md = F 2
(3.23)

Esses dois sistemas são dependentes e podem ser escritos na forma de matriz bloco:
(
K LT

L M

)(
c

d

)
=

(
F 1

F 2

)
. (3.24)

Temos portanto que resolver o sistema linear K̂Ĉ = F̂ de ordem 2(m+1), notando que

as matrizes K,L e M são tridiagonais e K̂ é simétrica, com [c,d]T e [F 1,F 2]
T vetores

de m+ 1 componentes.

Como vimos em (2.31), as forças podem ser interpoladas, usando como base a
função φi na forma

f(x) =

m∑

i=0

fiφi(x). (3.25)

Assim, podemos escrever, como em (2.32),

F1j =

∫ 1

0

f(x)φj(x) dx =

∫ 1

0

m∑

i=0

fiφi(x)φj(x) dx

= fi−1

∫ xi

xi−1

φiφi−1 dx+ fi

∫ xi+1

xi−1

(φi)
2 dx+ fi+1

∫ xi+1

xi

φiφi+1 dx,

F2j =

∫ 1

0

f(x)ψj(x) dx =

∫ 1

0

m∑

i=0

fiφi(x)ψj(x) dx

= fi−1

∫ xi

xi−1

φiψi−1 dx+ fi

∫ xi+1

xi−1

φiψi dx+ fi+1

∫ xi+1

xi

φiψi+1 dx.

Note que também podemos interpolar a função f usando como função base a função

ψi, ou seja, f(x) =

m∑

i=0

fiψ
′
i(x), e calcular F1 e F2 de forma análoga.

No que conerne as condições de fronteira, o sistema linear K̂Ĉ = F̂ tem infinitas
soluções, pois a matriz K̂ é singular. Para obter uma única solução Ĉ, necessário se
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faz impor os valores de fronteira dados no problema cont́ınuo. Em particular, para
o exemplo (3.13), devemos ter as seguintes condições para a solução aproximada:
uh(x0) = uh(0) = uh(xm) = uh(1) = 0 e u′h(x0) = u′h(0) = u′h(xm) = u′h(1) = 0,
ou mais precisamente,

c0 := uh(0) =

m∑

i=0

(
ci φi(0) + di ψi(0)

)
= 0,

cm := uh(1) =
m∑

i=0

(
ci φi(1) + di ψi(1)

)
= 0,

d0 := u′h(0) =

m∑

i=0

(
ci φ

′
i(0) + di ψ

′
i(0)
)
= 0,

dm := u′h(1) =
m∑

i=0

(
ci φ

′
i(1) + di ψ

′
i(1)
)
= 0.

Isso quer dizer que a matriz bloco K̂ do sistema linear deve ser modificada de forma a
garantir que a solução seja da forma, Ĉ = [0, c1, c2, . . . , cm−1, 0, 0, d1, d2, . . . , dm−1, 0]

T ),
o que significa que o sistema passa a ter quatro incógnitas a menos, i.e., o sistema é de
ordem 2(m− 1). Para condições de fronteira não homogênea ou outros tipos de valor
de fronteira, o procedimento é similar ao da Seção 2.7.

Em resumo, com a base de Hermite, os valores da função uh e sua primeira derivada
u′h no nó xi coincidem com os coeficiente de interpolação das funções base φi e ψi,
respectivamente, ou seja uh(xi) = ci e u

′
h(xi) = di.

• Matriz Local

Com os mesmos argumentos anteriores, definimos a função base local no intervalo
[xe1, x

e
2] por (ver Fig. 3.3)





ϕe
1(x) =

(x− xe1
h
− 1
)2(2(x− xe1)

h
+ 1
)
,

ϕe
2(x) =

(xe2 − x
h
− 1
)2(2(xe2 − x)

h
+ 1
)
,

ψe
1(x) =

(
x− xe1

) (x− xe1
h
− 1
)2
,

ψe
2(x) =

(
x− xe2

) (xe2 − x
h
− 1
)2
.

(3.26)

Assim, em cada elemento e, a matriz local Ke
ab de ordem 4× 4 e o vetor força local
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xe2

ψe
2
(x)

xe1 xe2

ψe
1
(x)

xe1 xe2

ϕe
2
(x)

xe1

1

xe2

ϕe
1
(x)

xe1

1

Figura 3.3: Função base local: Hermite

f e
a de ordem 4× 1 podem ser calculados por

Ke
ab =

∫ xe
2

xe
1

(
d2ϕe

a

dx2
d2ϕe

b

dx2

)
dx, 1 ≤ a, b ≤ 4,

f e
a =

∫ xe
2

xe
1

fϕe
adx, 1 ≤ a ≤ 4.

As quantidades globais Kij e fi podem ser obtidas da maneira semelhante somando-se
as contribuições locais de todos elementos nos nós correspondentes.

3.2 Análise de Erro do Problema Estacionário

O estudo da convergência das soluções aproximadas uh obtidas pelo método de ele-
mentos finitos para a solução exata u do problema cont́ınuo se faz a partir de estimativas
de erro, cuja ordem de convergência depende do grau do polinômio interpolador de uh
no interior de cada elemento finito e, assim como do método de aproximação utilizado.

Entretanto, antes de abordarmos as estimativas de erros referentes especificament
ao método de elemetos finitos, vejamos um resultado de caráter geral.

Sejam V um espaço de Hilbert real com norma ‖ · ‖V induzida pelo produto interno
(· : ·)V , f : V → R um funcional linear e cont́ınuo em V e uma forma bilinear a :
V × V → R.

Consideremos então o seguinte problema variacional abstrato: determinar u ∈ V
tal que

a(u, v) = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V, (3.27)
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onde 〈·, ·〉 denota o produto de dualidade entre v e v′. Nesse contexto geral, o método
de Galerkin consiste em se estabelecer um subespaço de dimensão m de V , Vm, e o
problema aproximado: encontrar uh ∈ Vm tal que

a(uh, vh) = 〈f, vh〉 ∀ vh ∈ Vm, (3.28)

onde o parâmetro h depende de m de tal forma que h→ 0 quando m→ +∞.

A convergência a que nos referimos ocorre se lim
h→0
‖u− uh‖V = 0.

No que segue, suponhamos que a forma bilinear a(·, ·) é cont́ınua e coerciva em V ,
i.e., existem constantes positivas δ1 e δ2 tais que, ∀u, v ∈ V ,

{
|a(u, v)| ≤ δ1‖u‖V ‖v‖V ,
a(v, v) ≥ δ2‖v‖2V ,

∀u, v ∈ V. (3.29)

Nessas condições temos o seguinte resultado geral:

Teorema 3.1. (Lema de Céa) Seja e := u−uh o erro absoluto de aproximação. Então,
sob as hipóteses (3.29), temos

a(e, vh) = a(u− uh, vh) = 0 e ‖u− uh‖V ≤ δ‖u− vh‖V ,

para todo vh ∈ Vm, onde δ = δ1/δ2.

Observação: A primeira condição significa que o erro é ortogonal ao subespaço Vm,
com respeito a a(·, ·), ou ainda que uh é a projeção ortogonal de u no subespaço
Vm, com respeito a a(·, ·). A segunda condição significa que a solução uh obtida pelo
método de Galerkin é a melhor aproximação para u com respeito à norma ‖ · ‖V e,
consequentemente, uma condição suficiente para a convergência é a existência de uma
famı́lia Vm de subespaços do espaço V tal que, para cada u ∈ V , lim

h→0
inf

vh∈Vm

‖u−vh‖V = 0.

Demonstração: Como Vm ⊂ V , a condição

a(u, vh) = 〈f, vh〉, ∀ vh ∈ Vm. (3.30)

é imediata. Assim, subtraindo (3.30) de (3.28) e usando a bilinearidade de a(·, ·)
obtemos,

a(u− uh, vh) = a(e, vh) = 0 ∀ vh ∈ Vm. (3.31)

Por outro lado, como a(·, ·) é coerciva e bilinear temos

δ2‖u− uh‖2V ≤ a(u− uh, u− vh + vh − uh)
≤ a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh − uh)
= a(u− uh, u− vh),
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onde usamos a propriedade de ortogonalidade (3.31). Da continuidade (3.29) obtemos

‖u− uh‖V ≤ δ‖u− vh‖V , ∀ vh ∈ Vm. (3.32)

onde δ = δ1/δ2 > 0. ⊔⊓
Corolário 3.1. Se além das hipóteses em (3.29), a forma bilinear a(·, ·) é simétrica em
V, i.e., a(u, v) = a(v, u) para todo u, v ∈ V , então

‖u− uh‖V ≤
√
δ‖u− vh‖V ∀ vh ∈ Vm. (3.33)

Demonstração: Considerando a simetria de a(·, ·), temos

a(u− vh, u− vh) = a(u− uh + uh − vh, u− uh + uh − vh)
= a(u− uh, u− uh) + 2a(u− uh, uh − vh) + a(uh − vh, uh − vh).

Da coercividade (3.29) e ortogonalidade (3.31) obtém-se

a(u− uh, u− uh) ≤ a(u− vh, u− vh) ∀ vh ∈ Vm.

Da continuidade e coercividade (3.29),

δ2‖u− uh‖2V ≤ δ1‖u− vh‖2V ,

o que é equivalente a
‖u− uh‖V ≤

√
δ‖u− vh‖V .

Logo, quando a forma bilinear a(·, ·) é simétrica, temos uma melhor aproximação co
relação à obtida por (3.32). ⊔⊓

Veja que o Lema de Céa mostra essencialmente que o erro ‖u− uh‖V é a distância
d(u, Vm) = inf

vh∈Vm

‖u− vh‖V entre a função u ∈ V e o subespaço Vm ⊂ V.

Corolário 3.2. Nas mesmas condições do Corolário 3.1, temos

‖uh‖V ≤
√
δ‖u‖V . (3.34)

Demonstração:

a(u, u) = a(u− uh + uh, u− uh + uh) = a(e + uh, e+ uh)

= a(uh, uh) + a(e, e) + 2a(e, uh) = a(uh, uh) + a(e, e).

Como a(e, uh) = 0, conclui-se que 0 < a(e, e) = a(u, u) − a(uh, uh), e portanto
a(uh, uh) ≤ a(u, u). Usando a continuidade e coercividade (3.29) obtemos

‖uh‖V ≤
√
δ‖u‖V . ⊔⊓
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Os resultados anteriores nos permitem afirmar que, de todas as funções vh ∈ Vm, a
solução aproximada uh ∈ Vm do problema dado pelo método de Galerkin é a que melhor
se aproxima da função exata u ∈ V na norma V . Este resultado ainda é insuficiente
para quantificar esta proximidade, que obviamente depende da escolha do subespaço
Vm.

A seguir, usando os resultados anteriores, determinaremos estimativas para a con-
vergência de uh quando h → 0, em termos de normas de espaços de Sobolev, ou seja,
determinaremos estimativas em função de h para ‖u − uh‖1 e ‖u − uh‖0. Para isso,
como veremos a seguir, faz-se necessário inicialmente obter estimativas de erro para a
função de interpolação.

3.2.1 Erro de Interpolação

Consideremos o problema variacional

a(u, v) = 〈f, v〉, ∀ v ∈ V = H1
0 (0, 1), (3.35)

onde f ∈ V = H−1(0, 1) e

a(u, v) = α

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ β

∫ 1

0

u(x)v(x) dx. (3.36)

Observação: Se um polinômio qualquer ũ(x) de grau k interpola a solução exata
u nos pontos nodais {xi}, i.e, u(xi) = ũ(xi) em cada intervalo Ii = [xi, xi+1], i =
0, 1, . . .m, dizemos que ũ é um “interporlante”. Por exemplo, no caso do problema
(3.35), consideramos o subespaço Vm gerado pelas funções lineares por partes (2.19) e,
tendo como base a função ϕi(x), definimos

ũ(x) =

m∑

i=1

uiϕi(x), (3.37)

onde ui = u(xi) é o valor da solução exata nos pontos nodais. Sendo ũ um polinômio
de grau k = 1 em cada elemento finito Ii, ũ é um interpolante.

Devemos chamar a atenção para que não se confunda o interpolante ũ com a solução
aproximada uh, obtida variacionalmente pelo método de Galerkin.

No resultado seguinte, estabelecemos uma estimativa de erro de interpolação na
norma de H1(0, 1) entre a solução exata do problema (3.35) e o interpolante definido
por (3.37).



Sec. 1. Função Base de Ordem Superior 91

Teorema 3.2. Sejam f ∈ L2(0, 1), u ∈ H1
0 (0, 1)∩H2(0, 1) a solução exata do problema

(3.35) e ũ o interpolante definido por (3.37). Então,

‖u− ũ‖1 = ‖u− ũ‖0 + ‖u′ − ũ′‖0 ≤
h

π

(
1 +

h2

π2

) 1

2

‖u‖2, (3.38)

Demonstração: No que segue, denotamos ũi a restrição de ũ em cada intervalo Ii e
‖ · ‖0,Ii a norma de L2(Ii), isto é,

‖v‖20,Ii =
∫ xi+1

xi

|v(s)|2 ds

Com isso, podemos escrever

‖u− ũ‖21 =
m∑

i=1

(
‖u− ũi‖20,Ii + ‖u′ − ũ′i‖20,Ii

)

Seja w = u − ũ e wi = w|Ii. Sendo ũi um interpolante de u em Ii, temos que
wi(xi) = wi(xi+1) = 0. Desta forma, podemos considerar a expansão wi em série de
Fourier de senos, i.e,

wi(x) =

∞∑

m=1

cmi sen
mπ(x− xi)

h
, ∀ cmi ∈ R

Fazendo a troca de variável y = x− xi, obtemos que

‖wi‖20,Ii =
∫ xi+1

xi

wi(x)
2 dx =

∫ h

0

wi(y)
2 dy =

h

2

∞∑

m=1

(cmi)
2.

A última igualdade é conhecida como identidade de Parseval, que é uma consequência
da ortogonalidade das funções trigonométricas da série, i.e.,

∫ h

0

cos
mπy

h
cos

nπy

h
dy =

∫ h

0

sen
mπy

h
sen

nπy

h
dy =

h

2
δmn, ∀m,n ∈ N.

Temos também que

w′
i(x) = w′

i(y) =

∞∑

m=1

cmi
mπ

h
cos

mπy

h
, ∀cmi ∈ R.

Logo, usando novamente a ortogonalidade anterior obtemos,

‖w′
i‖20,Ii =

∫ xi+1

xi

w′
i(x)

2 dx =
h

2

∞∑

m=1

(cmi
)2
m2π2

h2
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e de forma análoga,

‖w′′
i ‖20,Ii =

∫ xi+1

xi

w′′
i (x)

2 dx =
h

2

∞∑

m=1

(cmi
)2
m4π4

h4
.

Note que, sendo a função interpolante ũi linear em cada intervalo Ii = [xi, xi+1], temos
ũ′′i = 0 e então w′′

i (x) = u′′(x), para todo x ∈ Ii. Logo, como m ≥ 1, obtém-se

‖w′
i‖20,Ii ≤

∞∑

m=1

(cmi
)2
m4π2

h2
=
h2

π2
‖u′′‖20,Ii, i = 1, 2, . . . , m.

Fazendo o somatório em i de 1 a m, obtemos

m∑

i=1

‖w′
i‖20 = ‖u′ − ũ′‖20 ≤

h2

π2
‖u′′‖20.

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a estimativa de erro para a derivada w′
i na norma

L2(0, 1),

‖w′‖0 = ‖u′ − ũ′‖0 ≤
h

π
‖u′′‖0. (3.39)

Diz-se neste caso que o erro é de ordem h e denota-se O(h).
De forma análoga, temos

‖wi‖20,Ii =
h

2

∞∑

m=1

(cmi)
2 ≤ h

2

∞∑

m=1

(cmi)
2m4 =

h4

π4
‖u′′‖20,Ii, i = 1, 2, . . . , m.

Logo, somando em i de 1 até m, obtemos

m∑

i=1

‖wi‖20 = ‖u− ũ‖20 ≤
h4

π4
‖u′′‖20.

Extraindo a raiz quadrada, obtemos a estimativa de erro para wi na norma L2(0, 1),

‖w‖0 = ‖u− ũ‖0 ≤
h2

π2
‖u′′‖0. (3.40)

Diz-se neste caso que o erro de interpolação é de ordem h2 e denota-se O(h2).
Das desigualdades (3.39) e (3.40), conclui-se a estimativa de erro na norma H1(0, 1),

‖w‖21 = ‖u− ũ‖21 = ‖u− ũ‖20 + ‖u′ − ũ′‖20 ≤
(
h4

π4
+
h2

π2

)
‖u′′‖20,
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ou seja,

‖w‖1 = ‖u− ũ‖1 = ‖u− ũ‖0 + ‖u′ − ũ′‖0 ≤
h

π

(
1 +

h2

π2

) 1

2

‖u‖2, (3.41)

onde ‖ · ‖2 denota a norma de H2(0, 1) e por definição, ‖u‖2 ≥ ‖u′′‖0. ⊔⊓
Note que a estimativa de erro em H1(0, 1) é de ordem O(h) e somente não é ordem

O(h2) em razão da estimativa da derivada (3.39).

A seguir demonstramoss as estimativas de erros entre a solução exata u e a solução
aproximada uh obtida pelo método de Galerkin.

3.2.2 Erro na Norma H1(Ω)

Vimos no Teorema 3.1 que, de um modo geral, a solução uh, projeção ortogonal de
u com respeito a forma a(·, ·) no espaço Vm, satisfaz a desigualdade (3.32) dada por

‖u− uh‖V ≤ δ‖u− vh‖V , ∀ vh ∈ Vm,

onde δ = δ1/δ2, com δ1 = max{α, β}, δ2 = min{α, β} e V = H1
0 (0, 1). Tomando em

particular vh = ũ ∈ Vm, obtemos a estimativa de erro na norma H1(0, 1),

‖u− uh‖1 ≤ δ‖u− ũ‖1 ≤
δh

π

(
1 +

h2

π2

) 1

2

‖u‖2, (3.42)

com erro de ordem O(h). Por outro lado, usando (2.7), obtemos a seguinte estimativa
em termos da função f , dada por

‖u− uh‖1 ≤ δ‖u− ũ‖1 ≤
cδh

π

(
1 +

h2

π2

) 1

2

‖f‖0, (3.43)

com erro de ordem O(h).
No caso espećıfico do problema (3.35), sendo a forma bilinear a(·, ·) simétrica, segue

de (3.33) a mesma estimativa, substituindo-se δ por
√
δ.

3.2.3 Erro na Norma L2(Ω)

A desigualdade (3.40) mostra que a estimativa do erro de interpolação na norma
L2(0, 1) é de ordem O(h2) com a dependência da norma de u′′ em L2(0, 1). Já a
desigualdade (3.43) fornece uma estimativa de ordem O(h) na norma de H1(0, 1) e
somente a imersão cont́ınua deH1(0, 1) em L2(0, 1) não melhora em nada as estimativas
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já obidas. Entretanto, em razão da estimativa (3.40), é razoável acreditar ser quadrática
a ordem de convergência ‖u − uh‖0 sem a dependência de ‖u′′‖0. De fato, podemos
provar isso usando um argumento devido a Nitsche, como veremos a seguir.

Teorema 3.3. Sejam f ∈ L2(0, 1), u ∈ H1
0 (0, 1) ∩ H2(0, 1) a solução do problema

(3.35) e uh ∈ Vm a solução aproximada. Então, uh converge para a solução u na norma
L2(0, 1) com ordem de convergêucia quadrática em relação a h. Mais precisamente,

‖u− uh‖0 ≤ Ĉh2‖f‖0, (3.44)

onde Ĉ é uma constante positiva independente de h e f .

Demonstração: Pela desigualdade (3.43) (para todo h ≤ π),

‖u− uh‖1 ≤ C0h‖f‖0, (3.45)

onde C0 = c
√
2δ/π > 0 independe de h.

Consideremos w e wh respectivamente soluções dos seguintes problemas variacio-
nais:

a(w, v) = (u− uh, v), ∀v ∈ V,
a(wh, vh) = (u− uh, v), ∀v ∈ Vm,

(3.46)

de modo que, novamente da desigualdade (3.43), temos

‖w − wh‖1 ≤ C0h‖u− uh‖0. (3.47)

Substituindo v por vh na primeira identidade de (3.46) e subtraindo da segunda, obte-
mos a(w − wh, vh) = 0, para todo vh ∈ Vm. Em particular, a(w − wh, uh) = 0. Assim,
temos da primeira identidade de (3.46) com v = u− uh e de (3.47),

‖u− uh‖20 = a(w − wh, u− uh) ≤ ‖w − wh‖1‖u− uh‖1
≤ C2

0h
2‖u− uh‖0‖f‖0.

Portanto, para Ĉ = C2
0 , temos ‖u− uh‖0 ≤ Ĉh2‖f‖0, como queŕıamos provar. ⊔⊓

Note que ainda podemos ter problemas de convergência devido a erros numéricos
quando α é muito pequeno. De fato, considerando em particular α = ε > 0 e β = 1,
então de (3.43) temos:

‖u− uh‖1 ≤
c1
ε
h‖f‖0,

onde c1 ≥ 0 é uma constante positiva. Neste caso o método somente terá uma boa
aproximação se h≪ ε, o que muitas vezes é inviável em situações práticas.

Como consequência imediata dos rsultado anteriores, temos a convergência da
solução aproximada uh para a solução exata u quando h→ 0. Mais precisamente,

Corolário 3.3. Se f ∈ L2(0, 1) então a solução aproximada uh do problema (2.9)
converge para a solução u ∈ H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1) do problema (2.6), i.e,

lim
h→0
‖u− uh‖1 = 0 e lim

h→0
‖u− uh‖0 = 0.
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3.2.4 Erro na Norma Hm(Ω)

Vimos nos Teoremas 3.2 e 3.3 que as estimativas de erro nas normas do H1(0, 1) e
L2(0, 1) são respectivamente de ordem O(h) e O(h2). Veremos a seguir que a ordem
de convergência pode ser melhor se a solução exata for mais regular, i.e., se pertencer
a um espaço mais regular que o espaço H1

0 (0, 1) ∩H2(0, 1). Nesta seção enunciaremos
alguns resultados gerais de estimativa de erro em normas de espaço de Sobolev, que
dependem da regularidade da solução exata e do grau do polinômio interpolador, cujas
demonstrações podem ser encontradas em [5, 16, 24].

Teorema 3.4. Se u ∈ Hm(0, 1), m ≥ 0, então existe uma função interpolante ũ ∈ V k
m,

tal que para todo s, 0 ≤ s ≤ m,

‖u− ũ‖s ≤ chα‖u‖m, (3.48)

onde α = min{k + 1 − s,m − s}, k é o grau do polinômio interpolador e c é uma
constante independente de u e de h.

Corolário 3.4. (Estimativa Ótima) Se u ∈ Hk+1(0, 1) e ũ ∈ V k
m, então

‖u− ũ‖m ≤ chk+1−m‖u‖k+1, (3.49)

onde k ≥ 1 é o grau do polinômio interpolador da função base que gera o subespaço
vetorial de dimensão finita e m ≤ k.

A consequência imediata do Corolário 3.4 é que a estimativa depende da regulari-
dade da solução. Isso significa, por exemplo, que se a solução u do problema pertence ao
espaço H2(0, 1), as melhores estimativas a serem obtida são as de ordem O(h) e O(h2)
respectivamente nas normas do H1(Ω) e L2(Ω), independente do grau k do polinômio
interpolador.

Pode-se mostrar que é válido o seguinte resultado de regularidade para o problema
(2.1) (ver [2]): se f ∈ Hm(0, 1), com m ∈ N, m ≥ 1, a solução u ∈ Hm+2(0, 1) e vale a
desiguladade ‖u‖m+2 ≤ ‖f‖m.

Assim, vemos que a estimativa depende do polinômio interpolador Pk, ou seja, para
os polinômios lineares por partes (k = 1), quadráticos (k = 2) e cúbicos (k = 3),
obtém-se, respectivamente, as estimativas em L2(0, 1) e H1(0, 1):

‖u− ũ‖0 ≤ ch2‖u‖2, ‖u− ũ‖0 ≤ ch3‖u‖3, ‖u− ũ‖0 ≤ ch4‖u‖4,

‖u− ũ‖1 ≤ ch1‖u‖2, ‖u− ũ‖1 ≤ ch2‖u‖3, ‖u− ũ‖1 ≤ ch3‖u‖4.

Para a conclusão da análise do erro precisamos estabelecer uma relação entre o erro
‖u − uh‖m e ‖u − ũ‖m, onde u é a solução exata, uh é a solução aproximada e ũ é
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a função interpolante. Para isso, é suficiente tomar ũ = vh ∈ Vm no Teorema (3.1),
obtendo-se:

‖u− uh‖m ≤ δ‖u− ũ‖m. (3.50)

Portanto, todas as estimativas anteriores são válidas para estimar o erro entre a
solução exata e a solução aproximada obtida pelo método de Galerkin, ou seja, de
(3.49) e (3.50) obtemos:

‖e‖m = ‖u− uh‖m ≤ δ‖u− ũ‖m ≤ Chk+1−m‖u‖k+1, (3.51)

onde C = cδ.

3.3 Erro Numérico

Os resultados de convergência obtidos são as estimativas de erro entre a solução
exata e a solução numérica aproximada. Como em geral a solução exata não é conhe-
cida, vamos intoduzir nesta seção um dos procedimentos usuais que permitem estimar
a “exatidão” dos resultados numéricos, fazendo um paralelo com aos resultados teóricos
de estimativa de erro.

Como em geral não conhecemos a solução exata u, tomemos em seu lugar a solução
numérica uN calculada, com N suficientemente grande (ou equivalentemente, h sufici-
entemente pequeno), onde N é o número de nós da discretização.

Procedemos em seguida nas seguintes etapas:

(1) constrúımos uma sucessão de soluções numéricas {ui} associadas a diversos tama-
nhos de malha hi, para os quais calculamos os respectivos erros ‖Êi‖m = ‖ui − uN‖m,
para i = 1, 2, · · · (N − 1).

(2) observamos a estimativa (3.51) associada a solução uN

‖Êi‖m = ‖ui−uN‖m ≤ c1h
k+1−m‖uN‖k+1 ≈ c2h

p
i , para i = 1, 2, · · · , (N−1), (3.52)

onde p = (k + 1 − m) é a taxa de convergência, sendo ‖uN‖k+1 é um número real
conhecido para algum k.

Podemos então escrever

αi =
‖Êi‖m
‖Êi+1‖m

=
( hi
hi+1

)p
, ∀i = 1, 2, · · · ., (3.53)

onde hi+1 < hi.

Através da relação (3.53), dizemos que p é a taxa de convergência numérica.
Na teoria o valor de p é constante, mas na prática obtemos valores aproximados para p,
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dependentes da sucessão i, que pode ser comparado com o resultado teórico estimado.
O número p pode ser explicitamente calculado por

p =
lnαi

ln
( hi
hi+1

) , para i = 1, 2, · · · . (3.54)

• Exemplo (Construção da sucessão da solução numérica)

Considere as soluções numéricas aproximadas u1, u2, · · ·uN/2 , obtidas usando o

passo hi = (5 × 2i+1)−1, ou seja, hi = 2hi+1, i = 0, 1, · · · (N − 2)/2. Considere Êi o
erro associado a uma norma, comparando as soluções ui com uN . Para essa sucessão
temos, por exemplo:

p =
lnαi

ln
( hi
hi+1

) =
lnαi

ln 2
, para i = 0, 1, · · · , (N − 2)/2 (3.55)

3.4 Exerćıcios

1. Determine os elementos da matriz local do problema (3.13), usando os polinômios
de Hermite como função base e obtenha um algoritmo para a determinação da
matriz global e da força global.

2. Usando o exerćıcio anterior, dê uma estimativa de erro nas normas L2(0, 1) e
H1(0, 1).

3. Na interpolação linear, vimos que a solução aproximada uh(xi) era exatamente o
valor de di, solução do sistema sistema linearKd = F . Considerando o polinômio
interpolador quadrático, qual é a relação entre uh(xi) e a componente di do vetor
d do sistema linear Kd = F ?

4. Mostre que o conjunto de funções B-splines {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm, ϕm+1} definidas em
(3.8) formam um conjunto linearmente dependente.

Sugestão: Mostre que o sistema Ad = 0 tem infinitas soluções, quando conside-
radas as duas funções no conjunto.





CAPÍTULO 4

Problema Estacionário
Bidimensional

Neste caṕıtulo vamos tratar problemas de contorno referentes a equações eĺıpticas li-
neares no caso bidimensional. Como motivação, vamos nos referir aos problemas como
modelos de transferência de calor em regime estacionário numa placa condutora. São
apresentadas as formulações forte e fraca, assim como estudadas as condições para
existência e unicidade de solução em alguns tipos de condição de fronteira. Apresen-
tamos também um programa utilizando o método de elementos finitos para a solução
numérica da equação e analisamos a influência das condições de fronteira no sistema
linear associado à discretização. O método de Crout é o utilizado para resolver o sis-
tema linear, com exemplos numéricos e ilustração gráfica apresentados, assim como
os erros da solução aproximada, utilizando diversos tamanhos de malha. As etapas
da elaboração do programa em linguagem C estão no final do caṕıtulo e o código no
apêndice deste texto.

4.1 Formulação do Problema

Seja Ω ⊂ R
2 um conjunto aberto com fronteira suave Γ tal que

Γ = Γq ∪ Γp, Γq ∩ Γp = ∅.
Os pontos de Ω são denotados por x e o vetor normal unitário exterior a Γ é denotado
por n.

Denotamos por qi = qi(x) e u = u(x) respectivamente a i-ésima componente do
fluxo de calor e a temperatura no pont x. A fonte externa de calor por unidade de
volume é denotada por f = f(x) e admitimos que o fluxo de calor é dado pela lei de
Fourier, i.e.,

qi = −Qij
∂u

∂xj
,
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onde Qij é uma matriz simétrica definida positiva em todo x ∈ Ω, denominada condu-
tividade térmica. Quando o corpo é homogêneo, a matriz Qij é constante (independe
de x ∈ Ω). No caso isotrópico Qij(x) = Q(x)δij .

Nas condições acima e usando a convenção de somatório, a questão que se coloca
é a do seguinte problema: dadas as funções f : Ω → R, q : Γq → R e p : Γp → R,
determinar u : Ω→ R tal que





− ∂

∂xi

(
Qij

∂u

∂xj

)
= f, em Ω,

u = q, em Γq,

−qini = Qij
∂u

∂xj
ni = p, em Γp.

(4.1)

Referimo-nos ao problema (4.1) como a formulação forte do problema do calor,
onde se deseja que a solução u(x) tenha regularidade suficiente para que as derivadas
na formulação acima sejam entendidas no sentido clássico, como por exemplo se u ∈
C2(Ω), ou mais geralmente, no sendido L2(Ω).

Quando o corpo é isotrópico e homogêneo, a equação em (4.1) toma a forma

−∆u = f, (4.2)

que é a bem conhecida equação de Poisson. Se Γ = Γq, a condição de fronteira é do
tipo Dirichlet; se Γ = Γp, a condição de fronteira é do tipo Neumann e se Γ = Γp ∪ Γq

com Γp 6= ∅ e Γq 6= ∅, a condição de fronteira é do tipo misto.

4.1.1 Formulação Fraca

Com as funções f , p e q acima, consideremos o espaço

V = {v ∈ H1(Ω); v = 0 em Γq}

e o subespaço afim H = {v ∈ H1(Ω); u = q em Γq}. Definimos a forma bilinear a e a
forma linear F ,

a : V × V → R e F : V → R,

respectivamente por

a(u, v) =

∫

Ω

Qij
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx e F (v) =

∫

Ω

fv dx+

∫

Γp

pv dx.

A formulação fraca do problema (4.1) é a seguinte: determinar u ∈ H tal que

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V. (4.3)
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No que segue mostramos que as duas formulações são equivalentes sob condições
de regularidade, isto é, vamos admitir a regularidade das funções que justifiquem os
cálculos formais abaixo.

Primeiramente mostremos que (4.1) ⇒ (4.3). De fato, multiplicando a primeira
equação de (4.1) por v ∈ H1(Ω) e integrando em Ω, segue do Teorema da Divergência,

∫

Ω

Qij
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx−

∫

Γ

Qij
∂u

∂xj
niv dΓ =

∫

Ω

fv dx. (4.4)

Em particular, para todo v ∈ V , a identidade acima se reduz a
∫

Ω

Qij
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx−

∫

Γp

Qij
∂u

∂xj
niv dΓ =

∫

Ω

fv dx

e em vista da condição de fronteira em Γp, temos
∫

Ω

Qij
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx−

∫

Γp

pv dΓ =

∫

Ω

fv dx, ∀v ∈ V,

o que corresponde à formulação fraca (4.3).

Reciprocamente, para mostrar que (4.3) ⇒ (4.1), seja u solução regular do problema
(4.3). Então, pelo Teorema da Divergência, temos

−
∫

Ω

∂

∂xi

(
Qij

∂u

∂xj

)
v dx+

∫

Γ

Qij
∂u

∂xj
niv dΓ−

∫

Ω

fv dx−
∫

Γp

pv dΓ = 0, ∀v ∈ V. (4.5)

Em particular, para todo v = 0 na fronteira Γ, obtemos

−
∫

Ω

∂

∂xi

(
Qij

∂u

∂xj

)
v dx−

∫

Ω

fv dx = 0,

de modo que u satisfaz necessariamente a equação

− ∂

∂xi

(
Qij

∂u

∂xj

)
− f = 0 em Ω

e a identidade (4.5) se reduz a
∫

Γp

(
Qij

∂u

∂xj
ni − p

)
v dΓ = 0, ∀v ∈ V.

Assim, temos necessariamente a condição

Qij
∂u

∂xj
ni = p em em Γp.

Observação: Os cálculos formais acima se justificam para u ∈ H e v ∈ V pela teoria
dos Espaços do Sobolev, onde as integrais de fronteira acima são definidas em H1/2(Γq)
e H−1/2(Γp) pelo Teorema do Traço.
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4.1.2 Existência e Unicidade de Solução

Mostraremos a existência e a unicidade da solução do problema (4.3), quando Qij,
f , p e q são funções regulares. Considere para todo v ∈ V ,

a(v, u) =

∫

Ω

Qij
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx,

(v : f) =

∫

Ω

fv dx,

(v : p)Γ =

∫

Γp

pv dΓ,

(4.6)

de modo que a formulação fraca possa ser expressa na forma a(v, u) = (v : f)+(v : p)Γ,
∀v ∈ V , onde, por hipótese, a matriz condutividade Qij é simétrica e definida positiva.

Considere a norma do subespaço V de H1(Ω) dada por

‖v‖2V =

∫

Ω

|∇v(x)|2 dx.

Pode-se mostrar que se a medida superficial de Γq é positiva, as normas ‖ . ‖V e ‖ . ‖H1(Ω)

são equivalentes no espaço V . Com isso, pode-se mostrar que a forma bilinear a :
V × V −→ R satisfaz as condições de Lax-Milgram, isto é, para todo u, v ∈ V ,

i) a(v, u) = a(u, v), pois Qij é simétrica.

ii) |a(v, u)| = |((v, u))V | ≤ C‖v‖V ‖u‖V .

iii) |a(v, v)| =
∫

Ω

∂v

∂xi
Qij

∂v

∂xj
dx ≥ C

∫

Ω

|∇v(x)|2 dx = C‖v‖2V ,

Por outro lado, a aplicação linear v ∈ V 7−→ (v : f) + (v : p)Γ ∈ R é cont́ınua para
p ∈ L2(Γp) e f ∈ L2(Ω).

Observação: Pela Teoria dos Espaço de Sobolev, as hipóteses que permitem garantir a
validade das condições de Lax-Milgran são: Qij ∈ L∞(Ω), f ∈ H−1(Ω) e p ∈ H−1/2(Γp).
O leitor interessado pode consultar a bibliografia sobre Problemas Eĺıticos e Espaços
de Sobolev.

4.1.3 Formulação de Galerkin

Seja Vh um subespaço de V de dimensão finita e consideremos Hh = Vh+{q̃}, onde
q̃ ∈ V tal que q̃(x) = q(x) para todo x ∈ Γq. A existência de q̃ é garantida pelo fato
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de que o operador de traço γ : H1(Ω) → H1/2(Γq) é sobrejetor. Assim, se uh ∈ Hh, a
função wh definida por

wh(x) = uh(x)− q̃(x), (4.7)

pertence ao subespaço Vh, de modo que vh(x) = 0 para x ∈ Γq.

Da mesma forma, definimos a função p̃ ∈ H1(Ω) tal que p̃(x) = p(x) para x ∈ Γp.
Nessas condições, podemos considerar o problema variacional aproximado associado ao
problema (4.3), a saber,

a(uh, vh) = (f : vh) + (p : vh)Γ, ∀vh ∈ Vh.

Por (4.7) temos,

a(wh, vh) = (f : vh) + (p : vh)Γp − a(q̃, vh), ∀vh ∈ Vh. (4.8)

Podemos então formular o seguinte problema:

Problema aproximado. Dadas as funções f , p e q, queremos determinar a função
wh ∈ Vh solução da formulação (4.8).

Seja {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn} uma base do subespaço Vh. Dessa forma, todo elemento wh ∈
Vh pode ser representado por

wh =
m∑

j=1

Cjϕj . (4.9)

Substituindo em (4.8), tem-se

a

(
m∑

j=1

Cjϕj, vh

)
= (f : vh) + (p : vh)Γp − a(q̃, vh), ∀vh ∈ Vh.

A igualdade permanece válida tomando em particular vh = ϕi, ou seja,

a

(
m∑

j=1

Cjϕj, ϕi

)
= (f : ϕi) + (ϕi, p)Γ−p − a(q̃ : ϕi, ).

Da linearidade da forma a(·, ·), segue que

m∑

j=1

Cja(ϕi, ϕj) = (f : ϕi) + (p : ϕi, )Γp − a(q̃, ϕi).

Denotando
Kij := a(ϕi, ϕj), 1 ≤ i, j ≤ m, (4.10)
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e

Fi = (f :, ϕi) + (p : ϕi)Γp − a(q̃, ϕi), (4.11)

a formulação (4.8) pode ser escrita na forma matricial, KC = F .

A solução do sistema linear de ordem m ×m permite calcular a solução numérica
uh = wh + q̃ ∈ Hh do problema aproximado. Assim, se m é suficientemenete grande,
espera-se obter uma boa aproximação da solução u ∈ H do problema cont́ınuo. Por
outro lado, se K é uma matriz cheia, sua ordem aumenta quadraticamente com relação
a m, o que nos obriga a considerar o Método de Elementos Finitos que, como sabemos,
a escolha conveniente da base {ϕ1, . . . , ϕm} de Vh, fornece uma matriz de banda K de
fácil resolução e que cresce linearmente com relação a m.

Entretanto, nas aproximações por elementos finitos, as funções vh ∈ Vh são, em
geral, funções polinomiais por partes, de modo que as restrições sobre a fronteira podem
ser incompat́ıveis com as condições impostas em Hh. Assim, devemos considerar um
domı́nio aproximado Ωh e redefinir o problema variacional (4.8), substituindo os espaços
Vh e Hh de funções definidas em Ω por aquelas definidas sobre Ωh.

4.2 Discretização do Domı́nio

De um modo geral, dado um domı́nio Ω ⊂ R
n, considera-se um domı́nio aproxima-

dao Ωh que possa ser dividido em subregiões Ωe, de tal forma a satisfazer as condições:

Ωh =

(
Nel⋃

e=1

Ωe

)◦

e Ωe ∩ Ωk = ∅, se e 6= k,

onde Nel é o número total de elementos. Na partição do domı́nio definimos os nós
globais A, A = 1, 2, . . . , Nno, onde Nno é o número total de nós da malha.

As subregiões Ωe no caso bidimensional são geralmente triângulos ou retângulos,
consistindo de 3 ou 4 nós locais para cada elemento finito Ωe.

• Construção da Malha

Para ilustrar a geração da malha, consideremos o caso particular em que o domı́nio
Ω é o retângulo (a, b)× (c, d). Os elementos finitos Ωe que serão representados por e,
também serão retângulos. O procedimento para a obtenção de elementos triangulares
é feito de forma semelhante. Para obter os elementos retangulares, basta considerar
partições de [a, b] e de [c, d], e fazer o produto cartesiano dos subintervalos. Há diversos
tipos de malhas posśıveis, tais como a malha geométrica, malha radical e em particular
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a malha uniforme. Por simplicidade, para gerar a malha uniforme, consideremos o
seguinte procedimento:

Define-se h = (b− a)/Nelx e k = (d− c)/Nely, onde Nelx e Nely são os números
de elementos nas direções x e y, respectivamente. Logo,

xi = x0 + ih, i = 1, 2, . . . , Nelx, com x0 = a,

yj = y0 + jk, j = 1, 2, . . . , Nely, com y0 = c

Assim,

[a, b]× [c, d] =

Nelx⋃

i=0

[xi, xi+1]×
Nely⋃

j=0

[yj , yj+1]

A subrotina DataInput faz a geração da malha uniforme, onde em particular, to-
mamos a = c = 0 e b = d = 1. Dessa forma, h = 1/Nelx e k = 1/Nely.

Para gerar malha não uniforme dentro da subrotina DataInput, basta entrar com
as coordenadas x e y manualmente. A subrotina DataInput gera as posições (i, j) das
coordenadas (x[i], y[j]), onde i = 0, 1, . . . , Nelx e j = 0, 1, . . . , Nely.

• Nó Global 7→ Posição: Subrotina NoPos

O próximo passo é identificar o nó global A com a sua posição (i, j), obedecendo a
enumeração sucessiva horizontal. A posição i do nó é o resto da divisão de (A− 1) por
(Nelx+ 1) e a posição j é o quociente da divisão de (A− 1) por (Nelx+ 1), que serão
representados na linguagem C por

(i, j) = NoPos(A),

onde
i = (A− 1)%(Nelx + 1),
j = (A− 1)/(Nelx+ 1).

Por exemplo, considere a malha dada na Fig 4.1: Temos portanto 25 nós globais, 16
elementos (representados por um ćırculo) e Nelx = Nely = 4. Por exemplo, o nó global
A = 18 é representado pelo par ordenado (i, j) = (2, 3).

• Posição 7→ Nó Global: Subrotina PosNo

Esta subrotina faz o processo inverso da subrotina NoPos, isto é, dada a posição
identifica-se o nó global A,

A = PosNo(i, j),
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Figura 4.1: Malha de elementos retangulares

através da relação:

A = j(Nelx + 1) + i+ 1.

Assim, na posição (1,4) temos o nó A = 22, considerando a malha anterior.

• Elemento 7→ Posição: Subrotina ElmPos

Para cada elemento e, temos 4 nós globais. Para identificá-los, é suficiente conhecer
a posição de apenas um desses nós, que adotaremos neste caso como sendo o menor nó
global (veremos adiante que este nó global corresponde ao nó local a = 1) do elemento
e, dado pelo seguinte procedimento: dado um elemento e, a sua posição (i, j) é obtida
pelo resto e o quociente da divisão. Assim, (i, j) = ElmPos(e), onde i = (e− 1)%Nelx

e j = (e− 1)/Nelx.

Por exemplo, considere o elemento e = 8 da malha anterior. Então, (i, j) = (3, 1).
Observando a tabela, verifica-se que na posição (3, 1) temos o nó global A = 9 que é
o representante do elemento e = 8. De forma análoga, temos e = 11 ⇒ (i, j) = (2, 2),
que é a posição do nó A = 13.
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• Nó Local 7→ Nó Global: Subrotina NoLG

A subrotina NoLG identifica os nós locais a = 1, 2, 3, 4 de cada elemento (retângulo)
com os nós globais A da malha,

A = NoLG(a, e)

da seguinte forma: dado um elemento e, o primeiro passo é identificar sua posição
através da subrotina anterior, (i, j) = ElmPos(e).

Sabemos, então, que na posição (i, j) existe um nó global A que representa o ele-
mento e. O nó global A será então o primeiro nó local a = 1 do elemento e. Assim,
a = 1 ⇔ (i, j). Para a = 2, temos o nó global (A + 1) que é identificado pela posição
(i + 1, j). Para a = 3, temos a posição (i + 1, j + 1). Para a = 4, temos a posição
(i, j + 1). Geometricamente, temos

4 3

e

1 2

Com a posição identificada, o nó A pode ser encontrado pela função PosNo.

Considere a Fig. 4.1 e o elemento e=10. Então,

NoLG(1, 10) = 12, NoLG(2, 10) = 13,

NoLG(3, 10) = 18, NoLG(4, 10) = 17.

A identificação é extremamente importante pois permite elaborar cálculos locais em
cada elemento e e depois transportá-los para os nós globais, onde realmente a solução
é obtida.

Observação: No programa em linguagem C, em virtude de se iniciar a numeração
com zero, os nós locais são numerados por a = 0, 1, 2, 3.

• Número de Equações do Sistema: EqNo

Alguns nós globais podem ter seus valores prescritos, ou seja, a solução uA = u(A)
pode ser conhecida devido às condições de fronteira. Assim, para estes nós não é
necessário gerar equações no sistema. Desta forma, a subrotina EqNo identifica o nó
global A com a sua correspondente equação eqn[A] no sistema e o número total de
equações Neq do sistema. Assim, temos

I = eqn[A],
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onde I = 1, . . . , Neq. Por conveniência, para os nós onde os valores são prescritos,
tomamos I = 0. É claro que o número de equações é menor ou igual ao número de nós
globais, Neq ≤ Nno.

Por exemplo, suponhamos que a solução uA = u(A) seja conhecida nos nós globais
A = {2, 3, 8, 12, 22, 24} da Fig. 4.1. Então, tem-se que

A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
eqn[A] 1 0 0 2 3 4 5 0 6 7 8 0 9

A 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
eqn[A] 10 11 12 13 14 15 16 17 0 18 0 19

Logo, temos 19 nós globais onde a solução não é conhecida e assim o número de equações
Neq = 19. Podemos observar que o nó global A não corresponde, em geral, a A-ésima
equação, como acontece no caso unidimensional. Se, em particular, no lugar da solução
ser prescrita nos nós acima, tivermos a derivada da solução prescrita nestes nós, então
Neq = Nno, pois neste caso a solução é desconhecida em todos os 25 nós A da malha.

• Valores de Fronteira: Fronteira,CondFront

Para cada nó global A, introduzimos as condições de fronteira do tipo Dirichlet e
do tipo Neumann. Nas condições de fronteira do tipo Dirichlet a solução uA = u(A)
é prescrita no nó, enquanto na condição de fronteira de Neumann a derivada normal
de u(x) no nó A é prescrita. Inicialmente precisamos identificar quais são os nós da
fronteira do domı́nio. Para isso introduzimos a subrotina (Fronteira).

Considere por exemplo, o retângulo [a, b]× [c, d] sendo o domı́nio com as fronteiras
definidas por:

Γ1 = {(x, c) ∈ Γ; a ≤ x ≤ b},
Γ2 = {(b, y) ∈ Γ; c ≤ y ≤ d},
Γ3 = {(x, d) ∈ Γ; a ≤ x ≤ b},
Γ4 = {(a, y) ∈ Γ; c ≤ y ≤ d}.

Então precisamos identificar os nós pertencentes a cada uma das fronteiras Γi, indepen-
dentemente se são do tipo Neumann ou Dirichlet. A subrotina (Fronteira) tem essa
função, além de quantificar os nós de cada fronteira pela expressão (Nbn[i]) “Número
de nós da fronteira [i]”. Assim, por exemplo, para a malha da Fig. 4.1, temos os
seguintes nós globais em cada fronteira:

Γ1 = {1, 2, 3, 4, 5} Nbn[1] = 5,

Γ2 = {5, 10, 15, 20, 25} Nbn[2] = 5,

Γ3 = {21, 22, 23, 24, 25} Nbn[3] = 5,

Γ4 = {1, 6, 11, 16, 21} Nbn[4] = 5.
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O próximo passo na subrotina (CondFront), o operador deve definir as funções e as
condições de fronteira do problema a ser implementado. O programa permite que sejam
definidas condições de fronteira de Dirichlet e Neumann em cada uma das fronteiras
Γi, mediante duas opções:

(Dirichlet): typ (A) = 1, a solução é conhecida.

(Neumann): Bv, a derivada da solução é conhecida.

A partir da introdução dos dados da fronteira a subrotina (CondFront) associa
todos os nós de cada fronteira Γi aos seus valores e às formas de contribuição de cada
tipo na obtenção da solução numérica, como veremos nas seções seguintes.

4.3 Construção do sistema linear

Seja N o conjunto de nós da malha e Nq o conjunto dos nós do tipo 1, isto é, os
nós para os quais a solução é conhecida. Então o conjunto N − Nq representa os nós
para os quais a solução deverá ser determinada.

Seja A ∈ N um nó global. Definimos em A uma função interpolante linear ϕA

satisfazendo a condição:

ϕA(B) =

{
1, se A = B,
0, se A 6= B,

∀B ∈ N.

Para A ∈ N − Nq o conjunto das funções lineares ϕA geram um espaço vetorial
linear por partes Vh que é um subespaço do espaço V . Assim, toda função wh ∈ Vh
pode ser escrita por

wh(x) =
∑

B∈N−Nq

CBϕB(x). (4.12)

De forma análoga, para a obtenção do sistema linear tem-se
∑

B∈N−Nq

a(ϕA, ϕB)CB = (ϕA : f) + (ϕA : p)Γ − a(ϕA, q̃), ∀A ∈ N −Nq. (4.13)

Variando os nós globais A em N −Nq tem-se um sistema linear com Neq equações.
Para definir a matriz dos coeficientes é necessário estabelecer uma identificação entre
o nó A e a sua equação, através da subrotina EqNo. Seja

I = eqn[A] e J = eqn[B],

onde 1 ≤ I, J ≤ Neq. Então o sistema linear é definido por

Neq∑

J=1

KIJCJ = FI ,
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onde
KIJ = a(ϕA, ϕB), (4.14)

FI = (ϕA : f) + (ϕA : p)Γ − a(ϕA, q̃). (4.15)

A matriz K é denominada matriz rigidez global do sistema linear.

4.3.1 Interpolação dos Dados Iniciais

Para a equação do calor, a força f é definida em todo x ∈ Ω e as funções q e p são
definidas em Γq e Γp respectivamente. Para a resolução do problema pelo método de
elementos finitos, somente são necessários os valores de f , p e q nos nós A. Assim, é
prático usar a interpolação, tendo como polinômios interpoladores os polinômios ϕA,
base do subespaço Vh. Logo,

fh(x) =
∑

A∈N

ϕA(x)fA, qh(x) =
∑

A∈Nq

ϕA(x)qA, ph(x) =
∑

A∈Np

ϕA(x)pA,

onde fA = f(xA), qA = q(xA) e pA = p(xA). Usando a definição de ϕA(x), temos então,

fh(xA) = fA, qh(xA) = qA e ph(xA) = pA.

Substituindo em (4.15) obtém-se

FI =
∑

B∈N

(ϕA : ϕB)fB +
∑

B∈Np

(ϕA : ϕB)pB −
∑

B∈Nq

a(ϕA : ϕB)qB.

Usando a definição dada em (4.6) e substituindo em (4.15) obtém-se

FI =
∑

B∈N

∫

Ω

ϕAϕBfB dx+
∑

B∈Np

∫

Γp

ϕAϕBpB dΓp −
∑

B∈Nq

KABqB, (4.16)

onde I =eqn[A], para 1 ≤ I ≤ Neq.

4.3.2 Propriedades da Matriz Rigidez

Analogamente, usando (4.6) e (4.14) temos

KIJ = a(ϕA, ϕB) =

∫

Ω

(∇ϕA)
TQ(∇ϕB)dΩ, (4.17)

onde I =eqn[A] e J =eqn[B]. A matriz KIJ tem seguintes propriedades:
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Teorema 4.1. A matriz K definida em (4.17) é simétrica e definida positiva.

Demonstração: Temos KIJ = a(ϕA, ϕB) = a(ϕB, ϕA) = KJI , onde usamos o fato
da matriz condutividade Q ser simétrica. Portanto K é simétrica. Assim, se C =
(C1, C2, ..., CNeq), então

CTKC =

Neq∑

I,J=1

CIKIJCJ =
∑

A,B∈N−Nq

a(ĈAϕA, ĈBϕB)

= a(wh, wh) =

∫

Ω

Qij
∂wh

∂xi

∂wh

∂xj
dx ≥ 0,

onde estamos usando a hipótese da matriz Q ser definida positiva e denotamos

wh =
∑

A,B∈N−Nq

ĈAϕA.

Por outro lado, se CTKC = 0, segue que Qij(∂wh/∂xi)(∂wh/∂xj) = 0. Então a
igualdade é verdadeira se wh é uma constante. Mas se Γq 6= ∅ então wh ∈ Vh e portanto
wh = 0 em Γq. Assim wh = 0, ∀x ∈ Ω e C = 0, o que implica que a matriz K é definida
positiva. Note que, para problema de Neumann, temos Γq = ∅ e neste caso wh é uma
constante arbitrária e consequentemente a matriz K é somente semi-definida positiva.

4.3.3 Matriz Rigidez Local e Força Local

As fórmulas (4.17) e (4.16) para obtenção da matriz Rigidez K e do vetor Força F
em todo o domı́nio Ω não são as mais convenientes. Um procedimento mais apropriado
é definir as funções de interpolação ϕA para cada elemento finito e, onde ϕA é um
polinômio interpolador em Ωe e vale zero em Ω−Ωe, onde Ωe é o domı́nio do elemento
e. Dessa forma, a função ϕA é denominada função de interpolação local e é denotada
por ϕe

A. Usando a discretização do domı́nio Ω dado anteriormente, introduzimos a
matriz local Ke e a força local F e definidas para cada elemento finito e por

Ke
IJ = a(ϕe

A, ϕ
e
B) =

∫

Ωe

(∇ϕe
A)

TQ(∇ϕe
B) dΩ, (4.18)

F e
I =

∑

B∈N

∫

Ωe

ϕe
Aϕ

e
BfB dΩ+

∑

B∈Np

∫

Γe
p

ϕe
Aϕ

e
BpB dΓ−

∑

B∈Nq

Ke
ABqB, (4.19)

onde I = eqn[A], J = eqn[B] e 1 ≤ I, J ≤ Neq. Logo a matriz global K e o vetor força
F são obtidos respectivamente por

K =

Nel∑

e=1

Ke e F =

Nel∑

e=1

F e.
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A matriz Ke
IJ e o vetor Força F e

I definidos em (4.18) e (4.19) têm ordem Neq× Neq

e Neq × 1. Mas a função de interpolação ϕe
A tem suporte compacto em Ωe e assim a

matriz e o vetor força são nulos para todos os nós B /∈ Ωe. Considerando em Ωe, quatro
nós globais, a matriz Ke

IJ tem somente uma submatriz de ordem 4× 4 cujos elementos
não são necessariamente nulos e o vetor força F e

I tem somente quatro coordenadas
não necessariamente nulas. Considere, por exemplo um elemento e dado por onde

61 62

e

8 9
Figura 4.2: Um elemento e

A = {8, 9, 61, 62} são os nós globais. Suponhamos que a estes nós correspondam as
equações eqn(A) = {5, 6, 47, 48}, onde esta correspondência é dada pela subrotina
EqNo. Então os elementos da matriz e do vetor força Ke

5,5, K
e
5,6, K

e
5,47, K

e
5,48; K

e
6,6,

Ke
6,47, K

e
6,48; K

e
47,47, K

e
47,48, K

e
48,48 e F e

5 , F
e
6 , F

e
47, F

e
48 são os únicos elementos que não

são necessariamente nulos. Para todos os nós B /∈ Ωe = {8, 9, 61, 62} a função de
interpolação ϕe

A ≡ 0 e, portanto, os coeficientes da matriz Ke e as coordenadas de F e

correspondentes são nulas. Se, por exemplo, a malha tem uma quantidade de nós A
que corresponde a 1000 equações, então, cada matriz Ke

IJ tem ordem 1000×1000, onde
para cada elemento e somente 4 × 4 = 16 coeficientes da matriz e 4 coordenadas do
vetor força não são necessariamente nulos.

A desvantagem deste procedimento está no armazenamento das matrizes Ke e do
vetor força F e e também do número desnecessário de operações entre zeros. Para o
exemplo acima, cada matriz Ke tem (1000 × 1000) − (4 × 4) = 999984 coeficientes
nulos. Esta é uma das razões para se introduzir os nós locais.

4.3.4 Nós Locais

Considere Ωe um retângulo como dado abaixo:

4 3

e

1 2
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onde a = 1, 2, 3, 4 são os nós locais do elemento e. Localmente define-se as funções de
interpolação local dadas por

ϕe
a(x

e
b) =

{
1, se a = b,
0, se a 6= b,

onde xe
b é a posição do nó local do elemento e. Para cada elemento e definimos a matriz

local Ke = Ke
ab e o vetor força local F e

a por

Ke
ab = a(ϕe

a, ϕ
e
b) =

∫

Ωe

(∇ϕe
a)

tQ(∇ϕe
b) dΩ, 1 ≤ a, b ≤ 4 (4.20)

F e
a =

4∑

b=1

∫

Ωe

ϕe
aϕ

e
b f

e
b dΩ+

4∑

b=1

∫

Γe
p

ϕe
aϕ

e
b p

e
b dΓ−

4∑

b=1

Ke
abq

e
b . (4.21)

Seja B = NoLG(b,e). Então a primeira, segunda e terceira integrais são válidas para
B ∈ N − Nq, B ∈ Np e B ∈ Nq, respectivamente. Efetivamente, a introdução do
nó local permite obter uma matriz local Ke

ab de ordem (4 × 4) que é uma submatriz
da matriz Ke

IJ formada pelos elementos não necessariamente nulos de Ke
IJ . De forma

análoga, o vetor F e
a é formado pelas quatro coordenadas não necessariamente nulas de

F e
I . Estabelecendo uma relação entre os nós locais a e os nós globais A, determina-se

a contribuição de cada elemento e na obtenção da matriz global K e do vetor força F .
Vimos anteriormente que a relação entre nós locais e nós globais é dada pela subrotina
NoLG definida por

A = NoLG(a, e).

Além disso, é necessário relacionar o nó global A e a correspondente equação do sistema.
Isto é feito pela subrotina EqNo, definida por

I = eqn[A], 1 ≤ I ≤ Neq.

A composição entre as duas relações nos permite relacionar o nó local a com o número
da equação I correspondente, através de

I = eqn[NoLG(a, e)] = eqn[A].

Considere o exemplo dado pela Fig. 4.2, com a introdução dos nós locais no sentido
anti-horário.

61 (4) 62 (3)

e

8 (1) 9 (2)
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Através de (4.20) e (4.21) calcula-se a matriz local Ke
ab e F

e
a dadas genericamente

por

Ke
ab =




Ke
11 Ke

12 Ke
13 Ke

14

Ke
22 Ke

23 Ke
24

Ke
33 Ke

34

Ke
44


 e F e

a =




F e
1

F e
2

F e
3

F e
4




Kab é simétrica. Tem-se que

eqn[NoLG(1,e)] = eqn[8] = 5,

eqn[NoLG(2,e)] = eqn[9] = 6,

eqn[NoLG(3,e)] = eqn[62] = 48,

eqn[NoLG(4,e)] = eqn[61] = 47.

Portanto, a contribuição do elemento e, na montagem da matriz global K e do vetor
força são dados por

K55 ← K55 + Ke
11,

K56 ← K56 + Ke
12,

K5 48 ← K5 48 + Ke
13,

K5 47 ← K5 47 + Ke
14,

K66 ← K66 + Ke
22,

K6 48 ← K6 48 + Ke
23,

K6 47 ← K6 47 + Ke
24,

K48 48 ← K48 48 + Ke
33,

K48 47 ← K48 47 + Ke
34,

K47 47 ← K47 47 + Ke
44,

F5 ← F5 + F e
1 ,

F6 ← F6 + F e
2 ,

F48 ← F48 + F e
3 ,

F47 ← F47 + F e
4 .

Variando e = 1, 2, ..., Nel, a matriz global K e o vetor força F do sistema linear são
obtidos por

K =
Nel∑

e=1

Ke, F =
Nel∑

e=1

F e,

onde Ke e F e estão definidos em (4.20) e (4.21).

Para determinar a matriz local Ke e o vetor força local F e, introduziremos a seguir
a função de interpolação e sua derivada e também um método numérico para o cálculo
da integral.
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Figura 4.3: Um quadrilátero

4.3.5 Função de Interpolação

Consideremos um quadrilátero Ωe ⊂ Ω representado como abaixo:

Para cada Ωe definiremos as funções teste ou função de interpolação, de tal forma que:

i) ϕe
a é de classe C1 no interior de cada Ωe,

ii) ϕe
a é cont́ınua no interior de cada elemento Γe da fronteira,

onde a = 1, 2, 3, 4 são os nós de cada quadrilátero e e = 1, 2, . . . , Nel são os elementos
da malha.

A enumeração dos vértices (nós) é ordenada no sentido anti-horário. Para cada
lado do quadrilátero definiremos uma função de interpolação linear ϕe

a satisfazendo as
condições i) e ii) e além disso, vamos impor as condições de interpolação:

ϕe
a(x

e
b) =

{
1 se a = b,
0 se a 6= b,

(4.22)

onde 1 ≤ a, b ≤ 4 e xe
b = (xeb, y

e
b).

Uma função bilinear em Ωe é dada por

ϕe
a(x, y) = C1 + C2x+ C3y + C4xy; a = 1, 2, 3, 4,

onde os Ci’s deverão ser determinados de tal forma a satisfazer a condição de inter-
polação. Em particular, considere Ωe um retângulo com as seguintes coordenadas
locais:

4 3

Ωe

1 2

Queremos determinar ϕe
1, ϕ

e
2, ϕ

e
3, ϕ

e
4, interpoladores lineares satisfazendo (4.22).
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Usando os polinômios de Lagrange, obtém-se

ϕe
1(x, y) =

(x− xe2)(y − ye2)
(xe1 − xe2)(ye1 − ye2)

,

ϕe
2(x, y) =

(x− xe1)(y − ye2)
(xe2 − xe1)(ye1 − ye2)

,

ϕe
3(x, y) =

(x− xe1)(y − ye1)
(xe2 − xe1)(ye2 − ye1)

,

ϕe
4(x, y) =

(x− xe2)(y − ye1)
(xe1 − xe2)(ye2 − ye1)

,

onde xe
1 = (xe1, y

e
1), x

e
2 = (xe2, y

e
1), x

e
3 = (xe2, y

e
2), x

e
4 = (xe1, y

e
2). A função de interpolação

ϕe
a pode ser representada gráficamente por

✡
✡
✡
✡
✡ ✡

✡
✡

✡
✡

☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞
☞☞

✦✦✦✦✦✦✦✦

Ωe

xe
a

ϕe
a

Figura 4.4: Função de interpolação

• Transformação Isoparamétrica

Em particular, quando o domı́nio é o quadrado unitário [−1, 1]× [−1, 1], a função
de interpolação ϕa tem a forma simples, ou seja, denotando

ξ1 = (−1,−1), ξ2 = (1,−1), ξ3 = (1, 1), ξ4 = (−1, 1).

temos

ϕ1(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1− η), (4.23)

ϕ2(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1− η), (4.24)

ϕ3(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η), (4.25)

ϕ4(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1 + η), (4.26)
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para (ξ, η) ∈ [−1, 1] × [−1, 1]. Devido a forma simples do polinômio interpolador
ϕa(ξ, η), a = 1, 2, 3, 4, no quadrado unitário, e principalmente por usar elementos
finitos uniformes, é conveniente fazer uma parametrização entre os elementos Ωe e o
quadrado unitário, [−1, 1]× [−1, 1], denotado por Ωb.

Considere a aplicação:

(ξ, η) ∈ Ωb 7→ (x, y) ∈ Ωe

definida por

x(ξ, η) =
4∑

a=1

ϕa(ξ, η)x
e
a, (4.27)

y(ξ, η) =
4∑

a=1

ϕa(ξ, η)y
e
a. (4.28)

As funções (4.27) e (4.28) são biuńıvocas entre o quadrilátero Ωe e o quadrado unitário
Ωb. De fato, definindo

(ξ1, η1) = (−1,−1)
(ξ3, η3) = (1, 1)

(ξ2, η2) = (1,−1)
(ξ4, η4) = (−1, 1) (4.29)

então,

x(ξb, ηb) =

4∑

a=1

ϕa(ξb, ηb)x
e
a =

{
xea, se a = b,
0, se a 6= b.

y(ξb, ηb) =

4∑

a=1

ϕa(ξb, ηb)y
e
a =

{
yea, se a = b,
0, se a 6= b.

Ωb

(-1,-1) (1,-1)

(1,1)(-1,1)

❥

❨

x

x−1 = ξ
❵❵❵❵❵❵❵❵

✄
✄
✄
✄
✄
✄✄

✡
✡

✡
✡

✡

PPPPPPPPPP

Ωe

(xe1, y
e
1) (xe2, y

e
2)

(xe3, y
e
3)

(xe4, y
e
4)

Figura 4.5: Transformação isoparamétrica

Na Fig. 4.5, denotamos x = x(ξ) = (x, y) e ξ = ξ(x) = (ξ, η).



118 Cap. 4. Problema Estacionário Bidimensional

Com a notação vetorial, as aplicações (4.27) e (4.28) podem ser dadas por

x(ξ) =
4∑

a=1

ϕa(ξ)x
e
a. (4.30)

Para verificar a existência da função

ξ = x−1 : Ωe → Ωb,

usaremos o Teorema da Função Inversa. A função ϕa é diferenciável e portanto x(ξ) é
diferenciável. Assim podemos calcular o Jacobiano da transformação isoparamétrica,
(a positividade é devido ao sentido anti-horário do mapeamento) dado por

J = det




∂x

∂ξ

∂x

∂η
∂y

∂ξ

∂y

∂η


 > 0. (4.31)

Como x : Ωb → Ωe é bijetora e de classe C1 (pois ϕa tem classe C1) e o Jacobiano
é positivo, o Teorema da Função Inversa garante a existência da função inversa x−1 =
ξ : Ωe → Ωb, com x−1 de classe C1. Assim, temos um mapeamento entre os elementos
finitos Ωb e Ωe.

A função de interpolação ϕa pode ser representada em Ωb na seguinte forma com-
pacta,

ϕa(ξ, η) =
1

4
(1 + ξaξ)(1 + ηaη), a = 1, 2, 3, 4, (4.32)

com (ξa, ηa) definida em (4.29). Além disso, o gradiente da função ϕa é dado por

∇ϕa(ξ, η) =
1

4

(
ξa(1 + ηaη), ηa(1 + ξaξ)

)
, a = 1, 2, 3, 4. (4.33)

As funções ϕa e ∇ϕa estão definidas nas subrotinas Phi e DPhi do programa.

Para o cálculo do Jacobiano (4.31) são usadas as funções x(ξ) em (4.30) e ∇ϕa(ξ)
em (4.33) da seguinte forma:

(
∂x

∂ξ
,
∂x

∂η

)
=

4∑

a=1

xea

(
∂ϕa

∂ξ
(ξ, η),

∂ϕa

∂η
(ξ, η)

)
=

4∑

a=1

xea∇ϕa(ξ, η), (4.34)

(
∂y

∂ξ
,
∂y

∂η

)
=

4∑

a=1

yea

(
∂ϕa

∂ξ
(ξ, η),

∂ϕa

∂η
(ξ, η)

)
=

4∑

a=1

yea∇ϕa(ξ, η), (4.35)
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Utilizando ∇ϕa(ξ, η) podemos calcular o Jacobiano da transformação entre o quadrado
unitário Ωb e o quadrilátero Ωe. Quando Ωe é um retângulo, o Jacobiano pode ser
simplesmente calculado por

J =
1

4
(xe2 − xe1)(ye2 − ye1) =

1

4
dxedye. (4.36)

Se os retângulos são uniformes, o Jacobiano é constante para todo elemento, sendo
portanto desnecessário o cálculo para cada elemento.

Como estamos trabalhando com o retângulo Ωe, não necessariamente uniforme, o
cálculo do Jacobiano será feito por (4.36) na subrotina Jacob.

• Gradiente da Função de Interpolação

Para o cálculo da matriz local Ke e da força local F e, precisamos calcular ∇ϕa(x, y)
no quadrado unitário Ωb, usando a transformação isoparamétrica. Temos que

∂ϕa

∂x
=
∂ϕa

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂ϕa

∂η

∂η

∂x
,

∂ϕa

∂y
=
∂ϕa

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂ϕa

∂η

∂η

∂y
.

Na forma matricial temos


∂ϕa

∂x
∂ϕa

∂y


 =



∂ξ

∂x

∂η

∂x
∂ξ

∂y

∂η

∂y







∂ϕa

∂ξ
∂ϕa

∂η


 . (4.37)

Em geral, não são conhecidos explicitamente as expressões para ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y)
e assim não podemos calcular diretamente os coeficientes da primeira matriz do lado
direito de (4.37), mas eles podem ser calculados usando a matriz Hessiana xξ definida
por

xξ =




∂x

∂ξ

∂x

∂η
∂y

∂ξ

∂y

∂η


 . (4.38)

Da definição de x(ξ, η) dada por (4.27) e (4.28), calcula-se a matriz xξ. Então, a
inversa de xξ é dada por

(xξ)
−1 = ξx =




∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η

∂x

∂η

∂y


 =

1

J




∂y

∂η
−∂x
∂η

−∂y
∂ξ

∂x

∂ξ


 =

1

J
x̄ξ, (4.39)
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onde J = J(ξ, η) = det(xξ) e x̄ξ é a matriz adjunta de xξ.

Substituindo em (4.37) temos


∂ϕa

∂x
∂ϕa

∂y


 =

1

J




∂y

∂η
−∂y
∂ξ

−∂x
∂η

∂x

∂ξ







∂ϕa

∂ξ
∂ϕa

∂η


 . (4.40)

A matriz (xξ)
−1 calculada em (4.39) para quadriláteros pode ser simplificada se

calculada para retângulos, pois as funções ξ(x, y) e η(x, y) neste caso são dadas expli-
citamente por

ξ(x, y) =
1

dxe
((x− xe1) + (x− xe2)), (4.41)

η(x, y) =
1

dye
((y − ye1) + (y − ye2)). (4.42)

É fácil notar que (ξ, η) é um mapeamento entre o retângulo Ωe e o quadrado unitário
Ωb. Assim temos

(xξ)
−1 =




∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η

∂x

∂η

∂y


 =




2

dxe
0

0
2

dye




Portanto, (∂ϕa

∂x
,
∂ϕa

∂y

)
=
(∂ϕa

∂ξ

2

dxe
,
∂ϕa

∂η

2

dye

)
. (4.43)

4.3.6 Quadratura Gaussiana

Para calcular explicitamente a matriz rigidez e o vetor força, introduzimos o Método
da Quadratura Gaussiana para o cálculo da integral numérica. A quadratura Gaussi-
ana é a mais apropriada neste contexto, pois são usados poucos pontos de integração
com boa precisão. Em elementos finitos, como as funções de interpolação ϕe

a(x) são
polinômios de baixo grau, a quadratura é a mais conveniente.

Seja g : Ωb ⊂ IR2 → IR uma função integrável, então,
∫

Ωb

g dΩ =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

g(ξ, η) dξdη. (4.44)

Para o número de pontos interiores igual a dois nas direções ξ e η, os pontos são

(ξ1, η1) = (
−
√
3

3
,
−
√
3

3
), (ξ2, η2) = (

√
3

3
,
−
√
3

3
),

(ξ3, η3) = (

√
3

3
,

√
3

3
), (ξ4, η4) = (

−
√
3

3
,

√
3

3
),
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com pesos
w1 = w2 = w3 = w4 = 1.

Logo, temos ∫

Ωe

g(ξ, η) dΩ =

4∑

k=1

g(ξk, ηk). (4.45)

4.3.7 Cálculo da Matriz Local

Para o cálculo da matriz local Ke precisamos também introduzir a matriz condu-
tividade Q, que por hipótese é simétrica e definida positiva. Temos que Q = Q(x, y),
∀(x, y) ∈ Ω ⊂ IR2 e os coeficientes da matriz podem ser dados por

Q =

[
f1(x, y) f2(x, y)
f2(x, y) f3(x, y)

]
=

[
Q11 Q12

Q12 Q22

]

onde as funções fi são definidas de forma a satisfazer as hipóteses sobre Q. Quando
o material é homogêneo as funções fi são constantes. Se o material é isotrópico então
f2(x, y) = 0 e f1(x, y) = f3(x, y).

A matriz local (4.20) pode ser escrita como

Ke
ab =

∫

Ωe

(∇ϕa(x, y))
TQ(x, y)(∇ϕb) dΩ =

∫

Ωb

BT
a Q(ξ, η)Bb|J(ξ, η)| dΩb, (4.46)

onde por Ba estamos denotando o lado direito de (4.40), ou

Ba =
[
ξx

]
2×2

.




∂ϕa

∂ξ
∂ϕa

∂η




2×4

que é uma matriz de ordem 2× 4.

Para cada Ωe é necessário o cálculo da integral (4.46) que envolve o cálculo do
Jacobiano J(ξ, η) e a matriz adjunta x̄ξ. Assim, para quadriláteros, a matriz local Ke

ab

pode ser obtida utilizando um método de integração numérica.

Como vimos, se Ωe é um retângulo, o o Jacobiano é dado por (4.36) e assim, temos
a seguinte matriz local:

Ke
ab = J

∫

Ωb

(BT
aQBb) dΩb. (4.47)

Para o cálculo da matriz local Ke
ab dada por (4.47) é suficiente definir

g(ξ, η) = BT
a (ξ, η)Q(ξ, η)Bb(ξ, η)
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e usar a quadratura Gaussiana (4.45).

Um outro procedimento para calcular a matriz local Ke
ab é dado na forma compo-

nente, como descreveremos a seguir.

A matriz Ke
ab definida por (4.20) pode ser escrita por

Ke
ab =

∫

Ωe

(∇ϕa)
TQ(∇ϕb)dΩ =

2∑

k,l=1

∫

Ωe

Qkl
∂ϕa

∂xk

∂ϕb

∂xl
dΩ. (4.48)

Como
∂ϕa

∂xk
=
∂ϕa

∂ξi

∂ξi
∂xk

,

tem-se

Ke
ab =

2∑

i,j,k,l=1

∫

Ωb

Qkl
∂ϕa

∂ξi

∂ξi
∂xk

∂ϕb

∂ξj

∂ξj
∂xl
|J | dΩb. (4.49)

Usando (4.43), obtém-se

Ke
ab =

2∑

i,j=1

4|J |
dxeidx

e
j

∫

Ωb

Qij
∂ϕa

∂ξi

∂ϕb

∂ξj
dΩb. (4.50)

Consideremos, em particular, que a matriz condutividade seja constante em Ωe,
(esta suposição é razoável para Ωe pequeno) ou seja, dado um nó global A = (xA, yA) ∈
Ωe, vamos supor que

Q(x, y) = Q(xA, yA) = Qe(A), ∀x, y ∈ Ωe,

onde o nó global A escolhido está associado ao primeiro nó local a do elemento e, isto
é,

A = NoLG(1, e).

Substituindo em (4.50) obtém-se

Ke
ab =

2∑

i,j=1

4|J |
dxeidx

e
j

Qe
ij(A)

∫

Ωb

∂ϕa

∂ξi

∂ϕb

∂ξj
dΩb.

Definindo a matriz

Qabij =

∫

Ωb

∂ϕa

∂ξi

∂ϕb

∂ξj
dΩb =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∂ϕa

∂ξi

∂ϕb

∂ξj
dξdη. (4.51)
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que é independente do elemento e, temos

Ke
ab = 4|J |

2∑

i,j=1

1

dxeidx
e
j

Qe
ij(A)Qabij , (4.52)

onde 1 ≤ a, b ≤ 4.

Como 1 ≤ i, j ≤ 2, temos as matrizes de ordem 4 Qab11, Qab12, Qab21 e Qab22

definidas por (4.51), que podem ser calculadas diretamente ou usando a quadratura
Gaussiana.

Usando a quadratura Gaussiana, definimos

gabij =
∂ϕa

∂ξi

∂ϕb

∂ξj
.

Assim a integral (4.51) pode se calculada por

Qabij =
4∑

l=1

gabij(ξl, ηl). (4.53)

Estas matrizes podem ser calculadas diretamente e são dadas por

Qab11 =
1

6




2 −2 −1 1
−2 2 1 −1
−1 1 2 −2
1 −1 −2 2


 ,

Qab12 =
1

4




1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 −1 1 1
1 1 −1 −1


 ,

Qab21 =
1

4




1 −1 −1 1
1 −1 −1 1
−1 1 1 −1
−1 1 1 −1


 ,

Qab22 =
1

6




2 1 −1 −2
1 2 −2 −1
−1 −2 2 1
−2 −1 1 2


 .

O cálculo de Qabij está contido na subrotina PhiMatriz e o da matriz local está contido
na subrotina LocalSystem.
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Para o cálculo da matriz local Ke
ab quando Ωe é um retângulo, temos as fórmulas

(4.47) e (4.52).

Em (4.47) temos de calcular 4 integrais para cada elemento e, enquanto que em
(4.52), somente são necessários o cálculo de 4 integrais.

Assim, por exemplo, se o número total de elementos de uma malha Nel = 1000,
então temos que calcular 4000 integrais usando a formula (4.47). Além disso, a matriz
condutividade é variável, enquanto que pela formulação (4.52) a matriz é assumida
constante por elemento.

4.3.8 Cálculo da Força Local

A força local definida por (4.21) pode ser escrita por

F e
a = f e

a + pea − qea, a = 1, 2, 3, 4, (4.54)

onde

f e
a =

4∑

b=1

∫

Ωe

ϕe
aϕ

e
bf

e
b dΩe, (4.55)

pea =
4∑

b=1

∫

Γp

ϕe
aϕ

e
bp

e
b dΓe, (4.56)

qea =

4∑

b=1

Ke
abq

e
b . (4.57)

As igualdades (4.55), (4.56) e (4.57) são válidas para todo nó local b ∈ Ωe tal que o
correspondente nó global B, dado por B = NoLG(b, e) satisfaça as respectivas condições:
B ∈ N, B ∈ Np e B ∈ Nq.

• Cálculo de f e
a

Consideremos Ωe um retângulo. De (4.41) e (4.42) as funções ξ(x, y) e η(x, y) são
aplicações isoparamétricas entre Ωe e o quadrado unitário Ωb.

Dessa forma tem-se

f e
a =

4∑

b=1

f e
b

∫

Ωe

ϕe
aϕ

e
b dΩe =

4∑

b=1

f e
b

∫

Ωb

ϕe
aϕ

e
bJ dΩb.

Definindo

Qab =

∫

Ωb

ϕe
aϕ

e
b dΩb, (4.58)
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então,

f e
a = J

4∑

b=1

f e
bQab, a = 1, 2, 3, 4. (4.59)

Usando as definições de ϕa(ξ, η) dada por (4.32), a matriz Qab pode ser calculada
diretamente ou usando-se quadratura Gaussiana, isto é,

Qab =
1

9




4 2 1 2
2 4 2 1
1 2 4 2
2 1 2 4


 . (4.60)

O cálculo de Qab está contido na subrotina PhiMatriz.

Para as funções de interpolação linear ϕa, o cálculo de (4.58) pelo método de qua-
dratura Gaussiana com dois pontos interiores em cada direção, é esato. Para efeito de
programação, é prefeŕıvel utilizar a quadratura Gaussiana para evitar a inserção dos
coeficientes da matriz, mesmo que a matriz seja constante para todo elemento e como
em (4.58).

4.3.9 Cálculo dos Valores de Fronteira

Os vetores pea e qea definidos anteriormente são as condições de fronteira do tipo
Neumann e Dirichlet, respectivamente, os quais influenciam na força local F e

a para os
nós globais A que pertencem à fronteira Γp ou Γq, onde Γp ∩ Γq = ∅.

Para ilustrar a contribuição da fronteira no cálculo da força local, considere a malha
dada anteriormente na Fig. 4.1.

Seja Γq e Γp o conjunto de nós globais A onde a solução e a derivada da solução
são prescritas em A, dados respectivamente por

Γq = {1, 3, 5, 22, 24}, Γp = {6, 10, 16, 20}.

Considere A = NoLG(a, e). Então temos

1) Os elementos e = 6, 7, 10, 11, não possuem nenhum nó global A ∈ Γp ou A ∈ Γq.
Assim

F e
a = f e

a , a = 1, 2, 3, 4.

pois, pea = qea = 0.

2) Os elementos e = 1, 4, 13, 16, têm nós globais em Γq e Γp. Para estes elementos:

F e
a = f e

a + pea − qea.
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3) Os elementos e = 2, 3, 14, 15, somente têm nós globais em Γq, logo,

pea = 0, F e
a = f e

a − qea.

4) Os elementos e = 5, 8, 9, 12, somente têm nós globais em Γp, logo

qea = 0, F e
a = f e

a + pea.

Os nós locais a referidos acima satisfazem a condição

A = NoLG(a, e), onde A ∈ Γp ou A ∈ Γq.

Por exemplo para o elemento e = 4 temos

5 = NoLG(2, 4) ∈ Γq,

10 = NoLG(3, 4) ∈ Γp,

4 = NoLG(1, 4) /∈ Γq ∪ Γp,

9 = NoLG(4, 4) /∈ Γq ∪ Γp,

onde A = 4, 5, 10, 9 são os nós globais do elemento e = 4 e a = 1, 2, 3, 4 são os nós
locais.

Assim, para o elemento e = 4, tem-se

F e
1 = f e

1 ,

F e
2 = f e

2 − qe2,
F e
3 = f e

3 + pe3,

F e
4 = f e

4 .

Os cálculos de qea e pea são dados a seguir.

• Cálculo de qea

Por definição, temos

qea =
4∑

b=1

Ke
abq

e
b , a = 1, 2, 3, 4.

Como vimos, somente são calculados as coordenadas (qe1, q
e
2, q

e
3, q

e
4) que satisfazem a

condição de nó global A ∈ Γq, onde A = NoLG(a, e). Por definição de interpolação
qeb = q(xeb) = q(B), onde B é o nó global correspondente a (b, e). Assim, se B ∈ Γq, a
solução do problema u(x) é conhecida neste nó. Logo,

u(B) = q(B) = qeb .
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Se B /∈ Γq, então q
e
b = 0 e o cálculo de qea é feito através do seguinte procedimento:

definimos na subrotina CondFront se os nós B ∈ Γq são do tipo = 1, isto é, typ(B) = 1.
Se existe pelo menos um nó B = NoLG(b, e) do tipo typ(B) = 1, então,

qea =

4∑

b=1

Ke
abq

e
b .

Caso contrário, qea = 0, a = 1, 2, 3, 4. Este procedimento está contido na subrotina
LocalSystem.

• Cálculo de pea

Por definição,

pea =

4∑

b=1

∫

Γp

ϕe
aϕ

e
bp

e
b dΓ,

onde peb = p(xeb) = p(B). Destacaos os dois tipos de nó B ∈ Γp: os nós com fluxo na
direção x são, que são aqueles pertencentes às fronteiras Γ1 = Γp1 e Γ3 = Γp3; e os nós
com fluxo na direção y, que são os nós da fronteira pertencentes a Γ2 = Γp2 e Γ4 = Γp4.
Geometricamente mostramos a fronteira Γp na Fig. 4.6, onde Γp1, Γp2, Γp3, Γp4 são

✛ ✲

❄

✻

Ωe

1 2

34

−nx nx

−ny

ny

Figura 4.6: Normais externas

representados respectivamente pelo segmentos 12, 23, 34, 41 definidas pelos nós locais
.

Assim, definimos as fronteiras horizontais e verticais por Γp1 ∪Γp3 e Γp2 ∪Γp4, para
as quais temos conhecidos respectivamente o fluxo normal na direção y e o fluxo normal
direção x.

Definimos a matriz Mab por

Mab =

∫

Γ

ϕe
aϕ

e
b dΓ, (4.61)
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de modo que

pea =

4∑

b=1

Mabp
e
b. (4.62)

Para determinar o vetor pea é suficiente determinar a matriz Mab em cada uma das
fronteiras Γpi. Para calcular a matriz Mab em Γp1 e Γp3, basta observar que a função
de interpolação linear só depende de x. Assim,

1) Em Γp1 as funções ϕa(x, y) = ϕa(x, y
e
1) são dadas por

ϕ1(x, y
e
1) =

x− xe2
xe1 − xe2

, ϕ2(x, y
e
1) =

x− xe1
xe2 − xe1

, ϕ3 = (x, ye1) = ϕ4(x, y
e
1) = 0.

2) Em Γp3 temos ϕa(x, y) = ϕa(x, y
e
2) dadas por

ϕ1(x, y
e
2) = ϕ2(x, y

e
2) = 0, ϕ3(x, y

e
2) =

x− xe1
xe2 − xe1

, ϕ4(x, y
e
2) =

x− xe2
xe1 − xe2

.

As funções de interpolação acima são obtidas das funções de interpolação (4.23)
a (4.26) definidas sobre retângulos. Usando a definição de Mab, conclui-se que os
coeficientes não necessariamente nulos em Γp1 são M11, M12, M21, M22 e em Γp3 são
M33, M34, M43, M44, onde

M11 =

∫ xe
2

xe
1

ϕ1(x)ϕ1(x) dx =
dxe

3
=M22,

M12 =

∫ xe
2

xe
1

ϕ1(x)ϕ2(x) dx =
dxe

6
=M21.

Assim, a matriz Mab para a fronteira Γp1 é dada por

Mab =
dxe

6




2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Analogamente, para a fronteira Γp3, tem-se

M33 =M44 =
dxe

3
, M34 =M43 =

dxe

6
.

Assim, em Γp3 a matriz é

Mab =
dxe

6




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2


 .
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O cálculo da matriz Mab para as fronteiras Γp2 e Γp4 é análogo ao caso anterior,
exceto que as funções de interpolação são constantes em relação a x. Logo, para a
fronteira Γp2, ϕa(x, y) = ϕa(x

e
2, y) e em Γp4, ϕa(x, y) = ϕa(x

e
1, y).

Fazendo os cálculos, obtém-se a matriz Mab em Γp2 dada por

Mab =
dye

6




0 0 0 0
0 2 1 0
0 1 2 0
0 0 0 0




e em Γp4 a matriz é dada por

Mab =
dye

6




2 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 2


 .

As matrizes Mab definidas em Γp1 e Γp3 e as definidas em Γp2 e Γp4 podem ser respec-
tivamente compactadas na forma:

Mab =
dxe

6




2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2


 , (4.63)

Mab =
dye

6




2 0 0 1
0 2 1 0
0 1 2 0
1 0 0 2


 . (4.64)

Considere o nó global A associado ao nó local a do elemento e pela relação A =
NoLG(a, e).

Se o fluxo normal está definido na direção x, então o nó A ∈ Γp2 ∪ Γp4 e a matriz
Mab é definida por (4.64). Se o fluxo normal está definido na direção y, então o nó
A ∈ Γp1 ∩ Γp3 e a matriz Mab está definida por (4.63).

Consideremos um elemento e da malha para o qual os nós locais a = 2, 3 estão
associados a nós globais A2, A3, onde A2, A3 ∈ Γp2. Por definição,

pea =

4∑

b=1

Mabp
e
b
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Para o elemento considerado, peb = 0 se b = 1, 4. Logo,

pe1 ← 0,

pe2 ← pe2M22 + pe3M23 =
dye

6
(2pe2 + pe3),

pe3 ← pe2M32 + pe3M33 =
dye

6
(pe2 + 2pe3),

pe4 ← 0.

Se Γp ∩ Γq = φ, a força local F e
a recebe a contribuição de Γp nas seguintes coorde-

nadas:

F e
2 ← f e

2 + pe2,

F e
3 ← f e

3 + pe3.

As coordenadas F e
1 e F e

4 não recebem contribuição da fronteira Γp do elemento e.

Analogamente, suponhamos que para os nós locais a = 1, 4, tenhamos os nós globais
associados A1, A4 ∈ Γp4. Nesse caso,

pe1 ← pe1M11 + pe4M14 =
dye

6
(2pe1 + pe4),

pe2 ← 0,

pe3 ← 0,

pe4 ← pe1M41 + pe4M44 =
dye

6
(pe1 + 2pe4)

e a contribuição do elemento e para a força local é dada por

F e
1 ← f e

1 + pe1,

F e
4 ← f e

4 + pe4.

Consideremos agora um exemplo no qual o fluxo é prescrito nos nós locais a = 3, 4,
associados aos nós globais A3, A4 ∈ Γp3. Procedendo de forma análoga, temos

pe1 ← 0,

pe2 ← 0,

pe3 ← pe3M33 + pe4M34 =
dxe

6
(2pe3 + pe4),

pe4 ← pe3M43 + pe4M44 =
dxe

6
(pe3 + 2pe4).

Assim, para os dois nós globais prescritos A3 e A4, temos as seguintes contribuições
para a força local

F e
3 ← f e

3 + pe3,

F e
4 ← f e

4 + pe4.
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De forma análoga, considerando os nós locais a = 1, 2 associados aos nós globais
A1, A2 ∈ Γp1, tem-se

pe1 ← pe1M11 + pe2M12 =
dxe

6
(2pe1 + pe2),

pe2 ← pe1M21 + pe2M22 =
dxe

6
(pe1 + 2pe2),

pe3 ← 0,

pe4 ← 0x

de modo que ,

F e
1 ← f e

1 + pe1,

F e
2 ← f e

2 + pe2.

Os valores pea = p(xea, y
e
a) = p(A) são prescritos no problema. Quando calculamos

no exemplo anterior o valor de pea, consideramos dois nós globais para os quais o fluxo
é prescrito. Mas é claro que a quantidade de nós prescritos em cada elemento pode
ser diferente e portanto teŕıamos contribuição em mais ou menos coordenadas na força
local F e

a .

• Contribuição da Fronteira de Neumann: TractionBoundary

Vimos que a contribuição dos valores de fronteira do tipo de Neumann são definidos
pelas matrizes (4.63) e (4.64) quando o fluxo está definido na direção x e y. A partir da
identificação de todos os nós de fronteira feita pela subroutina CondFront, é necessário
então identificar a direção do fluxo para inserir os valores referentes as matrizes corres-
pondentes, ou seja, para calcular o valor de pea, em Γ1, Γ2, Γ3, Γ4.0 Esse procedimento
é feito pela subroutina TractionBoundary, que obviamente so se aplica aos valores de
fronteira do tipo Neumann.

• Cálculo da Matriz Mab com parametrização

Para o cálculo da matriz Mab definida em (4.61), usamos o fato de que os elementos
são retângulos. Mais geralmente, se os elementos da malha são quadriláteros, um dos
procedimentos para calcular os elementos da matriz é pela parametrização. Para isso,
considere o segmento de reta (txb + (1− t)xa) e a seguinte função de interpolação:

ϕa

(
txb + (1− t)xa

)
= 1− t.

Então,

ϕa(x) =

{
1 se x = xa,
0 se x = xb.
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Logo,

Mab =

∫

Γ

ϕe
aϕ

e
b dΓ =

∫ 1

0

ϕa(txb + (1− t)xa) ϕb(txb + (1− t)xa)|Γab| dt

=

∫ 1

0

(1− t)t|Γab| dt =
|Γab|
6

,

Maa =Mbb =

∫

Γ

ϕe
bϕ

e
b dΓ =

∫ 1

0

ϕb(txb + (1− t)xa) ϕb(txb + (1− t)xa)|Γab| dt

=

∫ 1

0

t2|Γab| dt =
|Γab|
3

.

onde dΓ = |Γab| dt, sendo |Γab| o comprimento do segmento de reta entre os nós a e b.

Em particular, no caso do retângulo, |Γab| = dxe ou |Γab| = dye, se o segmento de
reta é horizontal ou vertical, respectivamente.

4.4 Construção da Matriz Global e Força Global

A matriz local Ke = [Ke
ab] e o vetor força local F e = [F e

a ], para e = 1, 2, . . . , Nel e
1 ≤ a, b ≤ 4, são utilizados na obtenção da matriz global e do vetor força global através
da relação

K =
Nel∑

e=1

Ke, F =
Nel∑

e=1

F e.

A forma de alocação dos coeficientes da matriz local e força local para a matriz glo-
bal K e o vetor força global F é uma das etapas fundamentais do método de elementos
finitos.

Como vimos, a matriz local Ke é uma matriz quadrada de ordem 4 (para quadri-
láteros lineares) e F e é uma matriz de ordem 4 × 1. A matriz global K é quadrada
com ordem Neq e F uma matriz (vetor) com ordem Neq × 1, onde Neq é o número de
equações do sistema linear.

A maneira pela qual as matrizes locais e as forças locais contribuem para a matriz
K e o vetor F pode ser descritos nas seguintes etapas:

I) Identificação do nó local (e, a) com o nó global A, usando a subrotina A =
NoLG(e, a);

II) Identificação do nó global A com eqn[A], o número da equação correspondente
no sistema através da subrotina EqNo.
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Como já observamos, o número de equações Neq do sistema linear é menor ou igual
ao número de nós (Nno) A da malha, como consequência das condições de fronteira.

Consideremos um exemplo para ilustrar a montagem da matriz global K e o vetor
força global F através da matriz local e força local. Considere o exemplo dado pela
Fig. 4.1, onde assumimos os conjuntos de vetores de fronteira:

Γq = {1, 3, 5, 22, 24},
Γp = {6, 10, 16, 20}.

Seja A = NoLG(a, e), A = 1, 2, . . . , 25, a = 1, 2, 3, 4, e = 1, 2, . . . , 16, então

K =
16∑

e=1

Ke, F =
16∑

e=1

F e.

Na primeira etapa estabeleceremos uma identificação entre nós locais do elemento e
com os nós globais, dados pela tabela

a\e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 16 17 18 19
2 2 3 4 5 7 8 9 10 12 13 14 15 17 18 19 20
3 7 8 9 10 12 13 14 15 17 18 19 20 22 23 24 25
4 6 7 8 9 11 12 13 14 16 17 18 19 21 22 23 24

Na segunda etapa estabeleceremos uma identificação entre os nós globais e o número
de equações dados pela tabela

A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
eqn[A] 0 1 0 2 0 3 4 5 6 7 8 9 10

A 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
eqn[A] 11 12 13 14 15 16 17 18 0 19 0 20

Assim o número de equações do sistema linear Neq = 20, com o número total de nós
Nno = 25, e o número de nós prescritos é igual a 5. Neste caso a matriz global K tem
ordem 20× 20 e os coeficientes são calculados através do seguinte procedimento, onde
somente são listados os coeficientes da banda superior da matriz simétrica que recebem
contribuição do nó.

1) Para o nó A = 1 o valor já está prescrito e assim este nó não gera a equação;

2) Para o nó A = 2, temos a primeira equação do sistema e portanto precisamos cal-
cular a primeira linha do sistema: K11, K12, . . . , K1,20. Mas o nó A = 2 pertence
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aos elementos e = 1 e e = 2, mais precisamente 2 = NoLG(1, 2) = NoLG(2, 1).
Assim,

K11 ← K1
22 +K2

11,

K13 ← K1
24,

K14 ← K1
23 +K2

14,

K15 ← K2
13.

3) O nó A = 3 é prescrito e portanto semelhante ao nó A = 1.

4) Para o nó A = 4 temos a segunda linha do sistema,

K22 ← K3
22 +K4

11,

K25 ← K3
24,

K26 ← K3
23 +K4

14,

K27 ← K4
13.

5) O nó A = 5 é semelhante ao nó A = 3.

6) Para o nó A = 6 temos a terceira linha do sistema dado por

K33 ← K1
44 +K5

11,

K34 ← K1
34 +K5

12,

K38 ← K5
14,

K39 ← K5
13.

7) Para o nó A = 7 temos a 4a linha do sistema dado por

K44 ← K5
22 +K6

11 +K1
33 +K2

44,

K45 ← K6
12 +K2

34,

K48 ← K5
2,4,

K49 ← K5
23 +K6

14,

K49 ← K5
23 +K6

14,

K4 10 ← K6
13.

8) Para o nó A = 8 temos a quinta linha do sistema dada por

K55 ← K2
33 +K3

44 +K6
22 +K7

11,

K56 ← K3
34 +K7

12,

K59 ← K6
24,

K5 10 ← K6
23 +K7

14,

K5 11 ← K7
13.
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


∗ 0 ∗ ∗ ∗ 0 0
∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ 0
∗ ∗ 0 0 0 ∗ ∗
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗
∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0
∗ ∗ 0 0 0 ∗ ∗
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗
∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0
∗ ∗ 0 0 0 ∗ 0
∗ ∗ 0 0 0 ∗ 0
∗ ∗ 0 0 ∗ 0
∗ ∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 0 ∗
∗ 0 0
∗ 0
∗




Figura 4.7: Matriz global K

Assim, sucessivamente, a matriz global K do exemplo pode ser representada na forma
da Fig. 4.7, onde os coeficientes com śımbolos * são não necessariamente nulos e apenas
estão simbolizando os elementos da forma: Kij com i ≥ j.

De forma análoga, o vetor força Fi é dado por

F1 ← F 1
2 + F 2

1 ,

F2 ← F 3
2 + F 4

1 ,

F3 ← F 1
4 + F 5

1 ,

F4 ← F 1
3 + F 2

4 + F 5
2 + F 6

1 ,

F5 ← F 2
3 + F 3

4 + F 6
2 + F 7

1 ,

F6 ← F 3
3 + F 4

4 + F 7
2 + F 8

1 ,

F7 ← F 4
3 + F 8

2 .

Assim, sucessivamente, calcula-se F = [F1, F2, · · · , F20]
T .

Sendo Ke
ab e F

e
a conhecidos, obtemos o sistema linear. O procedimento descrito na

subrotina GlobalSystem faz a montagem do sistema global em ordem de elementos
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pelas contribuições de cada nó local ao seu correspondente número da equação do
sistema, eqn[NoLG(a, e)].

4.5 Resolução do Sistema Linear

Para a resolução de um sistema linear da forma KC = F , existem duas classes
diferentes de metodologias: Métodos Diretos e os Métodos Iterativos.

Dentre os métodos diretos, os mais conhecidos são:

– Método de eliminação de Gauss.

– Decomposição LU .

– Método de Cholesky.

Dentre os métodos iterativos, os mais conhecidos são:

– Método de Gauss-Jacobi.

– Método de Gauss-Seidel.

– Método do gradiente e gradiente conjugado.

Uma desvantagem dos métodos diretos é a necessidade do armazenamento de matri-
zes. Porém, têm a vantagem de se obter a solução após um número finito de operações,
enquanto que os métodos iterativos não precisam de armazenamento, mas têm a res-
trição sobre o raio espectral da matriz, que deve ser menor que um para a convergência
do processo.

A matriz K, obtida pelo método de elementos finitos, tem uma estrutura especial;
é uma matriz do tipo banda que permite uma compactação, minimizando assim o
problema de armazenamento. Por essa razão, o sistema linear pode ser resolvido por
um método direto.

O método de eliminação de Gauss e da decomposição LU podem ser usados para
qualquer matriz K não singular e o número de operações é de ordem O(n3). Quando
a matriz é do tipo banda, o número de operações diminui significativamente. Por
exemplo, se a matriz é tridiagonal, o número de operações é de ordem O(n).

O método de Cholesky somente é aplicável para matriz simétrica e positiva definida.
O número de operações é também de ordem O(n3), mas é aproximadamente metade
do número de operações do método de eliminação de Gauss.

No problema da equação do calor, a matriz condutividade Qij é simétrica e positiva
definida, o que implica a matriz K também ser positiva definida.

Assumindo que a matriz Qij seja somente simétrica, a matriz K do sistema linear é
uma matriz banda e simétrica, para o qual o método de Cholesky não se aplica. Nesse
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caso, a alternativa é usar uma variante da decomposição LU , dita decomposição UTDU ,
que utiliza o algoritmo de Crout e que é uma consequência do seguinte resultado.

Teorema 4.2. Se A é uma matriz simétrica, existe uma matriz triangular superior U
com diagonal principal unitária e uma matriz diagonal D tais que A = UTDU .

Observações:

(1) Se A é positiva definida, os elementos da diagonal Dii são positivos. Além disso,

det(A) = det(UT ) det(D) det(U) = det(D),

o que possibilita a verificação da singularidade da matriz A.

(2) Se A é positiva definida, a decomposição de Cholesky coincide com a decom-
posição de Crout, bastando tomar L = D1/2U . De fato,

A = UTDU = UTD1/2D1/2U = (D1/2U)T (D1/2U) = LTL.

(3) Uma matriz A não singular pode ser decomposta na forma A = L̂Û , onde L̂ é

uma matriz triangular inferior com diagonal unitária e Û uma matriz triangular
superior. Além disso, se A é simétrica,

LU = A = AT = (L̂Û)T = ÛT L̂T = UTDU

isto é, a decomposição de Crout é um caso particular da decomposição L̂Û no
caso simétrico, onde

Û = U, L̂T = DU.

(4) Na decomposição de Crout, somente é necessário o armazenamento da matriz
triangular superior U , que pode ser compactada em consequência da caracteŕıs-
tica da matriz A. Como a matriz D é uma matriz diagonal e as diagonais da
matriz U são unitárias, pode-se armazenar na diagonal de U os elementos da
matriz D.

(5) Após a decomposição de Crout, o sistema linear Ax = b pode ser resolvido por
Ax = (UTDU)(x) = (UTD)y = UT z = b, onde Ux = y, Dy = z e UT z = b.

• Algoritmo de Crout

A matriz simétrica A pode ser fatorada por

Aij =

j∑

k=1

UkiDkkUkj, 1 ≤ i ≤ j,
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onde Uii = 1 e Uij = 0, se i > j. Como a matriz U é triangular superior e Uii = 1, para
calcular DU é suficiente calcular os elementos Uij para os quais i < j.

Para exemplificar, consideremos a matriz A de ordem 4. O algoritmo, que é diferente
do Método de Eliminação de Gauss, consiste em fixar as colunas j’s e variar as linhas
i’s até a diagonal. Mais precisamente,

Para j = 1 e i = 1,

A11 = U11D11U11 = D11.

Para j = 2 e i = 1, 2,

A12 = U11D11U12 + U21D22U22 = D11U12,

A22 = U12D11U12 + U22D22U22 = U12D11U12 +D22.

Para j = 3 e i = 1, 2, 3,

A13 = D11U13,

A23 = U12D11U13 +D22U23,

A33 = U13D11U13 + U23D22U23 +D33.

Para j = 4 e i = 1, 2, 3, 4,

A14 = D11U14,

A24 = U12D11U14 +D22U24,

A34 = U13D11U14 + U23D22U24 +D33U34,

A44 = U14D11U14 + U24D22U24 + U34D33U34 +D44.

Logo, as matrizes D e U podem ser obtidas pelas relações acima, onde

D11 = A11,

U12 = A12/D11,

D22 = A22 −D11U
2
12,

U13 = A13/D11,

U23 = (A23 − U12D11U13)/D22,

D33 = A33 −D11U
2
13 −D22U

2
23,

U14 = A14/D11,

U24 = (A24 − U12D11U14)/D22,

U34 = (A34 − U13D11U14 − U23D22U24)/D33,

U44 = (A44 −D11U
2
14 −D22U

2
24 −D33U

2
34)/D44,

usando o fato de Uij = 0 para i > j e Uii = 1.

Para facilitar a programação computacional, introduz-se uma matriz auxiliar defi-
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nida por Lji = DiiUij . Assim, as igualdades acima podem ser escritas por

D11 = A11,

L21 = A12,

U12 = L21/D11,

D22 = A22 − L21U12,

L31 = A13,

L32 = A23 − U12L31,

U13 = L31/D11,

U23 = L32/D22,

D33 = A33 − L31U13 − L32U23,

L41 = A14,

L42 = A24 − U12L41,

L43 = A34 − U13L41 − U23L42,

U14 = L41/D11,

U24 = L42/D22,

U34 = L43/D33,

D44 = A44 − L41U14 − L42U24 − L43U34.

O algoritmo acima é conhecido como algoritmo de Crout ou algoritmo UTDU . Podemos
escrevê-lo na forma forma geral,

para j = 1, 2, . . . , n
para i = 1, 2, . . . , j − 1

Lji = Aij −
i−1∑

k=1

UkiLjk

Uij = Lji/Dii

Djj = Ajj −
j−1∑

i=1

LjiUij

Consideremos um exemplo do uso do algoritmo: Dada a matriz

A =




1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2



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usando a fatorização acima obtemos

U =




1 −1 0 0
1 −1 0

1 −1
1


 e D =




1
1

1
1




Assim, verifica-se que A = UTDU e sendo os elementos da diagonal de U unitários,
podemos acoplar a matriz diagonal D na matriz U , isto é,

Uii ← Dii, i = 1, 2, . . .

Dessa forma, não é necessário o armazenamento da matriz D. Além disso, para evitar
a proliferação de armazenamento de matrizes, a matriz U pode ser substitúıda pela
matriz A e a matriz auxiliar L não precisa ser armazenada. Assim, o algoritmo de
Crout pode ser reescrito por

Para j = 2, 3, . . . , n
para i = 2, 3, . . . , j − 1

Aij ← Aij −
i−1∑

k=1

AkiAkj

para i = 1, 2, . . . , j − 1
T ← Aij

Aij ← T/Aii

Ajj ← Ajj − TAij

No final do procedimento obtemos uma matriz triangular superior Aij , onde os
elementos da diagonal Aii são os elementos da matriz diagonal D.

Para a matriz Global K obtida pelo método de elementos finitos, algumas modi-
ficações são feitas no algoritmo de Crout a fim de otimizá-lo, pois ela é uma matriz
banda, como veremos adiante.

Consideremos o algoritmo de Crout para o sistema linear Ax = b, dado por

Ax = (UTDU)x = b.

Então, determinar a solução x = (x1, x2, . . . , xn) é equivalente a resolver sequencial-
mente os três sistemas lineares

UT z = b, Dy = z, Ux = y.

Etapa 1. O sistema UT z = b pode ser escrito por

n∑

i=1

Uijzi = bj .
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Como a matriz UT é triangular inferior, a solução z = (z1, z2, . . . , zn) é dada por

z1 = b1
para j = 2, 3, . . . , n

zj = bj −
j−1∑

i=1

Uijzi

Podemos eliminar a variável z no algoritmo acima através de

para j = 2, 3, . . . , n

bj = bj −
j−1∑

i=1

Aijbi

Etapa 2. No sistema Dy = z, a matriz D é uma matriz diagonal,

Djjyj = zj .

Portanto, fazemos
para j = 1, 2, . . . , n

bj ←
bj
Ajj

.

Se Ajj = 0, a matriz original A é singular e consequentemente o sistema linear não tem
solução única.

Etapa 3. Sistema Ux = y pode ser escrito por

n∑

j=1

Uijxj = yi

Como a matriz U é triangular superior, o sistema pode ser resolvido por retrosubsti-
tuição, dado por

xn = yn
para i = n− 1, n− 2, . . . , 1

xi = yi −
n∑

j=i+1

Uijxj

ou na forma equivalente
Para j = n, n− 1, . . . , 2
para i = 1, 2, . . . , j − 1
bi ← bi − Aijbj

Assim, a solução x do sistema linear Ax = b é armazenada no vetor bj e a solução é
obtida sem a necessidade das variáveis U, z, y e x.
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A fatorização de Crout envolve aproximadamente m2n operações, onde m é a me-
tade da banda, sendo a banda definida como a soma das colunas dividido pelo número
de equações. Assim 1 ≪ m ≪ n. A resolução do sistema linear, após a fatorização,
envolve 2mn operações.

4.5.1 Sistema Linear Global

Interessa-nos resolver o sistema linear KC = F obtido pelo método de elementos
finitos com sa aplicação do algoritmo de Crout. A matriz K tem a propriedade de ser
esparsa, e com isso podemos fazer algumas modificações no algoritmo de Crout para
evitar cálculos desnecessários com zeros. A estrutura da matriz K, quando utilizamos
quadriláteros lineares, pode ser representada na forma mostrada na pag. 135, onde
as diagonais representam elementos da matriz possivelmente diferentes de zero e estes
elementos são isométricos em relação à diagonal principal.

Quando se usa o Algoritmo de Crout, a região triangular q não é alterada para
a obtenção da matriz triangular superior. Sendo assim, os elementos nulos de Kij

pertencentes à região q não precisam ser computados e nem armazenados. Os demais
elementos sofrerão modificações, inclusive os elementos nulos da região p.

Pela necessidade de cálculos na região triangular q, introduzimos a variável band
(banda), definida por band = Nelx + 3, onde Nelx é o número de elementos (quadri-
láteros) na direção x. No final do procedimento obtemos a matriz triangular superior
com R diagonais que são os elementos armazenados para se obter a solução do sistema
linear. Este procedimento é encontrado na primeira parte da subrotina Solver.

A partir da fatorização da matriz K, o processo de obtenção da solução é sim-
ples, bastando usar o algoritmo anteriormente descrito. Os elementos Kij ∈ R são
reordenados em colunas, assim a matriz é de ordem Neq× R.

Resolvendo o sistema linear KC = F , obtém-se o vetor solução C = (C1, · · · , CNeq).
Como a solução aproximada é dada por

uh(x) = wh(x) + qh(x) =

{
wh(x) se x ∈ Ω/Γq,
qh(x) se x ∈ Γq

e a associação entre o nó global A e a sua correspondente equação I no sistema é dada
por

I = eqn(A), 1 ≤ I ≤ Neq,

tem-se

uh(A) =

{
CI se A ∈ N/Nq,
qA se A ∈ Nq
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e a solução aproximada uh(x) é dada por

uh(x) =
Nno∑

A=1

uh(A)ϕA(x).

4.5.2 Erro da Solução Numérica

Para o cálculo numérico do erro nas normas dos espaços L2 e H1 ou H1
0 , precisamos

da solução exata, conhecida a priori em alguns casos particulares, assim como faz
necessário o cálculo do gradiente de funções da forma

v(x) =
Nno∑

A=1

dAϕA(x), isto é, ∇v(x) =
Nno∑

A=1

dA∇ϕA(x).

Esse gradiente é calculado pela subrotina Dphi.

Denotemos por u e u as soluções exata e aproximada, e respectivamente e por ∇u
e ∇u seus gradientes. Definimos o erro E na norma L2 e na seminorma H1 por

‖E‖0 =
(∫

Ω

|u(x)− u(x)|2 dx
)1/2

,

‖E‖1 =
(∫

Ω

|∇u(x)−∇u(x)|2 dx
)1/2

O cálculo das normas pode então ser efetuado por um método de integração numé-
rica, como por exemplo, a quadratura Gaussiana.

• Norma L2 e Seminorma H1

A interpolação da função v(x) representada em termos de elementos e coordenadas
locais, tem a forma

v(x) =

Nel∑

e=1

4∑

a=1

dea ϕ
e
a(x).

Para o cálculo da norma do L2, consideremos

‖v‖20 =
∫

Ω

v(x)2dx =

∫

Ω

Nel∑

e=1

4∑

a,b=1

(dead
e
b)ϕ

e
a(x)ϕ

e
b(x) dx

=

Nel∑

e=1

4∑

a,b=1

(
dead

e
b

∫

Ωe

ϕe
a(x)ϕ

e
b(x) dx

)
.



144 Cap. 4. Problema Estacionário Bidimensional

Sendo ∫

Ωe

ϕe
a(x)ϕ

e
b(x) dx =

∫

Ωb

ϕe
a(ξ)ϕ

e
b(ξ)J dΩb,

onde J é o Jacobiano da transformação isoparamétrica entre Ωe e Ωb, obtemos

‖v‖20 =
4∑

a,b=1

Qab

Nel∑

e=1

J dead
e
b, (4.65)

onde os coeficientes Qab da matriz local foram calculados usando quadratura Gaussiana
(veja (4.58)).

Por outro lado, a seminorma é dada por

‖v‖21 =
∫

Ω

|∇v(x)|2dx =

Nel∑

e=1

4∑

a,b=1

dead
e
b

(
2∑

i=1

∫

Ωe

∇iϕ
e
a(x)∇iϕ

e
b(x) dx

)
.

Usando a transformação isoparamétrica entre Ωe e Ωb, temos

∫

Ωe

∇iϕ
e
a∇iϕ

e
b dx =

2∑

i=1

4J

(∆xei )
2

∫

Ωb

∂ϕa

∂ξi

∂ϕb

∂ξi
dξdη =

2∑

i=1

4J

(∆xei )
2
Qabii,

onde Qabii é a matriz definida em (4.51) para i = j e ∆xei = xei − xei−1.

Assim, temos

‖v‖21 =
2∑

i=1

4∑

a,b=1

Nel∑

e=1

dead
e
b

4J

(∆xei )
2
Qabii. (4.66)

O cálculo das normas é obtido pela subrotina Norma.

4.5.3 Entrada e Sáıda de Dados

A entrada de dados consiste somente do número de divisão no eixo-x e no eixo-y
para a geração da malha e das condições de fronteira.

O programa admite malhas uniformes e não uniformes (geométrica, radical). Em
qualquer caso, deve ser dado o número de divisões do intervalo no eixo-x : (Nelx) e
no eixo-y (Nely). Para a malha uniforme é suficiente entrar com o extremo inferior
do intervalo do eixo-x e do eixo-y que o programa calcula todos as outras coordenadas
uniformemente.

Por exemplo: Consideremos o intervalo [a, b] no eixo x e [c, d] no eixo y. Definimos,

h =
b− a
Nelx

, k =
d− c
Nely

, x0 = a, y0 = c.
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Então,

xi = x0 + ih, i = 1, 2, . . . , Nelx,

yj = y0 + jk, j = 1, 2, . . . , Nely.

Obseervemos que, no caso da malha não ser uniforme, devemos entrar com todos os
dados das coordenadas xi e yj.

Todos os nós A da fronteira da malha são typ[A] = 1 (Dirichlet) ou typ[A] 6= 1
(Neumann), e a forma de contribuição na força é bastante diferente na subroutina
CondFront.

No que se refere à sáıda de dados e a critério do operador, podem ser inseridos
dados para a verificação da correção do programa. Este procedimento é aconselhável
em várias etapas do programa. No nosso caso, as sáıdas de dados são:

1. Elementos:

Todos os elementos com sua conectividade, ou seja, os elementos e = 1, 2, . . . , Nel.
com suas coordenadas locais.

2. Condição de Contorno:

Todos os nós globais são classificados como: nó, tipo, valor.

3. Matriz Rigidez:

O programa imprime a matriz rigidez K na forma compacta (em colunas) como
descrito previamente.

4. Vetor Força:

O programa imprime o vetor força F , com a contribuição dos valores de fronteira,
se houver.

5. Vetor Solução:

Após o vetor força são impressas as soluções aproximadas do problema.

6. Erro da solução numérica:

São calculados os erros nas normas L2 e H1 ou H1
0 .
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4.6 Exemplos Numéricos

Consideremos agora um exemplo numérico para o problema do calor:





∂

∂xi

(
−Qij

∂u

∂xj

)
= f, em Ω,

u = q, em Γq,

−qini = Qij
∂u

∂xj
ni = p, em Γp,

onde a solução exata é conhecida e a solução numérica aproximada é obtida pelo
método de elementos finitos. Para o mesmo problema diferentes tipos de fronteira
serão testados. Além disso, são calculados e apresentadas os erros nas normas L2(Ω) e
H1(Ω) e a solução gráfica.

Para obtenção do exemplo numérico assumimos

1) Ω = [0, 1]× [0, 1].

2) A matriz simétrica da condutividade será definida por

[Qij ] =

[
2 1
1 2

]
.

3) A força f = f(x, y) é dada por

f(x, y) = 2π2
(
2 sen(πx) cos(πy) + cos(πx) sen(πy)

)
.

Sob estas condições, verifica-se que a função u = u(x, y) dada por

u(x, y) = sen(πx) cos(πy)

é uma solução exata da equação do calor, independente do tipo de fronteira que defi-
niremos nos três exemplos numéricos que se seguem.

Consideremos as fronteiras denotadas por

Γ1 = {(x, 0) ∈ ∂Ω; 0 ≤ x ≤ 1},
Γ2 = {(1, y) ∈ ∂Ω; 0 ≤ y ≤ 1},
Γ3 = {(x, 1) ∈ ∂Ω; 0 ≤ x ≤ 1},
Γ4 = {(0, y) ∈ ∂Ω; 0 ≤ y ≤ 1}.
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Exemplo 1. ronteira de Dirichlet: Neste caso Γp = ∅ e

Γq = ∂Ω =
4⋃

i=1

Γqi, Γqi = Γi,

com

q(x) =





sen πx em Γq1,
0 em Γq2,
− sen πx em Γq3,
0 em Γq4.

Exemplo 2. Fronteira de Neumann: Neste caso Γq = ∅ e

Γp = ∂Ω =

4⋃

i=1

Γpi, Γpi = Γi.

A função p(x) em Γp é dada por

p = Qij
∂u

∂xj
ni.

Lembrando que nesse caso o vetor normal unitário n na fronteira é dado por 0,−1),
(1, 0), (0, 1), (−1, 0) respectivamente em Γp1, Γp2, Γp3 e Γp4 , temos as seguintes condições
de fronteira

p(x) =





−π cosπx em Γp1 = Γ1,
−2π cos πy em Γp2 = Γ2,
−π cosπx em Γp3 = Γ3,
−2π cos πy em Γp4 = Γ4.

Exemplo 3. Fronteira mista: Consideremos a fronteira do tipo Neumann em Γ1 e Γ3,
dada por

p(x) =

{−π cosπx em Γp1 = Γ1,
−π cosπx em Γp3 = Γ3,

e em Γ2 e Γ4 do tipo Dirichlet, dada por

q(x) =

{
0 em Γq2 = Γ2,
0 em Γq4 = Γ4.

Neste caso Γp 6= ∅ e Γq 6= ∅.
Observação: O problema do calor com condições de fronteira do tipo Neumann, como
no Exemplo 2, não tem solução única. É fácil ver que se u = u(x, y) é uma solução,
então v(x, y) = u(x, y) + C também é soluç˜ ao, qualquer que seja a constante C.
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Para que se tenha a unicidade, é necessário impor alguma restrição àa soluções, por
exemplo, restringir o conjunto das posśıveis soluções ao subespaço

V = {u ∈ H1(Ω);

∫

Ω

u(x) dx = 0}.

Isto significa que se v(x, y) é uma solução qualquer, existe uma constante C, tal que,
u(x, y) = v(x, y) + C é uma solução desejada em V . De fato,

Para a solução numérica, consegue-se a unicidade impondo um dado valor em algum
ponto da malha, como por exemplo,

u(x̄, ȳ) = α, (x̄, ȳ) ∈ ∂Ω, α fixo.

Por ser mais simples, este é o adotado no programa computacional.

Vale observar ainda a não unicidade da solução do problema discreto com condição
de fronteira de Neumann, também pode ser verificada no do sistema linear.

• Etapas da Solução Numérica

Para melhor compreensão do texto, calculamos a solução numérica nos 3 exemplos
dados, desenvolvendo todas as etapas na seguinte ordem:

1. Geração e enumeração da malha;

2. Condições de fronteira;

3. Matriz local e força local;

4. Matriz global e força global;

5. Resolução do sistema linear;

6. Estimativa de erro.

Exemplo 1

1. Geração e enumeração da malha:

Consideremos Ω = [0, 1]× [0, 1] e a discretização uniforme em ambos os eixos, com
passo h = 1/Nelx e k = 1/Nely. Logo, o número de elementos e na direção x e direção
y é igual a 4, isto é, Nelx = Nely = 4. Consequentemente, a malha tem 5 nós no eixo
x e 5 nós no eixo y e portanto, o número total de nós Nno = 25 e o número total de
elementos Nel = 16, os quais são enumerados em ordem crescente da esquerda para a
direita. Geometricamente, temos a malha mostrada na Fig. 4.1.
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2. Condição de fronteira:

Analisemos inicialmente a condição de fronteira de Dirichlet. Os valores de fronteira
são inseridos pelo operador na subrotina CondFront, da seguinte forma: as fronteiras
Γ1, Γ2, Γ3 e Γ4 são representados respectivamente dentro da subrotina por bdy[1],
bdy[2], bdy[3] e bdy[4], os valores da fronteira q(x) são definidos por

q(x) =





sen πx, em Γq1 = Γ1,
0, em Γq2 = Γ2,
− sen πx, em Γq3 = Γ3,
0, em Γq4 = Γ4.

são inseridos da seguinte forma:

Γ1 =

{
n = bdy[1][i], p = NoPos(n),
typ[n] = 1, u[n] = sin(π ∗ x[p.v[0]]);

Γ2 =

{
n = bdy[2][i], p = NoPos(n),
typ[n] = 1, u[n] = 0;

Γ3 =

{
n = bdy[3][i], p = NoPos(n),
typ[n] = 1, u[n] = sin(π ∗ x[p.v[0]]);

Γ4 =

{
n = bdy[4][i], p = NoPos(n),
typ[n] = 1, u[n] = 0.

Como todos os nós da fronteira são prescritos a solução u[n] é conhecida nesses nós. O
ı́ndice [i] da função bdy percorre todos os nós de cada fronteira, identificando-os com
os nós globais.

Em Γq1, temos os seguintes nós globais A = {1, 2, 3, 4, 5}. Logo, os respectivos
valores são:

qA(x) = {0;
√
2/2; 1;

√
2/2; 0}

Em Γq2, temos os nós globais A = {10, 15, 20} ⇒ qA(x) ≡ 0.
Em Γq3, temos os nós globais A = {21, 22, 23, 24, 25}, com os valores:

qA(x) = {0; −
√
2/2; −1; −

√
2/2; 0}

Em Γq4, temos os nós globais A = {6, 11, 16} ⇒ qA(x) ≡ 0.

Temos, portanto, 16 nós para o qual o valor da solução é conhecido. Assim, preci-
samos determinar a solução numérica em 9 nós a saber:

{7, 8, 9, 12, 13, 14, 17, 18, 19}.
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Os valores e o tipo de fronteira são introduzidos como dados na subrotina CondFront,
onde relembramos que os nós A da fronteira do tipo typ[A] = 1 são os nós cujos va-
lores são prescritos e a subrotina NoPos(A) tem a função de identificar o nó A com
a posição da malha para que seja posśıvel o cálculo da função q(x) = q(x, y) definida
na fronteira Γq. Em particular, no Exemplo 1, q(x) = ±sen(πx). A subrotina PosNo

tem a função inversa. Identificando todos os nós da malha cujo valor de fronteira é
prescrito, o próximo passo é estabelecer o número de incógnitas (equações) do sistema
linear, pois não necessariamente o nó A corresponde a A-ésima equação. A subro-
tina EqNo tem esta função. Dessa forma, para o Exemplo 1, as incógnitas são os nós
A = {7, 8, 9, 12, 13, 14, 17, 18, 19}, que correspondem às equações eqn[A] = 1, 2, . . . , 9
da matriz rigidez do sistema linear, sendo que, para os outros nós, a solução é conhe-
cida. Assim, Neq = 9 e a matriz rigidez [K]9×9.

3. Matriz local e força local:

Para cada elemento e = 1, 2, 3, .., 16, é calculada a matriz local Ke
ab dada por (4.52).

Como estamos usando uma malha uniforme, o Jacobiano j̇ é constante e, além disso,
∆xk = ∆xl = 1/4.

Fazendo o cálculo, obtém-se para cada elemento a matriz local,

Ke
ab =

1

6




11 −2 −7 −2
−2 5 −2 −1
−7 −2 11 −2
−2 −1 −2 5




A força local F e
a é definida em (4.54) por

F e
a = f e

a + pea − qea,
onde f e

a , p
e
a e qea são definidos, respectivamente, por (4.55), (4.56) e (4.57).

No Exemplo 1, Γp = φ, logo, pea = 0. Assim,

F e
a = f e

a − qea.
Os elementos e = {6, 7, 10, 11} não possuem nós na fronteira. Logo, para esses elemen-
tos

F e
a = f e

a .

Para todos os outros elementos restantes o vetor qea contribui para a força local F e
a ,

a = 1, 2, 3, 4. Para e = 5 e e = 6 o vetor força local são dados por

F 5
a =




0.292508
0.336815
0.292508
0.285411


 , F 6

a =




0.351010
0.320898
0.196797
0.248201


 .
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4. Matriz global e força global:

A matriz Global K e o vetor Força F são dados por

K =

Nel∑

e=1

Ke, F =

Nel∑

e=1

F e.

Utilizando apropriadamente a contribuição simétrica das matrizes locais e das forças
locais, obtém-se para o Exemplo 1, a matriz rigidez K simétrica dada por

K =
1

6




32 −4 0 −4 −7 0 0 0 0
32 −4 −1 −4 −7 0 0 0

32 0 −1 −4 0 0 0
32 −4 0 −4 −7 0

32 −4 −1 −4 −7
32 0 −1 −4

32 −4 0
32 −4

32




,

e o vetor força F dada por

F =




+2.14492
+3.03014
+2.14035
+0.71033
+0.00000
−0.71033
−2.14035
−3.03014
−2.14492




.

5. Resolução do sistema linear:
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Resolvendo o sistema linear Kd = F , obtém-se a solução numérica aproximada

d =




+0.48886
+0.68935
+0.48696
+0.00417
+0.00000
−0.00417
−0.48696
−0.68935
−0.48886




que corresponde, respectivamente, a solução u nos nós

A = {7, 8, 9, 12, 13, 14, 17, 18, 19}.

6. Cálculo do Erro:

A solução exata do problema é dada por

u(x, y) = senπx · cos πy, 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ 1.

Comparando com a solução numérica aproximada uh(x, y) na norma do L2 e H1, ob-
temos

‖E‖L2(Ω) = ‖u− uh‖L2 = 6.853220× 10−3

‖E‖H1 = ‖u− uh‖H1 = 5.253452× 10−2

Para o mesmo problema, usando Nelx = Nely = 8 ⇒ h = k = 1/8 e Nelx =
Nely = 16⇒ h = k = 1/16, que correspondem respectivamente a {Nno = 81; Nel =
64; Neq = 49} e {Nno = 289; Nel = 256; Neq = 225} obtém-se os erros:

‖E‖L2 = 2.185674× 10−3, ‖E‖H1 = 1.601428× 10−2,

‖E‖L2 = 5.785226× 10−4, ‖E‖H1 = 4.192837× 10−3.

Exemplo 2

1. Condição de fronteira:

Considere a malha para Nelx = Nely = 4, como anteriormente. Para este exemplo
Γp = ∂Ω e Γq = φ. Mostramos que se Γq = φ então o problema não tem solução única.
Assim fixamos um valor para a solução na fronteira, por exemplo,

u(0, 0) = 0
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Em termos computacionais, esta condição significa que o nó A = 1, no qual está
associado o par ordenado (0, 0), é do tipo typ[1] = 1 e que q(1) = 0.

Qualquer um dos 25 nós poderia ser fixado. O número total de nós da malha
é Nno = 25. Em Γp a derivada da solução (fluxo) é prescrita, e portanto, devemos
determinar a solução numérica nos 24 nós, dado que, para o nó A = 1 a solução é
prescrita.

Para a malha considerada e sob as condições de fronteira, temos os seguintes nós
na fronteira:

Γp1 = {2, 3, 4, 5},
Γp2 = {10, 15, 20},
Γp3 = {21, 22, 23, 24, 25},
Γp4 = {6, 11, 16}.

Sabemos que que

p = −π cos(πx), em Γp1 ∪ Γp3 = Γ1 ∪ Γ3,

p = −2π cos(πy), em Γp2 ∪ Γp4 = Γ2 ∪ Γ4.

Na subrotina CondFront basta introduzir as funções em Γ1, Γ2, Γ3 e Γ4, represen-
tadas no programa por bdy[1][i], bdy[2][i], bdy[3][i] e bdy[4][i], respectivamente. Para
esse exemplo, temos

Γ1 : n = bdy[1][i], p = NoPos(n), Bv[1][i] = −π ∗ cos(π ∗ x[p.v[0]]),
Γ2 : n = bdy[2][i], p = NoPos(n), Bv[2][i] = −2π ∗ cos(π ∗ y[p.v[1]]),
Γ3 : n = bdy[3][i], p = NoPos(n), Bv[3][i] = −π ∗ cos(π ∗ x[p.v[0]]),
Γ4 : n = bdy[4][i], p = NoPos(n), Bv[4][i] = −2π ∗ cos(π ∗ y[p.v[1]]).

Quando a função Bv está recebendo valores, significa que existe alguma fronteira Γi

do tipo Neumann.

Para garantir a unicidade, após a identificação de todos os nós da fronteira e seus
valores, deve ser fixado pelo menos um ponto. Assim por exemplo, se queremos fixar,
entre as infinitas soluções, aquela cujo valor no nó global A = 1 seja zero (u(A) = 0),
devemos inserir na subrotina CondFront do programa, após Γ4, como segue

typ[1] = 1, u[1] = 0.

2. Matriz local e Força local
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A matriz local é constante para todos os elementos e é a mesma do Exemplo 1.
Para a força local tem-se

F e
a = f e

a + pea − qea.
Em particular, para os elementos e = 6, 7, 8, 10, 11, 12

F e
a = f e

a ,

desde que não exista nó global em Γp ou Γq. Para o elemento e = 1, os nós globais
A = 2 e 6 pertencem a Γp e o nó A = 1 pertence a Γq.

Observe que pela definição da força F e
a , e desde que A = 1 ∈ Γq, tem-se

F 1
a = f 1

a − q1a, a = 1, 2, 3, 4.

onde neste caso:

q1a =
4∑

b=1

K1
abq

1
b = K1

a1q
1
1 = 0, a = 1, 2, 3, 4,

pois q11 = 0, consequência de u = 0, correspondente ao nó A = 1 prescrito. Para os
outros nós A = 2 e 6 em Γp,

F 1
a = f 1

a + p1a, a = 2, 4

e para o nó global A = 7, tem-se

F 1
3 = f 1

3 .

As forças locais F e
a , para e = 1, 11, 16, são dadas abaixo, respectivamente:

F 1
a =




0.196797
0.135778
0.351010
−0.122039


 , F 11

a =




−0.196797
−0.248201
−0.351010
−0.320898


 , F 16

a =




−0.351010
0.383838
0.511922
−0.135778


 .

3. Estimativa de Erro

A solução exata do problema é a mesma do Exemplo 1. Os erros, neste caso, são
dados a seguir:

‖E‖L2 = 9.047955× 10−2,

‖E‖H1 = 1.797705× 10−1.

Para esse exemplo temos Nno = 25, Nel = 16 e Neq = 24.
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Exemplo 3

1. Geração e enumeração da malha

Consideremos a mesma malha dos exemplos anteriores, com Nelx = Nely = 4.

2. Condição de fronteira

Neste caso em Γp (Neumann) a função definida na fronteira Γ1 e Γ3 é dada por

p(x) =

{
−π cos(πx) em Γ1,
−π cos(πx) em Γ3

e em Γ2 e Γ4 (Dirichlet) temos os valores prescritos.

q(x) =

{
0 em Γ2,
0 em Γ4

Os valores de fronteira são inseridos pelo operador na subrotina CondFront, da
seguinte forma: As fronteiras Γ1, Γ2, Γ3 e Γ4 são representados respectivamente dentro
da subrotina por bdy[1], bdy[2], bdy[3] e bdy[4] e dessa forma as fronteiras de Neumann
Γ1 e Γ3 e as fronteiras do tipo Dirichlet Γ2 e Γ4, são inseridos no programa por:

Γ1 = n = bdy[1][i], p = NoPos(n), Bv[1][i] = −π ∗ cos(π ∗ x[p.v[0]]);
Γ3 = n = bdy[3][i], p = NoPos(n), Bv[3][i] = −π ∗ cos(π ∗ x[p.v[0]]);
Γ2 = n = bdy[2][i], p = NoPos(n), typ[n] = 1; u[n] = 0;

Γ4 = n = bdy[4][i], p = NoPos(n), typ[n] = 1; u[n] = 0.

Considerando a malha do exemplo, temos os seguintes nós globais em Γp = Γ1 ∪Γ3

e Γq = Γ2 ∪ Γ4,
Γp = {2, 3, 4, 22, 23, 24},
Γq = {5, 10, 15, 20, 25, 1, 6, 11, 16, 21, }.

O procedimento é análogo aos anteriores. O número de incógnitas nestas condições
é de (25− 10) = 15 e portanto a matriz rigidez é de ordem 15×15.

3. Matriz local e Força local

Como nos exemplo anteriores a matriz local não se altera com a introdução de
valores de fronteira diferentes, no entanto as forças locais definidas por

F e
a = f e

a + pea − qea
são dependentes dos valores de fronteira. Em particular:
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• para os elementos e = 6, 7, 10, 11: F e
a = f e

a ,

• para os elementos e = 2, 3, 14, 15: F e
a = f e

a + pea,

• para os elementos e = 5, 9, 8, 12: F e
a = f e

a − qea,

• Para os elementos e = 1, 4, 13, 16: F e
a = f e

a + pea − qea.

Para e = 1, 11, 16 temos respectivamente:

F 1
a =




−0.157562
0.004878
0.351010
0.248201


 , F 11

a =




−0.196797
−0.248201
−0.351010
−0.320898


 , F 16

a =




−0.351010
−0.248201
0.1575627
−0.004878


 .

4. Estimativa de Erro

A solução exata do problema é a mesma do Exemplo 1 e os erros são:

‖E‖L2 = 2.658667× 10−2,

‖E‖H1 = 1.372426× 10−1.

Para esse exemplo temos {Nno = 25, Nel = 16 e Neq = 15}. Note que Neq =
Nno− Γq.

4.7 Resultados Numéricos

Para os três exemplos, são mostrados a seguir os gráficos das soluções numéricas e
os erros em várias malhas diferentes.
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Exemplo 1: Problema de Dirichlet

Solução numérica uh(x, y)

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0

1.0

0.5

0
0.5

0

Erros Numéricos

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1
10× 10 1.44× 10−3 1.05× 10−2

20× 20 3.73× 10−4 2.70× 10−3

20× 25 3.08× 10−4 2.22× 10−3

25× 20 3.06× 10−4 2.22× 10−3

30× 30 1.69× 10−4 1.21× 10−3

40× 40 9.59× 10−5 6.92× 10−4

Para a malha 40× 40 tem-se {Nno = 1681; Nel = 1600; Neq = 1521}
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Exemplo 2: Problema de Neumann

Solução numérica uh(x, y)

0.5

0

-0.5

-1.0

1.0

0.5

0
0.5

0

Erros numéricos

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1
10× 10 1.56× 10−2 3.17× 10−2

20× 20 3.92× 10−3 8.04× 10−3

20× 25 3.02× 10−3 6.47× 10−3

25× 20 3.45× 10−3 6.87× 10−3

30× 30 1.72× 10−3 3.59× 10−3

40× 40 9.0× 10−4 2.01× 10−3

Para a malha 40× 40 tem-se {Nno = 1681; Nel = 1600; Neq = 1680}
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Exemplo 3: Problema misto

Solução numérica uh(x, y)

0.5

0

-0.5

1.0

0.5

0
0.5

0

Erros numéricos

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1
10× 10 5.04× 10−3 2.68× 10−2

20× 20 1.29× 10−3 6.77× 10−3

20× 25 1.04× 10−3 5.26× 10−3

25× 20 1.09× 10−3 5.89× 10−3

30× 30 5.81× 10−4 3.04× 10−3

40× 40 3.31× 10−4 1.73× 10−3

Para a malha 40× 40 tem-se {Nno = 1681; Nel = 1600; Neq = 1599}
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4.8 Exerćıcios

Na literatura, mais usual discretizar o domı́nio Ω por elementos triangulares Ωe,
visto que sua geometria se ajusta melhor aos domı́nios mais gerais do que os elemen-
tos retangulares. Considere então a formulação variacional (4.8) do problema I e o
programa computacional Ncalor07.c.

1. Faça a discretização uniforme do domı́nio retangular [a, b]× [c, d] por elementos
triangulares Ωe, refazendo as seguintes subrotinas:

{NoPos, PosNo, ElmPos, NoLG, EqNo, CondFront}.
Sugestão: Enumere os elementos triangulares dentro do domı́nio de tal forma que
os nós globais sejam consecutivos e crescente nas diagonais.

2. Determine o mapeamento (transformação isoparamétrica) entre os domı́nios Ωe

e Ωb, onde Ωb tem como vértices ξ1 = (0, 0) , ξ2 = (1, 0) e ξ3 = (0, 1).

3. Calcule o gradiente da função de interpolação.

4. Determine a matriz rigidez local e a força local, obedecendo os mesmos parâ-
metros deste caṕıtulo.

5. Construa um algoritmo para obtenção da matriz global e força global.

6. Construa um algoritmo para resolver o sistema linear, considerando a esparsidade
da matriz.

7. Refaça o Exemplo 1, 2 e 3 obtendo a solução numérica aproximada, com os mes-
mos h e k da discretização do eixo x e eixo y, respectivamente. Observe que
o número de elementos duplicará. Compare com a solução exata dada. Que
elemento Ωb é melhor?



CAPÍTULO 5

Problema de Elasticidade Linear -
Caso Bidimensional

O método de elementos finitos será aplicado neste caṕıtulo ao caso bidimensional do
problema modelo de elasticidade linear. Neste caso, temos uma solução vetorial, de
modo que algumas mudanças têm que ser introduzidas em relação ao que foi desen-
volvido no caṕıtulo anterior. De forma análoga, mostraremos as várias etapas da
elaboração do programa computacional, exemplos numéricos, erros e solução gráfica.
O programa computacional utilizado encontra-se no apêndice deste texto.

5.1 Formulação do Problema

Consideremos Ω ⊂ R
2 um conjunto aberto e limitado com fronteira Γ suave e os

ı́ndices 1 ≤ i, j, k, ℓ ≤ 2. Denotemos por:

σ : tensor de tensão de Cauchy σ = (σij) : Ω→ R
2 × R

2;
u : vetor deslocamento u = (ui) : Ω→ R

2;
f : força prescrita por unidade de volume f = (fi) : Ω→ R

2;
ǫ : tensor de deformação infinitesimal ǫ = (ǫij) : Ω→ R

2 × R
2,

onde

ǫij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (5.1)

Pela lei de Hooke, o tensor de deformação infinitesimal ǫij e o tensor de tensão σij
estão relacionados por

σij = Cijkℓ ǫkℓ, (5.2)

onde Cijkℓ é denominado coeficiente de elasticidade definido para todo x ∈ Ω. Se o
corpo é homogêneo, Cijkℓ é constante. Note que usamos a convenção de somatório, isto
é, ı́ndices repetidos representam um somatório das respectivas grandezas indexadas.

161
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Sobre o tensor de elasticidade, admitimos as seguintes hipóteses:

1. o tensor elasticidade Cijkl satisfaz a condição:

Cijkℓ = Cjikℓ = Cijℓk = Ckℓij; (5.3)

2. existem constantes positivas C e C tais que, para qualquer matriz simétrica Sij,
vale a desigualdade

CSijSij ≤ CijkℓSijSkℓ ≤ CSijSij . (5.4)

A hipótese (5.3) é devida à existência da função energia potencial e da simetria dos
tensores de tensão e de deformação, enquanto que a hipótese (5.4) estabelece que o
tensor elasticidade é limitado e estritamente positivo definido.

No que segue, admitimos que a fronteira Γ de Ω satisfaz às seguintes decomposições:

Γ = Γq1 ∪ Γp1 = Γq2 ∪ Γp2,

de tal forma que, sobre a fronteira Γqi, a componente i do deslocamento é prescrita; e
sobre a fronteira Γpi, a componente i da tração é prescrita.

Observação: No caso em que as decomposições de Γ são tais que Γpi ∩ Γqi = ∅
(veja Figura ??), temos mais regularidade na solução do problema. Entretanto, para
a formulação fraca do problema cont́ınuo e do problema aproximado, não é necessário
impor tal restrição.

Nessas condições, temos a seguinte formulação para o problema elastostático:

(I) Formulação forte. Dadas as funções fi : Ω → R, qi : Γqi → R e pi : Γpi → R,
determinar ui : Ω→ R tal que





−∂σij
∂xj

= fi em Ω,

ui = qi em Γqi,
σijnj = pi em Γpi,

(5.5)

onde qi é a componente i do deslocamento prescrito e pi é a componente i da tração
prescrita na fronteira.

Se ∪i=1,2Γpi = ∅, a condição de fronteira é dita condição do tipo Dirichlet, ou
condição de deslocamento na fronteira. Se ∪i=1,2Γqi = ∅, a condição de fronteira é dita
do tipo Neumann ou condição de tração na fronteira. Se Γpi 6= ∅ e Γqi 6= ∅, a condição
de fronteira é denominada de tipo misto.



163

Para a descrição da formulação fraca do problema (I), consideremos

V :=
{
v ∈ H1(Ω)2; vi = 0 em Γqi

}
,

H :=
{
v ∈ H1(Ω)2; vi = qi em Γqi

}
,

ondeH1(Ω) é o espaço usual de Sobolev. É claro que V é subespaço vetorial de H1(Ω)2,
mas H é um subespaço afim de H1(Ω)2. É claro também que V é um espaço de Hilbert
se munido da norma usual de H1(Ω)2, ou seja,

‖v‖VVV :=

(
2∑

i=1

‖vi‖2H1(Ω)

)1/2

e ‖vi‖2H1(Ω) :=

∫

Ω

(
|vi|2 +

2∑

j=1

∣∣∣∣
∂vi
∂xj

∣∣∣∣
2
)
dx,

e H é espaço métrico completo se munido com a mesma norma ‖ ‖VVV .
Multipliquemos então a equação (5.5) por v ∈ V e integremos em Ω. Então, com

a convenção usual dos ı́ndices repetidos, temos formalmente

−
∫

Ω

∂σij
∂xj

vi dx =

∫

Ω

fivi dx. (5.6)

Pela regra da derivada do produto de funções, obtemos

∫

Ω

∂σij
∂xj

vi dx =

∫

Ω

∂(σijvi)

∂xj
dx−

∫

Ω

σij
∂vi
∂xj

dx.

Aplicando o Teorema da Divergência,

∫

Ω

∂

∂xj
(σijvi) dx =

∫

Γ

σijnjvi dx

e substituindo em (5.6), obtemos

∫

Ω

σij
∂vi
∂xj

dx =

∫

Ω

fivi dΩ+

∫

Γ

σijnjvi dx.

Como vi = 0 em Γqi e σijnj = pi em Γpi, tem-se

∫

Ω

σij
∂vi
∂xj

dx =

∫

Ω

fivi dx+

∫

Γpi

pivi dx.

Assim, a formulação fraca é dada por
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(II) Formulação fraca. Dadas as funções fi : Ω → R, qi : Γqi → R e pi : Γpi → R,
determinar u ∈H tal que

∫

Ω

σij
∂vi
∂xj

dx =

∫

Ω

fivi dx+

∫

Γpi

pivi dx, ∀v ∈ V .

A formulação fraca é também denominada prinćıpio do trabalho virtual e v é o
deslocamento virtual.

De (5.1) e (5.2) e da simetria de Cijkℓ, tem-se

σij = Cijkℓ ǫkℓ =
1

2
Cijkℓ

(
∂uk
∂xℓ

+
∂uℓ
∂xk

)
= Cijkℓ

∂uk
∂xℓ

.

Substituindo na formulação fraca, obtemos
∫

Ω

Cijkℓ
∂uk
∂xℓ

∂vi
∂xj

dx =

∫

Ω

fivi dx+

∫

Γpi

pivi dx.

Podemos então reescrever a formulação fraca em forma vetorial e manter uma se-
melhança com a notação dos caṕıtulos anteriores, se introduzimos a seguinte formas
(bilinear e lineares):

a(u, v) :=

∫

Ω

Cijkℓ
∂uk
∂xℓ

∂vi
∂xj

dx,

(f : v) :=

∫

Ω

fivi dx,

(p : v)Γp :=

∫

Γp1

p1v1 ds+

∫

Γp21

p2v2 ds

onde ds denota a medida de comprimento de arco de curva em R
2 e Γp = Γp1 ∪ Γp2.

Assim, a formulação fraca do problema (II) toma a forma:

(II′) Formulação fraca. Dados f e p, determinar u ∈H tal que

a(u, v) = (f : v) + (p : v)Γp , ∀v ∈ V . (5.7)

5.1.1 Formulação de Galerkin

Os argumentos do caṕıtulo anterior podem ser adaptados no atual contexto se
considerarmos V h um subespaço de V de dimensão finita e Hh = V h + {q̃}, onde
q̃ = (q̃1, q̃2) ∈ H1(Ω)2 é tal que q̃i(x) = qi(x) para todo x ∈ Γqi. A existência de q̃ é
garantida pelo fato de que o operador de traço γi : H

1(Ω)2 → H1/2(Γqi) é sobrejetor.
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Assim, se uh ∈Hh, a função wh definida por

wh(x) = uh(x)− q̃(x), (5.8)

pertence ao subespaço V h, de modo que wh(x) = 0 para x ∈ Γq = Γq1 ∪ Γq2.

Da mesma forma, definimos a função p̃ = (p̃1, p̃2) ∈ H1(Ω)2 tal que p̃i(x) = pi(x)
para x ∈ Γpi. Nessas condições, podemos considerar o problema variacional aproximado
associado ao problema (5.7), i.e., a formulação de Galerkin, dada por: determinar
uh ∈Hh tal que

a(uh, vh) = (f : vh) + (p : vh)Γp , ∀vh ∈ V h,

ou de forma equivalente, determinar wh ∈ V h tal que,

a(wh, vh) = (f , vh) + (p, vh)Γp − a(q̃, vh), ∀vh ∈ V h. (5.9)

De forma análoga ao que apresentamos anteriormente, consideremos N o conjunto
de nós da malha e Nq o conjunto de nós sobre Γq onde os valores de fronteria são
prescritos. Para cada nó A, considere ϕA a função de interpolação, tal como introduzida
no caṕıtulo anterior. Podemos então representar a solução aproximada wh ∈ V h por

wh(x) =
Nno∑

A=1

dAϕA(x), dA = (dA,1, . . . , dA,n). (5.10)

A solução aproximada (5.10) é uma função vetorial, ou seja,

wh(x) = (wh,1(x), wh,2(x), . . . , wh,n(x)), ∀x ∈ Ω,

de modo que, em termos de coordenadas,

wh,j(x) =
∑

A∈N

dA,jϕA(x) =
∑

A∈N−Nq,j

dA,jϕA(x), 1 ≤ j ≤ n, (5.11)

pois wh,j(x) = 0, se x ∈ Nq,j.

De forma análoga, consideremos a interpolação da função q̃, definindo qh(x) =
(qh,1(x), . . . , qh,n(x)), onde, para j = 1, . . . , n e xA ∈ Γq,

qh,j(x) =
∑

A∈Nq,j

qA,jϕA(x), qA,j = qj(xA). (5.12)

Consideremos a base canônica do R
2 dada por ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), onde a

j-ésima coordenada é única coordenada não nula. Então os vetores wh e qh podem ser
expressos na forma

wh = wh,jej qh = qh,jej,
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com wh,j e qh,j são definidos em (5.11) e (5.12). Assim, podemos denotar a forma
bilinear a(·, ·) por

a(wh,jej , vh) = a


 ∑

A∈N−Nq,j

dA,jϕAej , vh


 =

∑

A∈N−Nq,j

dA,ja(ϕAej, vh) ∀vh ∈ V h.

Como a igualdade é válida para todo vh, podemos tomar em particular vh ∈ V h

na forma vh = ϕBei. Portanto,

a(wh, ϕBei) =

n∑

j=1

∑

A∈N−Nqj

dA,ja(ϕAej , ϕBei), 1 ≤ i ≤ n.

Substituindo as relações acima em (5.9), obtemos o sistema linear

n∑

j=1

∑

B∈N−Nqj

dB,ja(ϕAei, ϕBej) = (f : ϕAei) + (ph : ϕAei)Γ −
n∑

j=1

∑

B∈Nqj

qB,ja(ϕAei, ϕBej),

para todo A ∈ N −Nqi.

Definindo
KAB := a(ϕAei, ϕBej), (5.13)

FA := (ϕAei : f ) + (ϕAei : ph)Γ −
n∑

j=1

∑

B∈Nqj

a(ϕAei, ϕBej)qjB. (5.14)

Então,
KAB djB = FA. (5.15)

Assim, a solução aproximada uh(x) tem como coordenadas uh,1(x) e uh,2(x), isto é,

uh(x) = (uh,1(x), uh,2(x)),

onde uh,1 e uh,2 são denominados respectivamente deslocamentos horizontal e vertical.

A próxima etapa é estabelecer uma relação entre os nós globais A e o número de
equações no sistema linear. Neste sentido introduzimos a subrotina EqNo para gerar o
número de equação, I, correspondente à componente i do nó global A e Neq o número
total de equações do sistema linear. Assim,

eqn[i, A] =

{
I se A ∈ N −Nqi

0 se A ∈ Nqi

onde Nqi = {A ∈ Γqi}. Sabemos que se A ∈ Nqi, então uh(xA) = (uh,1(xA), uh,2(xA)) é
conhecida e portanto não é necessário gerar uma equação para cada deslocamento uh,i.
Poderemos ter nós A prescritos numa direção ou em duas direções.
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Por exemplo, na tabela abaixo mostramos o caso em que temos 5 nós globais com
6 equações.

i\A 1 2 3 4 5

1 1 2 4 0 0
2 0 3 5 6 0

O nó A = 1 ∈ Γq2, logo uh,1(xA) não é prescrito, mas uh,2(xA) é prescrito.

O nó A = 4 ∈ Γq1, logo uh,1(xA) é prescrito e uh,2(xA) não é prescrito.

O nó A = 5 ∈ Γq1 ∩ Γq2, é prescrito em ambas as direções, uh,1 e uh,2.

Os nós A = 2, 3 /∈ Γq1 ∪ Γq2, logo não são prescritos.

Assim, para esse exemplo, temos 6 equações para se determinar a solução aproximada.
De um modo geral, definindo

M = eqn[i, A] e N = eqn[j, B],

com 1 ≤ M,N ≤ Neq, o sistema linear (5.15) pode ser escrito por

KMNDN = FM ,

onde

KMN =: a(ϕAei, ϕBej), (5.16)

FM := (ϕAei : f ) + (ϕAei : ph)Γ −
2∑

j=1

∑

B∈Nqj

a(ϕAei, ϕBej)qjB (5.17)

A matriz K = [KMN ] é denominada matriz rigidez global ou matriz global, F =
[FM ] é denominado vetor força e D = [DN ] é o vetor deslocamento (incógnita).

• Propriedades da Matriz Global

1. KMN é simétrica. De fato, como Ckℓij = Cijkℓ, temos

KMN = a(ϕAei, ϕBek) =

∫

Ω

∂(ϕAei)

∂xj
Cijkℓ

∂(ϕBek)

∂xℓ
dΩ

=

∫

Ω

∂ϕA

∂xj
eiCijkℓ

∂ϕB

∂xℓ
ek dΩ =

∫

Ω

∂ϕB

∂xℓ
ekCkℓij

∂ϕA

∂xj
ei dΩ = KNM .
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2. KMN é definida positiva. Se definimos d = (d1, d2, · · · , dNeq), então

dTKd =

Neq∑

M,N=1

dMKMNdN =
∑

A∈N−Nqi
B∈n−nqj

diAa(ϕAei, ϕBej)djB

= a
( ∑

A∈N−Nqi

diAϕAei,
∑

B∈N−Nqj

djBϕBej

)
= a(uh,uh) ≥ 0.

Por outro lado,

0 = a(uh,uh) =

∫

Ω

∂uh,i
∂xj

Cijkℓ
∂uh,k
∂xℓ

dx.

De (5.3) e (5.4), Cijkℓ é positivo definido para todas as matrizes simétricas, logo,

∂uh,i
∂xj

+
∂uh,j
∂xi

= 0,

Isto implica que uh,i é um movimento ŕıgido, que pode ser representado por,

uh,i = Wijxj + C,

onde C é uma constante e Wij uma matriz anti-simétrica, cujo valor deveria ser pe-
queno, representando uma rotação infinitesimal para a teoria linear. Se Γq 6= ∅, pois
uh,i = 0 em Γq, então

Wij = 0 e C = 0,

isto é, o corpo tem um movimento ŕıgido nulo. Assim uh,i = 0 e K é uma matriz
definida positiva. Caso Γq = ∅, então K é uma matriz definida positiva se o corpo
satisfaz a condição adicional de ter movimento ŕıgido nulo.

5.2 Matriz Rigidez e Vetor Força

Trocando os ı́ndices (i, j), por (r, s) em (5.16) temos

Krs
AB = a(ϕAer, ϕBes), 1 ≤ A,B ≤ N −Nqr

A forma bilinear a(·, ·) é definida por

a(u, v) =

∫

Ω

∂ui
∂xk

Cikjℓ
∂vj
∂xℓ

dx.
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Na forma componente, temos

u = ϕAer =⇒ ui = (u, ei) = (ϕAer, ei) = ϕAδir
v = ϕBes =⇒ vj = (v, ej) = (ϕBes, ej) = ϕBδjs

Substituindo na forma bilinear temos

a(ϕAer, ϕBes) =

∫

Ω

∂ϕA

∂xk

∂ϕB

∂xℓ
Cikjℓδirδjs dx.

Assim, a matriz é dada na forma

Krs
AB = δirδjs

∫

Ω

Cikjℓ
∂ϕA

∂xk

∂ϕB

∂xℓ
dx = δrkδsl

∫

Ω

Cikjℓ
∂ϕA

∂xi

∂ϕB

∂xj
dx. (5.18)

Para o vetor força definido em (5.14) e substituindo os ı́ndices (i, j) por (r, s) tem-se

F r
A = (ϕAer : f ) + (ϕAer : ph)Γ −

2∑

s=1

∑

B∈Nqs

a(ϕAer, ϕBes) qsB,

onde

(ϕAer : f) =

∫

Ω

ϕA(f : er) dx =

∫

Ω

ϕAfr dx,

(ϕAer : ph)Γ =

∫

Γpr

ϕA(ph : er) ds =

∫

Γpr

ϕApr ds,

e
2∑

s=1

∑

B∈Nqs

a(ϕAer, ϕBes)qsB =
∑

B∈Nqs

Krs
AB qsB.

Assim a força é dada por

F r
A =

∫

Ω

ϕAfr dx+

∫

Γpr

ϕApr dΓ−
2∑

s=1

∑

B∈Nqs

Krs
AB qsB. (5.19)

De forma análoga ao caṕıtulo anterior, fr e pr serão interpolados usando a função
ϕA como interpolante, mais precisamente,

fr(x) =
∑

A∈N−Nqs

ϕA(x)frA, (5.20)

pr(x) =
∑

A∈Nps

ϕA(x)prA (5.21),
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onde frA = fr(xA) e prA = pr(xA), r = 1, 2. Substituindo em (5.19) obtemos

F r
A =

∑

B∈N−Nqs

∫

Ω

(ϕAϕB)frB dx+
∑

B∈Nps

∫

Γps

(ϕAϕB)prB dΓ−
2∑

s=1

∑

B∈Nqs

Krs
AB qsB

=
∑

B∈N−Nqs

(ϕA : ϕB)frB +
∑

B∈Nps

(ϕA : ϕB)Γ prB −
2∑

s=1

∑

B∈Nqs

Krs
AB qsB.

(5.22)

De (5.18) e (5.22) o sistema linear global é dado por

Krs
ABdsB = F r

A. (5.23)

Como M = eqn[r, A] e N = eqn[s, B], o sistema linear pode ser escrito na forma

KMN = δrkδsℓ

∫

Ω

Cikjℓ
∂ϕA

∂xi

∂ϕB

∂xj
dx =

∫

Ω

Cirjs
∂ϕA

∂xi

∂ϕB

∂xj
dx, (5.24)

FM =
∑

B∈N−Nqs

(ϕA : ϕB)frB +
∑

B∈Nps

(ϕA : ϕB)Γ prB −
∑

B∈Nqs

Krs
AB qsB. (5.25)

5.2.1 Matriz Local e Força Local

Considere a discretização do domı́nio em elementos finitos Ωe satisfazendo

Ω =

(
Nel⋃

e=1

Ωe

)◦

e {xe} ∩ Ωk = ∅ se e 6= k.

Para cada elemento finito Ωe temos a função base ϕe
A com suporte compacto em Ωe.

Dessa forma, a matriz global e o vetor força podem ser obtidos em termos locais através
da soma

K =
Nel∑

e=1

Ke e F =
Nel∑

e=1

F e,

onde Ke = [Ke
MN ] e F

e = [F e
M ] são dados por

Ke
MN = δrkδsℓ

∫

Ωe

Cikjℓ
∂ϕA

∂xi

∂ϕB

∂xj
dxe =

∫

Ωe

Cirjs
∂ϕA

∂xi

∂ϕB

∂xj
dxe,

F e
M =

∑

B∈N−Nqs

∫

Ωe

ϕAϕBfB dx+
∑

B∈Nps

∫

Γe
p

ϕAϕBprB dΓ−
∑

B∈Nqs

Ke
MNqsB

e qsB = qs(xB).
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As matrizesKe
MN e F e

M têm ordem Neq×Neq e Neq×1, respectivamente. Do suporte
compacto de ϕA em Ωe, conclui-se que para todo nó global B /∈ Ωe os elementos da
matriz e do vetor força são nulos. Por exemplo, considere um elemento com os seguintes
nós globais:

61 62

e

8 9

onde A = {8, 9, 61, 62}.
Como vimos anteriormente, o número de equações no caso vetorial é dado por

eqn[i, A]. Considere a seguinte tabela relacionando o número da equação com as com-
ponentes do nó global.

i\A 8 9 61 62

1 5 7 47 49
2 6 8 48 50

Para este elemento e, os nós globais na direção horizontal i = 1 e na direção vertical
i = 2 não estão prescritos, somente os coeficientes de Ke

MN e F e
M , para M,N =

{5, 6, 7, 8, 47, 48, 49, 50}, são não necessariamente nulos. Assim, no lugar de armazenar
a matriz Ke

MN e F e
M de ordem Neq × Neq e Neq × 1 é conveniente armazenar apenas

uma submatriz que denotaremos por Ke
mn de ordem 8×8 e F e

m de ordem 8×1. Observe
que no caso escalar bidimensional do caṕıtulo anterior, a matriz Ke

MN e o vetor F e
M

são de ordem 4× 4 e 4× 1, respectivamente.

A matriz Ke
mn e o vetor força F e

m serão chamados de matriz local e força local para
os quais são introduzidos os nós locais a associados aos nós globais A. Observe que
os nós locais do elemento e no caso vetorial são definidos de forma análoga ao caso
escalar, ou seja, se Ωe é um retângulo, os quatro vértices do retângulo são os nós locais
a = 1, 2, 3, 4 para o elemento e, enumerados no sentido anti-horário. A associação entre
o nó local e o nó global é dada por A = NoLG(e, a).

Para cada nó local a, define-se a função de interpolação local satisfazendo a condi-
ção:

ϕe
a(b) =

{
1 se a = b,
0 se a 6= b.

Utilizaremos, em particular, a função ϕe
a(x, y) como um polinômio interpolante linear

definida em (4.31).

Com a introdução da função de interpolação local ϕe
a podemos então definir a matriz
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local e o vetor força local por

Ke
mn =

∫

Ωe

Cirjs
∂ϕe

a

∂xi

∂ϕe
b

∂xj
dxe (5.26)

F e
m =

4∑

b=1

∫

Ωe

ϕe
aϕ

e
bfrb dΩe +

4∑

b=1

∫

Γe
p

ϕe
aϕ

e
bprb dΓ−

4∑

b=1

Ke
mn qsb (5.27)

onde 1 ≤ m,n ≤ 8 são os coeficientes da matriz local Ke e 1 ≤ a, b ≤ 4 são os nós
locais do elemento e. Os coeficientes da matriz local são dados por

(m,n) = (2(a− 1) + r, 2(b− 1) + s) , (5.28)

onde r e s são as componentes horizontal e vertical, ou seja, 1 ≤ r, s ≤ 2.

Mais explicitamente, variando os nós locais a, b e variando as componentes r e s
obtém-se os 64 coeficientes da matriz Ke

mn. Por exemplo, se (a, b) = (1, 2), variando r
e s entre 1 e 2, obtém-se os coeficientes {Ke

13 , K
e
23 , K

e
14 , K

e
24}. De forma análoga,

para (a, b) = (2, 4) temos {Ke
37 , K

e
38 , K

e
47 , K

e
48}.

Um outro procedimento fundamental é a forma como os coeficientes Ke
mn da ma-

triz local são alocados na matriz global K = [KMN ], quando variamos o elemento
e = 1, 2, · · · , Nel, ou seja, como os coeficientes da matriz local contribuem para os
coeficientes da matriz global. Para isso, considere

P = eqn[i, A], 1 ≤ i ≤ 2, A ∈ N −Nqi,

onde P é o número da equação, i.e.,

P = eqn[i, NoLG(a, e)].

Como os coeficientes da matriz local Ke
mn estão associados aos nós locais pela relação

(5.28), podemos associar para cada elemento e, os coeficientes da matriz global KMN

com os coeficientes Ke
mn e analogamente para FM .

Por exemplo, considere o elemento e que tem como nós globais A = {8, 9, 61, 62} e
o número de equações é dado pela tabela anterior. Para o elemento e fixo tem-se

NoLG(1, e) = 8,
NoLG(2, e) = 9,
NoLG(3, e) = 61,
NoLG(4, e) = 62.

Localmente temos a matriz Ke
mn de ordem 8× 8.
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Então a contribuição da matriz local na matriz global é dada por

K55 ← K55 +Ke
11,

K56 ← K56 +Ke
12,

K57 ← K57 +Ke
13,

K58 ← K58 +Ke
14,

K5,47 ← K5,47 +Ke
15,

...
...

...

K5,50 ← K5,50 +Ke
18,

K6,6 ← K6,6 +Ke
22,

K6,7 ← K6,7 +Ke
2,3,

...
...

...

K6,50 ← K6,50 +Ke
28,

...
...

...
K49,49 ← K49,49 +Ke

77,
K49,50 ← K49,50 +Ke

78,
K50,50 ← K50,50 +Ke

88.

e mais os elementos simétricos da matriz.

Variando e = 1, 2, · · · , Nel, obtém-se todos os coeficientes KMN da matriz global
K, onde

M = eqn[i, NoLG(a, e)].

De forma análoga para a Força Global F ,

F5 ← F5 + F e
1 ,

F6 ← F6 + F e
2 ,

...
...

...
F50 ← F50 + F e

8 .

• Cálculo de Matriz Local

Para calcular a matriz local utilizaremos o mesmo procedimento do caṕıtulo ante-
rior, isto é, fazemos a transformação isoparamétrica entre o elemento finito Ωe para o
quadrado biunitário Ωb e então utilizamos as funções base ϕe

a definidas em (4.32) por

ϕa(ξ, η) =
1

4
(1 + ξaξ)(1 + ηaη), a = 1, 2, 3, 4. (5.29)

Entaão, o gradiente é dado por

∇ϕa(ξ, η) =
1

4
(ξa(1 + ηaη), ηa(1 + ξaξ)) ,
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onde (ξ, η) ∈ Ωb. Para a = 1, 2, 3, 4 tem-se, respectivamente,

(ξa, ηa) = (−1,−1), (1,−1), (1, 1), (−1, 1).

Utilizando a forma componente, temos

∂ϕa

∂xk
=
∂ϕa

∂ξi

∂ξi
∂xk

.

Substituindo na matriz local (5.26), obtemos

Ke
mn =

∫

Ωe

Cirjs
∂ϕe

a

∂ξk

∂ξk
∂xi

∂ϕe
b

∂ξℓ

∂ξℓ
∂xj

dxe = Ce
irjs

∫

Ωb

[
∂ϕe

a

∂ξk

∂ξk
∂xi

∂ϕe
b

∂ξℓ

∂ξℓ
∂xj

]
|J | dxb,

onde estamos assumindo que o coeficiente de elasticidade Cikjℓ é constante sobre cada
elemento e, com J denotando o Jacobiano da transformação entre os domı́nios Ωe e Ωb,
definido por

J = det




∂x1
∂ξ1

∂x1
∂ξ2

∂x2
∂ξ1

∂x2
∂ξ2


 .

Assim, considerando os coeficientes

Q̂e
abij =

∫

Ωb

∂ϕe
a

∂ξk

∂ϕe
b

∂ξℓ

∂ξk
∂xi

∂ξℓ
∂xj

dxb (5.30)

e o Jacobiano constante para cada elemento Ωe, podemos escrever os coeficientes da
matriz local na forma

Ke
mn = |Je| Ce

irjsQ̂
e
abij .

Em particular, se Ωe é um retângulo, obtemos

∂ξi
∂xk

=

{
2

∆xi
se i = k,

0 se i 6= k.

Substituindo em (5.31), obtemos

Q̂e
abij =

4

∆xi∆xj
Qe

abij ,

onde ∆xi = xi − xi−1 e

Qe
abij =

∫

Ωb

∂ϕe
a

∂ξk

∂ϕe
b

∂ξℓ
dxb. (5.32)
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Além disso, o Jacobiano da transformação é dado por

Je =
1

4
∆xe∆ye, (5.33)

onde ∆xe = (xe2 − xe1) e ∆ye = (ye2 − ye1). Assim, a matriz local pode ser calculada por

Ke
mn = |Je|Ce

irjs

4

|Deltaxi∆xj
Qe

abij . (5.34)

Observe que os únicos termos dependentes do elemento e são o Jacobiano e o coefi-
ciente de elasticidade Cikjℓ, onde em (5.34) estamos omitindo o somatório dos ı́ndices
1 ≤ i, j, k, l; r, s ≤ 2 e 1 ≤ a, b ≤ 4.

A matriz local dada acima é similar a matriz local dada em (4.44) e está definida na
subrotina LocalSystem, onde a integral (5.32) foi calculada pela quadratura Gaussiana.

• Cálculo da Força Local F e
m

Podemos verificar de (5.27) que a força local é dada por

F e
m = f e

m + pem − qem, para m = 2(a− 1) + r, (5.35)

onde

f e
m =

4∑

b=1

∫

Ωe

(ϕe
aϕ

e
b)f

e
br dΩe,

pem =

4∑

b=1

∫

Γe
p

(ϕe
aϕ

e
b)p

e
br dΓ,

qem =

4∑

b=1

Ke
mn q

e
br.

As igualdades acima são válidas para todo nó local b ∈ Ωe, cujo correspondente
nó global B = NoLG(e, b) satisfaça as respectivas condições B ∈ N − Nqi, B ∈ Npi e
B ∈ Nqi.

• Cálculo de f e
m

O cálculo é análogo ao caso escalar feito em (4.59). Assim, usando o mesmo proce-
dimento, obtém-se

f e
m =

4∑

b=1

∫

Ωe

ϕe
aϕ

e
bf

e
br dx = Je

4∑

b=1

f e
br

∫

Ωb

ϕe
aϕ

e
b dx = Je

e∑

b=1

f e
br Qab, (5.36)
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onde f e
br = f(xebr) = fr(x

e
b) = fr(B), B = NoLG(e, b), r = 1, 2, com m = 2(b− 1) + r e

Qab =

∫

Ωb

ϕe
aϕ

e
b dx.

Observe que a matrix Qab, calculada em (4.51), é independente do elemento e.

A t́ıtulo de exemplo, consideremos a seguinte malha:

♠ ♠ ♠

♠ ♠ ♠

♠ ♠ ♠1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Γq1 = {1, 2, 5, 8, 13, 16}, Γq2 = {2, 3, 4, 8, 13, 16},
Γp1 = {3, 4, 9, 12, 14, 15}, Γp2 = {1, 5, 9, 12, 14, 15},

onde Γqi é o conjunto dos nós globais nos quais ui está prescrita e Γpi é o conjunto
dos nós globais nos quais a derivada normal de ui está prescrita. Note que deve ser
satisfeita a seguinte relação: Γ = Γp1 ∪ Γq1 e Γ = Γp2 ∪ Γq2.

• Número de Equações: eqn[i, A]

i\A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 0 0 2 3 0 5 7 0 9 11 13 15 0 17 19 0
2 1 0 0 0 4 6 8 0 10 12 14 16 0 18 20 0

Assim, temos Neq = 20 e a matriz global K = [KMN ] é de ordem 20× 20.

Por outro lado, para cada nó global A, existe um nó local a dado pela relação
A = NoLG(e, a), de modo que o número de equações locais m é dado pela relação
m = 2(a− 1) + r, r = 1, 2, a = 1, 2, 3, 4.

Definimos em (5.35) que a força local é calculada por

F e
m = f e

m + pem − qem.
Vamos então determinar F e

m para cada e = 1, 2, . . . , 9, localmente.
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(1) Se e = 5, os nós locais {1, 2, 3, 4} estão associados aos nós globais {6, 7, 11, 10}
através da relação A = NoLG(e, a) = NoLG(5, a). Para este elemento, não existe
nó global A ∈ Γpi ou A ∈ Γqi. Assim,

F 5
m = f 5

m se m = 1, 2, . . . , 8,

pois p5m = q5m = 0.

(2) Se e = 8, temos a associação {1, 2, 3, 4} com {10, 11, 15, 14}, onde A = 14, 15 ∈
Γp1∩Γp2. Então (r, 4) e (r, 3) ∈ Γp1∩Γp2. Assim, para as equaçõesm = {5, 6, 7, 8},
temos

F 8
m = f 8

m se m = 1, 2, 3, 4,
F 8
m = f 8

m + p8m se m = 5, 6, 7, 8,

pois (r, 1) e (r, 2) /∈ Γpr ∪ Γqr.

(3) Se e = 2, então {1, 2, 3, 4} está associado com {2, 3, 7, 6} onde 2 ∈ Γq1 ∩ Γq2 e
3 ∈ Γq2. Para r = 1, 2 e a = 1 temos

(r, NoLG(e, a1)) ∈ Γq1 ∩ Γq2 e (2, NoLG(2, 2)) ∈ Γq2.

Como qebr = qr(x
e
b), onde x

e
b são os nós prescritos, tem-se

F 2
1 = f 2

1 − q21,
F 2
2 = f 2

2 − q22,
F 2
3 = f 2

3 ,
F 2
4 = f 2

4 − q24,
F 2
m = f 2

m, se m = 5, 6, 7, 8.

Observe que sendo 3 /∈ Γq1, então q1(x
3
2) = 0. Analogamente, os nós globais

6, 7 /∈ Γq1 ∪ Γq2 ⇒ qr(x
3
b) = 0. Como A = NoLG(2, a) /∈ Γp1

⋃
Γp2 ⇒ pr(x

3
b) = 0.

(4) Seja e = 6. Neste caso, os componentes locais prescritos são

8 = NoLG(6, 2) ∈ Γq1,

8 = NoLG(6, 2) ∈ Γq2,

12 = NoLG(6, 3) ∈ Γp1,

12 = NoLG(6, 3) ∈ Γp2.

Assim a contribuição desse elemento é dado por

F 6
m = f 6

m se m = 1, 2, 7, 8,
F 6
m = f 6

m − q6m se m = 3, 4,
F 6
m = f 6

m + p6m se m = 5, 6.
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(5) De forma análoga temos para e = 1

F 1
m = f 1

m − q1m sem = 1, 3, 4, 7,
F 1
m = f 1

m sem = 2, 5, 6,
F 1
m = f 1

m − p1m sem = 8.

Se e = 3
F 3
m = f 3

m sem = 1, 7, 8,
F 3
m = f 3

m − q3m sem = 2, 4, 5, 6,
F 3
m = f 3

m + p3m sem = 3.

Se e = 4
F 4
m = f 4

m sem = 3, 4, 5, 6,
F 4
m = f 4

m − q4m sem = 1,
F 4
m = f 4

m + p4m sem = 2, 7, 8.

Se e = 7
F 7
m = f 7

m sem = 3, 4,
F 7
m = f 7

m − q7m sem = 7, 8,
F 7
m = f 7

m + p7m sem = 1, 2, 5, 6.

Se e = 9
F 9
m = f 9

m sem = 1, 2,
F 9
m = f 9

m − q9m sem = 5, 6,
F 9
m = f 9

m + p9m sem = 3, 4, 7, 8.

• Cálculo de qem

Por definição, temos

qem =

4∑

b=1

Ke
mn q

e
br.

Consideremos então B = NoLG(e, b). Se B ∈ Γqr, então ur(B) = qr(B) = qr(x
e
b) = qebr.

Se B /∈ Γqr, então ur(B) não está prescrita, ou seja, qebr = 0.

Este procedimento é encontrado na subrotina CondFront, onde os nós B ∈ Γqr são
denominados do tipo 1.

• Cálculo de pem

pem =

4∑

b=1

∫

Γe
pr

(ϕe
aϕ

e
b)p

e
br dΓ =

4∑

b=1

Mabp
e
br (5.37)

onde pebr = pr(x
e
b) = per = pr(B) e a matriz Mab é a mesma definida em (4.61).

Queremos identificar todos os nós globais A ∈ Γp para os quais o tensor de tensão
σrj na direção da normal exterior nj é conhecido. O procedimento é análogo para o
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caso escalar do caṕıtulo anterior, com cada componente r = 1 ou r = 2 fixada. Assim,
para r = 1, 2 tem-se

σ1jnj = p1 emΓp1

σ2jnj = p2 emΓp2

Os nós A ∈ Γpr são identificados pela subrotina CondFront, ou seja, o tensor está
definido nas direções x e y respectivamente. Assim, para cada componente, utilizam-se
as matrizes definidas em (4.63) e (4.64), i.e.,

Mab =

{
1
3
∆xe se a = b,

1
6
∆xe se a 6= b,

(5.38)

ou

Mab =

{
1
3
∆ye se a = b,

1
6
∆ye se a 6= b.

(5.39)

Para exemplificar, considere a malha na página 176. Assim,

1. Para o elemento e = 3, temos os nós globais {3, 4, 7, 8}. O único nó global
em Γp é o nó A = 4 = NoLG(e, a) = NoLG(3, 2). Para este nó, está definido o
valor de p(xea). Mais especificamente, como A = 4 ∈ Γp1, então p1(x

3
2) = p312.

Para todos os outros nós do elemento e = 3, tem-se pr(x
3
a) = 0. Dado que

m = 2(a− 1) + r, a única equação a assumir um valor não necessariamente nulo
é m = 3(a = 2, r = 1). Como

pem =

4∑

b=1

Mabp
e
br,

segue que

p33 =M22p
3
21.

Dependendo do tipo do nó global A = 4, temos

M22 =
∆ye

3
ou M22 =

∆xe

3
.

2. De forma análoga, para o elemento e = 1, temos como único nó prescrito o nó
A = 5 ∈ Γp2, ou seja, r = 2. Sendo 5 = NoLG(1, 4), apenas o valor de p142 está
definido, para os demais valores, p1br = 0. Logo, para r = 2 e a = 4, temos m = 8
e

p18 =M44p
1
42.
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3. Considere o elemento e = 7. Os nós A = 9 e A = 12 estão prescritos em Γp1 e Γp2,
ou seja, (r, 9) e (r, 12) estão prescritos para r = 1 e r = 2. Como 9 = NoLG(7, 1)
e 12 = NoLG(7, 3), então p7br = pr(x

7
b) não é necessariamente nulo para r = 1, 2 e

b = 1, 3. Assim, da relação m = 2(b− 1) + r, somente p7m para m = 1, 2, 5, 6 não
é necessariamente nulo. Assim, temos:

para r = 1 e b = 1, p71 =

4∑

b=1

Mabp1(x
7
b) =M11p1(x

7
1) +M31p1(x

7
1),

para r = 1 e b = 1, p72 =M11p2(x
7
1) +M31p2(x

7
1),

para r = 1 e b = 3, p75 =M13p1(x
7
3) +M33p1(x

7
3),

para r = 2 e b = 3, p76 =M13p2(x
7
3) +M33p2(x

7
3),

onde Mab está definida em (5.39).

4. Os elementos e = 4, 6, 8, 9 também têm nós globais prescritos em Γpr e os cálculos
são semelhantes.

• Valores de fronteira: pem e qem

Os valores, prb e qrb são contribuições de fronteira do tipo Neumann e Dirichlet em
cada componente r = 1, 2. Para identificar os nós globais da fronteira e o tipo de fron-
teira são usadas as subrotinas Fronteira, CondFront. A subrotina Fronteira tem a
função de identificar todos os nós das fronteiras do domı́nio, ou seja {Γ1,Γ2,Γ3,Γ4} e
a expressão Nbn[i] quantifica o número de nós de cada fronteira Γi.

Uma vez identificados todos os nós da fronteira, a subrotina CondFront classifica
as componentes horizontais e verticais de cada nó, como sendo do tipo Neumann ou
Dirichlet, a partir da interferência do operador do programa nessa subrotina. Assim,
por exemplo, se na fronteira Γj as componentes vertical e horizontal são do tipo de
Neumann, a derivada da solução na variável x ou y é prescrita, ou seja,

∂u

∂x
(r, A) = ux(r, A) ou

∂u

∂y
(r, A) = uy(r, A).

onde r = 0 indica a direção horizontal e r = 1 a vertical e A ∈ Npi um nó global da
fronteira. Caso seja conhecido o valor ux(r, A), basta colocar na subrotina CondFront

o que segue:
Bv[j][i][r] = ux(r, A), r = 0, 1.

onde j corresponde à fronteira Γj e i corresponde aos nós indexados da fronteira.

Por outro lado, se A ∈ Nqi é um nó global da fronteira do tipo Dirichlet, ou seja
u(r, A) é conhecida para r = 0, 1, então o procedimento para inserir essa condição na
subrotina CondFront é dado por:

typ[A][r] = 1, u[A][r] = ur(A).
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Quando uma componente tem um valor prescrito e outra tem a outra derivada pres-
crita, basta concatenar as inserções acima. Por exemplo, se temos conhecido ux(0, A)
na direção horizontal e u(1, A) na direção vertical, o procedimento pode ser feito por

Bv[j][i][0] = ux(0, A),

typ[A][1] = 1, u[A][1] = u1(A).

Sabemos que quando a componente do nó é do tipo 1, então a solução é prescrita
e não gera equação no sistema linear.

• Contribuição da Fronteira de Neumann: TractionBoundary

Como anteriormente, a subroutina TractionBoundary tem a função de inserir apro-
priadamente a contribuição dos valores de fronteira de Neumann na força, usando as
matrizes definidas em (4.63) e (4.64), ou seja calcular o valor de pea em Γ1, Γ2, Γ3, Γ4,
quando essas fronteiras são do tipo Neumann.

5.2.2 Construção da Matriz Global

Por definição a matriz global é obtida por

K =

Neℓ∑

e=1

Ke.

A ordem da matriz K é Neq × Neq. Cada matriz local Ke tem ordem 8 × 8 e a
forma de alocação de cada uma das matrizes Ke, para e = 1, 2, · · · , Nel, é um processo
fundamental do método de elementos finitos. A forma de contribuição é dada nas
seguintes etapas:

(1) Identificação entre os nós locais e os nós globais dada por

A = NoLG(e, a).

(2) Identificação entre o nó global e a sua correspondente equação do sistema dado
por

P = eqn[i, A] i = 1, 2.

Tomando como exemplo a malha da página 176, vemos que os nós globais na pri-
meira etapa são dados na Tabela 5.1 abaixo e, para a segunda etapa, temos a Tabela 5.2,
que mostra a relação entre os nós globais A e o número de equações.
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a\e 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 2 3 5 6 7 9 10 11
2 2 3 4 6 7 8 10 11 12
3 6 7 8 10 11 12 14 15 16
4 5 6 7 9 10 11 13 14 15

Tabela 5.1: A = NoLG(e, a)

i\A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 0 0 2 3 0 5 7 0 9 11 13 15 0 17 19 0
2 1 0 0 0 4 6 8 0 10 12 14 16 0 18 20 0

Tabela 5.2: P = eqn[i, A]

Assim, para os 15 nós globais, temos 20 equações e portanto a matriz global tem
ordem 20× 20. Consideremos agora a contribuição de cada nó global A para os coefi-
cientes da matriz global K em ordem crescente, onde aplicamos a relação

j = eqn[i, A] = eqn[i, NoLG(e, a)]. (5.40)

Se j = 0, (i, A) não gera equação e portanto não contribui para os coeficientes da
matriz K. Se j 6= 0, (i, A) gera a j-ésima equação e portanto, contribui para j-ésima
linha da matriz global K, onde j ≤ M . Relembremos que os coeficientes da matriz
local Ke

mn satisfazem a relação

m = 2(a− 1) + i, a, b = 1, 2, 3, 4,
n = 2(b− 1) + i, i = 1, 2.

(5.41)

Temos então,

1. e = 1: Os nós globais desse elemento são A = 1, 2, 6, 5. Observando a Tabela 5.2
e a relação (5.41) vemos que os coeficientes Ke

mn da matriz local não são neces-
sariamente nulos. Mais precisamente, os elementos

{K1
22, K

1
25, K

1
26, K

1
28, K

1
55, K

1
56, K

1
58, K

1
66, K

1
68, K

1
88}

e também os respectivos simétricos.

A alocação destes coeficientes nos coeficientes da matriz global é dada por

K11+ K14+ K15+ K16+ K44+ K45+ K46+ K55+ K56+ K66+

K1
22 K1

28 K1
25 K1

26 K1
88 K1

85 K1
86 K1

55 K1
56 K1

66
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onde em cada coluna o segundo membro representa a contribuição local para o
coeficiente global do primeiro membro. Por exemplo, na primeira coluna, temos

K11 ← K11 +K1
22.

Todos os outros coeficientes da matriz global não recebem contribuição do ele-
mento e = 1.

2. e = 2: Neste caso os nós globais são: A = {2, 3, 7, 6}. Observando a Tabela 5.2
e a relação (5.41) conclúımos que os coeficientes da matriz local que contribuem
para a matriz global são





K2
33, K

2
35, K

2
36, K

2
37, K

2
38, K

2
55, K

2
56, K

2
57, K

2
58,

K2
66, K

2
67, K

2
68, K

2
77, K

2
78, K

2
88, + simétricos.

Dessa forma temos

K22+ K25+ K26+ K27+ K28+ K55+ K56+ K57+

K2
33 K2

37 K2
38 K2

35 K2
36 K2

77 K2
78 K2

75

K58+ K66+ K67+ K68+ K77+ K78+ K88+

K2
76 K2

88 K2
85 K2

86 K2
55 K2

56 K2
66

Fazendo e = 3, 4, · · · , 9 de forma análoga obtém-se a matriz global KMN do sistema
linear, onde M e N são os números de equações correspondentes aos nós globais (i, A).
A matriz global K para este exemplo, de ordem (20×20), está representada na Fig. 5.1
abaixo, onde omitimos os coeficientes simétricos e denotamos por ∗ os coeficiente não
necessariamente nulos.

5.2.3 • Construção da Força Global

A força global é definida por

F =

Neℓ∑

e=1

F e
m ,

onde F = [FM ] com M = 1, 2, · · · , Neq.
Usando novamente a malha anterior, analisaremos a contribuição da força local F e

m

para a força global FM . A força local é dada por

F e
m = f e

m + pem − qem , m = 2(a− 1) + r , r = 1, 2 a = 1, 2, 3, 4

Para e = 1, 2, 3, · · · , 9 os valores de F e
m foram calculados anteriormente. Então, a

forma de alocação das forças locais para a força global, onde apenas estão listadas as
componentes que recebem contribuição do elemento especificado, é dada por
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


∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0 0
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0
∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 0 0 ∗ ∗
∗ 0 0 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗




Figura 5.1: Matriz K

1. e = 1: Usando as Tabelas 5.1, 5.2 e a relação (5.40) tem-se

F1 ← F1 + F 1
2 ,

F4 ← F4 + F 1
8 ,

F5 ← F5 + F 1
5 ,

F6 ← F6 + F 1
6 .

2. e = 2:

F2 ← F2 + F 2
3 ,

F5 ← F5 + F 2
7 ,

F6 ← F6 + F 2
8 ,

F7 ← F7 + F 2
5 ,

F8 ← F8 + F 2
6 .

3. e = 5: Temos os nós globais A = 6, 7, 11, 10 associados aos nós locais a = 1, 2, 3, 4.
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Usando a Tabela 5.2 e a relação (5.40) temos respectivamente a força dada por

F5 ← F5 + F 5
1 ,

F6 ← F6 + F 5
2 ,

F7 ← F7 + F 5
3 ,

F8 ← F8 + F 5
4 ,

F13 ← F13 + F 5
5 ,

F14 ← F14 + F 5
6 ,

F11 ← F11 + F 5
7 ,

F12 ← F12 + F 5
8 .

De forma análoga pode-se calcular toda a contribuição para a força global dos
elementos e da malha.

Os procedimentos da matriz global e a da Força Global estão na subrotina do
programa GlobalSystem.

5.3 Sistema Linear

Na resolução do sistema global Kd = F , utilizaremos o algoritmo de Crout [9].
Basicamente, a única diferença é o tamanho da matriz, visto que, neste caso, a função
vetorial u = (u1, u2) tem as componentes horizontais e verticais. A partir da solução
do sistema linear, obtemos d = (d1, . . . , dN), onde N = eqn(j, B), j = 1, 2, B =
1, 2, . . .Neq, obtemos a solução uj(B), pois

uj(xB) =
∑

B∈N−Nqj

djBϕB(xB) = djB.

O procedimento da resolução do sistema linear é encontrado na subrotina Solver.

Sejam uh(x) a solução numérica e u(x) a solução exata. Determinamos os erros
nas norma L2(Ω) e na seminorma H1(Ω), defiidos por

‖E‖0 = ‖u− uh‖0, ‖E‖1 = ‖∇u−∇uh‖0 (5.42)

e os percentuais de erro

E0% =
‖E‖0
‖u‖0

× 100, E1% =
‖E‖1
‖∇u‖0

× 100. (5.43)
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5.4 Exemplos Numéricos

Os elementos Ke
mn da matriz local são definidos por

Ke
mn = δrkδsℓ

4

∆ξi∆ξj
JeCe

ikjℓQabij , (5.44)

onde

Qabij =

∫

Ωb

∂ϕa

∂ξi

∂ϕb

∂ξj
dx,

∆ξ1 = ξ2 − ξ1 = 2,

∆ξ2 = η2 − η1 = 2.

O único termo a ser definido em (5.44) é o coeficiente de elasticidade {Cikjℓ}, que
depende da posição. Como 1 ≤ i, k, j ≤ ℓ ≤ 2, devemos conhecer os 16 coeficientes.

Como exemplo numérico, vamos considerar o corpo isotrópico, onde o coeficiente
de elasticidade pode ser escrito por

Cijkℓ(x) = µ(x)(δikδjℓ + δiℓδjk) + λ(x)δijδkℓ, (5.45)

sendo µ e λ os parâmetros de Lamé. Os coeficientes não necessariamente nulos são

C1111 = C2222 = λ+ 2µ,

C1122 = C2211 = λ,

C1212 = C1221 = C2112 = C2121 = µ.

(5.46)

Supondo o corpo homogêneo, Cijkℓ não depende de x e podemos definir os coefici-
entes na forma
{
C1111, C1112, C1121, C1122, C1211, C1212, C1221, C1222,
C2111, C2112, C2121, C2122, C2211, C2212, C2221, C2222

}
=

{
λ+ 2µ, 0, 0, λ, 0, µ, µ, 0,
0, µ, µ, 0, λ, 0, 0, λ+ 2µ

}

Nessas condições, o problema geral de elasticidade linear

− ∂

∂xj

(
Cijkℓ

∂uk
∂xℓ

)
= fi

toma a forma

−(λ+ µ)

(
∂2u1
∂x∂y

+
∂2u2
∂y2

)
− µ

(
∂2u2
∂x2

+
∂2u2
∂y2

}
= f2, (5.47)

ou, mais sucintamente,
−(λ+ µ)∇(div u)− µ∆u = f,

onde u = (u1, u2) e f = (f1, f2).
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5.4.1 Exemplo 1: Condições de Fronteira do tipo Dirichlet

Consideremos µ = 1 e λ = 1.5 e as componentes horizontal e vertical da força dadas
por

(f1, f2) = 2(cos(πx) cos(πy), sen(πx) sen(πy)). (5.48)

Para o domı́nio D := {(x, y) ; 0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ x ≤ 1}, definimos as seguintes
condições de fronteira em D:

u(x, 0) =
1

π2
(cos(πx), 0) ∈ Γ1, u(x, 2) =

1

π2
(cos(πx), 0) ∈ Γ3,

u(0, y) =
1

π2
(cos(πy), 0) ∈ Γ4, u(1, y) =

1

π2
(− cos(πy), 0) ∈ Γ2.

(5.49)

A solução exata do problema (5.47) com essas condições de fronteira é

u = (u1, u2) =
1

π2
(cos(πx) cos(πy), sen(πx) sen(πy)). (5.50)

O procedimento para a determinação da solução numérica é o mesmo feito no
caṕıtulo anterior. A construção da malha e a entrada de dados são similares, exceto
nas condições de fronteira, que são definidas para as componentes vertical e horizontal,
ou seja, definindo a divisão horizontal dx por 1/Nelx e a divisão vertical dy por 2/Nely.

O número total de nós globais é Nno = (Nelx+1)(Nely+1), o número total de nós
globais nas fronteiras Γj , j = 1, 2, 3, 4 é dada pelo número Nbn[j] e as fronteiras são
representadas por bdy[j] dentro da subrotina CondFront. A inserção dos valores de
fronteira do tipo Dirichlet (5.49) em cada componente do exemplo é feita da seguinte
forma (devido à restrição da linguagem C, a componente horizontal é representada no
programa por r = 0 e vertical r = 1):

Γ1 =





n = bdy[1][i], p = NoPos(n),
typ[n][0] = 0, u[n][0] = cos(π ∗ x[p.v[0]])/(π2),
typ[n][1] = 1, u[n][1] = 0,

Γ2 =





n = bdy[2][i], p = NoPos(n),
typ[n][0] = 0, u[n][0] = −c cos(π ∗ y[p.v[1]])/(π2),
typ[n][1] = 1, u[n][1] = 0,

Γ3 =





n = bdy[3][i], p = NoPos(n),
typ[n][0] = 0, u[n][0] = cos(π ∗ x[p.v[0]])/(π2),
typ[n][1] = 1, u[n][1] = 0,

Γ4 =





n = bdy[4][i], p = NoPos(n),
typ[n][0] = 0, u[n][0] = cos(π ∗ y[p.v[1]])/(π2),
typ[n][1] = 1, u[n][1] = 0.
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Γ1 : Para n = 1, 2, . . . , Nelx + 1 e r = 0, 1,

typ[n][r] = 1, u[n][r] =
1

π2
(cos(πx), 0).

Γ3 : Para n = Nno− Nelx, . . . , Nno e r = 0, 1,

typ[n][r] = 1, u[n][r] =
1

π2
(cos(πx), 0).

Em Γ1 e Γ3 estamos identificando os nós da fronteira para y = 0 e y = 2,
respectivamente, que são nós prescritos nas duas componentes.

Γ2 : Para n = Nelx + 1, . . . , Nno com incremento de Nelx + 1 e r = 0, 1,

typ[n][r] = 1, u[n][r] =
1

π2
(− cos(πy), 0).

Γ4 : Para n = 1, . . . , Nno− Nelx com incremento de Nelx + 1 e r = 0, 1

typ[n][r] = 1, u[n][r] =
1

π2
(cos(πy), 0).

Em Γ4 e Γ2 estamos identificando respectivamente os nós prescritos na fronteira
para x = 0 e x = 1. Por u[n][r] estamos denotando o valor prescrito na componente r
do nó global n.

A matrix global K, constrúıda a partir da matriz local, é de ordem Neq × Neq e a
força local F e

m é definida por

F e
m = f e

m + pem − qem.

Como a fronteira é do tipo Dirichlet, pem = 0. Assim,

F e
m = f e

m − qem.

Na tabela que mostraremos a seguir para a malha 40 × 80, temos 3.321 nós, 3.200
elementos e 6.162 equações, ou seja, {Nno = 3.321, Nel = 3.200, Neq = 6.162}. Dessa
forma a matriz global é de ordem 6.162× 6.162.

5.4.2 Exemplo 2: Condições de Fronteira do tipo Neumann

Consideremos µ = 1, λ = 1.5 e a força dada por

f1(x, y) = f2(x, y) = 4.5 sen(πx) sen(πy)− 2.5 cos(πx) cos(πy),
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o domı́nio

D = {(x, y) , 0 ≤ y ≤ 1 , 0 ≤ x ≤ 1}
e as condições de fronteira do tipo Neumann

σijnj = Cijkℓ
∂uk
∂xℓ

nj = pi,

com

(p1(x, 0), p2(x, 0) = (p1(x, 1), p2(x, 1)) = −
1

π
sen(πx) (1, 3.5),

(p1(0, y), p2(0, y) = (p1(1, y), p2(1, y)) = −
1

π
sen(πy) (3.5, 1),

(5.51)

o que fisicamente significa que a tração pi é prescrita na fronteira.

A solução exata nestas condições é dada por

u1(x, y) = u2(x, y) =
1

π2
sen(πx) sen(πy). (5.52)

A matriz local Ke
mn é a mesma do Exemplo 1, mas a matriz global K é de ordem

Neq×Neq, onde Neq é o número de equações que dependerá da escolha do procedimento
descrito na seção unicidade do problema de Neumann.

Para inserir os dados da fronteira de Neumann (5.51) do exemplo na subrotina
CondFront, o procedimento é o dado a seguir:

Γ1 =





n = bdy[1][i], p = NoPos(n),
Bv[1][i][0] = − sen(π ∗ x[p.v[0]])/π,
Bv[1][i][1] = −3.5 ∗ sen(π ∗ x[p.v[0]])/π,

Γ2 =





n = bdy[2][i], p = NoPos(n),
Bv[2][i][0] = −3.5 ∗ sen(π ∗ y[p.v[1]])/π,
Bv[2][i][1] = − sen(π ∗ y[p.v[1]])/π,

Γ3 =





n = bdy[3][i], p = NoPos(n),
Bv[3][i][0] = − sen(π ∗ x[p.v[0]])/π,
Bv[3][i][1] = −3.5 ∗ sen(π ∗ x[p.v[0]])/π,

Γ4 =





n = bdy[4][i], p = NoPos(n),
Bv[4][i][0] = −3.5 ∗ sen(π ∗ y[p.v[1]])/π,
Bv[4][i][1] = − sen(π ∗ y[p.v[1]])/π.

De forma similar ao problema do calor, o problema com dados na fronteira do tipo
Neumann não tem solução única devido aos movimentos de rotação e translação. Dessa
forma, na próxima seção, descrevemos três procedimentos para obter a unicidade de
solução e serão mostrados os erros absolutos e relativos para um dos procedimentos.
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No procedimento 1 escolhemos dentro da subroutina Restriction a solução cujo
deslocamento e momento de deslocamento médios são nulos.

No procedimento 2 fixamos três componentes (duas verticais e uma horizontal) no
final da subroutina CondFront, forçando a solução a passar pela origem, ou seja, no
exemplo 2 estamos fixando, para o nó global A = 1, as duas componentes horizontal
e vertical e para o último nó (escolha arbitrária) do eixo x, A = Nelx + 1 estamos
fixando a componente vertical, da seguinte forma:

typ[1][0] = 1, u[1][0] = 0, (comp. horiz.do nó global A=1),
typ[1][1] = 1, u[1][1] = 0, (comp. vert. do nó global A=1),
typ[Nelx + 1][1] = 1, u[Nelx + 1][1] = 0, (comp. vert. do nó global A=Nelx+1).

No procedimento 3 fixamos inicialmente apenas duas componentes verticais da se-
guinte forma:

typ[1][1] = 1, u[1][1] = 0, (comp. horiz. do nó global A=1),
typ[Nelx + 1][1] = 1, u[Nelx + 1][1] = 0, (comp. vert. do nó global A=Nelx+1).

Nesse caso, obtemos uma infinidade de soluções, que se diferenciam apenas na translação
em relação ao eixo-x. Depois, podemos fixar uma delas dentro da subroutina GlobalSystem
(como, por exemplo, aquela que passa pela origem) da seguinte forma:

u[n][0]− = u[1][0], n = 2, 3, . . . , u[1][0] = 0.

Esses foram os procedimentos e os nós escolhidos no programa, mas evidentemente
existem muitas formas diferentes de obter uma solução.

• Força Local

Em geral, a força local é calculada por:

F e
m = f e

m + pem − qem , m = 2(a− 1) + r , r = 1, 2 a = 1, 2, 3, 4.

Mas nesse caso, qem = 0 para todos os elementos, exceto para os nós fixados A = 1 (nas
duas componentes) e A = Nelx (componente vertical), o que significa que

F 1
1 = f 1

1 − q11 , F 1
2 = f 1

2 − q12,

FNelx−1
4 = fNelx−1

4 − qNelx−1
4 .

Note que para a componente horizontal (r = 1) do nó A = Nelx, temos

FNelx−1
3 = fNelx−1

3 − pNelx−1
3 .
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5.4.3 Exemplo 3: Fronteira mista

Nas mesmas condições do Exemplo 2, onde o domı́nio D é o retângulo [0, 1] ×
[0, 1], consideremos os valores de u nulos, prescritos nos nós da malha pertencentes ao
intervalo com extremidades em y = 0 e y = 1, isto é,

(u1(x, 0), u2(x, 0)) = (u1(x, 1), u2(x, 1)) = (0, 0),

onde (u1(x, 0), u2(x, 0)) ∈ Γ1 e (u1(x, 1), u2(x, 1)) ∈ Γ3.

Para os nós da malha pertencentes ao intervalo com extremidades x = 0 e x = 1, a
tração p é prescrita, ou seja

(p1(0, y), p2(0, y)) = (p1(1, y), p2(1, y)) = −
1

π
(3.5 sen(πy), sen(πy)),

onde (p1(0, y), p2(0, y)) ∈ Γ4 e (p1(1, y), p2(1, y)) ∈ Γ2.

O procedimento para inserir essas condições de fronteira no subrotina CondFront é

Γ1 =





n = bdy[1][i], p = NoPos(n),
typ[n][0] = 0, u[n][0] = 0,
typ[n][1] = 1, u[n][1] = 0,

Γ2 =





n = bdy[2][i], p = NoPos(n),
typ[n][0] = 0, u[n][0] = −3.5 ∗ sen(πy)/π,
typ[n][1] = 1, u[n][1] = − sen(πy)/π,

Γ3 =





n = bdy[3][i], p = NoPos(n),
typ[n][0] = 0, u[n][0] = 0,
typ[n][1] = 1, u[n][1] = 0,

Γ4 =





n = bdy[4][i], p = NoPos(n),
typ[n][0] = 0, u[n][0] = −3.5 ∗ sen(πy)/π,
typ[n][1] = 1, u[n][1] = − sen(πy)/π.

Nesse caso a força definida por

F e
m = f e

m + pem − qem, m = 2(a− 1) + r, r = 1, 2 a = 1, 2, 3, 4

será determinada em Γ2 e Γ4 por,

F e
m = f e

m + pem

e em Γ1 e Γ3 por
F e
m = f e

m + qem.

Usando a força f(x, y) do Exemplo 2, a solução é a mesma do exemplo anterior, isto é,

u1(x, y) = u2(x, y) =
1

π2
sen(πx) sen(πy).

Nesse exemplo, para uma malha 50 × 50, temos {Neq = 4.998, Nno = 2.601, Nel =
2.500}.
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5.4.4 Problema de Neumann: unicidade

Seja ui uma solução do problema e vi definido por

vi = ui +Wijxj + Ci, (5.53)

onde Ci é uma constante de translação e Wij é uma matriz anti-simétrica definida por

[W ] =

[
0 θ
−θ 0

]
.

Verifica-se que vi também é uma solução do problema. Observamos que por hipótese,
na formulação do problema de elasticidade linear, o gradiente do deslocamento é infini-
tesimal e portanto o valor de θ é teoricamente pequeno e consequentemente a matrizW
representa uma rotação infinitesimal de um ângulo θ. Entretanto, matematicamente,
a não-unicidade da solução do problema é válida para qualquer valor de θ. Para obter
a unicidade descrevemos a seguir três procedimentos para o problema 2.

• Procedimento 1

Nesse procedimento vamos impor uma restrição após a resolução do sistema, ou
seja, primeiro obtemos uma solução qualquer, pois a matriz rigidez K é singular e
consequentemente existem infinitas soluções, em seguida, determinamos as rotação e
translação apropriadas para a solução com a referida restrição, como descrito a seguir:

Para assegurar a unicidade de solução podemos determinar a rotação do ângulo θ
e a translação Ci de tal forma que satisfaçam as seguintes relações:
∫

Ω

v1(x, y) dxdy = 0,

∫

Ω

v2(x, y) dxdy = 0,

∫

Ω

(v1(x, y)y − v2(x, y)x) dxdy = 0.

(5.54)
Essas condições representam a escolha, dentre as infinitas soluções do problema, aquela
que tenha o deslocamento médio e momento médio de deslocamento nulos e são equi-
valentes ao sistema linear abaixo.




I2 I0 0
−I1 0 I0
I3 I2 −I1





θ
C1

C2


 = −



b1
b2
b3


 ,

onde

b1 =

∫

Ω

u1(x, y) dxdy, b2 =

∫

Ω

u2(x, y) dxdy, b3 =

∫

Ω

(u1(x, y)y − u2(x, y)x) dxdy,

I0 =

∫

Ω

dxdy, I1 =

∫

Ω

x dxdy, I2 =

∫

Ω

y dxdy, I3 =

∫

Ω

(x2 + y2) dxdy.



193

Resolvendo o sistema obtemos os valores da rotação θ e da translação C1, C2 dados
por 


θ
C1

C2


 =

1

D



−I0I2 I0I1 I20

I0I3 − I21 −I1I2 −I0I2
−I1I2 I0I3 − I22 I0I1





−b1
−b2
−b3


 , (5.55)

onde D = I0(I0I3 − I21 − I22 ).
Entretanto, se a solução exata uexi do problema é conhecida, em geral, ela não

satisfaz as condições de deslocamento e seu momento médio nulos. Então, a fim de
poder comparar a solução numérica com a solução exata, em vez das condições (5.54),
podemos impor condições tais que as duas soluções tenham os mesmos valores médios
de deslocamento e seu momento, ou seja

∫

Ω

v1(x, y) dxdy =

∫

Ω

uex1 (x, y) dxdy,
∫

Ω

v2(x, y) dxdy =

∫

Ω

uex2 (x, y) dxdy,
∫

Ω

(v1(x, y)y − v2(x, y)x) dxdy =
∫

Ω

(uex1 (x, y)y − uex2 (x, y)x) dxdy.

(5.56)

Assim, a partir de uma solução numérica ui, obtemos a solução procurada pela deter-
minação da rotação e translação desejadas para a comparação:



θ
C1

C2


 =

1

D



−I0I2 I0I1 I20

I0I3 − I21 −I1I2 −I0I2
−I1I2 I0I3 − I22 I0I1





e1 − b1
e2 − b2
e3 − b3


 , (5.57)

onde

e1 =

∫

Ω

uex1 (x, y) dxdy, e2 =

∫

Ω

uex2 (x, y) dxdy, e3 =

∫

Ω

(uex1 (x, y)y − uex2 (x, y)x) dxdy.

A solução vi calculada pela equação (5.53) é a solução procurada que satisfaz as
condições (5.56). Porém, na prática, tal solução pode ser insatisfatória, devido ao er-
ros de arredondamento. Neste caso, o procedimento pode ser repetido algumas vezes,
até que os valores das rotação e translação, do sistema (5.57) estejam suficientemente
próximos de zero. Esse procedimento é feito no programa computacional, dentro da
subrotina Restriction, sempre que nenhuma componente é fixada, como indica a
condicional dentro da subrotina GlobalSystem.

Note que o procedimento 1 tem uma importância mais teórica do que prática, pois
em geral não conhecemos a solução exata.
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• Procedimento 2

Nesse procedimento, podemos prescrever as três componentes dentro da subrotina
CondFront. Observe que as restrições (5.54) ou (5.56) envolvem 3 graus de liberdade,
caracterizadas pelas constantes θ, C1 e C2. Podemos prefixar 3 valores de deslocamento,
ou seja, u1 e u2 de um nó, e uma componente (por exemplo u1) de um outro nó, o que
assegura que a matriz rigidez seja positiva definida.

• Procedimento 3

Esse procedimento é similar ao anterior, mas ao invés de fixar três componentes,
podemos fixar inicialmente apenas duas componentes verticais, permitindo, nesse caso,
uma infinidade de soluções que se diferenciam somente pela translação no eixo x, ou
seja, se u(x, y) é solução do problema, então û(x, y) = u(x, y) + c, também é uma
solução. Ao final podemos então escolher o valor de c “conveniente”, que no exemplo 2
foi tomado c = 0, o que na subrotina GlobalSystem pode ser feita a seguinte translação:

Para (n = 2, n <= Nno, n ++)

u[n][0]− = u[1][0], u[1][0] = 0, (Translação da solução passando pela origem)

Os três procedimentos anteriores são para estabelecer, dentre as infinitas soluções
posśıveis do problema original com fronteira de Neumann, a mais adequada ao modelo
f́ısico. No procedimento 1, estamos escolhendo aquela solução cujo deslocamento médio
e momento médio de deslocamento são nulos (5.54). Nos procedimentos 2 e 3, estamos
escolhendo a solução que passa pela origem.

Para o exemplo 2, geramos soluções para os três tipos de procedimentos, cujos erros
relativos e nas normas L2 e H1 são dados nas tabelas a seguir:

Erros numéricos: Procedimento 1

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1 E0% E1%

10× 10 8.54× 10−3 5.88× 10−2 12.11 18.76

20× 20 1.28× 10−3 7.3× 10−3 1.79 2.28

50× 50 2.33× 10−5 1.4× 10−4 0.03 0.045

Erros numéricos: Procedimento 2 (Três pontos fixos)

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1 E0% E1%

10× 10 2.42× 10−2 2.76× 10−2 42.45 8.79

20× 20 7.13× 10−3 7.73× 10−3 10.7 2.43

50× 50 1.72× 10−3 1.8× 10−3 2.45 0.57
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Erros numéricos: Procedimento 3 (Dois pontos fixos+translação)

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1 E0% E1%

10× 10 1.12× 10−2 1.37× 10−2 16.07 4.39

20× 20 3.68× 10−3 4.41× 10−3 5.21 1.39

50× 50 1.14× 10−3 1.43× 10−3 1.60 0.45

Note que para uma malha 50× 50 temos 2.500 elementos, 2.601 nós e o número de
equações é igual 5.202 ou 5.199 ou 5.201, dependente respectivamente do procedimento,
{1, 3, 2}.

5.5 Resultados Numéricos

No que segue apresentamos os erros e percentuais de erros na norma L2(Ω) e na
seminorma H1(Ω) para os exemplos considerados. Apresentamos também os gráficos
da malha deformada. A posição deformada (x′, y′) do nó na posição (x, y) da malha é
dada por

(x′, y′) = (x+ uh1(x), y + uh2(x)),

onde (uh1(x), u
h
2(x)) é a solução numérica do deslocamento.
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Exemplo 1: Problema de Dirichlet

Malha deformada (10× 20) de Ω = [0, 1]× [0, 2]

Erros numéricos

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1 E0% E1%

10× 20 7.24× 10−4 3.62× 10−3 0.73 0.82

20× 40 1.85× 10−4 9.28× 10−4 0.18 0.21

40× 80 5.15× 10−5 2.59× 10−4 0.05 0.06
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Exemplo 2: Problema de Neumann

Malha deformada (10× 10) de Ω = [0, 1]× [0, 1]

Malha deformada (20× 20) de Ω = [0, 1]× [0, 1]

Erros numéricos: Procedimento 3 (Dois pontos fixos+translação)

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1 E0% E1%

10× 10 1.12× 10−2 1.37× 10−2 16.07 4.39

20× 20 3.68× 10−3 4.41× 10−3 5.21 1.39

50× 50 1.14× 10−3 1.43× 10−3 1.60 0.45
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Exemplo 3: Problema misto

Malha deformada (10× 10) de Ω = [0, 1]× [0, 1]

Malha deformada (20× 20) de Ω = [0, 1]× [0, 1]

Erros numéricos

Malha ‖E ‖0 ‖E ‖1 E0% E1%

10× 10 1.99× 10−3 6.64× 10−3 2.89 2.14

20× 20 5.13× 10−4 1.71× 10−3 0.72 0.54

50× 50 1.12× 10−4 3.74× 10−4 0.16 0.12
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5.6 Exerćıcios

Nos Exemplos 1, 2 e 3 deste caṕıtulo, consideramos um corpo isotrópico. No caso
não não é isotrópico, a relação (5.46) não é válida. Suponha que o tensor de elasticidade
Cijkl seja caracterizado pelos seguintes coeficientes não nulos:

i - Isotropia Transversal:

C1111 = C2222 = C1, C1122 = C2, C1133 = C3, C3333 = C4,

C1212 = C1 − C2, C2323 = C3131 = C5,

onde C1 = 3.5, C2 = 1.5, C3 = 1.25, C4 = 2.5, e C5 = 1.0.

ii - Simetria cúbica:

C1111 = C2222 = C3333 = C1, C1122 = C1133 = C2233 = C2,

C1212 = C2323 = C3131 = C3,

onde C1 = 3.5, C2 = 1.5 e C3 = 1.25 .

iii - Simetria Tetragonal:

C1111 = C2222 = C1, C1122 = C2, C1133 = C2233 = C3, C3333 = C4,

C1212 = C5, C2323 = C3131 = C6,

onde C1 = 3.5, C2 = 1.5, C3 = 1.25, C4 = 2.5, C5 = 2.25 e C6 = 2.0.

Considere então a formulação variacional (5.9) do problema (5.5), o programa com-
putacional (elast.c), a força horizontal e vertical, os valores de fronteira e a solução
exata dos Exemplo 1, Exemplo 2 e Exemplo 3. Note que a hipótese (5.3) permanece
válida.

1. Utilizando o programa (elast.c), refaça o Exemplo 1, o Exemplo 2 e o Exemplo 3
com a isotropia transversal, simetria cúbica e a simetria tetragonal, respectiva-
mente.

2. Compare a solução numérica com a solução exata do corpo isotrópico (veja (5.50)
e (5.52)).





CAPÍTULO 6

Métodos Numéricos e Algoritmos:
Equação do Calor

Vamos tratar neste caṕıtulo equações de evolução do tipo parabólico, tomando como
modelo a equação do calor. O sistema de equações diferencias ordinárias, consequência
da utilização do método de elementos finitos, será resolvido pelo método das diferenças
finitas para a discretização do tempo.

A parte de análise matemática sobre existência e unicidade de solução e da análise
dos métodos numéricos, tais como estimativas de erro e convergência para o problema
semi-discreto e totalmente discreto, será discutido nos próximos caṕıtulos, usando o
método da energia. Por simplicidade, trabalharemos no caso unidimensional.

6.1 Equação do Calor

Consideremos o problema (2.1) com a introdução da derivada temporal ut, ou seja,
o seguinte problema parabólico modelo:





ut(x, t)− αuxx(x, t) + βu(x, t) = f(x, t), ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T ],
u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ [0, T ],
u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ (0, 1),

(6.1)

onde α e β são constantes reais positivas e f(x, t) é uma fonte de calor, u(0, t) e u(1, t)
representam as temperaturas na fronteira em cada instante, ou seja, a temperatura nos
extremos do intervalo são fixas e u0(x) é a temperatura inicial da barra. Vamos supor
que f(x, t) e u0(x) sejam funções suficientemente regulares.

A solução u(x, t) modela a temperatura em cada instante t ∈ [0, T ] de um fio fino
e totalmente isolado, cuja temperatura nas extremidades é mantida constante a zero
graus.

201
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Aqui continuaremos adotando a notação introduzida anteriormente, embora as
funções sejam dependentes do tempo. Assim, w(·, t) ∈ V significa que, para cada
t, w(·, t) é uma função definida em Ω. Mais precisamente,

w : [0, T ] −→ V
t 7−→ w(t) := w(·, t).

Se V é um espaço de Banach para a norma ‖ ‖V , definimos Lp(0, T ;V ) o espaço
das funções v tais que, para quase todo cada t ∈ [0, T ], v(t) ∈ V e a função real

t 7→ ‖v(t)‖V
pertença a Lp(0, T ). Nesse caso,

‖w‖Lp(0,T ;V ) =

(∫ T

0

‖w(t)‖pV dt
)1/p

, (6.2)

define uma norma em Lp(0, T ;V ). Além disso, se V é Banach para a norma ‖ ‖V , o
espaço Lp(0, T ;V ) também é Banach para a norma (6.2).

No contexto do que aqui abordaremos, V será subtitúıdo pelos espaços H1
0 (Ω) ou

L2(Ω), com Ω sendo o intevalo (0, 1), p ∈ [1,∞) ou p = ∞. Para p = ∞, o espaço
L∞(0, T ;V ) denota as funções w tais que ‖w(t)‖V são essencialmente limitadas em
[0, T ], e nesse caso a norma é definida por

‖w‖L∞(0,T ;V ) = sup
t∈[0,T ]

‖w(t)‖V <∞.

Vale observar que para uma força f ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)), por exemplo, a solução
do problema (6.1) pode ser obtida pelo método de separação de variáveis (método de
Fourier), no qual a solução u(x, t) é representada por uma série infinita. A dificuldade
numérica nesse caso é a convergência lenta da série de Fourier, mesmo quando usada
a transformada rápida de Fourier. Essa é uma das razões para introdução do método
de elementos finitos.

Como fizemos anteriormente, definimos a forma bilinear definida em H1(0, 1) ×
H1(0, 1)

a(u, v) = α

∫ 1

0

uxvx dx+ β

∫ 1

0

uv dx, (6.3)

à qual está associada a norma

‖u‖2a = α‖∇u‖20 + β‖u‖20.
Tomando ν1 = min{α, β} e ν2 = max{α, β}, temos

ν1‖u‖21 ≤ ‖u‖2a ≤ ν2‖u‖21, (6.4)

ou seja, as normas ‖ . ‖a e ‖ . ‖1 são equivalentes.
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6.1.1 Formulação Variacional para a Equação do Calor

Seja D(0, 1) o espaço das funções de classe C∞ com suporte compacto em (0, 1),
que denominamos espaço das funções testes de (0, 1). Multiplicando a equação (6.1)
por v ∈ D(0, 1) e integrando em (0, 1), obtém-se

∫ 1

0

ut(t)v dx−α
∫ 1

0

uxx(t)v dx+β

∫ 1

0

u(t)v dx =

∫ 1

0

f(t) v dx, ∀ v ∈ D(0, 1). (6.5)

Integrando por partes, usando (6.3) e denotando

(f : v) =

∫ 1

0

f(t) v dx, (6.6)

a equação (6.5) é a versão variacional de (6.1), e o problema pode ser formulado como:
determinar uma função u(t) satisfazendo

{
(ut : v) + a(u, v) = (f : v) , ∀ v ∈ D(0, 1),
(u(0) : v) = (u0 :, v), ∀ v ∈ D(0, 1), (6.7)

onde, para simplifcar a notação, estamos omitindo a variável x, isto é, estamos deno-
tando por u(t) a função u(·, t) e u(0) = u(·, 0). Como D(0, 1) é denso em H1

0 (0, 1), a
formulação variacional (6.7) pode ser expressa por

{
(ut : v) + a(u, v) = (f : v) , ∀ v ∈ H1

0 (0, 1),

(u(0) : v) = (u0 : v), ∀ v ∈ H1
0 (0, 1),

(6.8)

Nesse caso, sob certas condições de regularidade, pode-se mostrar que uma solução
de (6.8) é solução de (6.1).

6.1.2 Problema Aproximado

Seja T > 0 e Vm = [w1, w2, ..., wm] ⊂ V = H1
0 (0, 1), o subespaço vetorial gerado

pelos m primeiros elementos da base do espaço de Hilbert V (a existência da base é
uma consequência do espaço de Hilbert V ser um espaço separável). Sabemos que toda
função um(t) ∈ Vm pode ser escrita como combinação linear dos elementos da base, ou
mais precisamente.

um(t) =
m∑

i=1

di(t)wi(x). (6.9)
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Podemos então estabelecer o problema aproximado restringindo (6.7) ao subespaço
Vm, de modo a transformar o problema original em um sistema de equações diferenciais
ordinárias. Mais precisamente,

Problema Aproximado: Para m ∈ N, determinar uma função
um : [0, T ] → Vm, t 7→ um(t) ∈ Vm, solução da seguinte equação
aproximada:

{
(u′m(t) : vm) + a(um(t), vm) = (f(t) : vm), ∀ v ∈ Vm,
um(0) = u0m ∈ Vm,

(6.10)

Para que a solução do problema (6.10) (com m ∈ N fixado) seja uma aproximação
do problema original, devemos escolher a condição inicial de tal forma que a sequência
{u0m}m seja convergente para u0 em V . Em particular, podemos escolher essa sequência
da forma

u0m =

m∑

i=1

(u0 : wi)wi.

Observemos que u0m assim definida é a projeção ortogonal de u0 sobre o subespaço Vm,
de modo que temos, necessariamente,

lim
m→∞

u0m =

∞∑

i=1

(u0 : wi)wi = u0 em V .

Como veremos posteriormente, a sequência {um}m∈N formada pela soluções dos
problemas aproximados converge para uma solução u do problema (6.7). Entretanto,
interessa-nos aqui desenvolver métodos para resolver numericamente o problema apro-
ximado (6.10).

Substituindo (6.9) em (6.10), obtemos das propriedades do produto escalar e da
forma bilinear a,

m∑

i=1

d′i(t)(wi : vm) +

m∑

i=1

di(t)a(wi, vm) = (f(t) : vm), ∀ vm ∈ V.

Como a igualdade é válida para todo vm ∈ Vm, podemos tomar em particular vm = wj,
de modo que

m∑

i=1

d′i(t)(wi : wj) +

m∑

i=1

di(t)a(wi, wj) = (f(t) : wj).

Definindo as matrizes simétricas A e B, cujos coeficientes são definidos respectiva-
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mente por

Aij = (wi : wj) =
∫ 1

0
wi(x)wj(x) dx,

Bij = a(wi, wj) = α

∫ 1

0

w′
i(x)w

′
j(x) dx+ β

∫ 1

0

wi(x)wj(x) dx,
(6.11)

obtemos o seguinte sistema de m equações diferenciais ordinárias
m∑

i=1

d′i(t) aij +
m∑

i=1

di(t) bij = Fj(t), para j = 1, . . . , m,

onde F (t) é o vetor de compontents

Fj(t) = (f(t) : wj) =

∫ 1

0

f(x, t)wj(x) dx, j = 1, . . . , m.

Assim, o sistema acima pode ser escrito na forma matricial



Ad′(t) +Bd(t) = F (t), ∀t ∈ (0, T )

d(0) =
(
(u0, w1), (u0, w2), . . . , (u0, wm)

)
= d0,

(6.12)

onde d(0) é a condição inicial e d(t) = (d1(t), d2(t), . . . , dm(t))
T é o vetor incógnita.

No contexto da difusão de calor, a matriz A é chamada de matriz capacitância, a
matriz B é chamada de matriz de condutividade e F (t) é uma fonte de calor. Note
que A + B é a mesma matriz rigidez K definida em (2.13), tomando α = β = 1.
Além disso, como provado em (2.15) e (2.16), as matrizes A e B são simétricas e
definidas positiva. Em particular, como a matriz A é uma matriz de Gram para os
vetores linearmente independentes w1, . . . , wm, A é invert́ıvel e assim podemos escrever
o sistema de equações diferenciais ordinárias na forma

d′(t) + A−1Bd(t) = A−1F (t), ∀t > 0, com d(0) = d0,

e portanto tem solução única d(t) para t ∈ [0, T ]. Assim, por (6.9), a solução aproxi-
mada um(x, t) do problema (6.10) pode ser calculada.

A solução d(t) pode ser expressa em termos da matriz exponencial de A−1B, que é
diagonalizável, mas na prática uma solução numérica aproximada é mais adequada.

Vamos então retornar ao sistema de equações diferenciais ordinárias (6.12), obtido
a partir do método de elementos finitos para a aproximação espacial. Esse sistema será
então resolvido para tempos discretos tn, utilizando-se o método das diferenças finitas.

Para isso, consideramos o sistema de m equações diferenciais ordinárias nos tempos
discretos tn, onde tn = n∆t para n = 1, 2, . . . , N . Assim, temos

{
Ad′(tn) +Bd(tn) = F (tn),

d(0) = d0.
(6.13)
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6.2 Algoritmos para a Equação do Calor

Vamos agora introduzir alguns dos métodos numéricos mais conhecidos da literatura
(ver em [9, 10]) para a resolução numérica do sistema (6.13), ou seja, para obtenção
do vetor dn = (dn1 , d

n
2 , . . . , d

n
m), n = 1, 2, . . . , N .

Uma vez conhecida a função base {wi}mi=1 e calculado o vetor d
n, podemos expressar

a solução aproximada um(x, tn), n = 1, 2, . . . , N , por

unm(x) := um(x, tn) =
m∑

i=1

di(tn)wi(x) =
m∑

i=1

dni wi(x). (6.14)

6.2.1 Método de Euler Regressivo

Da diferença regressiva no tempo (veja (1.62)) temos

(d′i(t))t=tn ≈
1

∆t

(
dni − dn−1

i

)
,

onde cada função di, como sabemos, depende somente da variável tempo t. Substi-
tuindo a aproximação no sistema (6.13), obtemos

1

∆t
A
(
dn − dn−1

)
+Bdn = F n, n = 1, 2 . . .N (6.15)

ou equivalentemente

(A+∆tB)dn = ∆tF n + Adn−1 = bn, n = 1, 2, . . .N. (6.16)

O vetor independente bn = (bn1 , b
n
2 , . . . b

n
m)

T está definido, pois A, B, F e o in-
cremento ∆t são conhecidos e, além disso, as matrizes A e B são independentes do
tempo.

Note que o método de Euler é também um método impĺıcito (trivialmente expli-
citável se as matrizes A e B são matrizes diagonais, isto é, os vetores bases wi formam
uma base ortogonal).

O vetor incógnita dn = (dn1 , d
n
2 , . . . , d

n
m)

T pode ser determinado de forma única,
pois a matriz A+∆tB é simétrica e definida positiva, portanto não singular. Logo, o
sistema pode ser resolvido para cada n fixo usando, por exemplo, os métodos diretos
de Cholesky (somente quando a matriz é simétrica e definida positiva), Crout (LDLt)
(para matriz simétrica) ou o método de eliminação de Gauss.

Observe que a matriz ser esparsa depende diretamente da escolha da base wi(x).
Por exemplo, se wi(x) for a base linear ou a base cúbica, a matriz A + ∆tB será
tridiagonal ou pentagonal, respectivamente.
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Para cada n = 1, 2, . . .N , temos um sistema linear e assim, para se determinar a
solução u(x, t) nos tempos discretos tn, são necessários resolver N sistemas lineares,
onde t1 = ∆t e tN = T .

• Algoritmo

Para inicialização do método iterativo, faz-se n = 1 em (6.16), obtendo-se

(A+∆tB)d1 = ∆tF 1 + Ad0 = b1.

Observe que F 1
j =

(
f(·, t1) : wj

)
é dado e d0 = d(0) é a condição inicial dada. Logo, re-

solvendo o sistema, determina-se d1, e assim, sucessivamente, obtém-se {d2,d3, . . . ,dN},
a partir do sistema linear

(A+∆tB)dn = ∆tF n + Adn−1 = bn, n = 2, 3, . . .N. (6.17)

Para o método de Euler regressivo, a aproximação no tempo por diferenças finitas
tem ordem de convergência proporcional a ∆t, o que significa dizer que o erro tem
ordem de convergência ∆t, denotado por O(∆t).

6.2.2 Método de Euler Progressivo

Usando a aproximação da derivada pela diferença progressiva no tempo (1.62),
obtemos

(d′(t))t=tn ≈
1

∆t

(
dn+1 − dn

)
.

De forma análoga ao método anterior, substituindo a aproximação em (6.13), obtemos
o seguinte sistema linear:

Adn+1 = (A−∆tB)dn +∆tF n, n = 0, 1, . . .N. (6.18)

Assim, para cada n = 0, 1, . . . , N , obtém-se os valores de dn e portanto a solução
aproximada. Note que a matriz A não é singular e portanto o sistema tem solução
única.

Mostraremos adiante que o método iterativo (6.16) (Euler regressivo) é incondici-

onalmente convergente. Por outro lado, o método iterativo (6.18) (Euler progressivo)
é condicionalmente convergente (ver [23]). Além disso, poder-se-ia perguntar por que
não usar a diferença central (1.61) para a aproximação da derivada temporal, que tem
uma precisão de O(∆t2)? A resposta é que o método não é convergente (ver [19]).

O método que descreveremos a seguir tem um precisão melhor, isto é, a ordem de
convergência é O(∆t2).
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6.2.3 Método de Crank-Nicolson

O método consiste em considerar a diferença progressiva no tempo (1.62) para o
termo d′(t) e a média aritmética nos demais termos que dependem de t e não envolvem
derivas no tempo. Mais precisamente,

dn+ 1

2 =
1

2
(dn+1 + dn) e F n+ 1

2 =
1

2
(F n+1 + F n).

Fazendo as substituições no sistema (6.13) obtemos

A

∆t

(
dn+1 − dn

)
+
B

2
(dn+1 + dn) =

1

2
(F n+1 + F n),

que é equivalente a

(2A+∆t B)dn+1 = (2A−∆tB)dn+∆t(F n+1+F n), n = 0, 1, . . . , (N−1). (6.19)

Como a função f(x, t) é dada para todo x e t, F n
j = (f(·, tn) : wj) está bem definido

para todo n e j.

Para cada n = 0, 1, . . . (N − 1), temos que resolver o sistema linear (6.19) e assim
determinar a solução aproximada nos tempos discretos tn = n∆t.

• Algoritmo

Para inicialização do método iterativo, faz-se n = 0 em (6.19), obtendo-se

(2A+∆tB)d1 = (2A−∆tB)d0 +∆t(F 1 + F 0) = b0,

sendo F 0,F 1 conhecidos e d0 = d(0) é a condição inicial dada. Como (A+∆tB) é não
singular, determina-se de forma única d1 e, sucessivamente, d2,d3, . . . ,dN , resovendo-
se o sistema (6.19).

Nas seções posteriores mostraremos que a ordem de convergência é O(∆t2), que
pode ser visto também em {[9],[19],[20]}.

6.2.4 Método Generalizado Trapezoidal: (θ-método)

Considere o procedimento similar ao Método de Crank-Nicolson, mas ao invés de
usar a média aritmética, usaremos a seguinte média ponderada com o peso θ:

dn+θ = θdn+1 + (1− θ)dn e F n+θ = θF n+1 + (1− θ)F n, θ ∈ [0, 1].
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Usando a derivada progressiva para o termo da primeira derivada e a média ponderada
para os outros termos, obtemos a seguinte famı́lia de equações indexada por θ:
(
A+ θ∆tB

)
dn+1 =

(
A− (1− θ)∆tB

)
dn +∆t

(
F n+θ

)
, n = 0, 1, . . .N − 1 (6.20)

Podemos notar que:

(i) Se θ = 0, obtemos o método de Euler progressivo (6.18).

(ii) Se θ = 1/2, obtemos o método de Crank-Nicolson (6.19).

(iii) Se θ = 1, obtemos o método de Euler regressivo (6.16).

• Algoritmo 1

A inicialização do método é semelhante ao que foi feito anteriormente, ou seja, faz-
se n = 0 em (6.20) e resolve-se o sistema linear, obtendo-se o vetor solução d1, a partir
do qual obtém-se sucessivamente d2,d3, . . . ,dN .

Note que no algoritmo anterior, para (6.20), não há nenhuma preocupação em
calcular o valor da derivada de dn, ou seja, calcular d′(tn).

A seguir, apresentamos um algoritmo, tipo preditor-corretor, que determina a
solução de dn e sua derivada vn = d′(tn).

• Algoritmo 2: Método Generalizado Trapezoidal

Considere o seguinte algoritmo:




Avn+1 +Bvn+1 = F n+1,
dn+1 = dn +∆tvn+θ,
vn+θ = θvn+1 + (1− θ)vn,

(6.21)

onde vn e dn são aproximações de d′(tn) e d(tn) respectivamente e F n+1 = F (tn+1),
(∆t) é o incremento do tempo e θ ∈ [0, 1] é um parâmetro.

O problema computacional é para determinar dn+1 e vn+1 a partir dos valores
conhecidos do tempo anterior dn e vn.

• Inicialização do Algoritmo

No tempo t = 0, a temperatura inicial d0 é conhecida, de modo que v0 = d′(0)
pode ser determinado fazendo t = t0 = 0 na equação discreta (6.13), ou seja

Av0 = F 0 −Bd0.



210 Cap. 6. Métodos Numéricos e Algoritmos: Equação do Calor

Resolvendo este sistema linear, determina-se v0 = d′(0).

Para n = 0, 1 . . . , (N − 1) o procedimento para determinar a solução aproximada é
dividido nas seguintes etapas:

(i) Definimos um preditor para dn+1 na forma:

d̃
n+1

= dn + (1− θ)∆tvn.

(ii) De (6.21)2 e (6.21)3 tem-se que

dn+1 = dn +∆tvn+θ = dn +∆t
(
θvn+1 + (1− θ)vn

)
= d̃

n+1
+ θ∆tvn+1.

(iii) Substituindo (ii) em (6.21)1, temos
(
A+ θ∆tB

)
vn+1 = F n+1 − Bd̃

n+1
.

Resolvendo o sistema linear obtém-se vn+1 e com este calculado, os valores de dn+1 são
determinados pela relação (ii), ou seja,

dn+1 = d̃
n+1

+ θ∆tvn+1,

e assim sucessivamente para n = 0, 1 . . . (N − 1).

6.3 Simulação Numérica: Equação do Calor

Nessa seção faremos simulações numéricas do problema parabólico (6.1) utilizando
os diferentes métodos apresentados. Para verificar a eficiência dos métodos, serão
constrúıdos problemas onde a solução exata é conhecida, possibilitando então comparar
com as soluções numéricas em diferentes normas. Além disso, o conhecimento da
solução exata possibilita o cálculo do erro definido por

E(xi, tn) := u(xi, tn)− uh(xi, tn). (6.22)

As normas L∞(0, T ;L2(0, 1)) e L∞(0, T ;H1(0, 1)) do erro são definidas por

‖E‖L∞(0, T ;L2(0, 1)) := max
t∈[0,T ]

(∫ 1

0

|E(x, t)|2dx
)1/2

,

‖E‖L∞(0,T ;H1(0, 1)) := max
t∈[0,T ]

(∫ 1

0

(
|E(x, t)|2 +

∣∣∣∣
∂E

∂x
(x, t)

∣∣∣∣
2
)
dx

)1/2

,

(6.23)
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com n = 1, . . . , N .

Para o caso discreto com a malha uniforme, usando a definição dada em (??) e
denotando En

i = E(xi, tn) temos, para cada n = 1, . . . , N , as normas

‖E‖L∞(0, T ;L2(0, 1)) := max
1≤n≤N

(
h

m∑

i=1

|En
i |2
)1/2

,

‖E‖L∞(0,T ;H1(0, 1)) := max
1≤n≤N

(
h

m∑

i=1

|En
i |2 +

1

h

m∑

i=1

|En
i+1 −En

i |2
)1/2

.

(6.24)

Como normas em espaços de dimensão finita são equivalentes, podemos considerar

‖E‖L∞(0,T ;H1(0, 1)) = max
1≤n≤N



(
h

m∑

i=1

|En
i |2
)1/2

+

(
1

h

m∑

i=1

|En
i+1 −En

i |2
)1/2


 ,

ou ainda a norma discreta do método dos trapézios ‖ · ‖0 e ‖ · ‖1, definidos em (2.96).

Como veremos no teorema (8.6), sob condições suficientemente regulares, as esti-
mativas de erro para o método generalizado trapezoidal são:

1) para θ ∈ [1/2, 1],

{
‖E‖L∞(0,T ;L2(0,1)) = ‖u− uh‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ c1

(
hk+1 + (∆t)m

)

‖E‖L∞(0,T ;H1
0
(0,1)) = ‖u− uh‖L∞(0,T ;H1

0
(0,1)) ≤ c2

(
hk + (∆t)m

)
.

(6.25)

2) para θ ∈ [0, 1/2), tem-se ∆t/h2 dependente de θ, ou seja, o método é condicio-
nalmente convergente.

Por conta de (6.25), dizemos que os erros ‖E‖L∞(0,T ;L2(0,1)) e ‖E‖L∞(0,T ;H1
0
(0,1)) são

respectivamente de ordem O(hk+1 +∆tm) e O(hk +∆tm).

Note que para k = 1, ou seja, quando as funções bases são polinômios lineares por
partes, a ordem no espaço é de O(h) em H1

0 (0, 1) e O(h2) em L2(0, 1). Além disso,
se θ = 1/2, tem-se m = 2, e se θ 6= 1/2, m = 1. As constantes c1 e c2 são positivas
e independentes de h e ∆t, onde k é o grau do polinômio interpolador da base do
subespaço V k

m.

Do resultado podemos concluir que:

i) O método de Crank-Nicolson, θ = 1/2, tem convergência quadrática no tempo,
i.e., O(∆t)2.
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ii) O método de Euler progressivo, θ = 0, é condicionalmente convergente.

Para os exemplos numéricos a seguir, consideramos os intervalos discretos tn =
n/N ∈ [0, 1] e k = 1 em (6.25). Serão comparados os seguintes métodos:

i) Método de Euler regressivo , θ = 1,

ii) Método de Crank-Nicolson, θ = 1/2,

iii) Método generalizado trapezoidal, θ = 1/4,

iv) Método de Euler progressivo, θ = 0.

Considremos então o problema





ut(x, t)− αuxx(x, t) + βu(x, t) = f(x, t), ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, 1],
u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ [0, 1],
u(x, 0) = (1/π2) sen(πx), ∀x ∈ (0, 1).

(6.26)

Usando o método de separação de variáveis (método de Fourier), a solução do
problema é dada por u(x, t) = (1/π2) sen(πx) exp(−λt), para a força f(x, t) = (−λ +
απ2 + β)u(x, t), onde λ é um parâmetro a ser escolhido. Então

f(x, t) =

{
0, se λ = απ2 + β,
(−λ + απ2 + β)u(x, t) se λ 6= απ2 + β.

Nos exemplos numéricos, consideramos os dois casos em separados, que serão denomi-
nados Exemplo 1 e Exemplo 2.

Observação: O resultados numéricos referentes a estes dois exemplos podem ser ob-
tidos usando o Programa Computacional, denominado Calor.cpp, que está anexado no
final do livro.

Exemplo 1: Nesse exemplo, consideramos f ≡ 0, α = β = 1 e λ = π2 + 1.

A Tabela 6.1 e a Figura 6.1 mostram o erro na norma L2(0, 1) para cada tempo
discreto tn = n∆t, tomando h = ∆t = 0.05.

São comparados os θ-métodos com os parâmetros, θ = 0.5 (Crank - Nicolson), θ =
0.75, θ = 1.0 (Euler regressivo), sendo E0.5, E0.75, E1.0, representando respectivamente
os erros na norma L2(0, 1).

Na Figura 6.1 estão sendo representados por E50, E75 e E100. Observe que o
método de Crank-Nicolson, como esperado, tem o menor erro em razão da convergência
quadrática no tempo, como pode ser observado na Tabela 6.3.



Sec. 1. Simulação Numérica: Equação do Calor 213

Para θ < 0.5, os métodos numéricos são condicionalmente convergentes e nas mes-
mas condições de malha, todos os θ-métodos testados divergiram.

A Tabela 6.2 mostra a dependência dos erros em relação ao incremento de tempo
∆t, para os θ-métodos, com os parâmetros, θ = 0.5 (Crank-Nicolson), θ = 0.75, θ = 1.0
(Euler regressivo).

n t h = ∆t E0.5 E0.75 E1.0

2 0.1 0.05 0.000620 0.002495 0.005398
4 0.2 0.05 0.000343 0.001484 0.003409
6 0.3 0.05 0.000160 0.000742 0.001816
8 0.4 0.05 0.000068 0.000341 0.000892
10 0.5 0.05 0.000028 0.000149 0.000418

Tabela 6.1: Tabela de erro em cada tempo

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

 0.006

 0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4  0.45  0.5

E
(t

)

tempo

’E50’
’E75’

’E100’

Figura 6.1: Decaimento do erro ‖E(t)‖L2(0,1), t ∈ [0.0, 0.5]

• Ordem de Convergência

Vamos analisar numericamente a ordem de convergência do Exemplo 1, onde a
solução é conhecida e dada por u(x, t) = (1/π2) sen(πx) exp(−(π2 + 1)t).

Consideremos

Ei := max
t∈[0,1]

‖Ei(t)‖L2(0,1),

o erro associado a malha h = (5×2i+1)−1, para i = 0, 1, . . .N e. em particular, ∆t = h.
Então, como vimos em (3.55), a ordem de convergência é p = ln(Ei/Ei+1)/ ln(2).
Vamos agora calcular a ordem de convergência p para os métodos de Crank-Nicolson
e Euler regressivo. A tabela 6.3 mostra que para o método de Crank-Nicolson, p ≈ 2,
e para o Euler regressivo p ≈ 1.
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∆t EL∞(0,T ;L2(0, 1)) EL∞(0,1;H1(0,1))

θ = 1.0 0.1 0.009911 0.013051
h = 0.1 0.05 0.005683 0.007483
T = 1 0.025 0.003016 0.003972

θ = 0.75 0.1 0.004351 0.005730
h = 0.1 0.05 0.002627 0.003459
T = 1 0.005 0.001383 0.001821

θ = 0.5 0.1 0.003176 0.004182
h = 0.1 0.05 0.000862 0.001136
T = 1 0.025 0.000357 0.000470

Tabela 6.2: Tabela de erros: E(∆t)

∆t = h EL∞(0,T ;L2(0, 1)) p

θ = 1.0 0.1 0.009911 –
(Euler 0.05 0.005854 0.760

Regressivo) 0.025 0.003215 0.865
0.0125 0.001691 0.927
0.00625 0.000868 0.962

θ = 0.5 0.1 0.003176 –
(Crank 0.05 0.000717 2.147
Nicolson) 0.025 0.000175 2.035

0.0125 0.000044 1.992
0.00625 0.000011 2.000

Tabela 6.3: Ordem de convergência

Exemplo 2: Considere o problema:





ut(x, t)− αuxx(x, t) + βu(x, t) = f(x, t), ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, 1],
u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ [0, 1],
u(x, 0) = (1/π2) sen(πx), ∀x ∈ (0, 1).

(6.27)

Para λ = α = β = 1 e f(x, t) = sen(πx) exp(−t), vimos que a solução do problema
é dada por u(x, t) = (1/π2) sen(πx) exp(−t). A Tabela 6.4 mostra a ordem de con-
vergência do método na norma L∞(0, T ;L2(0, 1)).

A Tabela 6.5 compara os erros numéricos entre a solução exata e aproximada do
exemplo 2, na norma L∞(0, T ;L2(0, 1)) e L∞(0, T ;H1(0, 1)) aplicando o método de
Euler progressivo e regressivo. Note que para r = ∆t/h2 = 0.001/(0.5)2 = 0.4 , o
método de Euler progressivo é divergente. Contudo é convergente para r = ∆t/h2 =
0.001/(0.1)2 = 0.1. Como veremos na estimativas de erro, para qualquer θ satisfazendo
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∆t = h EL∞(0,T ;L2(0, 1)) p

θ = 1.0 0.1 0.000234 –
(Euler 0.05 0.000123 0.928

Regressivo) 0.025 0.000063 0.965
0.0125 0.000032 0.977
0.00625 0.000015 1.093

θ = 0.5 0.1 0.00004 –
(Crank 0.05 0.00001 2.000
Nicolson) 0.025 0.00000 –

Tabela 6.4: Ordem de convergência

a desigualdade, 0.5 ≤ θ ≤ 1.0, o método é convergente.

∆t h EL∞(0,T ;L2(0, 1)) EL∞(0,T ;H1(0, 1))

θ = 1.0 0.001 0.1 0.000003 0.000004
(Euler Regressivo) 0.001 0.05 0.000002 0.000003

θ = 0 0.001 0.1 0.000002 0.000003
(Euler Progressivo) 0.001 0.05 diverge diverge

Tabela 6.5: Tabela de erros

A figura 6.2 mostra o erro na norma L2(0, 1) para cada tempo t ∈ [0, 1.0], conside-
rando ∆t = 0.1, h = 0.05. As curvas dos erros E50, E75, E100, representam, respectiva-
mente, o erro na norma L2(0, 1), para o θ = 0.5 (Crank-Nicolson), θ = 0.75, θ = 1.0
(Euler regressivo).
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Figura 6.2: Erro ‖E(t)‖L2(0,1), t ∈ [0.0, 1.0]
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6.4 Exerćıcios

1. Bases cúbicas e Hermite: Considere o problema (6.27) do Exemplo 2.

(a) Determine as solução numérica aproximada para os métodos definidos na
tabela 6.2, usando como função base (ϕi ∈ Vm) as funções B-splines, defi-
nidas em (3.8). Como as B-splines são polinômios de grau k ≤ 3, podemos
esperar que os erros sejam menores em ambas as normas L∞(0, T, L2(0, 1))
e L∞(0, T,H1

0 (0, 1)), definidas em (6.24).

(b) Nas mesmas condições do item anterior, refaça o problema usando como
função base os polinômios de Hermite definidos em (3.20).

(c) Suponha que a solução exata do problema (6.27) seja desconhecida. Verifi-
que a ordem de convergência numérica, definida em (3.55), para o método
de Crank-Nicolson e Euler regressivo, usando como função base as funções
dos ı́tens anteriores e compare com a estimativa de erro esperado em (8.89).

2. Fronteira mista: Considere o problema (6.27) com α = β = 1. Sabendo que
a solução exata é u(x, t) = (1/π2) sen(πx) exp(−(π2 + 1)t), o problema com as
condições de fronteira de Neumann (x = 0) e Dirichlet (x = 1) é dado por





ut(x, t)− αuxx(x, t) + βu(x, t) = 0, ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, 1],

ux(0, t) = (1/π) exp(−(π2 + 1)t), ∀t ∈ [0, 1],

u(1, t) = 0, ∀t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = (1/π2) sen(πx), ∀x ∈ (0, 1).

(6.28)

Determine as soluções numéricas aproximadas, usando os (θ-métodos) numéricos,
com θ = {0, 0.25, 0.5, 1.0}, variando a malha h = {0.1, 0.02, 0.01, 0.001}, para
∆t = 0.001 fixo , conforme tabela 6.2. Verifique a convergência dos métodos nas
diferentes malhas.

3. Problema Bidimensional: Seja Ω = (0, 1) × (0, 1) e considere o problema
homogêneo





ut(x, y, t)−∆u(x, y, t) + u(x, y, t) = f(x, y, t), ∀ (x, y, t) ∈ Ω× [0, 1],

u(x, y, t) = 0, ∀(x, y) ∈ ∂Ω e ∀t ∈ [0, 1],

u(x, y, 0) = (1/π2) sen(πx) sen(πy), ∀(x, y) ∈ Ω,
(6.29)
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onde ∂Ω =
⋃4

i=1 Γi,

Γ1 = {(x, 0) ∈ ∂Ω; 0 ≤ x ≤ 1},
Γ2 = {(1, y) ∈ ∂Ω; 0 ≤ y ≤ 1},
Γ3 = {(x, 1) ∈ ∂Ω; 0 ≤ x ≤ 1},
Γ4 = {(0, y) ∈ ∂Ω; 0 ≤ y ≤ 1}.

Considere os modelos dos exemplos numéricos dados no Caṕıtulo IV, onde as
matrizes foram explicitamente calculadas, usando como função base, a função
linear por partes. Para o problema com fronteira do tipo de Dirichlet, considere
em particular f(x, y, t) = 0.

Nessas condições, a solução exata do problema (6.29) é dada por

u(x, y, t) = (1/π2) sen(πx) sen(πy) exp(−(2π2 + 1)t).

Definindo a malha uniforme h1 = 0.05 no eixo x, h2 = 0.05 no eixo y e o passo
∆t = 0.001, determine uma solução numérica do problema e compare com a
solução exata, usando o mesmo procedimento do modelo unidimensional.





CAPÍTULO 7

Métodos Numéricos e Algoritmos:
Equação da Onda

Neste caṕıtulo, vamos tratar a equação da onda, o exemplo t́ıpico de equação hi-
perbólica. Por razões numéricas, as derivadas em t serão, como anteriormente, aproxi-
madas pelo método das diferenças finitas.

A parte de análise matemática (existência e unicidade de solução) e da análise dos
métodos numéricos, tais como estimativas de erro e convergência para os problemas
semi-discreto e totalmente discreto, serão discutidas nos próximos caṕıtulos, usando o
método da energia. Por simplicidades, vamos nos restringir ao caso unidimensional.

Existe um grande número de métodos numéricos para a resolução de equações
diferenciais que podem ser encontrados, por exemplo, em [1, 10].

O problema hiperbólico modelo que estudaremos é:





utt(x, t)− αuxx(x, t) + βu(x, t) = f(x, t), ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T ],

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ (0, 1),

ut(x, 0) = u1(x), ∀x ∈ (0, 1),

(7.1)

onde α > 0 e β ≥ 0 são constantes.

Sob certas condições (por exemplo β = 0), a solução u(x, t) descreve as pequenas
vibrações de uma corda elástica cujos extremos estão fixados e sobre a qual atua uma
força externa f(x, t). As funções u0(x) e u1(x) descreverm respectivamente a posição
inicial e a velocidade inicial de cada ponto da corda.

219
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• Formulação Variacional da Equação da Onda

Seja D o espaço das funções testes, i.e., as funções de classe C∞ com suporte
compacto em (0, 1) e f ∈ L2([0, 1] × [0, T ]). Multiplicando a equação (7.1) por v ∈
D(0, 1) e integrando em (0, 1) obtém-se

∫ 1

0

u′′(x, t)v(x) dx− α
∫ 1

0

uxx(x, t)v(x) dx+ β

∫ 1

0

u(x, t)v(x) dx =

∫ 1

0

f(x, t)v(x) dx.

(7.2)
Usando a forma bilinear (6.3), podemos escrever a seguinte forma variacional





(u′′(t) : v) + a(u(t), v) = (f(t) : v),

(u(0) : v) = (u0 : v),

(u′(0) : v) = (u1 : v), ∀v ∈ D(0, 1).

(7.3)

7.1 Problema Aproximado

Sejam T > 0 e {wk}k∈N uma base do espaço de Hilbert V . Fixado m ∈ N, definimos
Vm = [w1, w2, ..., wm] o subespaço vetorial gerado pelos m primeiros elementos da base
de V . Então, toda função um(t) ∈ Vm pode ser escrita como combinação linear dos
elementos dessa base, isto é,

um(t) =

m∑

i=1

di(t)wi(x). (7.4)

Consideremos o problema variacional (7.3) restrito ao subespaço Vm. Mais precisa-
mente, queremos determinar uma função

um : [0, T ] −→ Vm,
t 7−→ um(t),

solução do seguinte sistema aproximado,




(u′′m(t) : v) + a(um(t), v) = (f(t) : v),

um(0) = u0m,

u′m(0) = u1m,

∀ v ∈ Vm, (7.5)

onde as sequências {u0m}N e {u1m}N convergem respectivamente para u0 e u1 em V .

Como veremos adiante, (vide Teorema 10.4) sobre existência e unicidade de solução),
os problemas aproximados (7.5) definem uma sucessão de soluções {um}m∈N que con-
verge para solução exata u.
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O problema (7.5) é um sistema linear de equações diferenciais ordinárias em relação
às coordenadas di(t). De fato, substituindo (7.4) em (7.5), obtemos

( m∑

i=1

d′′i (t)wi : vm

)
+ a
( m∑

i=1

di(t)wi, vm

)
= (f : vm), ∀ vm ∈ Vm

e pela bilinearidade do produto escalar de V e da forma a(·, ·), podemos escrever

m∑

i=1

d′′i (t)(wi : vm) +

m∑

i=1

di(t)a(wi, vm) = (f : vm), ∀ vm ∈ Vm.

Como a igualdade é válida para todo vm ∈ Vm, podemos tomar em particular
vm = wj, resultando em

m∑

i=1

d′′i (t)(wi : wj) +
m∑

i=1

di(t)a(wi, wj) =
(
f(t) : wj).

Assim, definindo-se as matrizes simétricas A e B, e o vetor F , cujas coordenadas são

Aij := (wi, wj), Bij := a(wi, wj) e Fj := (f(t), wj), (7.6)

obtemos o seguinte sistema com m equações diferenciais ordinárias

m∑

i=1

d′′i (t) Aij +

m∑

i=1

di(t) Bij = Fj , para j = 1, · · · , m

que pode ser escrito na seguinte forma matricial:





Ad′′(t) +Bd(t) = F (t), ∀t ∈ [0, T ]

d(0) = d0 :=
(
(u0, w1), (u0, w2), . . . , (u0, wm)

)
,

d′(0) = v0 :=
(
(u1, w1), (u1, w2), . . . , (u1, wm)

)
.

(7.7)

onde d(t) = (d1(t), d2(t), . . . , dm(t))
T é o vetor incógnita, d0 é a posição inicial e v0 é

a velocidade inicial da onda, dados à priori. A matriz A é chamada de matriz massa,
enquanto que a matriz B é a já conhecida matriz rigidez. Note que a matriz A é
simétrica e definida positiva, como provado no Caṕıtulo 2. Em particular a matriz A é
invert́ıvel e assim podemos escrever o sistema linear de equações diferenciais ordinárias
na forma

d′′(t) + A−1Bd(t) = A−1F (t), ∀t > 0, com d(0) = d0, d′(0) = v0 (7.8)
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e, portanto, tem solução única d(t) para t ∈ [0, T ]. Assim, por (7.4), a solução aproxi-
mada um(x, t) do problema (7.5) pode ser calculada.

Em geral, a solução d(t) não é conhecida explicitamente e, dessa forma, fazem-se
necessários métodos numéricos para se obter uma solução aproximada para tempos
discretos tn. O método numérico que aplicaremos para resolver o sistema de equações
diferenciais ordinárias (7.7) ou (7.8) é o método das Diferenças Finitas.

7.2 Algoritmos para a Equação da Onda

Se considerarmos os tempos discretos tn, com tn = n∆t, n = 0, 1, . . .N , o sistema
(7.8) toma a forma

{
Ad′′(tn) +Bd(tn) = F (tn), n = 0, 1, . . . , N,

d(0) = d0 d′(0) = v0,
(7.9)

No que segue abordaremos alguns esquemas de diferenças finitas para aproximar o
termo d′′(tn).

7.2.1 O Método da Diferença Central

Usando a diferença central (1.61), obtemos

A

(∆t)2

(
dn+1 − 2dn + dn−1

)
+Bdn = F n, n = 0, 1, . . . , (N − 1) (7.10)

que é equivalente a

Adn+1 =
(
2A− (∆t)2B

)
dn + (∆t)2F n −Adn−1, n = 0, 1, . . . , (N − 1) (7.11)

Assim, resolvendo o sistema linear para cada tn = n∆t, obtém-se a única solução do
sistema e, consequentemente, a solução aproximada um(x, tn) por (7.4).

• Algoritmo

Para inicialização do método iterativo, faz-se n = 0 em (7.11), obtendo-se

Ad1 =
(
2A− (∆t)2B

)
d0 + (∆t)2F 0 − Ad−1 (7.12)
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Note-se que o termo d−1 não está definido, o que nos exige um tratamento especial.
Lembrando a aproximação da derivada pela diferença central (1.57), ou seja,

(d′(t))n =
dn+1 − dn−1

2∆t
,

podemos obter o termo d−1 a partir da relação

d−1 = d1 − 2∆td′(0) = d1 − 2∆tv0. (7.13)

Substituindo em (7.12), obtemos para a primeira iteração do esquema a seguinte ex-
pressão

d1 =

(
1− (∆t)2

2
A−1B

)
d0 +

(∆t)2

2
A−1F 0 −∆tv0. (7.14)

Observe que (7.14) é, na prática, o seguinte sistema linear a ser resolvido:

Ad1 =

(
1− (∆t)2

2
B

)
d0 +

(∆t)2

2
F 0 −∆tAv0. (7.15)

Uma vez calculado d1, as soluções nos tempos n = 1, 2, . . . , N , são obtidas por
(7.11), ou seja, pelas soluções dos sistemas lineares

Adn+1 =
(
2− (∆t)2B

)
dn + (∆t)2F n − Adn−1 n = 1, 2, . . . , (N − 1).

As aproximações para a primeira e segunda derivadas em relação ao tempo são am-
bas de ordem O(∆t2). Entretanto, o método da Diferença Central é condicionalmente
convergente, como mostraremos nas estimativas de erro nos próximos caṕıtulos.

Os métodos que trataremos a seguir são incondicionalmente convergentes para o
parâmetro θ ≥ 1/4.

7.2.2 O Método de Newmark

Considere o sistema (7.9) e a seguinte aproximação:

1

(∆t)2
A(dn+1 − 2dn + dn−1) +Bdn

θ = F n
θ , θ ≥ 0, (7.16)

onde estamos definindo dn
θ := dn + θ

(
dn+1 − 2dn + dn−1

)
.

O sistema (7.16) foi obtido fazendo o seguinte procedimento: Fazendo t = tn−1,
t = tn e t = tn+1 e multplicando a equação (7.9) por θ, (1− 2θ) e θ respectivamente e
depois somando as equações e observando que d′′n

θ ≈ d′′n com erro de ordem O(∆t2).
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Fazendo a substituição em (7.16), obtemos o seguinte sistema algébrico de equações
lineares

(
A + θ(∆t)2B

)
dn+1 =

(
2A− (1− 2θ)(∆t)2B

)
dn −

(
A + θ(∆t)2B

)
dn−1

+ (∆t)2
(
θ(F n+1 + F n−1) + (1− 2θ)F n

)
.

(7.17)

Definindo as matrizes Mθ :=
(
A+ θ(∆t)2B

)
, Lθ :=

(
2A− (1− 2θ)(∆t)2B

)
e o vetor

F n
θ := θ(F n+1+F n−1)+(1−2θ)F n, podemos escrever o sistema linear (7.17) na forma

Mθd
n+1 = Lθd

n −Mθd
n−1 + (∆t)2F n

θ . (7.18)

O método de aproximação acima é conhecido como método de Newmark. Para que
o esquema numérico (7.18) seja incondicionalmente estável no tempo, é necessário que
θ ≥ 1/4, como veremos na análise de convergência. Note-se que o método de Newmark
se reduz ao método da diferença central (7.11) no caso θ = 0.

• Algoritmo

Para inicialização do processo, tomemos n = 0 em (7.18), obtendo-se

Mθd
1 = Lθd

0 −Mθd
−1 + (∆t)2F 0

θ. (7.19)

O valor de d−1 pode ser obtido pela aproximação (7.13). Se o termo F−1 não é conhe-
cido (caso em que a função força f(x, t) não esteja definida para tempos negativos),
podemos simplesmente substituir nesta primeira etapa F 0

θ por F
0. Assim, o algoritmo

pode ser inicializado por

Mθd
1 =

1

2
Lθd

0 +∆tMθv0 +
(∆t)2

2
F 0

θ. (7.20)

Resolvendo-se o sistema linear acima, obtemos a solução d1 e, sucessivamente para
cada n = 1, 2, . . . , N − 1 obtemos d2,d3, . . . ,dN pelo sistema linear (7.18).

7.2.3 O θ-método

O θ-método, também conhecido como método-θ, foi aplicado anteriormente para
a equação do calor, que é um problema de primeira ordem no tempo. Vamos agora
aplicá-lo à equação da onda.
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Considerando a mudança de variável v(x, t) = u′(x, t), podemos decompor o sistema
(7.3) nas seguintes equações:

P1 :

{
(v′ : w) + a(u, w) = (f : w),

(v(0) : w) = (u′(0) : w) = (u1 : w),
∀w ∈ V, (7.21)

P2 :

{
(u′ : w)− (v : w) = 0,

(u(0) : w) = (u0 : w),
∀w ∈ V. (7.22)

Definindo,

vm(x, t) =

m∑

i=1

ci(t)wi(x) e um(x, t) =

m∑

i=1

di(t)wi(x), (7.23)

substituindo nos sistemas (7.21) e (7.21) e considerando as matrizes definidas em (7.6),
obtemos dois sistemas de equações ordinárias de primeira ordem, a saber,

P1 :

{
Ac′(t) +Bd(t) = F (t),

c(0) = d′(0) = v0,
e P2 :

{
A[d′(t)− c(t)] = 0,

d(0) = d0.
(7.24)

Observe que devido a não singularidade da matriz A, a primeira equação no pro-
blema P2 é trivialmente equivalente a d′(t)− c(t) = 0.

Para cada um dos problemas, associamos no tempo discreto tn+1 = (n + 1)∆t, os
pesos θ e σ; e no tempo tn = n∆t, os pesos (1− θ) e (1− σ), onde os parâmetros θ e σ
são pertencentes ao intervalo [0, 1], para os quais consideramos as médias ponderadas

dn+θ = θdn+1 + (1− θ)dn e cn+σ = σcn+1 + (1− σ)cn, θ, σ ∈ [0, 1].

Aplicando aos Problemas (P1) e (P2) os θ-métodos para cada dos problemas sepa-
radamente, obtemos:

P1 :




A
(cn+1 − cn)

∆t
+Bdn+θ = F n+θ,

c(0) = d′(0) = v0,
P2 :





(dn+1 − dn)

∆t
= cn+σ,

d(0) = d0.

(7.25)

Desenvolvendo os termos, obtemos o sistema para n = 1, 2, . . .,
{
Acn+1 = Acn −∆tB(θdn+1 + (1− θ)dn) + ∆t(θF n+1 + (1− θ)F n)

dn+1 = dn +∆t(σcn+1 + (1− σ)cn)
(7.26)

Note que o sistema (7.26) é um sistema acoplado que pode ser expresso na forma

KΦn+1 = LΦn + F n+θ, (7.27)
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onde

K =

(
A θ∆tB

−σ∆tI I

)
, L =

(
A (θ − 1)∆tB

(1− σ)∆tI I

)
, (7.28)

Φn =

(
cn

dn

)
, F n+θ =

(
θF n+1 + (1− θ)F n

0

)
. (7.29)

As matrizes A e B são as mesmas definidas em (6.11) e I é a matriz identidade de
mesma ordem de A (e B). Logo, a matriz dos coeficientes K, denominada matriz bloco
do sistema linear (7.27), tem ordem 2m× 2m.

O sistema linear (7.27) tem solução única, pois a matriz bloco K é não singular.
Nessas condições o sistema linear pode ser resolvido pelo método de eliminação de
Gauss, fatoração LU ou o método de Uzwa (see [8]).

• Algoritmo

Fazendo n = 0, o sistema linear (7.27) toma a forma

KΦ1 = LΦ0 + F 0+θ.

O vetor Φ0 = (c0,d0) = (v0,d0) é conhecido pelos dados iniciais; e como a força F

é conhecido em todo tempo, F 0+θ = θF 1 + (1 − θ)F 0 é está bem definido. Assim,
sendo as matrizes blocos conhecidas, determina-se o vetor Φ1 e, dáı em diante, para
n = 1, 2, . . . , (N − 1).

Observações:

1. Quando θ, σ ≥ 1/2, o método é incondicionalmente estável, como consequência
do Teorema 8.6. Além disso, se θ = σ = 1/2 (método de Crank-Nicolson), o
método tem ordem quadrática no tempo, ou seja, O(∆t)2.

2. Para (θ, σ) = (0, 1), o método é o conhecido método da diferença central, dado
em (7.11), e é condicionalmente estável.

3. Para θ = σ = 1, obtemos um método impĺıcito de primeira ordem no tempo,
O(∆t), similar ao Método de Euler Regressivo.

7.3 Simulação Numérica: Equação da Onda

Nessa seção faremos algumas simulações numéricas do problema hiperbólico mo-
delo, utilizando o método de Newmark para diversos valores de θ. Para os exem-
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plos numéricos, utilizamos como funções base os polinômios lineares por partes. Con-
sideramos exemplos cuja solução exata é conhecida para calcular os erros entre as
soluções numérica e exata nas normas definidas em (6.24), ou seja, L∞(0, T ;L2(0, 1)) e
L∞(0, T ;H1(0, 1)). Os resultados numéricos destes dois exemplos foram obtidos usando
o Programa Computacional Onda.cpp, cujo arquivo fonte está dispońıvel no final do
livro.

Consideremos o problema:





utt(x, t)− αuxx(x, t) + βu(x, t) = f(x, t), ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, 1],
u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ [0, 1],
u(x, 0) = sen(πx) ∀x ∈ (0, 1),
ut(x, 0) = 0 ∀x ∈ (0, 1),

(7.30)

α e β reais positivos, com a força f(x, t) definida a posteriori de tal forma que a solução
exata seja

u(x, t) = cos(λπt) sen(πx), λ ∈ R. (7.31)

Assim, substituindo na equação, obtemos

f(x, t) = (β + (α− λ2)π2) cos(λπt) sen(πx), λ ∈ R. (7.32)

Exemplo 1: Dados α = β = 1 e λ1 =
√

1 + 1/π2 ≈ 1.05, a função u(x, t) =
cos(λ1πt) sen(πx) é solução de





utt(x, t)− uxx(x, t) + u(x, t) = 0, ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, 1],
u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ [0, 1],
u(x, 0) = sen(πx), ∀x ∈ (0, 1),
ut(x, 0) = 0, ∀x ∈ (0, 1).

(7.33)

Na Tabela 7.1, são mostrados os erros nas normas L∞(0, T ;L2(0, 1)) e L∞(0, T ;H1(0, 1))
referentes ao método de Newmark para diversos valores de θ, com os parâmetros
∆t = 0.01, h = 0.05 e T = 0.5 fixados.

θ EL∞(0,T ;L2(0, 1)) EL∞(0,T ;H1(0, 1))

0 0.001113 0.001288
∆t = 0.01 0.25 0.000957 0.001108
h = 0.05 0.5 0.000801 0.000927
T = 0.5 0.75 0.000660 0.000764

1.0 0.000536 0.000620

Tabela 7.1: Variando θ
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Podemos observar que se θ cresce, o erro decresce nas duas normas. Os resultados
teóricos não permitem afirmar que esse resultado é válido em geral, mas esperado sob
o ponto de vista numérico, devido à robustez da matriz rigidez.

A Figura 7.1 mostra o erro na norma EL∞(0,T ;L2(0, 1)), para cada parâmetro θ.
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Figura 7.1: EL∞(0,T ;L2(0, 1))

Nas tabelas de erros, Tabela 7.2 e Tabela 7.3, são mostradas a dependência dos
erros em relação aos parâmetros de discretização espacial h e do parâmetro do passo
temporal ∆t.

h EL∞(0,1;L2(0,1)) EL∞(0,1;H1(0,1))

∆t = 0.01 0.1 0.003853 0.005074
θ = 0.75 0.05 0.000660 0.000764
T = 0.5 0.025 0.000142 0.000153

Tabela 7.2: Tabela de erro: E(h)

Para analisar a ordem de convergência, seja, como já visto anteriormente, Ei =
max
t∈[0,1]

‖Ei(t)‖L2(0,1), para i = 0, 1, . . . , N , o erro associado a malha h = (5 × 2i+1)−1.
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∆t EL∞(0,1;L2(0,1)) EL∞(0,1;H1(0,1))

h = 0.01 0.05 0.0104 0.010727
θ = 0.75 0.025 0.002637 0.002720
T = 0.5 0.0125 0.000697 0.000719

Tabela 7.3: Tabela de erro:E(∆t)

Tomando em particular ∆t = h, a ordem de convergência é calculada por

p = ln(Ei/Ei+1)/ ln(2).

A Tabela 7.4 mostra que a ordem de convergência do método de Newmark é
quadrática e permanece válida para todo θ ∈ [0.25, 1.0].

∆t = h EL∞(0,T ;L2(0, 1)) p

θ = 0.25 0.1 0.006704 –
0.05 0.001698 1.981
0.025 0.000426 1.995
0.0125 0.000107 1.995

θ = 1.0 0.1 0.055636
0.05 0.014566 1.933
0.025 0.003687 1.982
0.0125 0.000922 1.999

Tabela 7.4: Ordem de convergência

Nas estimativas de erros que apresentaremos nos próximos caṕıtulos, mostraremos
que para θ ∈ [0, 1/4), o método de Newmark é condicionalmente convergente, ou seja,
o método converge sob a condição de que ∆t < h. Dessa forma, o método da diferença
central (θ = 0) é um método condicionalmente convergente. Esse resultado é conhecido
como condição CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), ou seja, o método é convergente sob a
condição r := (∆t/h) < 1.

Esses resultados podem ser comprovados na Tabela 7.5, onde estão exibidos os
erros para alguns valores de θ, mostrando que se r = (∆t/h) = 1, o método diverge
independentemente do tamanho da malha.

A seguir vamos mostrar que o método da diferença central também tem ordem de
convergência quadrática, desde que r = (∆t/h) < 1. Em particular, são mostrados na
Tabela 7.6 os erros e ordens de convergência, tomando ∆t = h/2.

A Figura 7.2 foi constrúıda para ilustrar geometricamente, no exemplo 1, as di-
ferentes soluções numéricas associadas ao método de Newmark, com parâmetros θ =
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∆t h EL∞(0,T ;L2(0, 1))

θ = 0 0.01 0.1 0.00479
0.01 0.05 0.00123
0.01 0.01 diverge

0.01 0.1 0.00472
θ = 0.25 0.01 0.05 0.00106

0.01 0.01 0.00011

0.01 0.1 0.00445
θ = 0.5 0.01 0.05 0.00089

0.01 0.01 0.00024

Tabela 7.5: Tabela de erro

∆t = h/2 h EL∞(0,T ;L2(0, 1)) p

θ = 0.0 0.05 0.1 0.006188 –
0.025 0.05 0.001561 1.987
0.0125 0.025 0.000387 1.997
0.00625 0.0125 0.000097 1.997

Tabela 7.6: Ordem de convergência

0, 1/4, 1/2, 3/4, 1.0. Em razão da precisão do método visto nas tabelas de erros, e
da escala usada na elaboração do gráfico, os erros são impercept́ıveis, mas há 5 gráficos
sobrepostos, um para cada valor de θ.

Na Figura 7.3, apresentamos o erro absoluto entre as soluções exatas e numéricas,
obtidas pelo método de Newmark para os valores de θ, denotados por E0, E25, E50, E75

e E100, respectivamente. Note que E0 > E25 > E50 > E75 > E100.

Para elaboração dos gráficos, foram considerados T = 10.0, ∆t = 0.01 e h = 0.05.
Para analisar a evolução no tempo da solução, fixamos o ponto médio x = 0.5, ou seja,
os gráficos são as soluções aproximadas uh(0.5, t) da solução exata u(0.5, t) = cos(λπt),
onde λ21 = (1+ 1/π2). Note que foram necessários 1.000 iterações para obter a solução
aproximada u(x;T ).

Exemplo 2: Dados α = β = 1 e λ2 = 1, a função u(x, t) = cos(πt) sen(πx) é solução
do problema (7.33), com a força f(x, t) = cos(πt) sen(πx).

Para esse exemplo, os valores consignados na Tabela 7.7 são os erros nas normas
L∞(0, T ;L2(0, 1)) e L∞(0, T ;H1(0, 1)), relativamente ao parâmetro θ do método de
Newmark, com ∆t = 0.01, h = 0.05 e T = 0.5. Observamos novamente, que ao
aumentar o valor de θ, o erro nas duas normas diminuem e os mesmos resultados do
exemplo anterior se verificam.
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θ EL∞(0,T ;L2(0, 1)) EL∞(0,T ;H1(0, 1))

0 0.001039 0.001203
∆t = 0.01 0.25 0.000906 0.001049
h = 0.05 0.5 0.000772 0.000894
T = 0.5 0.75 0.000652 0.000755

1.0 0.000553 0.000640

Tabela 7.7: Variando θ

7.4 Exerćıcios

1. Bases Cúbicas e Hermite: Considere o problema (7.30) como no Exemplo 2.

(a) Determine a solução numérica para o Método da Diferença Central, usando
como função base as funções B-splines, definidas em (3.8). Como as B-
splines são polinômios de grau k ≤ 3, podemos esperar que os erros sejam
menores nas normas L∞(0, T, L2(0, 1)) e L∞(0, T,H1

0 (0, 1)).

(b) Nas mesmas condições do item anterior, refaça o problema usando como
função base os polinômios de Hermite, definidos em (3.20) e (3.21).

(c) Suponha que a solução exata do problema (7.30) seja desconhecida. Ve-
rifique a ordem de convergência numérica, definida em (3.55), no caso do
Método da Diferença Central, usando as bases dos ı́tens anteriores, e verifi-
que se satisfaz a estimativa de erro (9.39).

2. Fronteira de Neumann: Considere o mesmo problema (7.30), com α = 3 e
β = π2. Sabendo que a solução exata é u(x, t) = sen(πx) cos(2πt), o problema
com as condições de fronteira do tipo Neumann é dado por




utt(x, t)− 3uxx(x, t) + π2u(x, t) = 0, ∀ (x, t) ∈ (0, 1)× [0, 1],

ux(0, t) = π cos(2πt) = −ux(1, t), ∀t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = sen(πx), ut(x, 0) = 0, ∀x ∈ (0, 1).

(7.34)

Como observado anteriormente, para o problema ter solução única é necessário
conhecer a solução em pelo menos um ponto, como por exemplo, u(0, 0) = 0.

(a) Verifique que o Método de Newmark, para θ ∈ {0.25, 0.5, 1.0}, é incondi-
cionalmente estável, mas o Método da Diferença Central (θ = 0) é condici-
onalmente estável.

(b) Com θ ∈ {0, 0.25, 0.5, 1.0}, h ∈ {0.1, 0.01, 0.001}, e com o passo
de tempo ∆t = 0.01, faça uma tabela determinando os erros nas normas
L2(0, 1;L2(0, 1)) entre a solução numérica e a solução exata.
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3. Problema Bidimensional: Considere o problema homogêneo





utt(x, y, t)−∆u(x, y, t) + u(x, y, t) = 0, ∀ (x, y, t) ∈ Ω× [0, 1],

u(x, y, t) = 0, ∀(x, y) ∈ ∂Ω e ∀t ∈ [0, 1],

u(x, y, 0) = sen(πx) sen(πy), ut(x, y, 0) = 0, ∀x, y ∈ Q.
(7.35)

com (x, y) ∈ Ω = (0, 1)× (0, 1) e a fronteira ∂Ω =
⋃4

i=1 Γi, onde

Γ1 = {(x, 0) ∈ R
2 ; 0 ≤ x ≤ 1},

Γ2 = {(1, y) ∈ R
2 ; 0 ≤ y ≤ 1},

Γ3 = {(x, 1) ∈ R
2 ; 0 ≤ x ≤ 1},

Γ4 = {(0, y) ∈ R
2 ; 0 ≤ y ≤ 1}.

Determine a solução numérica, usando o método de Newmark para θ = 0.5, com
a malha uniforme h1 = 0.05 no eixo-x e h2 = 0.05 no eixo-y e o passo de tempo
∆t = 0.001. Sabendo que a solução exata do problema (7.35) é

u(x, y, t) = sen(πx) sen(πy) cos (
√
2 + 1/π2 πt),

determine o erro nas normas L2(0, 1;L2(Ω)) e L2(0, 1;H1
0(Ω)).





CAPÍTULO 8

Análise Numérica da Equação do
Calor

Nesse caṕıtulo provaremos os resultados de convergência dos métodos numéricos e
algoritmos para a Equação do Calor discutidos anteriormente tanto no contexto do
problema semidiscreto quanto no caso discreto. Para maior aprofudamento, sugerimos
ao leitor consultar, por exemplo, as referências [1, 9, 11, 17, 21].

8.1 Estimativas de Erro: Problema Semidiscreto

Nessa seção vamos estabelecer estimativas de erro para os problemas semidiscretos
referentes à equação do calor. Mais precisamene, vamos considerar as estimativas de
erros nos Espaços de Sobolev entre a solução exata u(x, t) e a solução aproximada
uh(x, t) de forma análoga à que foi feita na análise de erro do problema estacionário,
mas sem a discretização da variável t.

Como vimos anteriormente, as funções bases wi do subespaço Vm das soluções apro-
ximadas são polinômios de grau k definidas em cada elemento finito Ωe (para k = 1, 2, 3
temos respectivamente as funções bases lineares, quadráticas e splines cúbicas). Para
considerar explicitamente a dependência do grau k do polinômio, escrevemos o espaço
de elementos finitos Vm como

V k
m(Ω) := {vh ∈ V ; veh ∈ Pk(Ωe)} , (8.1)

onde veh denota a restrição de vh ao elemento e e Pk é o conjunto dos polinômios
definidos em Ωe, com grau menor ou igual a k na variável x.

O problema semidiscreto é formulado por: determinar uh : [0, T ]→ Vm, solução do
sistema {

(u′h(t) : vh) + a(uh(t), vh) = (f(t) : vh), ∀ vh ∈ V k
m,

(uh(0) : vh) = (u0h : vh).
(8.2)

235
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A formulação variacional do problema cont́ınuo, no caso de condições de fronteira do
tipo Dirichlet (ver (6.1)), é dado por: determinar u : [0, T ]→ H1

0(Ω), solução de
{
(u′(t) : v) + a(u(t), v) = (f(t) : v), ∀ v ∈ H1

0 (0, 1),

(u(0) : v) = (u0 : v), ∀ v ∈ H1
0 (0, 1).

(8.3)

Tendo como objetivo estabelecer estimativa para o erro entre u(t) e uh(t), onde
uh(t) e u(t) são respectivamente as soluções dos problemas (8.2) e (8.3) e lembrando
que V k

m é um subespaço do H1
0 (Ω), a igualdade (8.3) também é válida para vh ∈ V k

m.
Assim, subtraindo as equações, obtemos

{
(u′(t)− u′h(t) : vh) + a(u(t)− uh(t), vh) = 0, ∀ vh ∈ V k

m,

(u(0)− uh(0) : vh) = 0, ∀ vh ∈ V k
m.

(8.4)

Vale observar que, sendo a forma bilinear a(·, ·) cont́ınua, simétrica e coerciva, ela
define um produto interno em V = H1

0 (Ω). Assim, se u e uh são respectivamente
soluções dos problemas estacionários

a(u, v) = (f : v), ∀v ∈ V e a(uh, vh) = (f : vh), ∀vh ∈ Vh,

temos a relação a(u − uh, vh) = 0, para todo vh ∈ Vh, o que significa dizer que uh é a
projeção ortogonal de u sobre o subespaço Vh com relação ao produto interno definido
pela forma bilinear a(·, ·). Entretanto, como é óbio verificar, isso não é verdade se u(t)
e uh(t) são respectivamente as solução dos problemas (8.2) e (8.3), isto é, não podemos
afirmar que a(u(t)−uh(t), vh) = 0 para todo vh e todo t. Em vista disso, consideremos:

Definição: Sejam V um espaço de Hilbert, W um subespaço de V e a : V × V −→ R

uma forma bilinear cont́ınua, simétrica e coerciva. Se w(t) ∈ V para todo t ∈ [0, T ],
definimos a projeção de Rayleigh-Ritz com respeito a forma bilinear a(·, ·) por

PW : V −→ W
v(t) 7−→ PW v(t)

tal que
a(v(t)− PWv(t), w) = 0, ∀w ∈ W. (8.5)

É claro que a projeção de Rayleigh-Ritz coincide com a projeção usual no caso
estacionário, isto é, se u é a solução de a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ V , temos PWu = Phu = uh,
onde uh ∈ Vh é a solução obtida pelo método de Galerkin. Como consequência direta
do Lema de Céa (veja Teorema 3.1), a projeção de Rayleigh-Ritz satisfaz

‖u(t)− PWu(t)‖V ≤ γ‖u(t)− w‖V , ∀w ∈ W,
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onde γ =
√
δ, com δ > 0 definido em (3.32) e ‖ · ‖V denota a norma de V associada à

forma bilinear a.

No caso particular em que W = V k
m, vamos manter a notação Ph, i.e., PV k

m
= Ph,

de modo que se ũ(t) é uma interpolação de u(t) em V k
m, obtemos

‖u(t)− Phu(t)‖V ≤ γ‖u(t)− ũ(t)‖V . (8.6)

Além disso, se [ϕ1, ϕ2, · · · ϕm] é um base ortonormal de V k
m a projeção ortogonal sobre

V k
m satisfaz

Phv =
m∑

i=1

a(ϕi, v)ϕi, ∀v ∈ V. (8.7)

Assim, para cada t fixo, podemos escrever a projeção de u(t) na forma

Phu(t) =

m∑

i=1

a(ϕi, u(t))ϕi =

m∑

i=1

ci(t)ϕi. (8.8)

Analogamente,

ũ(x, t) =
m∑

i=1

ui(t)ϕi. (8.9)

Como as funções ũ(x, t) e Phu(x, t) não são idênticas, os coeficientes ci(t) e ui(t)
definidos em (8.8) e (8.9) são diferentes. Entretanto, vale a estimativa de interpolação
dada em (8.6), que será útil nas estimativas de erro.

A principal razão de introduzir a projeção ortogonal Phu(t) é porque podemos
decompor o erro em duas partes na forma: ‖u − uh‖ ≤ ‖u − Phu‖ + ‖Phu − uh‖ e
são conhecidas estimativas de erro do primeiro termo do lado direito, restando apenas
estabelecer estimativas para o segundo termo no subespaço V k

m. De fato, de acordo
com o Corolário (3.4), temos para cada t fixado,

‖u(t)− Phu(t)‖m ≤ ‖u(t)− ũ(t)‖m ≤ chk+1−m‖u(t)‖k+1, (8.10)

com u(t) ∈ Hk+1(Ω), ũ(t) ∈ V k
m (k ≥ 1) e m ≤ k.

Em [6], Douglas & Dupont provaram que valem as mesmas estimativas para as
derivadas no tempo, como podemos ver no seguinte Lema, cuja demonstração pode ser
vista em [6].

Lema 8.1. Sejam {u(t), u′(t), u′′(t)} ⊂ Hk+1(Ω), para todo t ∈ [0, T ] e ũ(t) o inter-
polador de u(t) em V k

m. Então, para cada t ∈ [0, T ], u′(t) e u′′(t) satisfazem a mesma
estimativa para o erro da interpolação de u(t), ou seja

‖u′(t)− ũ′(t)‖m ≤ c1h
k+1−m‖u′(t)‖k+1

‖u′′(t)− ũ′′(t)‖m ≤ c2h
k+1−m‖u′′(t)‖k+1

(8.11)
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onde m ≤ k , k ≥ 1 , c1 e c2 são constantes positivas independentes de u(t) e h.

Consequentemente, dos resultados obtidos em (8.10) e (8.11), temos

‖u′(t)− Phu
′(t)‖m ≤ ‖u′(t)− ũ′(t)‖m ≤ chk+1−m‖u′(t)‖k+1, ∀t ∈ [0, T ],

‖u′′(t)− Phu
′′(t)‖m ≤ ‖u′′(t)− ũ′′(t)‖m ≤ chk+1−m‖u′′(t)‖k+1, ∀t ∈ [0, T ]

(8.12)

Com o aux́ılio de (8.11) e (8.12), podemos estabelecer as estimativas de erro entre
a solução exata u(t) e a solução aproximada uh(t), como veremos a seguir.

8.1.1 Estimativa na norma de L2(Ω)

Teorema 8.1. Seja {u, u′} ⊂ L∞(0, T ;H1
0 ∩ Hk+1). Então o erro entre a solução

aproximada uh(t) e a solução exata u(t) satisfaz

‖u(t)− uh(t)‖0 ≤ Ĉhk+1‖u(t)‖k+1, qtp t ∈ [0, T ],

onde k ≥ 1 e Ĉ é uma constante que depende de T .

Demonstração: Considere a seguinte decomposição do erro:

e(t) := u(t)− uh(t) =
(
u(t)− Phu(t)

)
+
(
Phu(t)− uh(t)

)
=: ρ(t) + ξ(t),

onde Phu(t) é a projeção ortogonal de u(t) em V k
m.

Somando e subtraindo Phu(t) em (8.4), obtemos

(ρ′(t) + ξ′(t) : vh) + a(ρ(t) + ξ(t), vh) = 0, ∀ vh ∈ V k
m. (8.13)

De (8.5), temos que a(ρ(t), vh) = 0 e assim a equação (8.13) pode ser escrita na
forma:

(ξ′(t) : vh) + (ρ′(t) : vh) + a(ξ(t), vh) = 0, ∀ vh ∈ V k
m. (8.14)

Em particular, podemos tomar vh = ξ(t) ∈ V k
m em (8.14), obtendo-se

(ξ′(t) : ξ(t)) + (ρ′(t) : ξ(t)) + a(ξ(t), ξ(t)) = 0. (8.15)

Temos também que,





(ξ′(t) : ξ(t)) =
1

2

d

dt
‖ξ(t)‖20,

a(ξ(t), ξ(t)) = α‖ξ(t)‖21 + β‖ξ(t)‖20 ≥ 0.
(8.16)
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Substituindo em (8.15) e desprezando o termo positivo a(ξ(t), ξ(t)), obtemos

1

2

d

dt
‖ξ(t)‖20 ≤ −(ρ′(t) : ξ(t)).

Da desigualdade de Schwarz, temos |(ρ′(t) : ξ(t))| ≤ ‖ρ′(t)‖0|ξ(t)‖0, de modo que

1

2

d

dt
‖ξ(t)‖20 ≤ ‖ρ′(t)‖0|ξ(t)‖0. (8.17)

Observemos de (8.16) que sendo a aplicação t 7→ ‖ξ(t)‖20 diferenciável, t 7→ ‖ξ(t)‖0
também diferenciável para os valores de t tais que ‖ξ(t)‖0 6= 0, pois

d

dt

(∫ 1

0

ξ(x, t)2 dx

)1/2

=
1

2

(∫ 1

0

ξ(x, t)2 dx

)−1/2
d

dt

∫ 1

0

ξ(x, t)2 dx,

de modo que

(ξ′(t), ξ(t)) =
1

2

d

dt
‖ξ(t)‖20 = ‖ξ(t)‖0

d

dt
‖ξ(t)‖0. (8.18)

Substituindo (8.18) em (8.17), temos após integrar 0 a t,

‖ξ(t)‖0 ≤ ‖ξ(0)‖0 +
∫ t

0

‖ρ′(τ)‖0 dτ (8.19)

Para o primeira parcela do lado direito de (8.19),

ρ(0) = u(0)− uh(0)− ξ(0) ⇒ ‖ξ(0)‖0 ≤ ‖u(0)− uh(0)‖0 + ‖ρ(0)‖0.

Lembrando que, para m = 0 em (8.10), vale a estimativa ‖ρ(0)‖0 ≤ chk+1‖u(0)‖k+1,
k ≥ 1, obtemos

‖ξ(0)‖0 ≤ chk+1‖u(0)‖k+1, k ≥ 1 (8.20)

para a escolha de uh(0) tal que ‖u(0)− uh(0)‖0 ≤ chk+1

Por outro lado, usando (8.11) com m = 0, tem-se

‖ρ′(t)‖0 = ‖u′(t)− Phu
′(t)‖0 ≤ c1‖u′(t)− ũ′(t)‖0 ≤ c2h

k+1‖u′(t)‖k+1. (8.21)

Retornando a (8.19) e definindo C = max{c, c2}, obtemos

‖ξ(t)‖0 ≤ Chk+1
(
‖u(0)‖k+1 +

∫ t

0

‖u′(s)‖k+1 ds
)
. (8.22)

Por hipótese u′ ∈ L∞(0, T ;Hk+1). Logo,

∫ T

0

‖u′(s)‖k+1 ds ≤ T‖u′‖L∞(0,T ;Hk+1).



240 Cap. 8. Análise Numérica da Equação do Calor

Portanto,

‖ξ(t)‖0 ≤ Chk+1
(
‖u(0)‖k+1 + T‖u′‖L∞(0,T ;Hk+1)

)
≤ c3(T )h

k+1. (8.23)

Usando a desigualdade triangular, tem-se

‖u(t)− uh(t)‖0 ≤ ‖ρ(t)‖0 + ‖ξ(t)‖0 ≤ Ĉ(T )hk+1 (8.24)

com o que conclui-se a demonstração do teorema. ⊔⊓
Note que por hipótese u(t) ∈ Hk+1(Ω) e ξ(t) ∈ L2(Ω), para quase todo t ∈ [0, T ].

Assim podemos tomar o supremo essencial em relaçaão a t para obter a seguinte esti-
mativa:

‖u− uh‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ Ĉ(T )hk+1, (8.25)

onde estamos enfatizando que a constante Ĉ depende de T .

8.1.2 Estimativa na norma de H1
0(Ω)

Teorema 8.2. Suponhamos {u, u′} ⊂ L∞(0, T ;H1
0 ∩Hk+1). Então o erro no instante

t ∈ [0, T ] entre a solução aproximada uh(t) e a solução exata u(t) satisfaz

‖u(t)− uh(t)‖1 ≤ Ĉ(T )hk‖u(t)‖k+1,

onde k ≥ 1.

Demonstração: Considere em (8.14), vh = ξ′(t) ∈ V k
m. Então,

‖ξ′(t)‖20 +
1

2

d

dt
‖ξ(t)‖21 + (ρ′(t) : ξ′(t)) = 0.

Usando as desigualdades de Schwarz e Young, obtemos

(ρ′(t) : ξ′(t)) ≤ ‖ρ′(t)‖0‖ξ′(t)‖0 ≤
1

2

(
‖ρ′(t)‖20 + ‖ξ′(t)‖20

)
.

Substituindo na identidade acima, segue

‖ξ′(t)‖20 +
d

dt
‖ξ(t)‖21 ≤ ‖ρ′(t)‖20,

de onde se obtém após intergrar de 0 a t,

∫ t

0

‖ξ′(τ)‖20 dτ + ‖ξ(t)‖21 − ‖ξ(0)‖21 ≤
∫ t

0

‖ρ′(t)‖20 dτ,
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de modo que

‖ξ(t)‖21 ≤ ‖ξ(0)‖21 +
∫ t

0

‖ρ′(τ)‖20 dτ. (8.26)

Usando o fato de que
√
a2 + b2 ≤

√
2(a + b), quaisquer que sejam a, b ≥ 0, temos

‖ξ(t)‖1 ≤
√
2


‖ξ(0)‖1 +

√∫ t

0

‖ρ′(s)‖20 ds


 .

De forma análoga ao caso do L2(Ω), temos na norma H1
0 (Ω),

‖ξ(0)‖1 ≤ ‖u(0)− uh(0)‖1 + ‖ρ(0)‖1.

Tomando m = 1 em (8.10) temos a estimativa na norma H1
0 (Ω) dada por

‖ρ(0)‖1 ≤ chk‖u(0)‖k+1, k ≥ 1.

Ainda procedendo como no caso anterior com a escolha adequada de uh(0), obtemos

‖ξ(0)‖1 = ‖Phu(0)− uh(0)‖1 ≤ c1h
k‖u(0)‖k+1, k ≥ 1.

Portanto, para C = c+ c1,

‖ξ(0)‖1 ≤ (chk + c1h
k)‖u(0)‖k+1 = Chk‖u(0)‖k+1, k ≥ 1.

Vale aqui observar a perda de precisão de ordem O(h) no presente caso quando com-
paramos com caso anterior.

Por outro lado, segue de (8.21), ‖ρ′(t)‖0 ≤ chk+1‖u′(t)‖k+1, de modo que

‖ξ(t)‖1 ≤
√
2


Chk‖u(0)‖k+1 + chk+1

√∫ t

0

‖u′(s)‖20 ds


 .

Por hipótese u′ ∈ L∞(0, T ;Hk+1). Logo,

∫ T

0

‖u′(s)‖2k+1 ds ≤ T‖u′‖2L∞(0,T ;Hk+1).

Portanto, para h < 1,

‖ξ(t)‖1 ≤ Chk
(
‖u(0)‖k+1 +

√
T‖u′‖L∞(0,T ;Hk+1)

)
≤ c3(T )h

k. (8.27)
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Usando a desigualdade triangular, tem-se

‖u(t)− uh(t)‖1 ≤ ‖ρ(t)‖1 + ‖ξ(t)‖1 ≤ Ĉ(T )hk, (8.28)

com o que conclui-se a demonstração do teorema. ⊔⊓
Como anteriormente, podemos tomar o supremo essencial no tempo para obter a

estimativa
‖u− uh‖L∞(0,T ;H1(Ω)) ≤ Ĉ(T )hk(‖u‖L∞(0,T ;Hk+1(Ω))). (8.29)

As estimativas (8.24), (8.25) e (8.28), (8.29) respectivamente nas normas L2 e H1
0

não são estimativas ótimas, em razão do último termo ser acumulativo, ou seja, o erro
aumenta como função do tempo T . A seguir apresentamos uma estimativa ótima para
a norma L2.

8.1.3 Estimativa Ótima na Norma de L2(Ω)

Teorema 8.3. Nas mesmas condições do Teorema (8.1) temos para k ≥ 1,

‖u(t)− uh(t)‖0 ≤ Ĉhk+1‖u(t)‖k+1,

onde Ĉ independe de T .

Demonstração: Seja {λi}i∈N a sucessão de autovalores associados ao operador ∂2/∂x2

e os correpondentes autovetores wi no espaço H1
0 (Ω). Mais precisamente,

−∆wi = λiwi, wi ∈ H1
0 (Ω).

Multiplicando ambos os lados, integrando em Ω e lembrando que λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . .,
temos

‖∇wi‖20 = λi‖wi‖20 ≥ λ1‖wi‖20. (8.30)

Observação: Lembremos que a sequência dos autovetores {wi}i∈N formam uma base
ortonormal e completa em H1

0 (Ω).

Considere agora a equação (8.17). Usando a equivalência de normas em H1
0 (Ω) e a

desigualdade (8.18), obtém-se

1

2

d

dt
‖ξ(t)‖20 + α‖∇ξ(t)‖20 + β‖ξ(t)‖20 ≤ ‖ρ′(t)‖0‖ξ(t)‖0. (8.31)

Substituindo (8.30) em (8.31), temos a seguinte forma

‖ξ(t)‖0
d

dt
‖ξ(t)‖0 + (αλ1 + β)‖ξ(t)‖20 ≤ ‖ρ′(t)‖0‖ξ(t)‖0, (8.32)



243

que é equivalente a
d

dt
‖ξ(t)‖0 + λ‖ξ(t)‖0 ≤ ‖ρ′(t)‖0, (8.33)

onde λ = αλ1 + β. Multiplicando (8.33) por eλt, obtemos

d

dt

(
eλt‖ξ(t)‖0

)
≤ eλt‖ρ′(t)‖0. (8.34)

Integrando em relação [0, t], obtemos

eλt‖ξ(t)‖0 − ‖ξ(0)‖0 ≤
∫ t

0

eλs‖ρ′(s)‖0 ds,

que é equivalente a

‖ξ(t)‖0 ≤ e−λt‖ξ(0)‖0 +
∫ t

0

e−λ(t−s)‖ρ′(s)‖0 ds.

Usando as estimativas (8.20) e (8.21), obtemos

‖ξ(t)‖0 ≤ chk+1
(
e−λt‖u(0)‖k+1 +

∫ t

0

e−λ(t−s)‖u(s)‖k+1 ds
)
. (8.35)

Temos agora uma estimativa ótima para o erro na norma L2(Ω), pois a dependência
das constantes em relação ao tempo T só aparecem no fator ‖u‖L∞(0,T ;Hk+a). ⊔⊓

8.2 Estimativas de Erro: Problema Discreto

Nas estimativas anteriores para o problema semi-discreto, consideramos o tempo
t não discretizado, o que não correspomde à prática, quando devemos discretizá-lo
para o cálculo numérico das soluções. Em geral, nas equações de evolução do tipo pa-
rabólico ou hiperbólico, são usados o método de elementos finitos para a discretização
das variáveis espaciais e o método das diferenças finitas para a variável temporal. A
questão natural que se coloca é por que não utilizar também os elementos finitos na
variável tempo. Matematicamente, é perfeitamente razoável aplicar o método de ele-
mentos finitos nas duas variáveis, o que tem sido usado por vários autores. Entretanto,
estaremos acoplando o sistema ao aplicar o método de Galerkin, e isso destrói propri-
edades importantes de propagação (ver [20]). Sendo assim, utilizaremos nesta seção o
Método das Diferenças Finitas como aproximação para a derivada no tempo e o método
dos elementos finitos nas variáveis espaciais, para determinar a solução numérica do
problema (8.3) e obter as estimativas de erro ‖u−uh‖ na normas em espaços de Sobolev.
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8.2.1 Resultados Preliminares

No que segue, vamos considerar Ω = (0, 1) ⊂ R. Para uma malha uniforme de
(0, 1), com h = xi+1 − xi, i = 1, 2, . . . , N , definimos a norma discreta em L2(0, 1) e
H1(0, 1) respectivamene por

‖w‖L2(0,1) :=
(
h

m∑

i=1

|w(xi)|2
)1/2

,

‖w‖H1(Ω) :=
(
h

m∑

i=1

|w(xi)|2
)1/2

+
(
h

m∑

i=1

∣∣∣∂w(xi)
∂x

∣∣∣
2)1/2

.

Por outro lado, se w é uma função na variável t, denotaremos wn := w(tn), onde
tn = n∆t. Podemos assim introduzir:

wn+1/2 := (wn+1 + wn)/2,

wn+θ := θwn+1 + (1− θ)wn,

wn
θ := θwn+1 + (1− 2θ)wn + θwn−1,

δwn+ 1

2 := (wn+1 − wn)/∆t,

δwn− 1

2 := (wn − wn−1)/∆t,

δwn := wn+ 1

2 − wn−1/2)/∆t = (wn+1 − wn−1)/2∆t,

δ2wn := (wn+1 − 2wn + wn−1)/(∆t)2,

(8.36)

onde θ ∈ [0, 1] denota o parâmetro de Newmark.

Com base na notação introduzida em (8.36), se H é um espaço de Hilbert e w :
[0, T ]→ H , definimos as “normas discretas” para w pelas seguintes expressões:

‖w‖L∞

0
(0,T ;H) := max{‖wn‖H , n = 0, . . . , N − 1}

‖w‖L∞

1/2
(0,T ;H) := max{‖wn+ 1

2‖H , n = 0, . . . , N − 1},

‖w‖2L2
0
(0,T ;H) = ∆t

N−1∑

n=0

‖wn‖2H ,

‖w‖2L2
1/2

(0,T ;H) := ∆t
N−1∑

n=0

‖wn+ 1

2‖2H .

(8.37)

Combinando apropriadamente a notação introduzida em (8.36), podemos definir
várias normas, como por exemplo

‖δw‖2L2
1/2

(0,T ;W ) :=

N−1∑

n=0

‖δwn+ 1

2‖2W (8.38)



245

Para estabelecer estimativas de erro no tempo discreto, aplicaremos os seguintes
Lemas:

Lema 8.2. Sejam ϕ e ψ funções não negativas definidas em {tn, ; n = 0, · · · , N}, com
ψ não decrescente. Se

ϕτ ≤ ψτ + c∆t
τ−1∑

n=0

ϕn, ∀τ = 0, . . . , N , (8.39)

então
ϕτ ≤ ψτ exp(ctτ ), ∀τ = 0, . . . , N ; (8.40)

onde c é uma constante positiva independente de τ .

Note que o Lema anterior, conhecido como Lema de Belman, é o análogo discreto
do Lema de Gronwall.

Lema 8.3. (Dupont)Sejam w : [0, T ] → L2(0, 1) e wn = w(tn), n = 0, . . . , N . Se o
incremento no tempo ∆t < 1, então

‖wn−1/2‖20 ≤ c
(
‖w1/2‖20 + ‖δw‖2L2

0
(0,T ;L2(0,1))

)
,

‖wn‖20 ≤ c
(
‖w0‖20 + ‖δw‖2L2

0
(0,T ;L2(0,1))

)
,

(8.41)

onde c e c são constantes positivas independentes de w.

Os resultados da teoria de aproximação que seguem serão aplicados para estabelecer
estimativas de erro no tempo discreto. Nesses resultados, p pode assumir os valores 2
ou ∞, e H denota qualquer um dos espaços de Hilbert, H1

0 (0, 1), H
2(0, 1) ou L2(0, 1).

(i) O operador δ, como definido em (8.36)6, é uma aproximação para a primeira
derivada no tempo e vale a seguinte estimativa relacionando δw com w′:

‖δw‖Lp
0
(0,T ;H) ≤ c‖w′‖Lp(0,T ;H). (8.42)

(ii) De forma análoga, o operador δ2, como definido em (8.36)7, é uma aproximação
para a segunda derivada no tempo, e tem-se a seguinte estimativa relacinando
δ2w com w′′:

‖δ2w‖Lp
0
(0,T ;H) ≤ c‖w′′‖Lp(0, T ;H). (8.43)

(iii) O operador wθ, definido em (8.36)3, com pesos θ, (1−2θ) e θ em nós consecutivos,
pode ser estimada em função de w por

‖wθ‖Lp
0
(0,T ;H) ≤ c‖w‖Lp(0,T ;H). (8.44)
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(iv) Usando (8.42) e (8.44) podemos compor os operadores δ e wθ e estimar a norma
de (δwθ)w em função de w′.

‖(δwθ‖Lp
0
(0,T ;H) ≤ c‖w′‖Lp(0, T ;H). (8.45)

Note que, ao aplicar as normas (8.37)1,3 em wθ, faz-se necessário introduzir o
valor de wθ em t = 0. Por simplicidade, toma-se w0

θ = w0.

(v) (Somatório por partes) Finalizando os resultados preliminares, consideremos as
seguintes fórmulas de somatório por partes, que são análogos discretos da inte-
gração por partes:

∆t

N1−1∑

n=1

ϕnδψn−1/2 = ϕN1−1ψN1−1 − ϕ1ψ0 −∆t

N1−2∑

n=1

ψnδϕn+ 1

2 ,

∆t

N1−1∑

n=1

ϕnδψn+ 1

2 = ϕN1−1ψN1 − ϕ1ψ1 −∆t

N1−1∑

n=2

ψnδϕn−1/2,

(8.46)

onde 2 ≤ N1 ≤ N.

Para finalizar os preliminares, lembremos:

Teorema de Taylor: Seja f ∈ Cn+1(a, b), n ≥ 0. Então f pode ser escrito na forma

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n +Rn, (8.47)

onde o resto Rn pode ser expresso por

Rn =

∫ x

a

f (n+1)(s)

n!
(x− s)(n) ds ou Rn =

f (n+1)(ϑ)

(n+ 1)!
(x− a)(n+1),

para algum ϑ ∈ [a, x].

• Decomposição do Erro

Nas estimativas de erro que seguem, considamos a forma bilinear a(·, ·) definida em
(6.3) por

a(u, v) = α

∫ 1

0

uxvx dx+ β

∫ 1

0

uv dx. (8.48)

Considere a decomposição do erro na forma

e = u− uh =
(
u− Phu

)
+
(
Phu− uh

)
= ρ+ ξ, (8.49)
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onde Phu é a projeção ortogonal de u em V k
m com relação a forma bilinear a(·, ·), ou

seja, a projeção ortogonal da solução exata u sobre V k
m com respeito ao produto escalar

definido pela forma bilinear

a(u(t)− Phu(t), vh) = 0, ∀t ∈ [0, T ], ∀vh ∈ V k
m. (8.50)

No Teorema (10.1) do Caṕıtulo 10, apresentamos resultados de existência e unici-
dade de solução para o Problema (6.1). Entretanto, para obter as estimativas de erro no
tempo discreto, faz-se necessário supor mais regularidade da solução, que admitiremos
sob a seguinte hipótese:

HC: Suponha que a força f dada seja tal que a solução u do Problema(6.1) tenham
a seguinte regularidade:

∣∣∣∣∣
f ∈ L2(0, T ;Hk+1(0, 1)) e u ∈ L∞(0, T ;H1

0(0, 1) ∩Hk+1(0, 1)),

com as derivadas ut, utt, uttt ∈ L∞(0, T ;Hk+1(0, 1)).
(8.51)

8.2.2 Método de Euler Regressivo

Do sistema de equações diferenciais ordinárias (6.13), deduzimos o método iterativo
(6.16) dado por

(A+∆tB)dn = Adn−1 +∆tF n = bn, n = 1, 2, . . . , N.

No próximo teorema mostraremos que o Método de Euler regressivo é incondicional-
mente estável, ou seja, é estável independentemente da relação entre o ∆t e h. Além
disso, mostraremos a ordem de convergência do método, isto é, as estimativas de erro
em normas de espaços de Sobolev.

Teorema 8.4. Sob a hipótese (8.51), se o dado inicial u0 ∈ H1
0 (0, 1)∩Hk+1(0, 1), então

a estimativa de erro para o problema discreto obtida pelo Método de Euler regressivo
(6.16), é dado por:

‖e‖L∞

0
(0,T ;L2(0,1)) := ‖u− uh‖L∞

0
(0,T ;L2(0,1)) ≤ c1

(
hk+1 +∆t

)

‖e‖L∞

0
(0,T ;H1

0
(0,1)) := ‖u− uh‖L∞(0,T ;H1

0
(0,1)) ≤ c2

(
hk +∆t

) (8.52)

onde c1 e c2 são constantes positivas, independentes de h e ∆t.

Demonstração: Seja en o erro entre unh = uh(tn) e un = u(tn), onde u é a solução
exata e uh é a solução aproximada, isto é,

en = un − unh, n = 0, 1, · · ·N.
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Como anteriormente, introduzimos a projeção ortogonal Phu
n, n = 0, 1, . . . , N em V k

m

satisfazendo a condição de ortogonalidade (8.50),

a(un − Phu
n, v) = 0, ∀v ∈ V k

m e para todo n = 0, 1, . . . , N. (8.53)

Podemos decompor o erro na forma

en = un − unh = (un − Phu
n) + (Phu

n − unh) = ρn + ξn (8.54)

Sendo as estimativas de erro para o termo ρn conhecidas (veja (8.11)), é suficiente
estimar o termo ξn para n = 0, 1, . . . , N .

A formulação fraca do problema (8.3) calculada no tempo discreto tn é dada por:

(u′(tn) : v) + a(un, v) = (fn : v), ∀ v ∈ H1
0 (0, 1).

Para simplificar a notação, vamos denotar (u′)n = u′(tn), de modo que a equação acima
toma forma

((u′)n : v) + a(un, v) = (fn : v), ∀ v ∈ H1
0 (0, 1). (8.55)

Então, somando e subtraindo o termo (δun−
1

2 , v) na equação acima, obtemos

(δun−
1

2 : v) + a(un, v) = (fn : v) + (δun−
1

2 − (u′)n : v). (8.56)

Consideremos agora o equivalente aproximado (regressivo) de (8.55), isto é,

(δu
n− 1

2

h : vh) + a(unh, vh) = (fn : vh), ∀vh ∈ V k
m, n = 1, 2, . . . , N. (8.57)

Tomando em particular v = vh ∈ V k
m em (8.56) e fazendo a diferença com (8.57),

obtemos
(δun−

1

2 − δun−
1

2

h : vh) + a(un − unh, vh) = (δun−
1

2 − (u′)n : vh) (8.58)

Somando e subtraindo o termo δPhu
n− 1

2 e Phu
n ∈ V k

m no primeiro e segundo termo
respectivamente e usando a decomposição do erro (8.54), obtemos

(δξn−
1

2 : vh) + a(ξn, vh) = (δun−
1

2 − (u′)n : vh)− (δρn−
1

2 : vh), ∀vh ∈ V k
m. (8.59)

Note que de (8.53), tem-se a(ρn, vh) = 0.

Tomando em particular vh = ξn em (8.59), obtemos

(δξn−
1

2 : ξn) + a(ξn, ξn) = −(δρn− 1

2 : ξn)− ((u′)n − δun− 1

2 : ξn) (8.60)

Além disso, observando que

(δξn−
1

2 : ξn) =

(
ξn − ξn−1

∆t
: ξn
)

=
‖ξn‖20 − (ξn : ξn−

1

2 )

∆t

≥ ‖ξ
n‖20 − ‖ξn‖0‖ξn−

1

2‖0
∆t

=
1

∆t
(‖ξn‖0 − ‖ξn−

1

2‖0)‖ξn‖0
(8.61)
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e

−
(
(δρn−

1

2 : ξn) + ((u′)n − δun− 1

2 : ξn)
)
≤
(
‖δρn− 1

2‖0 + ‖(u′)n − δun−
1

2‖0
)
‖ξn‖0,

obtemos, após substituir os dois últimos termos em (8.60),

1

∆t

(
‖ξn‖0 − ‖ξn−1‖0

)
‖ξn‖0+a(ξn, ξn) ≤

(
‖δρn− 1

2‖0+‖(u′)n−δun−
1

2‖0
)
‖ξn‖0. (8.62)

Visto que a(ξn, ξn) = α‖ξn‖21 + β‖ξn‖20 ≥ 0, obtemos após multiplicar a equação (8.62)
por ∆t e eliminar o termo ‖ξn‖0,

‖ξn‖0 ≤ ‖ξn−1‖0 +∆t
(
‖δρn− 1

2‖0 + ‖(u′)n − δun−
1

2‖0
)
. (8.63)

Fazendo o somatório para n = 1, 2, . . . , N e as necessárias simplificações, obtemos

‖ξN‖0 ≤ ‖ξ0‖0 +∆t
( N∑

n=1

‖δρn− 1

2‖0 +
N∑

n=1

‖(u′)n − δun− 1

2‖0
)
. (8.64)

Note que
ξ0 = ũ0 − u0h = ũ0 − u0 + u0 − u0h = −ρ0 + u0 − u0h.

Logo,
‖ξ0‖0 ≤ ‖ρ0‖0 + ‖u0 − u0h‖0 ≤ chk+1‖u0‖k+1 + ‖u0 − u0h‖0.

Como a função u0 = u(0) é conhecida, podemos tomar uh(0) igual a u(0), ou se
necessário, satisfazendo a estimativa:

‖u0 − u0h‖0 ≤ chk+1‖u0‖k+1, k ≥ 1.

Assim, temos

‖ξN‖0 ≤ chk+1‖u0‖k+1 +∆t
( N−1∑

n=1

‖δρn− 1

2‖0 +
N−1∑

n=1

‖(u′)n − δun− 1

2‖0
)
. (8.65)

Vamos agora analisar os dois termos com somatório em (8.65). Note que

δρn−
1

2 =
1

∆t
(ρn − ρn−1) =

1

∆t

∫ tn

tn−1

ρ′(s) ds.

Somando n = 1, 2, . . . , N , multiplicando por ∆t e usando usando (8.11), obtemos

∆t

N∑

n=1

‖δρn− 1

2‖0 ≤
∫ tN

t0

‖ρ′(s)‖0 ds ≤ chk+1

∫ tN

t0

‖u′(s)‖k+1 ds. (8.66)
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Para o segundo termo com somatório, temos

(u′)n − δun− 1

2 = (u′)n − 1

∆t
(un − un−1).

Pela expansão de Taylor, temos

u(tn) = u(tn−1) + ∆tu′(tn−1) +

∫ tn

tn−1

(tn − s)u′′(s) ds,

u(tn−1) = u(tn)−∆tu′(tn) +

∫ tn−1

tn

(tn−1 − s)u′′(s) ds,

que podemos escrever de forma equivalente,

δun−
1

2 =
1

∆t

(
un − un−1

)
= (u′)n−1 +

1

∆t

∫ tn

tn−1

(tn − s)u′′(s) ds,

δun−
1

2 =
1

∆t

(
un − un−1

)
= (u′)n +

1

∆t

∫ tn

tn−1

(tn−1 − s)u′′(s) ds.
(8.67)

Integrando por partes, obtemos

1

∆t

∫ tn

tn−1

(tn−1 − s)u′′(s) ds =
1

∆t

(
(tn−1 − s)u′(s)|tntn−1

+

∫ tn

tn−1

u′(s) ds
)

= −(u′)n + 1

∆t

(
un − un−1

)
= −(u′)n + δun−

1

2 .

Por outro lado, como a função f(s) = (tn−1 − s) não muda de sinal no intervalo
[tn−1, tn], temos pelo Teorema do Valor Médio para integrais, a existência de ζ ∈
[tn−1, tn], tal que

∫ tn

tn−1

(tn−1 − s)u′′(s) ds = u′′(ζ)

∫ tn

tn−1

(tn−1 − s) ds = u′′(ζ)
(∆t)2

2
. (8.68)

Dessa forma, segue que

‖(u′)n − δun− 1

2‖0 =
∆t

2
‖u′′(ζ)‖0 ≤

∆t

2
max

τ∈[tn−1,tn]
‖u′′(τ)‖0

≤ ∆t

2
‖u′′‖L∞(tn−1,tn;L2(0,1)).

Fazendo a soma para n = 1, 2, . . . , N , obtemos

N∑

n=1

‖(u′)n − δun− 1

2‖0 ≤
∆t

2

N∑

n=1

‖u′′‖L∞(tn−1,tnL2(0,1)) ≤ C‖u′′‖L∞(0,T ;L2(0,1)). (8.69)
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Substituindo (8.66) e (8.69) em (8.65), obtemos

‖ξN‖0 ≤ chk+1‖u0‖k+1 + Ĉ
{
hk+1‖u′‖L∞(0,T ;Hk+1) +∆t‖u′′‖L∞(0,T ;L2(0,1))

}
. (8.70)

Usando a hipótese (8.51), conclui-se que

‖ξN‖0 = ‖Ph(u)
N − uNh ‖0 ≤ ‖ũN − uNh ‖0 ≤ c1h

k+1 + c2∆t = O(hk+1 +∆t). (8.71)

Por outro lado, fazendo m = 0 em (8.11),

‖ρN‖0 = ‖u(t)− Phu(t)‖0 ≤ ‖u(t)− ũ(t)‖0 ≤ chk+1‖u(t)‖k+1, para t fixo em [0, T ],

Então, usando a decomposição do erro (8.49), obtemos a seguinte estimativa,

‖eN‖0 = ‖uN − Phu
N‖0 + ‖Phu

N − uNh ‖0 = ‖ρN‖0 + ‖ξN‖0 = O(hk+1 +∆t), (8.72)

o que conclui a estimativa na norma L∞(0, T ;L2(0, 1)), ou seja,

‖e‖L∞(0,T ;L2(0,1)) = ‖u− uh‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ c2
(
hk+1 +∆t

)
.

De forma análoga obtém-se a estimativa L∞
0 (0, T ;H1

0(0, 1). Observe que, por causa da
relação

‖ρN‖1 = ‖u(t)− Phu(t)‖1 ≤ chk‖u(t)‖k+1,

tem-se uma perda de precisão de ordem h e conclúımos assim a prova do teorema. ⊔⊓

8.2.3 Método de Crank-Nicolson

Teorema 8.5. Sob a hipótese (8.51), e os dados iniciais u0 ∈ H1
0 (0, 1) ∩Hk+1(0, 1), a

solução numérica obtida pelo método de Crank-Nicolson (6.19) tem a seguinte estima-
tiva de erro:

‖e‖L∞

0
(0,T ;L2(0,1)) = ‖u− uh‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ c2

(
hk+1 + (∆t)2

)
,

‖e‖L∞

0
(0,T ;H1

0
(0,1)) = ‖u− uh‖L∞(0,T ;H1

0
(0,1)) ≤ c1

(
hk + (∆t)2

)
,

(8.73)

onde c1 e c2 são constantes positivas independentes de h e ∆t.

Demonstração: A formulação fraca do problema é dada por

(u′(t) : v) + a(u(t), v) = (f(t) : v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1). (8.74)

Fazendo t = tn+ 1

2

= (n+ 1
2
)∆t em (8.74) e considerando un+

1

2 e fn+ 1

2 respectivamente

como aproximações de u(tn) e f(tn), a equação acima toma a forma

(u′n+
1

2 ) : v) + a(un+
1

2 , v) = (fn+ 1

2 : v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1). (8.75)
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Somando e subtraindo o termo (δun+
1

2 , v) em (8.75), obtemos

(δun+
1

2 , v) + a(un+
1

2 , v) = (fn+ 1

2 + gn, v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1) (8.76)

onde gn = δun+
1

2 − (u′)n+
1

2 e sendo δun+
1

2 = 1
∆t
(un+1 − un) uma aproximação para

u′(tn) com erro de O(∆t).
Por outro lado, para o problema aproximado, a formulação é

(δu
n+ 1

2

h : vh) + a(u
n+ 1

2

h , vh) = (fn+ 1

2 : vh), ∀vh ∈ V k
m. (8.77)

Tomando em particular v = vh ∈ V k
m em (8.76) e subtraindo-a de (8.77), obtemos

(δen+
1

2 : vh) + a(en+
1

2 , vh) = (gn : vh), ∀vh ∈ V k
m. (8.78)

Somando e subtraindo δPhu
n+ 1

2 e Phu
n+ 1

2 ∈ V k
m respectivamente no primeiro e

segundo termos da equação acima e usando a decomposição do erro (8.54), obtém-se

(δξn+
1

2 : vh) + (δρn+
1

2 : vh) + a(ξn+
1

2 , vh) = (gn : vh), ∀vh ∈ V k
m, (8.79)

onde usamos a ortogonalidade da projeção em V k
m, ou seja,

a(ρn+
1

2 , vh) =
1

2
a(ρn+1 + ρn, vh) = 0.

Assim, para vh = ξn+
1

2 em (8.79), obtemos

(δξn+
1

2 : ξn+
1

2 ) + a(ξn+
1

2 , ξn+
1

2 ) = (gn − δρn+ 1

2 : ξn+
1

2 ). (8.80)

Tendo em vista que

(δξn+
1

2 : ξn+
1

2 ) =
1

2∆t
(ξn+1 − ξn : ξn+1 + ξn) =

1

2∆t

(
‖ξn+1‖20 − ‖ξn‖20

)

=
1

2∆t

(
‖ξn+1‖0 − ‖ξn‖0

)(
‖ξn+1‖0 + ‖ξn‖0

)
,

a(ξn+
1

2 , ξn+
1

2 ) = α‖ξn+ 1

2‖21 + β‖ξn+ 1

2‖20 ≥ 0,

(8.81)

segue de (8.80),

1

2∆t

(
‖ξn+1‖0 − ‖ξn‖0

)(
‖ξn+1‖0 + ‖ξn‖0

)
≤ (gn − δρn+ 1

2 : ξn+
1

2 ).

Aplicando a desigualdade de Schwarz no lado direito da equação acima, obtemos
(
‖ξn+1‖0 − ‖ξn‖0

)(
‖ξn+1‖0 + ‖ξn‖0

)
≤ 2∆t

(
‖gn‖0 + ‖δρn+

1

2‖0
)
‖ξn+ 1

2‖0

≤ 2∆t
(
‖gn‖0 + ‖δρn+

1

2‖0
)(
‖ξn+1‖0 + ‖ξn‖0

)
,



253

de onde se deduz que

‖ξn+1‖0 − ‖ξn‖0 ≤ ∆t(‖gn‖0 + ‖δρn+
1

2‖0).

Assim, somando de n = 0 a n = N − 1, temos

‖ξN‖0 ≤ ‖ξ0‖0 +∆t
( N−1∑

n=0

‖δρn+ 1

2‖0 +
N−1∑

n=0

‖gn‖0
)
. (8.82)

Como estamos estimando na norma L2(0, 1), devemos tomar m = 0 em (8.12),
obtendo-se

‖ξ0‖0 ≤ c1h
(k+1)‖u0‖k+1, (8.83)

∆t
N−1∑

n=0

‖δρn+ 1

2‖0 ≤
∫ tN

t0

‖ρ′(s)‖0 ds ≤ c2h
(k+1)

∫ tN

t0

‖u′(s)‖k+1 ds

= c2h
(k+1)‖u′‖L1(0,T ;Hk+1).

(8.84)

Por outro lado, como tn+ 1

2

= (n+ 1
2
)∆t, consideremos a aproximação de ordem O(∆t)

u′(tn+ 1

2

) ≈ u′((n+ 1)∆t) + u′(n∆t)

2
=

(u′)n+1 + (u′)n

2
= (u′)n+

1

2 ,

de modo que

gn = δun+
1

2 − u′(tn+ 1

2

) = δun+
1

2 − (u′)n+1 + (u′)n

2

=
un+1 − un

∆t
− (u′)n+1 + (u′)n

2
.

(8.85)

Aplicando integração por partes, é imediato verificar a seguinte identidade:

1

2(b− a)

∫ b

a

(b− s)(s− a)ϕ′′′(s) ds = −ϕ(b)− ϕ(a)
b− a +

ϕ′(b) + ϕ′(a)

2
.

Utilisando esta identidade com ϕ(s) = u(s, x), com x ∈ (0, 1) fixado, obtemos

g(tn, x) = −
1

2∆t

∫ tn+1

tn

(s− tn)(tn+1 − s)u′′′(s, x) ds,

de modo que

|g(tn, x)| ≤
1

2∆t

∫ tn+1

tn

|(s− tn)(tn+1 − s)||u′′′(s, x)| ds.

Logo, segue desta acima e da desigualdade de Schwarz na variável s,

|g(tn, x)| ≤
1

2∆t

(∫ tn+1

tn

(s− tn)(tn+1 − s) ds
)1/2(∫ tn+1

tn

|u′′′(s, x)|2 ds
)1/2

.
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Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

|g(tn, x)|2 ≤
1

4(∆t)2

(∫ tn+1

tn

(s− tn)(tn+1 − s) ds
)(∫ tn+1

tn

|u′′′(s, x)|2 ds
)
.

Integrando os dois lados da desigualdade em x ∈ (0, 1) e aplicando o Teorema de
Fubini, obtemos

‖gn‖20 ≤
1

4(∆t)2

(∫ tn+1

tn

(s− tn)(tn+1 − s) ds
)(∫ tn+1

tn

‖u′′′(s)‖20 ds
)

≤ 1

4(∆t)

(∫ ∆t

0

τ(∆t− τ) dτ
)
‖u′′′‖2L∞(0,∆t;L2(0,1))

=
1

24
(∆t)2‖u′′′‖2L∞(tn,tn+1;L2(0,1)),

de modo que

‖gn‖0 ≤
∆t

2
√
6
‖u′′′‖L∞(tn,tn+1;L2(0,1)).

Assim, temos a estimativa do segundo termo em somatório em (8.82),

∆t
N−1∑

n=0

‖gn‖0 ≤
(∆t)2

2
√
6

N−1∑

n=0

‖u′′′‖L∞(tn,tn+1;L2(0,1)) =
(∆t)2

2
√
6
‖u′′′‖L∞(0,T ;L2(0,1)). (8.86)

Substituindo (8.83), (8.84) e (8.86) em (8.82), obtemos

‖ξN‖0 ≤ C
(
hk+1‖u0‖k+1 + hk+1‖u′‖L1(0,T ;Hk+1) + (∆t)2‖u′′′‖L∞(0,T,L2(0,1))

)
. (8.87)

Como por hipótese u0 ∈ Hk+1, u′ ∈ L1(0, T,Hk+1(0, 1)) e u′′′ ∈ L∞(0, T, L2(0, 1)),

podemos afirmar que existe um constante Ĉ > 0 que depende de T , tal que

‖ξN‖0 ≤ Ĉ(hk+1 + (∆t)2),

ou seja, dizemos que o erro tem ordem (hk+1 + (∆t)2), usualmente escrito na forma

‖ξN‖0 ≤ O(hk+1 + (∆t)2). (8.88)

Por outro lado, tomando m = 0 em (8.11), obtemos

‖ρN‖0 ≤ ‖u(t)− ũ(t)‖0 ≤ chk+1‖u(t)‖k+1,

para cada t fixo em [0, T ].

Logo, da decomposição do erro obtemos

‖eN‖0 = ‖uN − Phu
N‖0 + ‖Phu

N − uNh ‖0 = ‖ρN‖0 + ‖ξN‖0 = O(hk+1 + (∆t)2).
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Tomando o máximo em t ∈ [0, T ],

‖e‖L∞(0,T ;L2(0,1)) = ‖u− uh‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ C
(
hk+1 + (∆t)2

)
.

Como a estimativa de erro no espaço L∞(0, T ;H1
0(0, 1)) é obtida no próximo teo-

rema (como caso particular com θ = 1/2), conclúımos a presente demostração. ⊔⊓

8.2.4 A Famı́lia θ-Métodos

Nesta seção demonstramos uma estimativa de erro para o método generalizado
trapezoidal ou θ-métodos, descrito em (6.20). Como mencionado anteriormente, essa
famı́lia engloba os métodos de Euler Progressivo (θ = 0), Euler Regressivo (θ = 1) e
Crank-Nicolson (θ = 1/2).

Teorema 8.6. Sob a hipótese (8.51) e dados iniciais u0 ∈ H1
0 (0, 1) ∩ Hk+1(0, 1)), a

solução numérica obtida pelo Método Generalizado Trapezoidal (6.20) para θ ∈ [1/2, 1],
tem a seguinte estimativa de erro:

‖e‖L∞(0,T ;L2(0,1)) = ‖u− uh‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ C
(
hk+1 + (∆t)α

)

‖e‖L∞(0,T ;H1
0
(0,1)) = ‖u− uh‖L∞(0,T ;H1

0
(0,1)) ≤ C

(
hk + (∆t)α

)
,

(8.89)

onde C é uma constante positiva independente de h e ∆t, com α = 2 se θ = 1/2 e
α = 1 se θ 6= 1/2.

Demonstração: Vamos dividir a prova em duas etapas.

Etapa 1: Estimativa em L∞(0, T ;L2(0, 1))

Seja u(t) a solução exata na formulação fraca (8.3) e denotemos para θ ∈ [0, 1],

un+θ = θun+1 + (1− θ)un = θu((n+ 1)∆t) + (1− θ)u(n∆t),
un+θ
t = θ(u′)n+1 + (1− θ)(u′)n = θu′((n + 1)∆t) + (1− θ)u′(n∆t).

Então,
(un+θ

t : v) + a(un+θ, v) = (fn+θ : v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1). (8.90)

Somando e subtraindo δun+
1

2 no primeiro membro de (8.90), obtemos

(δun+
1

2 : v) + a(un+θ, v) = (fn+θ + gn : v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1), (8.91)

onde gn = δun+
1

2 − un+θ
t .

Consideremos agora o sistema aproximado em V k
m dado pela seguinte equação dis-

creta
(δu

n+ 1

2

h : vh) + a(un+θ
h , vh) = (fn+θ : vh), ∀vh ∈ V k

m. (8.92)
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Tomando em particular v = vh ∈ V k
m em (8.91) e subtraindo de (8.92), obtemos

(δun+
1

2 − δun+
1

2

h : vh) + a(un+θ − un+θ
h , vh) = (gn : vh), ∀ vh ∈ V k

m. (8.93)

Somando e subtraindo δPhu
n+ 1

2 e Phu
n+θ ∈ V k

m nos primeiro e segundo termos na
identidade acima e usando a decomposição do erro (8.54), obtém-se

(δξn+
1

2 : vh) + (δρn+
1

2 : vh) + a(ξn+θ, vh) + a(ρn+θ, vh) = (gn : vh), ∀vh ∈ V k
m. (8.94)

Como a(ρn+θ, vh) = a(θρn+1 + (1− θ)ρn, vh) = 0, segue que

(δξn+
1

2 : vh) + a(ξn+θ, vh) = (gn : vh)− (δρn+
1

2 : vh), ∀vh ∈ V k
m. (8.95)

Tomando em particular vh = ξn+θ em (8.95), obtemos

(δξn+
1

2 : ξn+θ) + a(ξn+θ, ξn+θ) = (gn : ξn+θ)− (δρn+
1

2 : ξn+θ), ∀vh ∈ V k
m. (8.96)

Observando que

(δξn+
1

2 : ξn+θ) =
1

∆t
(ξn+1 − ξn : θξn+1 + (1− θ)ξn)

=
1

∆t

(
θ‖ξn+1‖20 + (1− 2θ)(ξn+1 : ξn)− (1− θ)‖ξn‖20

)
,

a(ξn+θ, ξn+θ) ≥ 0,

obtemos de (8.96) a seguine estimativa

θ‖ξn+1‖20 + (1− 2θ)(ξn+1 : ξn)− (1− θ)‖ξn‖20 ≤ ∆t
(
gn − δρn+ 1

2 , ξn+θ
)

≤ ∆t
(
‖gn‖0 + ‖δρn+

1

2‖0
)
‖ξn+θ‖0.

(8.97)
Como θ ∈ [1/2, 1] implica que (1−2θ) ≤ 0, segue da desiguladade de Cauchy-Schwarz,

(1− 2θ)(ξn+1 : ξn) ≥ (1− 2θ)‖ξn+1‖0‖ξn‖0.

Além disso, como ‖ξn+θ‖0 ≤ θ‖ξn+1‖0 + (1− θ)‖ξn‖0, obtemos de (8.97)
(
‖ξn+1‖0−‖ξn‖0

)[
θ‖ξn+1‖0+(1−θ)‖ξn‖0

]
≤ ∆t

(
‖gn‖0+‖δρn+

1

2‖0
)[
θ‖ξn+1‖0+(1−θ)‖ξn‖0

]
.

Cancelando os termos em comum no dois lados da desigualdade e fazendo a soma para
n = 0, 1, . . . , N − 1, obtemos

‖ξN‖0 ≤ ‖ξ0‖0 +∆t
( N−1∑

n=0

‖δρn+ 1

2‖0 +
N−1∑

n=0

‖gn‖0
)
. (8.98)
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Como vimos anteriormente, para m = 0 em (8.11), obtém-se

‖ξ0‖0 ≤ c1h
k+1‖u0‖k+1 (8.99)

Vamos agora a analisar os dois termos restantes do lado direito de (8.98). Por
definição

δρn+
1

2 =
1

∆t

(
ρn+1 − ρn

)
=

1

∆t

∫ tn+1

tn

ρ′(s) ds.

Então, tomando a norma em L2(0, 1), obtemos

‖δρn+ 1

2‖0 ≤
1

∆t

∫ tn+1

tn

‖ρ′(s)‖0 ds,

fazendo a soma para n = 0, 1, . . . , N − 1 e multiplicando por ∆t, temos

∆t

N−1∑

n=0

‖δρn+ 1

2‖0 ≤
N−1∑

n=0

∫ tn+1

tn

‖ρ′(s)‖0 ds =
∫ tN

0

‖ρ′(s)‖0 ds

≤ hk+1

∫ tN

0

‖u′(s)‖k+1 ds = hk+1‖u′‖L1(0,T ;Hk+1),

(8.100)

onde usamos (8.11) com m = 0 na última desigualdade.

Para o segundo termo de (8.98), observemos que, somando e subtraindo u
n+ 1

2

t na
expressão que define gn, obtemos a seguinte decomposição,

gn = δun+
1

2 − un+θ
t =

un+1 − un
∆t

− θun+1
t − (1− θ)unt

=
1

∆t

(
un+1 − un

)
− 1

2

(
un+1
t + unt

)
−
(
θ − 1

2

)(
un+1
t − unt

)

= gn1 + gn2 .

(8.101)

Para estimar os termos gn1 e gn2 , procedemos da mesma forma que em (8.85). Assim,

gn1 =
1

∆t
(un+1− un)− 1

2
(un+1

t + unt ) = −
1

2∆t

∫ tn+1

tn

(s− tn)(tn+1 − s)u′′′(s) ds (8.102)

e obtemos de (8.86)

∆t

N−1∑

n=0

‖gn1‖0 ≤ c1(∆t)
2‖u′′′‖L∞(0,T ;L2(0,1)). (8.103)



258 Cap. 8. Análise Numérica da Equação do Calor

Por outro lado,

gn2 = −
(
θ − 1

2

)
(un+1

t − unt ) = −
(
θ − 1

2

)∫ tn+1

tn

u′′(s) ds.

Logo aplicando a desigualdade de Schwartz temos

|gn2 | ≤ |θ −
1

2
|
(∫ tn+1

tn

1
) 1

2
(∫ tn+1

tn

|u′′(s)|2
) 1

2

Elevando ao quadrado, integrando em (0, 1) e usando o Teorem de Fubini obtemos

‖gn2‖20 =

∫ 1

0

|gn2 (x)|2 dx ≤ |θ −
1

2
|2∆t

∫ tn+1

tn

(∫ 1

0

|u′′(x)|2
)

≤ |θ − 1
2
|2∆t‖u′′‖2L∞(tn,tn+1;L2(0,1))

Somando de n = 1, . . . , N − 1 e multiplicando por ∆t, obtemos

‖g2‖2 = ∆t

N−1∑

n=1

‖gn2‖20 ≤ (∆t)2
(
θ − 1

2

)2
‖u′′‖2L∞(0,T ;L2(0,1)).

Extraindo o quadrado conclui-se que

‖g2‖ ≤ ∆t
(
θ − 1

2

)
‖u′′‖L∞(0,T ;L2(0,1)). (8.104)

Substituindo (8.103) e 8.104) em (8.101), obtemos

∆t

N−1∑

n=1

‖gn‖0 ≤ ∆t

N−1∑

n=1

‖gn1‖0 +∆t

N−1∑

n=1

‖gn2‖0

≤ c1(∆t)
2‖u′′′‖L∞(0,T,L2(0,1)) +∆t

(
θ − 1

2

)
‖u′′‖L∞(0,T ;L2(0,1))

(8.105)

e sbstituindo (8.99), (8.105) e (8.100) em (8.98), segue

‖ξN‖0 ≤ Chk+1
(
‖u0‖k+1 + ‖u′‖L1(0,T ;Hk+1)

)

+ c1(∆t)
2‖u′′′‖L∞(0,T,L2(0,1)) +∆t

(
θ − 1

2

)
‖u′′‖L∞(0,T ;L2(0,1)).

(8.106)

Portanto, podemos afirmar que

‖ξ‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ C(T )
(
hk+1 + (θ − 1/2)∆t+ (∆t)2

)
, (8.107)
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onde

C(T ) := max
{
‖u0‖k+1, ‖u′‖L1(0,T ;Hk+1), ‖u′′′‖L∞(0,T,L2(0,1)), ‖u′′‖L∞(0,T ;L2(0,1))

}
.

Observemos que, para θ = 1/2 (o que corresponde ao método de Crank-Nicolson),

temos a ordem de convergência O
(
hk+1, (∆t)2

)
, mas para θ > 1/2, a ordem de con-

vergência é O(hk+1,∆t).

Por outro lado, fazendo m = 0 em (8.11), obtemos para cada t fixo em [0, T ],

‖ρN‖0 = ‖u(t)− Phu(t)‖0 ≤ ‖u(t)− ũ(t)‖0 ≤ chk+1‖u(t)‖k+1.

Logo,
‖ρ‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ C1h

k+1‖u‖L∞(0,T ;Hk+1). (8.108)

Da decomposição do erro e das estimativas (8.107) e (8.108), conclúımos que:

1) para θ 6= 1/2,

‖e‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ ‖ρ‖L∞(0,T ;L2(0,1)) + ‖ξ‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ C(hk+1 +∆t).
(8.109)

2) para θ = 1/2,

‖e‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ ‖ρ‖L∞(0,T ;L2(0,1)) + ‖ξ‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ C
(
hk+1 + (∆t)2

)
,

(8.110)

com o que conclúımos a etapa 1 da demostração.

Etapa 2: Estimativa em L∞(0, T ;H1
0(0, 1)).

Considere a igualdade dada por (8.95), ou seja,

(δξn+
1

2 : vh) + a(ξn+θ, vh) = (gn : vh)− (δρn+
1

2 : vh), ∀vh ∈ V k
m. (8.111)

Tomando em particular vh = δξn+
1

2 em (8.111), obtemos

‖δξn+ 1

2‖20 + a(ξn+θ, δξn+
1

2 ) = (gn − δρn+ 1

2 : δξn+
1

2 ), (8.112)

Para o primeiro termo de (8.112), temos

a(ξn+θ, δξn+
1

2 ) =
1

∆t
a(ξn+1 − ξn, θξn+1 + (1− θ)ξn)

=
1

∆t

(
θ‖ξn+1‖2a + (1− 2θ)a(ξn+1, ξn)− (1− θ)‖ξn‖2a

)
,

(8.113)
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onde estamos denotando ‖ · ‖1/2a e (·, ·)a respectivamente a norma e o produto interno
associados à forma bilinear a(·, ·). Como (1 − 2θ) ≤ 0, temos das desigualdades de
Cauchy-Schwarz e Young,

(1− 2θ)(ξn+1 : ξn)a ≥ (1− 2θ)‖ξn+1‖a‖ξn‖a ≥
(1− 2θ)

2

(
‖ξn+1‖2a + ‖ξn‖2a

)
.

Substituindo-a em (8.113), obtemos

a(ξn+θ, δξn+
1

2 ) ≥ 1

2∆t

(
‖ξn+1‖2a − ‖ξn‖2a

)
.

Substituindo na identidade (8.112), temos a desigualdade

‖δξn+ 1

2‖20 +
1

2∆t

(
‖ξn+1‖2a − ‖ξn‖2a

)
≤ (gn − δρn+ 1

2 , δξn+
1

2 ) ≤ ‖gn − δρn+ 1

2‖0‖δξn+
1

2‖0

≤ 1

2

(
‖gn − δρn+ 1

2‖20 + ‖δξn+
1

2‖20
)
,

de onde se conclui que

‖ξn+1‖2a − ‖ξn‖2a ≤ ∆t‖gn − δρn+ 1

2‖20 ≤ 2∆t
(
‖gn‖20 + ‖δρn+

1

2‖20
)
. (8.114)

Somando em n de 0 a N − 1, temos

‖ξN‖2a ≤ ‖ξ0‖2a + 2∆t
N−1∑

n=0

(
‖gn‖20 + ‖δρn+

1

2‖20
)
. (8.115)

Devido a equivalência das normas ‖.‖a e ‖.‖1, podemos usar a desigualdade (8.11) com
m = 1 para obter

‖ξ0‖a ≤ chk‖u0‖k+1.

Para os dois termos restantes (veja (8.100) e (8.105)),

∆t

N−1∑

n=0

‖δρn+ 1

2‖0 ≤ hk+1‖u′‖L1(0,T ;Hk+1),

∆t
N−1∑

n=1

‖gn‖0 ≤
(∆t)2

2
‖u′′′‖L∞(0,T,L2(0,1)) +∆t

(
θ − 1

2

)
‖u′′‖L∞(0,T ;L2(0,1)).

Substituindo esses três termos em (8.115), considerando a equivalência das normas
‖ · ‖a e ‖ · ‖1 e observando que

(
a20 + · · ·+ a2k

)1/2 ≤
√
k(|a0|+ · · ·+ |sk|), ∀k ∈ N, ∀a0, . . . , ak ∈ R,
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podemos determinar C > 0 tal que

‖ξN‖1 ≤ C

(
hk‖u0‖k+1 + hk+1‖u′‖L1(0,T ;Hk+1) +

(∆t)2

2
‖u′′′‖L∞(0,T,L2(0,1))

+ ∆t
(
θ − 1

2

)
‖u′′‖L∞(0,T ;L2(0,1))

)
.

(8.116)

Para a conclusão da prova, basta observar a decomposição do erro. Logo, tomando
m = 1 em (8.11), obtemos para cada t fixo em [0, T ],

‖ρN‖1 ≤ ‖u(t)− ũ(t)‖1 ≤ chk‖u(t)‖k+1.

Tomando o máximo t ∈ [0, T ] na última desigualdade e em (8.116), obtemos as esti-
mativas

‖e‖L∞(0,T ;H1
0
(0,1)) ≤ ‖ρ‖L∞(0,T ;H1

0
(0,1))+‖ξ‖L∞(0,T ;H1

0
(0,1)) ≤

{
C(hk +∆t) se θ 6= 1/2,
C(hk + (∆t)2) se θ = 1/2,

com o que conclúımos a prova do teorema. ⊔⊓
• Observações:

1 - No que se refere ao θ-método com 0 ≤ θ < 1/2, temos a convergência condicionada à
relação ∆t ≤ h2/2(1−2θ) no caso de diferenças finitas (veja ([19])). De forma análoga,
no método de elementos finitos temos uma restrição similar, ou seja ∆t/h2 ≤ f(θ).
As estimativas de erro nesse intervalo são as mesmas de (8.89). Note também que o
Método de Euler progressivo (θ = 0) é condicionalmente estável, como já mencionado.

2 - Note que as estimativas obtidas dependem do grau do polinômio interpolador, além
da regularidade da solução, como visto no Teorema (3.4). Do citado teorema, sabemos
que o erro de interpolação (3.48) é dado por

‖u− ũ‖s ≤ chα‖u‖m,
onde α := min{k+1− s,m− s}, k é o grau do polinômio interpolador e h = max{he}.
Em particular, se o polinômio interpolador é o polinômio linear por partes, isto é,
k = 1, o erro nas normas L2 e H1

0 são de ordem O(h2) e O(h) respectivamente, para
toda solução regular com m ≥ 2. Por outro lado, se a solução u ∈ H1

0 ∩H2, a ordem de
convergência tem a mesma ordem anterior, independentemente do grau do polinômio
interpolador definido em V k

m.

8.3 Exerćıcio

Mostre que o método de Euler progressivo (6.18) é condicionalmente estável, ou
seja, existe um δ > 0 suficientemente pequeno tal que ∆t ≤ δh2.
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Sugestão: Usando o mesmo procedimento feito a partir de (8.54), somando e subtraindo

os termos δũn+
1

2 , obtém-se que

(δξn+
1

2 : vh) + a(ξn, vh) = (δun+
1

2 − d

dt
un : vh)− (δρn+

1

2 : vh), ∀vh ∈ V k
m. (8.117)

Tomando em particular vh = ξn em (8.117), obtenha estimativas semelhantes às obtidas
em (8.63) e (8.72).



CAPÍTULO 9

Análise Numérica da Equação da
Onda

Nesse caṕıtulo provaremos os resultados de convergência dos métodos numéricos e al-
goritmos para a Equação da Onda, tanto no contexto do problema semidiscreto quanto
no caso discreto. Para maior aprofudamento no assunto, sugerimos ao leitor consultar,
por exemplo, as referências [1, 10, 11, 17].

9.1 Estimativas de Erro: Problema Semidiscreto

Nessa seção vamos estabelecer estimativas de erro para os problemas semidiscretos
referentes à equação da onda. Como anteriormente, vamos considerar as estimativas
de erros nos espaços L2(Ω) e H1

0 (Ω) no caso unidimensional, ou seja, Ω = (0, 1).

Vimos em (7.3) que a formulação fraca para a equação da onda é dada por





(u′′ : v) + a(u, v) = (f : v),

(u(0) : v) = (u0 : v),

(u′(0) : v) = (u1 : v),

∀ v ∈ H1
0 (0, 1), (9.1)

onde a(·, ·) é a forma bilinear definida em H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1) por

a(u, v) = α

∫ 1

0

uxvx dx+ β

∫ 1

0

uv dx, α > 0, β ≥ 0 (9.2)

e

(f, v) =

∫ 1

0

f(t) v dx. (9.3)

Como a(·, ·) é cont́ınua e coerciva, ela define um produto escalar em H1
0 (0, 1), denotado

por (·, ·)a, sendo ‖ · ‖a a norma associada.

263
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Consideremos as soluções aproximadas uh ∈ Vm, com Vm definido em (8.1), sendo
o problema aproximado definido por





(u′′h : vh) + a(uh, vh) = (f : vh),

(uh(0) : vh) = (u0h : vh),

(u′h(0) : vh) = (u1h : vh),

∀ v ∈ Vm. (9.4)

Considerando v = vh em (9.1) e fazendo a diferença entre (9.1) e (9.4), obtemos




(u′′ − u′′h : vh) + a(u− uh : vh) = 0,

(u(0)− uh(0) : vh) = (u0 − u0h : vh),

(u′(0)− u′h(0) : vh) = (u1 − u1h : vh),

∀ vh ∈ Vm. (9.5)

Consideremos a projeção Ph definida anteriormente em (8.5), ou seja,

a(u(t)− Phu(t), v) = 0, ∀v ∈ Vm, (9.6)

de modo que, para cada t fixo, vale a estimativa (8.10), onde

Phu(t) =

m∑

i=1

ci(t)ϕi, ũ(x, t) =

m∑

i=1

ui(t)ϕi.

9.1.1 Estimativa na norma de H1
0(0, 1)

Nunca é demais lembrar que os dados iniciais uh(0) = u0h ∈ Vm e u′h(0) = u1h ∈ Vm
são essenciais para a determinação da solução aproximada uh(x, t), obtida após a re-
solução de um sistema de equações diferenciais ordinárias. É evidente que diferentes
dados iniciais implicam em diferentes soluções aproximadas uh(x, t). Como o objetivo é
mostrar que a solução aproximada uh(x, t) converge para a solução exata u(x, t) em al-
guma norma, quando h→ 0, é necessário que uh(0) e u

′
h(0) convirjam, respectivamente,

para u(0) e u′(0) em alguma norma, quando h→ 0.

Tendo em vista os resultados que paresentaremos, vamos supor que os dados iniciais
do problema aproximado satisfaçam as seguintes estimativas:

‖uh(0)− Phu(0)‖1 ≤ c1h, ‖u′h(0)− Phu
′(0)‖0 ≤ c2h. (9.7)

onde Phu(0) e Phu
′(0) são respectivamente as projeções ortogonais de u0 e u1 em Vm.

Teorema 9.1. Se os dados iniciais satisfazem (9.7) e {u, u′, u′′} ⊂ L∞(0, T ;H1
0 ∩H2),

o erro entre a solução aproximada uh(x, t) e a solução exata u(x, t) na norma H1
0 (0, 1)

é de ordem O(h). Mais precisamente,

‖u− uh‖L∞(0,T ;H1
0
(0,1)) + ‖u′ − u′h‖L∞(0,T ;L2(0,1)) ≤ ch, (9.8)

onde c é uma constante positiva independente de h.
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Notemos que, nas condições do Teorema 9.1, a seguinte estimativa é suficiente para
concluir (9.8):

‖u(t)− uh(t)‖1 + ‖u′(t)− u′h(t)‖0 ≤ ch, ∀t ∈ [0, T ]. (9.9)

Notemos também que a constante c, embota não dependente de h, depende do tempo
final T , de modo que pode tender ao infinito quando T →∞.

Demonstração: Consideremoos a seguinte decomposição do erro e(t):

e(t) := u(t)− uh(t) = (u(t)− Phu(t)) + (Phu(t)− uh(t)) =: ρ(t) + ξ(t).

Somando e subtraindo Phu(t) em (9.5) e lembrando que a(ρ(t), vh) = 0 (veja (9.6),
obtemos

(ρ′′(t) : vh) + (ξ′′(t) : vh) + a(ξ(t) : vh) = 0, ∀vh ∈ V k
m. (9.10)

Como ξ(t) e ξ′(t) pertencem a Vm para todo t ∈ [0, T ], podemos substituir vh por ξ′(t)
em (9.10), de modo que

(ρ′′(t) : ξ′(t)) + (ξ′′(t) : ξ′(t)) + a(ξ(t), ξ′(t)) = 0, (9.11)

que é equivalente a

1

2

d

dt

{
‖ξ′(t)‖20 + ‖ξ(t)‖2a

}
= −(ρ′′(t) : ξ′(t)). (9.12)

Integrando (9.12) com respeito a s e usando as desigualdades de Schwarz e Young,
obtemos

‖ξ′(t)‖20 + ‖ξ(t)‖2a ≤ ‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a + 2

∫ t

0

‖ρ′′(s)‖0‖ξ′(s)‖0 ds

≤ ‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a +
∫ t

0

(
‖ρ′′(s)‖20 + ‖ξ′(s)‖20

)
ds

≤ ‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a +
∫ t

0

(
‖ρ′′(s)‖20 + ‖ξ′(s)‖20 + ‖ξ(s)‖21

)
ds

(9.13)
e como consequência da desigualdade de Gronwall,

‖ξ′(t)‖20 + ‖ξ(t)‖2a ≤
(
‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a +

∫ t

0

‖ρ′′(s)‖20 ds
)
exp(t), ∀t ∈ [0, T ].

(9.14)

Pela hipótese (9.7), ‖ξ′(0)‖0 ≤ c2h e ‖ξ(0)‖a ≤ c1h. Além disso, considerando
m = 0 e k = 1 em (8.11), segue que

‖ρ′′‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ c3h
2‖u′′‖2.
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Assim, para t ∈ [0, T ], temos

‖ξ′(t)‖20 + α‖ξ(t)‖21 + β‖ξ(t)‖20 = ‖ξ′(t)‖20 + ‖ξ(t)‖2a ≤ C(T )h2

e lembrando que

(‖ξ′(t)‖0 + ‖ξ(t)‖a)2 ≤ 2‖ξ′(t)‖20 + 2‖ξ(t)‖2a ≤ 2C(T )h2, ∀t ∈ [0, T ],

segue que
‖ξ′(t)‖0 + ‖ξ(t)‖a ≤

√
2C(T )h.

Sendo

min{√α,
√
β}
(
‖ξ(t)‖21 + ‖ξ(t)‖20

)1/2
≤ ‖ξ(t)‖a,

obtemos,

min{1,
√
α,
√
β}
(
‖ξ′(t)‖0 +

(
‖ξ(t)‖21 + ‖ξ(t)‖20

)1/2)
≤
√

2C(T )h.

Portanto, tomado o máximo em t ∈ [0, T ], conclúımos

‖ξ′‖L∞(0,T ;L2(0,1)) + ‖ξ‖L∞(0,T ;H1
0
(0,1)) ≤

Ĉ

min{1,√α,√β}h,

com o que terminamos a demonstração. ⊔⊓

9.1.2 Estimativa na norma de L2(0, 1)

Para obter a estimativa de erro na norma de L2(0, 1), é necessário supor maior
precisão nas aproximações dos dados iniciais. Assim, vamos supor que

‖uh(0)− Phu(0)‖0 ≤ c1h
2; ‖u′h(0)− Phu

′(0)‖0 ≤ c2h
2, (9.15)

onde, como definido anteriormente, Phu(0) e Phu
′(0) são respectivamente as projeções

ortogonais de u0 e u1 em V k
m.

Teorema 9.2. Se os dados iniciais satisfazem (9.15) e {u, u′, u′′} ⊂ L∞(0, T ;H1
0 ∩H2),

o erro entre a solução aproximada uh(x, t) e a solução exata u(x, t) na norma de L2(0, 1)
é de ordem O(h2). Mais precisamente,

‖u− uh‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖u′ − u′h‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ ch2, (9.16)

onde c é uma constante positiva independente de h.
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Demonstração: Note que, pela definição da norma L∞(0, T ), para obter a estimativa
(9.16) é suficiente estabelecer a desigualdade

‖u(t)− uh(t)‖0 + ‖u′(t)− u′h(t)‖0 ≤ ch2, ∀t ∈ [0, T ]. (9.17)

Com efeito, considere a decomposição do erro,

e(t) = u(t)− uh(t) = (u(t)− Phu(t)) + (Phu(t)− uh(t)) = ρ(t) + ξ(t).

Fazendo mesmo procedimento de (9.10) e usando a projeção ortogonal (9.6), obtemos
a seguinte relação equivalente a (9.13),

‖ξ′(t)‖20 + ‖ξ(t)‖2a ≤ ‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a +
∫ t

0

(
‖ρ′′(s)‖20 + ‖ξ′(s)‖20

)
ds. (9.18)

Para a estimativa L2(Ω), podemos descarta positivo ‖ξ(t)‖a no lado esquerdo da desi-
gualdade (9.18). Assim, segue da desigualdade de Gronwall,

‖ξ′(t)‖20 ≤
(
‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a + ‖ρ′′‖2L2((0,T )×(0,1)

)
eT . (9.19)

Lembrando que se w ∈ H1(0, T, L2(0, 1)), vale o Teorema Fundamental do Cálculo,
isto é, vale a seguinte igualdade em L2(0, 1),

w(t) = w(0) +

∫ t

0

w′(s) ds, ∀t ∈ [0, T ].

Assim, temos

‖w(t)‖0 ≤ ‖w(0)‖0 +
∫ t

0

‖w′(s)‖0 ds

e, em especial

‖w(t)‖20 ≤ 2‖w(0)‖20 + 2

(∫ t

0

‖w′(s)‖0 ds
)2

. (9.20)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

∫ t

0

‖w′(s)‖0 ds ≤
√
T

(∫ t

0

‖w′(s)‖20 ds
)1/2

,

que, substiúıdo em (9.20), nos dá

‖w(t)|20 ≤ c

(
‖w(0)‖20 +

∫ t

0

‖w′(s)‖20 ds
)
, ∀t ∈ [0, T ]. (9.21)
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Assim, considerando a regularidade de u, podemos tomar w = ρ′ na desigualdade
(9.21), de modo que

‖ρ′(t)‖20 ≤ c

(
‖ρ′0‖20 +

∫ t

0

‖ρ′′(s)‖20 ds
)
, ∀t ∈ [0, T ]. (9.22)

Sendo e(t) = ρ(t) + ξ(t), temos

‖e′(t)‖20 ≤ 2‖ρ′(t)‖20 + 2‖ξ′(t)‖20,

de onde segue, juntando (9.19) e (9.22), a seguinde desigualdade:

‖e′(t)‖20 ≤ C3

(
‖ρ′′‖2L∞(0,T ;L2) + ‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a + ‖ρ′(0)‖20

)
. (9.23)

Considerando agora w = e em (9.21), obtemos

‖e(t)‖20 ≤ C4

(
‖e(0)‖20 +

∫ t

0

‖e′(s)‖20 ds
)
, ∀t ∈ [0, T ]. (9.24)

Somando as equações (9.23) e (9.24) obtemos

‖e(t)‖20 + ‖e′(t)‖20 ≤ C5

(
‖ρ′′‖2L∞(0,T ;L2) + ‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a + ‖ρ′(0)‖20

+ ‖e(0)‖20 +
∫ t

0

‖e′(s)‖20 ds
)

≤ C5

(
‖ρ′′‖2L∞(0,T ;L2) + ‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a + ‖ρ′(0)‖20

+ ‖e(0)‖20 +
∫ t

0

(
‖e(s)‖20 + ‖e′(s)‖20

)
ds

)
.

(9.25)

Assim, definindo

ϕ(t) = ‖e(t)‖20 + ‖e′(t)‖20,
Ĉ = C5

(
‖ρ′′‖2L∞(0,T ;L2) + ‖ξ′(0)‖20 + ‖ξ(0)‖2a + ‖ρ′(0)‖20 + ‖ρ(0)‖20 + ‖ξ(0)‖20

)
,

a desigualdade (9.25) pode ser escrita na forma

ϕ(t) ≤ Ĉ + C5

∫ t

0

ϕ(s) ds,

de onde se obtém pelo Lema de Gronwal

‖e(t)‖20 + ‖e′(t)‖20 ≤ ĈeC5T . (9.26)
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Para concluir, vamos mostrar que cada parcela que compõe a constante Ĉ é de
ordem O(h2). De fato, observemos inicalmente que

‖ρ′′(t)‖0 = ‖u′′(t)− Phu
′′‖0 ≤ chk+1‖u′′(t)‖k+1

e da hipótese u′′ ∈ L∞(0, T ;Hk+1) ⊂ L2(0, T ;Hk+1), segue que

‖u′′‖2L2(0,T ;Hk+1) =

∫ T

0

‖u′′(s)‖2k+1ds <∞.

Portanto, para m = 0 e k = 1, temos

‖ρ′′‖2L∞(0,T ;L2) ≤ ĉ1h
4‖u′′‖2L∞(0.T ;H2).

Por outro lado, de (8.12) com t = 0, temos

‖ρ′(0)‖20 ≤ ĉ2h
4‖u′(0)‖22

e de (9.15),

‖ξ(0)‖21 = ‖uh(0)− Phu(0)‖21 ≤ ĉ3h
4 e ‖ξ′(0)‖20 = ‖u′h(0)− Phu

′(0)‖20 ≤ ĉ3h
4.

Assim, como

(
‖e(t)‖0 + ‖e′(t)‖0

)2
≤ 2‖e(t)‖20 + 2‖e′(t)‖20 ≤ Ĉ7h

4, ∀t ∈ [0, T ],

obtemos aoós extração da raiz quadrada,

‖e(t)‖0 + ‖e′(t)‖0 ≤ Ĉ8h
2, ∀t ∈ [0, T ],

onde Ĉ8 é constante que depende de T . Logo, passando ao supremo em t ∈ [0, T ],
temos

‖e‖L∞(0,T ;L2) + ‖e′‖L∞(0,T ;L2) ≤ C(T )h2 (9.27)

com o que conclúımos a prova. ⊔⊓

9.2 Estimativa de Erro: Problema Discreto

Nesta seção vamos estabelecer os erros nas normas discretas de L∞(0, T ;H1
0(0, 1))

e L∞(0, T ;L2(0, 1)) para a discretização uniforme no tempo, i.e., t = n∆t, n =
0, 1, . . . , N , referentes aos métodos de Newmark (também conhecido como método θ-
Newmark) e θ-método.
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• Método de Newmark

Consideremos o sistema (7.9) e a seguinte aproximação (veja (7.16)),

1

(∆t)2
A(dn+1 − 2dn + dn−1) +Bdn

θ = F n
θ , θ ≥ 0, (9.28)

onde (ver em (8.36)) dn
θ := dn + θ(dn+1 − 2dn + dn−1) e d = (d1, d2, . . . , dm)

T , com
di = u(ti).

Multiplicando a equação por (∆t)2, obtemos

A(dn+1 − 2dn + dn−1) + (∆t)2Bdn
θ = (∆t)2F n

θ , (9.29)

que pode ser reescrito na seguinte forma
(
A + θ(∆t)2B

)
dn+1 =

(
2A− (1− 2θ)(∆t)2B

)
dn −

(
A + θ(∆t)2B

)
dn−1

+ (∆t)2
(
θF n+1 + θF n−1 + (1− 2θ)F n

)
.

(9.30)

Note que (9.30) se reduz ao método da diferença central no caso θ = 0.

Para inicializar o algoritmo (9.30), precisamos fornecer os dados d1 e d0 correspon-
dentes aos dados iniciais uh(0) = u0h e u′h(0) = u1h com aproximações adequadas. O
seguinte resultado fornece as condições suficientes se u é suficientemente regular.

Lema 9.1. Se u′′′ ∈ L∞(0, T ;H1
0(0, 1)), temos as seguintes estimativas:

‖Phu
0 − u0h‖1 + ‖Phu

1 − u1h‖1 + ‖δ(Phu− uh)1/2‖0 ≤ C(h+ (∆t)2),

‖Phu
0 − u0h‖0 + ‖Phu

1 − u1h‖0 + ‖δ(Phu− uh)1/2‖0 ≤ C(h2 + (∆t)2),
(9.31)

onde C representa diferentes constantes positivas independente de h e (∆t).

Demonstração: Os dados iniciais são conhecidos, u(x, 0) = u0(x) e u
′(x, 0) = u1(x).

Então, das desigualdades (8.10), (9.8), temos

‖ξ0‖1 = ‖Phu
0 − u0h‖1 ≤ ‖Phu

0 − u0‖1 + ‖u0 − u0h‖1 = ‖ρ0‖1 + ‖e0‖1
≤ c1h‖u0‖2 + c2h ≤ Ch.

Por outro lado, no tempo t1 = ∆t, a solução exata u(x, t1) = u1(x) não é conhecida
e assim não é posśıvel determinar diretamente a sua projeção Phu(x, t1) = Phu

1(x).
Entretanto, podemos fazer uma aproximação û(x) para a solução exata u(x, t1) = u1(x),
a partir de uma expansão de Taylor de segunda ordem da solução exata u, na vizinhança
do tempo t0 = 0, ou seja,

û1(x) := u(x, 0) + u′(x, 0)∆t+ u′′(x, 0)
(∆t)2

2!
. (9.32)
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A posição inicial u(x, 0) e a velocidade inicial u′(x, 0) são dados do problema e a
aceleração inicial u′′(x, 0) pode ser obtida da equação (7.1), para t = 0, isto é,

u′′(x, 0) = αuxx(x, 0)− βu(x, 0) + f(x, 0).

Assim, o erro da aproximação de û no tempo t = t1 para u1 é dado por

u1(x)− û1(x) =
∫ ∆t

0

(∆t− s)2
2!

u′′′(x, s) ds. (9.33)

Com a regularidade que estamos supondo para a solução u, i.e., u′′′ ∈ L∞(0, T,H1
0(0, 1)),

temos

‖u1 − û1‖1 ≤
∫ ∆t

0

(∆t− s)2
2!

‖u′′′(s)‖1 ds ≤
1

3!
‖u′′′‖L∞(0,T,H1

0
(0,1))(∆t)

3. (9.34)

Por (9.32), temos û1 ∈ H2(0, 1) ∩ H1
0 (0, 1). Logo, podemos tomar u1h(x) = û1(x)

como solução aproximada no tempo t1, ou satisfazendo a condição ‖u1h − û1‖1 ≤ c2h.
Assim, usando a desigualdade triangular,

‖Phu
1 − u1h‖1 ≤ ‖Phu

1 − u1‖1 + ‖u1 − u1h‖1 ≤ ‖ρ1‖1 + ‖u1 − u1h‖1
≤ c0h + ‖u1 − û1‖1 + ‖û1 − u1h‖1
≤ c0h + c1(∆t)

3 + c2h ≤ c3((∆t)
3 + h).

(9.35)

De forma análogo, supondo que ‖u1h− û1‖0 ≤ c2h
2 e substituindo a norma ‖ ‖1 pela

norma ‖ t‖0, obtemos a estimativa

‖Phu
1 − u1h‖0 ≤ ‖Phu

1 − u1‖0 + ‖u1 − u1h‖0 ≤ ‖ρ1‖0 + ‖u1 − u1h‖0
≤ c0h + ‖u1 − û1‖0 + ‖û1 − u1h‖0
≤ c0h

2 + c1(∆t)
3 + c2h

2 ≤ c3((∆t)
3 + h2).

(9.36)

Assim de (9.35) e (9.36) conclúımos que:

‖ξ1‖1 ≤ c1

(
h+ (∆t)3

)
e ‖ξ1‖0 ≤ c2

(
h2 + (∆t)3

)
.

Além disso, sabemos que δe1/2 = 1
∆t
(e1 − e0). Logo

‖δξ1/2‖0 ≤
1

∆t

(
‖ξ1‖0 + ‖ξ0‖0

)
≤ c3

(
h2 + (∆t)2

)
. (9.37)

Portanto,

‖ξ1‖1 + ‖ξ0‖1 + ‖δξ1/2‖0 ≤ c
(
h + (∆t)2

)
.
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De forma análoga, observando (9.36), tem-se para a norma L2(0, 1),

‖ξ1‖0 + ‖ξ0‖0 + ‖δξ1/2‖0 ≤ c
(
h2 + (∆t)2

)
.

Finalmente, conclúımos a prova do Lema a partir da decomposição do erro. ⊔⊓
Uma vez estabelecidas aproximações para os dados inciais, podemos tratar a esti-

mativa de erro (ou ordem de convergência) para os métodos de Neumark e θ-método nas
normas discretas de L∞(0, T ;H1

0(Ω)) e L
∞(0, T ;L2(Ω)) (i.e., nas normas L∞

0 (0, T ;H1
0(Ω))

e L∞
0 (0, T ;L2(Ω))), quando o tempo t varia discretamente na forma tn = n∆t, n =

0, 1, . . . , N .

Suponhamos a seguinte regularidade para a força f , a solução u e sua derivada u′

do Problema (9.1).
∣∣∣∣∣
f ∈ L2(0, T ;H2(0, 1)), u ∈ L∞(0, T ;H1

0(0, 1) ∩H2(0, 1))

com as derivadas {ut, utt, uttt, utttt} ⊂ L∞(0, T ;L2(0, 1)).
(9.38)

O resultado a seguir é o análogo discreto dos Teoremas (9.1) e (9.2).

Teorema 9.3. Supondo (9.38), se u0 ∈ H1
0 (0, 1) ∩ H2(0, 1)) e u1 ∈ H1

0 (0, 1), o erro
entre a solução exata u do Problema (9.1) e a solução aproximada uh do Problema
(9.4), obtida pelo método de Neumark (9.30), satisfaz as seguintes estimativas:

{
(1) ‖u− uh‖L∞

0
(0,T ;H1

0
(0,1) + ‖δ(u− uh)‖L∞

1/2
(0,T ;L2(0,1)) ≤ C(h+ (∆t)2),

(2) ‖u− uh‖L∞

0
(0,T ;L2(0,1)) + ‖δ(u− uh)‖L∞

1/2
(0,T ;L2(0,1)) ≤ C(h2 + (∆t)2),

(9.39)

onde a constante C > 0 é independente da malha h e da discretização ∆t e:

(a) para θ ≥ 1/4, o sistema é incondicionalmente estável, qualquer que seja ∆t > 0;

(b) para θ < 1/4, o sistema é condicionalmente estável.

Demonstração: A ideia central da prova é obter estimativas que nos permitam aplicar
o Lema 8.2, que é o análogo discreto do Lema de Gronwall. Faremos a prova em detalhes
de (9.39) no caso (1); a prova do caso (2) segue com argumento semelhante.

O problema em questão tem sua formulação fraca dada por

(utt : v) + a(u, v) = (f : v), ∀v ∈ H1
0(Ω). (9.40)

Considerando em (9.40) os tempos discretos (n+1)∆t, n∆t e (n−1)∆t respectivamente
com pesos θ, (1− 2θ) e θ, somando os termos obtidos e considerando a notação (8.36),
obtemos

((utt)
n
θ : v) + a(unθ , v) = (fn

θ : v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1).
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Somando e subtraindo o termo (δ2un : v), obtemos

(δ2un : v) + a(unθ , v) = (fn
θ + gn : v), ∀v ∈ H1

0 (0, 1), (9.41)

onde gn = (δ2un − (utt)
n
θ ) e δ

2un é a aproximação de utt como definido em (8.36).

Por outro lado, para o problema aproximado, a formulação é dada por

(δ2unh : vh) + a((uh)
n
θ , vh) = (fn

θ , vh)0, ∀vh ∈ V k
m. (9.42)

Substituindo v = vh ∈ V k
m em (9.41) e subtraindo da equação (9.42), obtemos

(δ2en : vh) + a(enθ , vh) = (gn : vh), ∀vh ∈ V k
m

e usando a decomposição do erro, e = ξ + ρ,

(δ2ξn : vh) + (δ2ρ : vh) + a(ξnt heta, vh) + a(ρnθ , vh) = (gn : vh), ∀vh ∈ Vm. (9.43)

No que segue, vamos considerar em (9.43)

vh =
1

2

(
δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
=

1

2∆t

(
ξn+1 − ξn−1

)
.

Assim, observando que

δ2ξn =
1

(∆t)2

(
ξn+1 − 2ξn + ξn−1

)
=

1

(∆t)2

(
(ξn+1 − ξn)− (ξn − ξn−1)

)

=
1

∆t

(
δξn+

1

2 − δξn−1/2
)
,

obtemos para a primeira parcela do lado esquerdo de (9.43),

(δ2ξn : vh) =
( 1

∆t
(δξn+

1

2 − δξn− 1

2 ) :
1

2
(δξn+

1

2 + δξn−1/2)
)

=
1

2∆t

(
‖δξn+ 1

2‖20 − ‖δξn−
1

2‖20
)
.

(9.44)

Para o terceiro termo de (9.43) e lembrando que a forma bilinear a(·, ·) define o produto
escalar (· : ·)a em H1

0 (0, 1), podemos escrever

(ξnθ : vh)a =
1

2∆t

(
ξnθ : ξn+1 − ξn−1

)
a
=

θ

2∆t

(
ξn+1 : ξn+1 − ξn−1

)
a

+
(1− 2θ

2∆t

)(
ξn : ξn+1 − ξn−1

)
a
+

θ

2∆t

(
ξn−1 : ξn+1 − ξn−1

)
a
.
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Somando e subtraindo o termo ξn convenientemente, obtemos

(ξnθ : vh)a =
1

2∆t

(
ξn : ξn+1 − ξn−1

)
a
+

θ

2∆t

(
ξn+1 − 2ξn + ξn−1 : ξn+1 − ξn−1

)
a

=
1

2∆t

(
(ξn+1 : ξn)a − (ξn : ξn−1)a

)
+

θ

2∆t

(
ξn+1 − ξn : ξn+1 − ξn

)
a

+
θ

2∆t

(
ξn+1 − ξn : ξn − ξn−1

)
a
− θ

2∆t

(
ξn − ξn−1 : ξn+1 − ξn

)
a

− θ

2∆t

(
ξn − ξn−1 : ξn − ξn−1

)
a

=
1

2∆t

(
(ξn+1 : ξn)a − (ξn : ξn−1)a

)
+

θ

2∆t

(
‖ξn+1 − ξn‖2a − ‖ξn − ξn−1‖2a

)
.

(9.45)
Substituindo (9.44) e (9.45) em (9.43),

1

2∆t

(
‖δξn+ 1

2‖20 − ‖δξn−
1

2‖20
)
+

1

2∆t

(
(ξn+1 : ξn)a − (ξn : ξn−1)a

)

+
θ

2∆t

(
‖ξn+1 − ξn‖2a − ‖ξn − ξn−1‖2a

)

=
1

2

(
gn : δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
− 1

2

(
δ2ρn : δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
.

(9.46)

Observe que a(ρnθ , vh) = a(unθ − Phu
n
θ , vh) = 0, pois u(t) − Phu(t) é ortogonal ao

subespaço V k
m com relação ao produto interno (· : ·)a, para qualquer que seja o valor

de t.

Multiplicando a identidade (9.46) por 2∆t e fazendo a soma em n = 1, . . . , k, com
k ≤ N − 1, obtemos após simplificações evidentes,

‖δξk− 1

2‖20 − ‖δξ
1

2‖20 + (ξk : ξk−1)a − (ξ1 : ξ0)a + θ‖ξk − ξk−1‖2a

− θ‖ξ1 − ξ0‖2a = ∆t

k−1∑

n=1

(
gn − δ2ρn : δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
.

(9.47)

Usando as desigualdades de Schwarz e Young para os termos (ξ1 : ξ0)a e θ‖ξ1 − ξ0‖2a
na dentidade acima, obtemos

‖δξk− 1

2‖20 + (ξk : ξk−1)a + θ‖ξk − ξk−1‖2a ≤ ‖δξ
1

2‖20 + (2θ +
1

2
)(‖ξ1‖2a + ‖ξ0‖2a)

+ ∆t

k−1∑

n=1

(
gn : δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
−∆t

k−1∑

n=1

(
δ2ρn : δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
.

(9.48)
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Analisemos agora os dois termos envolvendo somatórios em (9.48). Usando a Desigual-
dade de Schwarz, o primeiro toma a forma

k−1∑

n=1

(
gn : δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
≤

k−1∑

n=1

‖gn‖0
(
‖δξn+ 1

2‖0 + ‖δξn−
1

2‖0
)
.

Usando agora a desigualdade de Young, obtemos

k−1∑

n=1

‖gn‖0‖δξn+
1

2‖0 ≤
1

2ε

k−1∑

n=1

‖gn‖20 +
ε

2

k−1∑

n=1

‖δξn+ 1

2‖20

≤ 1

2ε∆t
‖g‖2L2

0
(0,T ;L2) +

ε

2

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20 +
ε

2
‖δξk− 1

2‖20,

onde ε > 0 é uma constante a ser definida.

Analogamente,

k−1∑

n=1

‖gn‖0‖δξn−
1

2‖0 ≤
1

2ε∆t
‖g‖2L2

0
(0,T ;L2) +

ε

2

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20.

Assim, temos a seguinte estimativa para a primeira parcela que envolve somatório em
(9.48),

k−1∑

n=1

(
gn : δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
≤ 1

ε∆t
‖g‖2L2

0
(0,T ;L2) + ε

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20 +
ε

2
‖δξk− 1

2‖20. (9.49)

Para o segundo termo com o somatório em (9.48), usando a desigualdade de Young
e (8.43), obtém-se que

−
k−1∑

n=1

(δ2ρn : δξn+
1

2 − δξn− 1

2 ) ≤ 1

2ε

k−1∑

n=1

‖δ2ρn‖20 +
ε

2

k−1∑

n=1

‖δξn+ 1

2‖20

+
1

2ε

k−1∑

n=1

‖δ2ρn‖20 +
ε

2

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20

≤ 1

ε

k−1∑

n=1

‖δ2ρn‖20 + ε

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20 +
ε

2
‖δξk− 1

2‖20

≤ 1

ε∆t
‖ρtt‖2L2

0
(0,T ;L2) + ε

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20 +
ε

2
‖δξk− 1

2‖20.

(9.50)



276 Cap. 9. Análise Numérica da Equação da Onda

Substituindo as desigualdades (9.49) e (9.50) em (9.48), obtém-se

(1− ε∆t)‖δξk− 1

2‖20 + (ξk : ξk−1)a + θ‖ξk − ξk−1‖2a ≤ Ψ2 + 2ε∆t

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20, (9.51)

onde

Ψ2 :=
1

ε
‖ρtt‖2L2

0
(0,T ;L2) +

1

ε
‖g‖2L2

0
(0,T ;L2) + ‖δξ1/2‖20 + (2θ +

1

2
)(‖ξ1‖2a + ‖ξ0‖2a). (9.52)

Sendo (· : ·)a um produto interno em H1
0 (0, 1), vale a Identidade Polar,

(ξk : ξk−1)a =
1

4

(
‖ξk + ξk−1‖2a − ‖ξk − ξk−1‖2a

)
,

que substitúıda em (9.51) nos fornece

(1− ε∆t)‖δξk− 1

2‖20 +
1

4
‖ξk + ξk−1‖2a +

(
θ − 1

4

)
‖ξk − ξk−1‖2a

≤ Ψ2 + 2ε∆t

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20,
(9.53)

para todo k = 1, 2, . . . , N .

Para usar o Lema 8.2, faz-se necessário supor que as constantes no lado esquerdo de
(9.53) sejam positivas. Como ε > 0 foi fixado arbitrariamente, vamos fixá-lo de forma
que 1− ε∆t > 0. Temos então dois casos a considerar, a saber: θ > 1/4 e θ = 1/4.

Caso 1: θ > 1/4. Para ε < 1/∆t fixado, definimos

Cθ := min
{
1− ε∆t, θ − 1/4, 1/4

}
> 0.

Então, segue de (9.53) a seguinte estimativa:

‖δξk− 1

2‖20 + ‖ξk + ξk−1‖2a + ‖ξk − ξk−1‖2a ≤
1

Cθ

(
Ψ2 + 2ε∆t

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20

)
.

Observando que ‖ξk‖2a + ‖ξk−1‖2a ≤ ‖ξk + ξk−1‖2a + ‖ξk − ξk−1‖2a, temos

‖δξk− 1

2‖20 + ‖ξk‖2a + ‖ξk−1‖2a ≤
1

Cθ

(
Ψ2 + 2ε∆t

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20.
)
. (9.54)

Assim, denotando

ϕk := ‖δξk− 1

2‖20 + ‖ξk‖2a + ‖ξk−1‖2a, ψ = Ψ2/Cθ e C =
2ε

Cθ
,
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a desigualdade (9.54) toma a forma

ϕk ≤ ψ + C∆t

k−1∑

n=1

ϕn,

de modo que, pelo Lema 8.2, temos

‖δξk− 1

2‖20 + ‖ξk‖2a + ‖ξk−1‖2a ≤
exp(Ctk)

Cθ
Ψ2, ∀ k = 1, 2, . . . , N. (9.55)

Passando ao máximo em k ∈ {1, 2, . . . , N}, obtemos

max
k≤1≤N

‖δξk− 1

2‖20 + ‖ξk‖2a + ‖ξk−1‖2a ≤
exp(CT )

Cθ

Ψ2, (9.56)

e da definição das normas discretas, obtemos

‖ξ‖L∞

0
(0,T ;H1

0
) + ‖δξ‖L∞

1/2
(0,T ;L2) ≤

exp(CT )

Cθ
Ψ2.

Lembrando que e = ξ + ρ, segue da desigualdade triangular,

‖e‖L∞

0
(0,T ;H1

0
) + ‖δe‖L∞

1/2
(0,T ;L2) ≤

exp(CT )

Cθ
Ψ2 + ‖ρ‖L∞

0
(0,T ;H1

0
) + ‖δρ‖L∞

1/2
(0,T ;L2).

Sabendo que ‖ρ‖L∞

0
(0,T ;H1

0
) ≤ c1h e ‖δρ‖L∞

1/2
(0,T ;L2) ≤ c2h

2, e que e = u− uh, temos

‖u− uh‖L∞

0
(0,T ;H1

0
) + ‖δ(u− uh)‖L∞

1/2
(0,T ;L2) ≤ C(Ψ2 + h+ h2), (9.57)

restando-nos então estimar o termo Ψ2 para concluir a prova da primeira desigualdade
de (9.39) no caso θ > 1/4.

Estimativa de Ψ2: (1) Lembrando que ξ(t) = Phu(t) − uh(t), segue do Lema (9.1)
que existe uma constante c1 > 0 tal que

‖δξ1/2‖20 + (2θ +
1

2
)(‖ξ1‖2a + ‖ξ0‖2a) ≤ c1

(
h+ (∆t)2

)
. (9.58)

(2) Além disso, segue de (8.10) para m = 0 e k = 1,

‖ρ′′(t)‖0 ≤ ch2‖u′′(t)‖2, ∀t ∈ [0, T ],

de modo que
1

ε
‖ρtt‖2L2

0
(0,T ;L2) ≤ c2h

4‖u′′‖2L∞

0
(0,T ;H2). (9.59)

(3) Para concluir, precisamos estimar a parcela ‖g‖2
L2
0
(0,T ;L2)

.
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A função gn, definida em (9.41), é dada por gn = δ2un− (utt)
n
θ . Usando a definição

do operador unθ , temos

gn = δ2un − (θun+1
tt + (1− 2θ)untt + θun−1

tt = (δ2un − untt)− θ(un+1
tt − 2untt + un−1

tt ).

Após sucessivas integrações por partes, vemos que

δ2un − untt =
1

(∆t)2

(∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)3
3!

utttt(s) ds+

∫ tn

tn−1

(s− tn−1)
3

3!
utttt(s) ds

)
.

De forma análoga, integrando por partes duas vezes, obtém-se

un+1
tt − 2untt + un−1

tt =

∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)utttt(s) ds+
∫ tn

tn−1

(s− tn−1)utttt(s) ds.

Segue da definição de gn,

gn =
1

(∆t)2

(∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)3
3!

utttt(s) ds+

∫ tn−1

tn

(s− tn−1)
3

3!
utttt(s) ds

)

− θ
(∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)utttt(s) ds+
∫ tn−1

tn

(s− tn−1)utttt(s) ds

)

= Φ1 + Φ2 − (Φ3 + Φ4).

Para estimar ‖gn‖20, vamos analisar cada um dos termos Φi definidos acima. Da de-
finição de Φ1 e do fato de que 0 ≤ tn+1 − s ≤ ∆t, para s ∈ [tn, tn+1], temos

|Φ1| ≤
∆t

3!

∫ tn+1

tn

|utttt(·, s)| ds.

Pela desigualdade de Schwarz, temos

|Φ1|2 ≤
(∆t)2

(3!)2

(∫ tn+1

tn

|utttt(·, s)| ds
)2

≤ (∆t)3

(3!)2

∫ tn+1

tn

|utttt(·, s)|2 ds.

Pelo Teorema de Fubini, temos

‖Φ1‖20 =
∫ 1

0

|Φ1|2 dx ≤
(∆t)3

(3!)2
‖utttt(s)‖2L2(tn,tn+1;L2)

e de forma análoga, temos

‖Φ2‖20 =
∫ 1

0

|Φ1|2 dx ≤
(∆t)3

(3!)2
‖utttt(s)‖2L2(tn−1,tn;L2).
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Por outro lado, da definição de Φ3, temos

|Φ3| ≤ θ∆t

∫ tn+1

tn

|utttt(·, s)| ds ⇒ |Φ3|2 ≤ θ2(∆t)3
∫ tn+1

tn

|utttt(·, s)|2 ds

e consequentemente,

‖Φ3‖20 ≤ θ2(∆t)3‖utttt(s)‖2L2(tn,tn+1;L2).

Da mesma forma,
‖Φ4‖20 ≤ θ2(∆t)3‖utttt(s)‖2L2(tn−1,tn;L2).

Com isso conclúımos que

‖gn‖20 ≤ c3(∆t)
3
(
‖utttt(s)‖2L2(tn,tn+1;L2) + ‖utttt(s)‖2L2(tn−1,tn;L2)

)
,

onde c3 = 4(θ2+(1/3!)2). Assim, multiplicando ambos os lados da desigualdade acima
por ∆t e somando em n = 1, . . . , N − 1, obtemos

‖g‖2L2
0
(0,T ;L2) = ∆t

N−1∑

n=1

‖gn‖20 ≤ 2c3(∆t)
4‖utttt‖2L2(0,T ;L2(0,1)),

Logo,
1

ε
‖g‖2L2

0
(0,T ;L2) ≤ c4(∆t)

4‖utttt‖2L2(0,T ;L2(0,1)). (9.60)

Portanto, de (9.58), (9.59) e (9.60), obtemos a desigualdade

Ψ2 ≤ C
(
h+ (∆t)2 + h4 + (∆t)4

)
≤ Ĉ

(
h + (∆t)2

)

que substitúıda em (9.57), fornece a estimativa (9.39) no caso θ > 1/4.

Caso 2: θ = 1/4. Consideremos a formulação (9.43) e como anteriormente, tomemos

vh =
1

2

(
δξn+

1

2 + δξn−
1

2

)
=

1

2∆t

(
ξn+1 − ξn−1

)
.

Então, o primeiro termo de (9.44) não se altera. Entretanto, multiplicando o segundo
termo por 2∆t, obtemos

a(ξnθ , ξ
n+1−ξn−1) =

(
ξn+1/2+ξn−1/2 : ξn+1/2−ξn−1/2

)
a
= ‖ξn+1/2‖2a−‖ξn−1/2‖2a. (9.61)

Assim, multiplicando (9.43) por 2∆t e em seguida, substituindo (9.61) e (9.44), obtemos
após somar em n de 1 até k, k ≤ N − 1,

‖δξk−1/2‖20 + ‖ξk−1/2‖2a = ‖δξ1/2‖20 + ‖ξ1/2‖2a +∆t
k−1∑

n=1

(
gn − δ2ρn : δξn+

1

2 + δξk−1/2
)
0

(9.62)
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Com os mesmos cálculos se aplicam para obter (9.49) e (9.50), isto é

∆t
k−1∑

n=1

(
gn : δξn+

1

2 + δξn−1/2
)
≤ 1

ε
‖g‖2L2

0
(0,T ;L2) + ε∆t

k−1∑

n=1

‖δξn−1/2‖20

+
ε∆t

2
‖δξk−1/2‖20,

−∆t
k−1∑

n=1

(δ2ρn : δξn+
1

2 + δξn−
1

2 ) ≤ 1

ε
‖ρ′′‖2L2

0
(0,T ;L2) + ε∆t

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20

+
ε∆t

2
‖δξk− 1

2‖20,

obtemos a seguinte limitação, após substitur os dois últimos termos acima em (9.62),

(1− ε∆t)‖δξk− 1

2‖20 + ‖ξk−
1

2‖2a ≤ ‖δξ1/2‖20 + ‖ξ1/2‖2a +
1

ε
‖g‖2L2

0
(0,T ;L2)

+
1

ε
‖ρ′′‖2L2

0
(0,T ;L2) + 2ε∆t

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20.

Fixando ε < 1/∆t, denotando C1/4 := (1 − ∆tε) > 0 e desprezando o termo positivo
‖ξk−1/2‖2a, obtemos

‖δξk− 1

2‖20 + ‖ξk−
1

2‖2a ≤ Ψ2 + c1∆t

k−1∑

n=1

‖δξn− 1

2‖20, (9.63)

para todo k ∈ {1, 2, . . . , N}, onde

Ψ2 := c1

(
‖δξ1/2‖20 + ‖ξ1/2‖2a + ‖g‖2L2

0
(0,T ;L2) + ‖ρ′′‖2L2

0
(0,T ;L2)

)

e c1 = max{C1/4, 1/ε}. Aplicando o Lema 8.2 (o análogo discreto do Lema de
Gronwal), obtemos

‖δξN− 1

2‖20 ≤ Ψ2 exp(c1T ),

de onde se deduz, com os mesmos argumentos usados em (1),(2) e (3) no parágrafo
sobre a estimativa de Ψ2, a estimativa

‖δξN− 1

2‖20 + ‖ξN− 1

2‖2a ≤ c2
(
h+ (∆t)2

)2
,

com o que concĺımos a demonstração. ⊔⊓
Note que para θ < 1/4 o sistema é condicionalmente estável, ou seja, deve ser

satisfeita uma condição restritiva entre {∆t, h}.
O próximo teorema estabelece o erro da solução do θ-método para o problema dado

pelo sistema (7.26).



281

Teorema 9.4. Sob a hipótese (9.38), se u0 ∈ H1
0 (0, 1) ∩ H2(0, 1)) e u1 ∈ H1

0 (0, 1),
a solução aproximada {wh, uh} do Problema (7.21) obtida pelo θ-método (7.26) com
min{σ, θ} ≥ 1/2, satisfaz a seguinte estimativa:

‖w − wh‖L∞(0,T ;L2(0,1)) + ‖u− uh‖L∞(0,T ;H1
0
(0,1)) ≤ C

(
h+ (∆t)p

)
, (9.64)

onde C é uma constante positiva independente de h e de ∆t e

p =

{
2 se θ = σ = 1/2,
1 se min{θ, σ} > 1/2.

Demonstração: A formulação fraca do problema é

(u′′(t) : v) + a(u(t), v) = (f(t) : v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1),

de onde se obtém as identidades

(w′(t) : v) + a(u(t), v) = (f(t) : v) e (u′(t) : v)− (w(t) : v) = 0,

fazendo-se a mudança de variável w(t) = u′(t). Assim, para os tempos discretos tn+1 =
(n+ 1)∆t e tn = n∆t, com pesos θ, (1− θ) e σ, (1− σ) respectivamente na primeira e
na segunda equação, obtemos, somando-se as equações resultantes,

(wn+θ
t : v) + a(un+θ, v) = (fn+θ : v) e (un+σ

t : v)− (wn+σ : v) = 0, ∀v ∈ H1
0 (0, 1).
(9.65)

Somando e subtraindo δwn+ 1

2 e δun+
1

2 respectivamente na primeira e na segunda
equação de (9.65), obtemos, para todo v ∈ H1

0 (0, 1),
{
(δwn+ 1

2 : v) + a(un+θ, v) = (fn+θ + gn : v),

(δun+
1

2 : v)− (wn+σ : v) = (λn : vh),
(9.66)

onde gn = δwn+ 1

2 − wn+θ
t e λn = δun+

1

2 − un+σ
t .

Por outro lado, para o problema aproximado, a formulação é dada por




(δw
n+ 1

2

h : vh) + a(un+θ
h , vh) = (fn+θ : vh),

(δu
n+ 1

2

h : vh)− (wn+σ
h : ϕh) = 0,

∀vh ∈ V k
m. (9.67)

Tomando em particular v = vh em (9.66) e subtraindo a equação em (9.67) daquela
em (9.66), obtemos





(δe
n+ 1

2

1 : vh) + a(en+θ
2 , vh), = (gn : vh)

(δe
n+ 1

2

2 : vh)− (en+σ
1 : vh) = (λn : vh),

∀vh ∈ V k
m, (9.68)
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onde denotamos e1 = w − wh e e2 = u− uh.
Se tomarmos em particular vh = (en+1

2 − en2 ) na primeira equação de (9.68), vh =
(en+1

1 −en1 ) na segunda e subtrairmos a segunda da primeira, obtemos após as necessárias
e evidentes simplificações,

a(en+θ
2 , en+1

2 − en2 ) + (en+σ
1 : en+1

1 − en1 ) = (gn : en+1
2 − en2 )− (λn : en+1

1 − en1 ). (9.69)

Observando que χn+θ = χn+1/2 + (θ − 1
2
)(χn+1 − χn), podemos reescreer a equação

(9.69) na forma

a(e
n+ 1

2

2 , en+1
2 − en2 ) +

(
θ − 1

2

)
‖en+1

2 − en2‖2a + (e
n+ 1

2

1 : en+1
1 − en1 )

+
(
σ − 1

2

)
‖en+1

1 − en1‖20 = (gn : en+1
2 − en2 )− (λn : en+1

1 − en1 ).

Lembrando que e
n+ 1

2

i = (en+1
i + eni )/2, obtemos da identidade acima multiplicada por

2 e, para quaisquer que sejam as constantes positivas γ1 e γ2,

‖en+1
2 ‖2a − ‖en2‖2a + 2(θ − 1/2)‖en+1

2 − en2‖2a

+‖en+1
1 ‖2 − ‖en1‖2 + 2(σ − 1/2)‖en+1

1 − en1‖2

≤ 1

γ2
‖gn‖2 + 1

γ1
‖λn‖2 + γ2‖en+1

2 − en2‖2a + γ1‖en+1
1 − en1‖2.

(9.70)

Assim, com a escolha γ1 = (σ − 1/2) e γ2 = (θ − 1/2) que são estritamente positivas
se min{θ, σ} > 1/2, obtemos

‖en+1
2 ‖2a − ‖en2‖2a + ‖en+1

1 ‖20 − ‖en1‖20 ≤
1

γ2
‖gn‖2 + 1

γ1
‖λn‖2.

Somando em n de 1 a N − 1, segue que

‖eN2 ‖2a + ‖eN1 ‖20 ≤ ‖e02‖2a + ‖e01‖20 +
1

γ2

N−1∑

n=0

‖gn‖2 + 1

γ1

N−1∑

n=0

‖λn‖2. (9.71)

Sabemos de (8.105) que

‖g‖2L2
0
(0,T ;L2) = ∆t

N−1∑

n=1

‖gn‖20

≤ ca(∆t)
4‖w′′′‖2L2(0,T ;H2) + 2

(
θ − 1

2

)2
(∆t)2‖w′′‖2L2(0,T ;H2),

‖λ‖2L2
0
(0,T ;H1

0
) = ∆t

N−1∑

n=1

‖λn‖21

≤ cb(∆t)
4‖u′′′‖2L2(0,T ;H2) + 2

(
σ − 1

2

)2
(∆t)2‖u′′‖2L2(0,T ;H2)

(9.72)



283

e que para os dados iniciais, temos ao menos a seguinte estimativa:

‖e02‖2a + ‖e01‖20 ≤ c3h
2.

Assim, substituindo os dados acima em (9.71) e majorando as constantes por C > 0
adequada (por exemplo, a maior das contantes), temos

‖eN2 ‖2a + ‖eN1 ‖20 ≤ C
(
h2 + (∆t)4 + (σ + θ − 1)(∆t)2

)
.

Como (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), segue da desigualdade acima,

‖eN2 ‖a + ‖eN1 ‖0 ≤
√
2C
(
h2 + (∆t)4 + (σ + θ − 1)(∆t)2

)1/2

≤
√
2C
(
h+ (∆t)2 +

√
σ + θ − 1∆t

)1/2
.

Portanto, ‖eN2 ‖a + ‖eN1 ‖0 é de ordem O(h + ∆t). Observe que se σ = θ = 1/2,
a parcela em ∆t na desigualdade acima desaparece, e teŕıamos a estimativa O(h +
(∆t)2). Entretanto, para a validade do argumento usado até aqui, no qual fizemos uso
da desigualdade de Hölder em (9.70), fez-se necessária a hipótese min{σ, θ} > 1/2.
Entretanto, se θ = σ = 1/2 a equação (9.69) se simplifica e as estimativas decorrem de
forma mais direta. ⊔⊓

9.2.1 Exerćıcios

1. Prove que o método da diferença central (θ = 0) em (9.30) é condicionalmente
estável, ou seja, ∆t/h ≤ δ com δ suficientemente pequeno.

2. Prove com detalhes, a estimativa de erro (9.39) na norma L2(0, 1) (ou seja, o caso
(2)) do problema totalmente discreto.





CAPÍTULO 10

Análise Matemática

Nesse caṕıtulo abordaremos algumas questões básicas sobre a análise matemática das
equações do calor e da onda, tais como existência, unicidade e propriedades gerais das
respectivas soluções. Embora essas propriedades sejam importantes até para o estudo
das soluções numéricas, não é impressind́ıvel numa primeira abordagem saber prová-
las, razão pela qual os tópicos tratados neste caṕıtulo não precisam ser abordados num
primeiro curso sobre os métodos numéricos em Equações Diferenciais Parciais.

10.1 Equação do Calor

No que segue demonstraremos a existência de solução do problema variacional (6.1)
pelo método de Galerkin, também conhecido como método de Faedo-Galerkin (ver [13]),
a unicidade e, na sequência, algumas propriedades gerais da solução.

10.1.1 Existência e unicidade de solução

Teorema 10.1. Se f ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)) e u0 ∈ H1
0(0, 1), o problema (6.1) admite

uma única solução u : [0, T ]× (0, 1)→ R, satisfazendo as seguintes condições:

(a) u ∈ L2(0, T ;H1
0(0, 1)) ∩ C([0, T ];L2(0, 1)),

(b) u′ ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)),

(c) (u′(t) : v) + a(u(t), v) = (f : v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1),

(d) u(0) = u0.

(10.1)

Demonstração: No que se refere à existência, a demonstração segue o mesmo proce-
dimento geral já utilizado na construção da solução numérica, mas o cerne da questão
é, como veremos a seguir, o processo de limite das soluções aproximadas.

285
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Como H1
0 (0, 1) é um espaço de Hilbert, consideremos {wi}i∈N uma base hilbertiana

(cuja existência é consequência do fato de H1
0 (0, 1) ser separável). Seja Vm o subespaço

de H1
0 (0, 1) gerado pelos m primeiros vetores dessa base, isto é Vm = [w1, . . . , wm].

Para cada t ∈ [0, T ], seja um(t) ∈ Vm definida por

um(t) :=
m∑

i=1

gim(t)wi, (10.2)

onde o coeficiente gm(t) := (g1m(t), . . . , gmm(t)) é a solução do problema de valor inicial
para o seguinte sistema de equações diferenciais:

{
(u′m(t) : v) + a(um(t), v) = (f(t) : v), ∀ v ∈ Vm,
um(0) = u0m,

(10.3)

com a condição inicial u0m tal que a sequência {u0m}m∈N seja convergente para u0 em
H1

0 (0, 1), isto é,

u0m −→ u0 em H1
0 (0, 1) quando m→∞.

A idéia da demonstração consiste em mostrar que existe uma sequência de soluções
{um}m∈N do problema aproximado (10.3) pertencentes ao subespaço Vm que são li-
mitadas independentemente de m, possibilitando assim mostrar que ela admite uma
subsequência que converge para uma solução exata u(x, t). Mais precisamente, substi-
tuindo (10.2) em (10.3), obtemos

( m∑

i=1

g′im(t)wi : v
)
+ a
( m∑

i=1

gim(t)wi, v
)
= (f(t) : v), ∀v ∈ Vm,

ou de forma equivalente,

m∑

i=1

g′im(t)(wi : v) +

m∑

i=1

gim(t)a(wi, v) = (f(t) : v), ∀v ∈ Vm.

Sendo v ∈ Vm arbitrário, podemos tomar v = wj, de onde resulta

m∑

i=1

g′im(t)(wi : wj) +

m∑

i=1

gim(t)a(wi, wj) = (f(t) : wj).

Temos assim definidas as matrizes A, B e o vetor F (t), cujos coeficientes são definidos
respectivamente por

Aij = (wi : wj), Bij = a(wi, wj) e Fj(t) = (f(t) : wj),
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o que nos permite escrever o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias

m∑

i=1

g′im(t) aij +

m∑

i=1

gim(t) bij = Fj , para j = 1, · · · , m

que pode ser escrito na seguinte forma matricial:





Ag′
m(t) +Bgm(t) = F (t), ∀t ∈ [0, T ]

gm(0) =
(
(u0, w1), (u0, w2), . . . , (u0, wm)

)
= g0m

(10.4)

onde gm(0) é a condição inicial, gm(t) = (g1m(t), g2m(t), . . . , gmm(t))
T é o vetor incógnita

de um sistema linear de m equações diferenciais ordinárias.

Vale observar que A é uma matriz de Gram, portanto simétrica e invert́ıvel (já
que as funções wi são linearmente independentes em L2(0, 1)). Assim, para cada m, o
sistema (10.4) tem uma única solução

gm ∈ H1(0, T ;Rm) ∩ C([0, T ];Rm),

o que nos assegura a existência da solução um do problema (10.3), a saber

um ∈ H1(0, T ;Vm) ∩ C([0, T ];Vm),

um(t) =
m∑

i=1

gim(t)wi(x), ∀t ∈ [0, T ],

com gm dado pela fórmula de variação dos parâmetros, isto é,

gm(t) = exp(−tA−1B)g0 +

∫ t

0

exp((t− s)A−1B)A−1BF (s) ds.

O próximo passo é deteminar estimativas uniformes adequadas para as soluções
um que nos permitam obter a convergência (eventualmente de uma subsequência) cujo
limite u seja solução do problema (10.1).

Consideremos v = u′m(t) ∈ Vm em (10.3). Então,

(u′m(t) : u
′
m(t)) + a(um(t), u

′
m(t)) = (f(t) : u′m(t)). (10.5)

É claro que (u′m(t) : u
′
m(t)) = ‖u′m(t)‖20 e como a forma bilinear a é simétrica, temos

a(um(t), u
′
m(t)) =

1

2

d

dt
a(um(t), um(t)).
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Usando sucessivamente as desigualdades de Schwarz e Young, obtemos

(f(t) : u′m(t)) ≤
1

2

(
‖f(t)‖20 + ‖u′m(t)‖20

)
.

de modo que após substituição em (10.5), conclúımos que

‖u′m(t)‖20 +
d

dt
a(um(t), um(t)) ≤ ‖f(t)‖20, ∀t ∈ [0, T ].

Integrando de 0 a t ≤ T , obtemos
∫ t

0

‖u′m(s)‖20 ds+ a(um(t), um(t)) ≤ a(um(0), um(0)) +

∫ t

0

‖f(s)‖20 ds.

Como a forma bilinear a é cont́ınua em H1
0 (0, 1), i.e., |a(u, v)| ≤ C‖u‖1‖v‖1 para

todo u, v ∈ H1
0 (0, 1), e um(0) é convergente nesse mesmo espaço, a sequência numérica

{a(um(0), um(0))}m∈N é limitada, de modo que podemos garantir a existência de uma
constante positiva c1 independente de m tal que

∫ t

0

‖u′m(s)‖20 ds+ a(um(t), um(t)) ≤ c1, ∀t ∈ [0, T ], ∀m ∈ N,

o que nos permite concluir que

(i) {um}m∈N limitada em L∞(0, T ;H1
0(0, 1)),

(ii) {u′m}m∈N limitada em L2(0, T ;L2(0, 1)),
(10.6)

O Teorema de Dunfort-Pettis nos garante que o espaço L∞(0, T ;H1
0(0, 1)) é o

dual topológico de L1(0, T ;H−1(0, 1)). Portanto, de (ii) e do Teorema de Banach-
Alaoglu podemos extrair uma subsequência {umj

}j∈N que converge fraco-∗ para u em
L∞(0, T ;H1

0(0, 1)). Além disso, de (ii) e passando a uma nova subsequência se ne-
cessário, podemos garantir que {u′mj

}j∈N converge fraco para v em L2(0, T ;L2(0, 1)) =

L2(Q), onde Q = (0, 1)× (0, T ).

Para mostrar que v = u′, basta observar que a convergência fraco-∗ de um em
L∞(0, T ;H1

0(0, 1)), e consequentemente a convergência fraca em L2(0, T ;L2(0, 1))) im-
plica na convergência em D′(0, T ;L2(0, 1)) (sentido das distribuições vetoriais), que por
sua vez nos garante que u′m converge para u′ no sentido das distribuições. Portanto,
pelo Lema de Du Bois-Raymond (veja [13]), v = u′.

Temos assim respectivamente de (i) e (ii)

(iii) (u′mj
(t) : v)⇀ (u′(t) : v) em L2(0, T ), ∀v ∈ L2(0, 1),

(iv) a(umj
(t), v)⇀

*
a(u(t), v) em L∞(0, T ), ∀v ∈ H1

0(0, 1).
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Multiplicando por θ ∈ D(0, T ) ambos os lados da equação (10.3) com v = wk,
obtemos

∫ T

0

[
(u′mj

(s) : wk) + a(umj
(s), wk)− (f(s) : wk)

]
θ(s) ds = 0, ∀mj ≥ k.

Passando ao limite quando mj tende ao infinito, obtemos

∫ T

0

[
(u′(s) : wk) + a(u(s), wk)− (f(s) : wk)

]
θ(s) ds = 0.

Como k foi fixado arbitrariamente, temos

∫ T

0

[
(u′(s) : v) + a(u(s), v)− (f(s) : v)

]
θ(s) ds = 0, ∀v ∈ H1

0 (0, 1).

Como todas as parcelas envolvendo o fator v na integral acima estão definidas em
L2(0, T ), segue da densidade de D(0, T ) em L2(0, T ),

(u′(t) : v) + a(u(t), v) = (f(t) : v) em L2(0, T ), ∀v ∈ H1
0 (0, 1),

com o que conclúımos o item (c) do Teorema 10.1. Por outro lado, segue dos itens (i)
e (ii) acima,

u, u′ ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)) ⇒ u ∈ H1(0, T ;L2(0, 1)).

Como H1(0, T ;L2(0, 1)) está contido1 em C0,1/2(0, T ;L2(0, 1)) ⊂ C([0, T ];L2(0, 1)),
temos os itens (a) e (b) do enunciado.

Vamos então mostrar que u satisfaz a condição inicial definida em (d). Como
u ∈ C([0, T ];L2(0, 1)), segue que u(0) está bem definida em L2(0, 1). Além disso,
Como umj

, u ∈ H1(0, T ;L2(0, 1)) ∩ C([0, T ];L2(0, 1)), temos2,

umj
(t) = u0 +

∫ t

0

u′mj
(ξ) dξ,

u(t) = u(0) +

∫ t

0

u′(ξ) dξ, .

∀t ∈ [0, T ].

Das identidades acima, obtemos para todo v ∈ L2(0, 1),

(u(0)− u0 : v) = (umj
(t)− u(t) : v)−

∫ t

0

(u′mj
(ξ)− u′(ξ) : v) dξ

1 Se X é espaço de Benach reflexivo, tem-se W 1,p(0, T ;X) ⊂ C0,α([0, T ];X), com α = (p− 1)/p.
2 Se X é espaço de Banach, 1 ≤ p ≤ ∞, então f ∈W 1,p(0, T ;X) se, e somente se, para quase todo

t, s ∈ [0, T ], u(t) = u(s) +
∫ t

s
u′(ξ) dξ
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Logo, para todo v ∈ L2(0, 1),

|(u(0)− u0 : v)| ≤ |(umj
(t)− u(t) : v)|+

∫ T

0

|(u′mj
(ξ)− u′(ξ) : v)| dξ.

Fazendo j → +∞ e considerando as convergências obtidas acima, temos

lim
j→+∞

[
|(umj

(t)− u(t) : v)|+
∫ T

0

|(u′mj
(ξ)− u′(ξ) : v)| dξ

]
= 0,

de onde se conclui que u(0) = u0.

Para concluir a demostração, mostremos que a solução encontrada é única. Supo-
nhamos que existam duas soluções u1, u2 satisfazendo as condições do do Teorema 10.1.
Então,

(u′1(t)− u′2(t) : v) + a(u1(t)− u2(t), v) = 0, ∀v ∈ H1
0 (0, 1)

e como u1, u2 ∈ L2(0, T ;H1
0(0, 1)), podemos substituir v por u1, u2, de modo que

(u′1(t)− u′2(t) : u1(t)− u2(t)) + a(u1(t)− u2(t), u1(t)− u2(t)) = 0, ∀t ∈ [0, T ].

Como a(v, v) ≥ 0 para todo v ∈ H1
0 (0, 1), obtemos da equação acima

d

dt
‖u1(t)− u2(t)‖20 ≤ 0, ∀t ∈ [0, T ]

de onde se conclui que u1 = u2 após integrar a desegualdade acima. ⊔⊓
Observação: Vale o resultado do Teorema 10.1 para condições de contorno do tipo
Dirichlet, Neumann ou Mista. Além disso, a regularidade da solução u depende da
regularidade de f . Por exemplo, se f ∈ Ck([0, T ] × (0, 1)), k ∈ N ou mesmo k = ∞,
podemos mostrar que u ∈ Ck([ε, T ]×[0, 1]) qualquer que seja ε > 0, independentemente
da regularidade de u0.

10.1.2 Propriedades das soluções

Nessa seção vamos mostrar alguns resultados gerais importantes das soluções da
equação do calor homogênea (f ≡ 0), a saber: (1) o Prinćıpio do Máximo, que garante
que os valores máximo e mı́nimo da solução u no compacto Q := [0, 1] × [0, T ] são
atingidos necessariamente sobre a parte da fronteira

Γ :=
(
[0, 1]× {0}

)
∪
(
{0, 1} × (0, T )

)
⊂ ∂Q (10.7)

e (2) o Decaimento Exponencial, que garante que a “energia” do sistema decai expo-
nencialmente quando o tempo cresce indefinidamente.



291

Embora esses resultados sejam válidos para a equação do calor num domı́nio limi-
tado de R

n, faremos a demostração no caso unidimensional, já que os argumentos são
os mesmos em qualquer dimensão.

• Prinćıpio do Máximo

Teorema 10.2. (Prinćıpio do Máximo) Seja u(x, t) solução da equação

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ), (10.8)

Então u satisfaz as seguintes condições,

sup{u(x, t) ; (x, t) ∈ Q} = sup{u(x, t) ; (x, t) ∈ Γ}
inf{u(x, t) ; (x, t) ∈ Q} = inf{u(x, t) ; (x, t) ∈ Γ}. (10.9)

Demonstração: Sendo a equação homogênea, segue da Observação acima que u é de
classe C∞ no interior de Q. Consideremos então a função

v(x, t) := u(x, t) + εx2, ε > 0.

Então, para todo (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),

vt(x, t)− vxx(x, t) = −2ǫ < 0. (10.10)

Fixemos 0 < T1 < T e suponhamos que v admita um ponto de máximo absoluto (xε, tε)
no interior do retângulo Q1 = [0, 1]× [0, T1]. Então,

vt(xε, tε) = vx(xε, tε) = 0. (10.11)

Como xε é necessariamente ponto de máximo da função x 7→ v(x, tε), x ∈ [0, 1], vale a
desigualdade

vxx(xε, tε) ≤ 0. (10.12)

Como 10.11 e 10.12 estão em contradição com 10.10, conclúımos que o máximo de
v(x, t) ocorre na fronteira ∂Q1.

Suponhamos então que o máximo possa ocorrer no ponto (xε, T1). Nesse caso
(xε, T1) seria o ponto de máximo absoluto da função t 7→ v(xε, t) no intervalo [0, T1].
Assim, teŕıamos necessariamente vt(xε, T1) ≥ 0 e vxx(xε, T1) ≤ 0, o que novamente
contraria 10.10. Logo,

sup{u(x, t) ; (x, t) ∈ Q1} ≤ sup{v(x, t) ; (x, t) ∈ Q1} = sup{v(x, t) ; (x, t) ∈ ∂Q1}
≤ sup{u(x, t) ; (x, t) ∈ ∂Q1}+ ε.

Fazendo ε→ 0 e T1 → T , obtemos

sup{u(x, t) ; (x, t) ∈ Q1} ≤ sup{u(x, t) ; (x, t) ∈ ∂Q1}. (10.13)
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Como ∂Q1 ⊂ Q1, a desigualdade contrária em (10.13) é evidente. Logo, temos demons-
trada a primeira condição de (10.9). Para obter a segunda condição, basta substituir
u por −u e repetir exatamente os mesmos argumentos da demonstração. ⊔⊓
Observação: Observe que nenhuma condição de contorno e condição inicial foi esta-
belecida no enunciado do Teorema 10.8. Observe também que o mesmo resultado vale
para a equação ut(x, t) − αuxx(x, t) + βu(x, t) = 0, com α > 0 e β ∈ R. De fato, se
considerarmos a função v(x, t) := exp(βt)u(x, t), então v é solução de (10.8).

• Decaimento Exponencial

Teorema 10.3. (Decaimento exponencial) Sejam u0 ∈ H1
0 (0, 1) e u ∈ L2(0,+∞);H1

0(0, 1))∩
C([0,+∞);L2(0, 1)) a solução de





ut(x, t)− αuxx(x, t) + βu(x, t) = 0, x ∈ (0, 1), t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1),

(10.14)

onde α > 0 e β ≥ 0 são constantes. Então existe k > 0 tal que

E(t) :=
1

2

∫ 1

0

|u(x, t)|2 dx ≤ E(0) exp(−kt). (10.15)

Demonstração: Multiplicando a equação (10.14) por u e integrando em (0, 1), obte-
mos ∫ 1

0

[
ut(x, t)u(x, t) + αux(x, t)

2 + βu(x, t)2
]
dx = 0. (10.16)

Como ∫ 1

0

ut(x, t)u(x, t) dx = (ut(t) : u(t)) =
1

2

d

dt
‖u(t)‖20

a identidade (10.16) toma a forma

d

dt
E(t) = −α

∫ 1

0

ux(x, t)
2 dx− β

∫ 1

0

u(x, t)2 dx. (10.17)

Como u(t) ∈ H1
0 (0, 1) para todo t > 0, segue da desigualdade de Poincaré,

∫ 1

0

ux(x, t)
2 dx ≥ π2

∫ 1

0

u(x, t)2 dx,

de modo que, substiuindo em (10.17), obtemos

d

dt
E(t) ≤ −(απ2 + β)E(t), ∀t > 0.
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Integrado a desigualdade acima, obtemos

E(t) ≤ E(0)e−(απ2+β)t, ∀t > 0,

o que demonstra o decaimento exponecial em (10.15) com k = απ2 + β. ⊔⊓
Observação: O resultado do Teorema 10.3 vale para a equação do calor em um
domı́nio limitado Ω ⊂ R

n, com a mesma demonstração. A única diferença aparece
na constante da desigualdade de Poincaré, que em uma dimensão espacial é π2 e no
caso n-dimensional é λ1(Ω) > 0, o primeiro auto valor do Laplaciano em Ω. Além
disso, veja que o decaimento exponecial da energia E(t) continua válido para valores
de β ∈ (−απ2, 0].

10.2 Equação da Onda

Como na seção anterior, vamos demonstrar a existência e unicidade de solução da
equação da onda pelo método de Galerkin, assim como algumas propriedades gerais da
solução.

10.2.1 Existência e unicidade de solução

Teorema 10.4. Se f ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)), u0 ∈ H1
0 (0, 1) e u1 ∈ L2(0, 1), existe uma

única função u : Q = [0, T ]× (0, 1)→ R satisfazendo as seguintes condições:

(a) u ∈ L∞(0, T ;H1
0(0, 1)) ∩ C([0, T ];L2(0, 1)),

(b) u′ ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)),

(c)
d

dt
(u′(t) : v) + a(u(t), v) = (f(t) : v) em L2(0, T ), ∀v ∈ H1

0 (0, 1),

(d) u(0) = u0 e u′(0) = u1.

(10.18)

Demonstração: Para provar a existência, repetimos o mesmo argumento no caso da
equação do calor. Seja {wi}i∈N uma base de Hilbert do espaço H1

0 (0, 1). Consideremos
Vm := [w1, w2, . . . , wm] o subespaço gerado pelosm primeiros elementos da base. Então,
qualquer função um(t) ∈ Vm pode ser expressa na forma

um(t) =
m∑

i=1

gim(t)wi. (10.19)

Consideremos agora o problema variacional (7.3), restrito ao subespaço Vm, onde pro-
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curamos uma solução um : [0, T ]→ Vm, tal que




(u′′m(t) : v) + a(um(t), v) = (f(t) : v), ∀v ∈ Vm,
um(0) = u0m → u0 forte em H1

0 (0, 1),

u′m(0) = u1m → u1 forte em L2(0, 1).

(10.20)

Substituindo sucessivamente v pelos elementos da base de Vm, podemos reescrever o
problema (10.20) na forma

{
Ag′′(t) + Bg(t) = F (t), t ∈ (0, T ),

g(0) = g0, g′(0) = g1,
(10.21)

onde g(t) = (g1m(t), . . . , gmm(t)) e gi = ((ui : w1), . . . , (ui : wm)), i = 0, 1.

O sistema (10.21) é um sistema linear de m equações diferenciais de segunda ordem,
que pode ser expresso como um sistema linear de 2m equações de primeira ordem. De
fato, como a matriz A é invert́ıvel (é uma matriz de Gram com relação à base de Vm),
o sistema pode ser reescrito na forma

(
gm

′(t)
hm

′(t)

)
=

(
O −I

−A−1B O

)(
gm(t)
hm(t)

)
+

(
0

A−1F (t)

)
.

Pelo Teorma de Caratheodory, o sistema acima possui uma única solução

gm ∈ H2((0, T );Rm) ∩ C1([0, T ];Rm).

o que corresponde a um ∈ H2((0, T );Vm) ∩ C1([0, T ];Vm).

Para analisar a convergência da sequência {um}m∈N, devemos estabelecer estimati-
vas que independam de m. Para isso, tomemos v = u′m(t) ∈ V k

m em (10.20)1. Então

(u′′m(t) : u
′
m(t)) + a(um(t), u

′
m(t)) = (f(t), u′m(t)).

Lembrando que

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖20 = (u′′m(t) : u

′
m(t)) e

1

2

d

dt
‖um(t)‖2a = a(um(t), u

′
m(t)),

segue das desigualdades de Schwarz e Young,

(f(t) : u′m(t)) ≤
1

2

(
‖f(t)‖20 + ‖u′m(t)‖20

)

de onde se conlui que

d

dt

(
‖u′m(t)‖20 + ‖um(t)‖2a

)
≤ ‖f(t)‖20 + ‖u′m(t)‖20.
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Integrando a inequação acima em [0, t], com t ≤ T , obtemos

‖u′m(t)‖20 + ‖um(t)‖2a ≤ ‖u′m(0)‖20 + ‖um(0)‖2a +
∫ t

0

(
‖f(s)‖20 + ‖u′m(s)‖20

)
ds

Da hipótese de convergência das sequências de dados inicias em (10.20), podemos
encontrar um constante C1 > 0 independente de m (mas dependente de ‖f‖L2(Q)) tal
que

‖u′m(t)‖20 + ‖um(t)‖2a ≤ C1 +

∫ t

0

‖u′m(s)‖20 ds, (10.22)

o que nos permite deduzir pela desigualdade de Gronwall,

‖u′m(t)‖20 ≤ C1e
t, ∀t ∈ [0, T ].

Voltando à desigualdade (10.22), obtemos para todo t ∈ [0, T ],

‖um(t)‖2a ≤ C1 +

∫ t

0

‖u′m(s)‖20 ds ≤ C1 + C1(e
t − 1) ≤ C1e

t.

Sendo assim, temos

(i) {um}m∈N limitada em L∞(0, T ;H1
0(0, 1)),

(ii) {u′m}m∈N limitada em L∞(0, T ;L2(0, 1)),
(10.23)

As estimativas (i) e (ii) acima implicam nas condições obtidas para a equação do
calor em (10.6). Portanto, com argumentos análogos aos usados nos dois parágrafos
após as limitações em (10.6), podemos concluir que

(iii) (u′m(t) : v)⇀
*

(u′(t) : v) em L∞(0, T ), ∀v ∈ L2(0, 1),

(iv) a(um(t), v)⇀
*
a(u(t), v) em L∞(0, T ), ∀v ∈ H1

0 (0, 1).
(10.24)

Das convergências acima, obtemos

(u′′m(t) : v) =
d

dt
(u′m(t) : v) −→

d

dt
(u′(t) : v) em D′(0, T ), ∀v ∈ H1

0 (0, 1).

Assim, para k ∈ N fixado, temos

(u′′m(t) : wk) + a(um(t), wk)− (f(t) : wk) = 0 em D′(0, T ), ∀m ≥ k

de onde se conclui, massando ao limite quando m→ +∞,

d

dt
(u′(t) : wk) + a(u(t), wk)− (f(t) : wk) = 0 em D′(0, T ).
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Como k foi fixado arbitrariamente, temos como conclusão,

d

dt
(u′(t) : v) + a(u(t), v)− (f(t) : v) = 0 em D′(0, T ), ∀v ∈ H1

0 (0, 1).

Como a função t 7→ a(u(t), v)− (f(t) : v) pertence a L2(0, T ), segue da equação acima
e do item (iii) de (10.24),

(u′(t) : v) ∈ L2(0, T ),
d

dt
(u′(t) : v) ∈ L2(0, T ), ∀v ∈ H1

0 (0, 1) (10.25)

e em consequência, (u′(t) : v) ∈ H1(0, T ), ∀v ∈ H1
0 (0, 1). Assim conclúımos que a

aplicação t 7→ (u′(t) : v) é cont́ınua em [0, T ].

Com argumentos análogos aos usados na seção anterior, podemos mostrar que a
solução u satisfaz as condições iniciais do item (d).

Para mostrar a unicidade, suponhamos u1 e u2 duas funções satisfazendo os itens
(a)–(d) de (10.18). Então w := u1 − u2 satisfaz

(a’) w ∈ L∞(0, T ;H1
0(0, 1)) ∩ C([0, T ];L2(0, 1)),

(b’) w′ ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)),

(c’) (w′′(t) : v) + a(w(t), v) = 0 em L2(0, T ), ∀v ∈ H1
0 (0, 1),

(d’) w(0) = 0 e w′(0) = 0.

(10.26)

Infelizmente não podemos simplesmente imitar aqui o argumento usado na equação
do calor. Mais precisamente, não podemos substituir v(x) por w′(x, t) na equação
(item (c’)) para recuperar derivadas nulas de ‖u′(t)‖20 e a(u(t), u(t)), visto que, com as
hipóteses feitas, não podemos garantir u′(t) ∈ H1

0 (0, 1). Para contornar essa dificul-
dade, consideremos a seguinte função: para cada s ∈ (0, T ], seja

v(t, s, x) :=

{
−
∫ s

t
w(x, ξ) dξ se t < s,
0 se t ≥ s.

Como w ∈ C([0, T ];H1
0(0, 1)), segue que v(t, s) ∈ C1([0, T ];H1

0(0, 1)) para todo s.
Substituindo v por v(t, s) em (10.26) e integrando em t ∈ [0, s], temos

∫ s

0

(w′′(t) : v(t, s)) dt+

∫ s

0

a(w(t), v(t, s)) dt = 0.

Integrando por partes a primeira das integrais acima, temos

w′(s)v(s, s)− w′(0)v(0, s)−
∫ s

0

(w′(t) : v′(t, s)) dt+

∫ s

0

a(w(t), v(t, s)) dt = 0.
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Como v(s, s) = 0, w′(0) = 0 e v′(t, s) = ∂tv(t, s) = w(t), a identidade acima se reduz a
∫ s

0

(w′(t) : w(t)) dt−
∫ s

0

a(v′(t, s), v(t, s)) dt = 0,

ou seja
1

2

∫ s

0

d

dt

(
‖w′(t)‖20 − a(v(t, s), v(t, s))

)
dt = 0.

Portanto, ‖w′(s)‖20 ≤ ‖w′(s)‖20+a(v(0, s), v(0, s)) = 0, de onde se conclui que w′(s) = 0
para todo s, e consequentemente w(s) = w(0) = 0. ⊔⊓

10.2.2 Conservação de Energia

Se u é solução da equação onda (10.18), definimos E(t), a “energia” de u no instante
t (no caso unidimensional), por:

E(t) :=
1

2

∫ 1

0

u′(x, t)2 dx+
1

2

∫ 1

0

a(u(x, t), u(x, t))) dx−
∫ 1

0

f(x)u(x, t) dx (10.27)

Essa denominação tem o sentido f́ısico da palavra energia. De fato, considerando,
por exemplo, o caso das oscilaçãos de uma corda elástica e flex́ıvel, onde u(x, t) denota a
posição x da corda no instante t, as duas primeiras integrais (com valores unitários das
constantes f́ısicas da corda) representam respectivamente a energia cinética e a energia
potencial devida às forças elásticas internas; e a última integral, a energia potencial
devida à distribuição f(x) de forças externas atuando no ponto x.

Observemos que na definição acima, estamos supondo que u′(t) ∈ L2(0, 1), para
que a energia potencial esteja bem definida como função de t, o que nos garante o item
(b) do Teorema 10.4.

Dizemos que a energia E(t) se conserva se E(t) = E(0) para todo t e para mostrar
que a energia se conserva, vamos supor que a solução seja suficientemente regular para
que os cálculos que seguem sejam justificáveis.

Multiplicando a equação por u′(x, t) e integrando em x, obtemos

1

2

d

dt

(
‖u′(t)‖20 + a(u(t), u(t))

)
− d

dt
(f : u(t)) = 0

Integrando de 0 a t, obtemos

E(t) =
1

2

(
‖u′(t)‖20 + a(u(t), u(t)

)
− (f : u(t))

=
1

2

(
‖u1‖20 + a(u0, u0)

)
− (f : u0) = E(0).
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Observemos que se f depende do tempo, não pode haver conservação da energia,
pois as forças externas estariam acrescentando ou retirando energia do sistema.

Os argumentos formais apresentados acima podem ser matematicamente justi-
ficáveis se considerarmos mais regularidade para a solução da equação da onda. Por
exemplo, nas condições do teorema que segue, cuja demonstração será omitida, os
cálculos formais são justificados.

Teorema 10.5. Se além das hipóteses do Teorema 10.4 supusermos que

∂f

∂t
∈ L2(0, T ;L2(0, 1)), u0 ∈ H1

0 (0, 1) ∩H2(0, 1), u1 ∈ H1
0 (0, 1),

a única solução de (10.18) satisfaz as seguintes condições:

(i) u ∈ L∞(0, T ;H1
0(0, 1) ∩H2(0, 1)),

(ii) u′ ∈ L∞(0, T ;H1
0(0, 1)),

(iii) u′′ ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)),

(iv) u′′ − αuxx + βu = f, quase sempre em Q,

(v) u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x), ∀x ∈ (0, 1).

Para a demonstração, além dos os mesmos para as estimativas do Teorema 10.4,
usamos as condições mais regulares para obter novas estimativas, derivando a equação
aproximada em relação a t.



APÊNDICE A

Programas computacionais:
linguagem C

PEU.cpp Problema Estacionário Unidimensional
typdef.h Header file, definições dos variáveis vetorial e matricial
grid.h Header file, malha do domı́nio quadrado
solver.h Header file, linear solver - algoritmo de Crout
PEB.cpp Problema Estacionário Bidimensional
elast.cpp Elasticidade Linear Bidimensional
Calor.cpp Equação do Calor Unidimensional
0nda.cpp Equação da Onda Unidimensional
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A.1 Problema estacionário unidimensional – PEU.cpp

/* Problema Estacionário Unidimensional(PEU)

Metodo de Elementos finitos

- (Alpha)u’’ + (Beta)u = f(x)

tipo=1: u() prescrita

tipo=2: du() prescrita

Linear solver: Tri-diagonal matrix

*/

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <string.h>

#define Nosm 102

#define Nelm 101

#define Xi1 -sqrt(3)/3

#define Xi2 sqrt(3)/3

FILE *f1;

int Nel,Nos;

int tipo1,tipo2;

float X[Nosm], Xe[3];

float H[Nelm];

float K[Nosm][4];

float F[Nosm],D[Nosm];

float Alpha,Beta;

float A1,A2,dl,v[2];

float Uex[Nosm];

void InputData()

{

printf("Constante Alpha = ");

scanf("%f", &Alpha);

printf("Constante Beta = ");

scanf("%f", &Beta);

fprintf(f1,"Alpha = %f\n", Alpha);

fprintf(f1,"Beta = %f\n", Beta);

printf("\n\nNumeros de elementos = ");

scanf("%d", &Nel);
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fprintf(f1,"Numero de elementos = %d\n", Nel);

}

void InputCondFront()

{

printf("\nCond. Contorno:(tipo: 1-Dirichlet 2-Neumann)\n");

printf("Cond. do no %d (tipo, valor):", 1);

scanf("%d %f", &tipo1, &A1);

printf("Cond. do no %d (tipo, valor):", Nos);

scanf("%d %f", &tipo2, &A2);

}

void CoordGlobal()

{ int i;

/* divisao uniforme */

printf("Entre com a coord. do No’ esquerda:\n");

scanf("%f", &X[1]);

printf("Entre com a coord. do No’ direta:\n");

scanf("%f", &X[Nos]);

dl = (X[Nos]-X[1])/Nel;

for (i=2; i<Nos; i++) X[i]=X[1]+dl*(i-1);

printf("\nCoord. Global:\n");

fprintf(f1,"\nCoord. Global:\n");

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

printf(" No %d = %f\n", i, X[i]);

fprintf(f1," No %d = %f\n", i, X[i]);

}

}

void CoordLocal(int e)

{

Xe[1] = X[e];

Xe[2] = X[e+1];

H[e] = Xe[2] - Xe[1];

}
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int NoLG(int e,int a)

{

if (a==1) return e;

else return (e+1);

}

float Xi(int e, float x) /* Transf. isoparametrica */

{

return (Xe[1] + H[e]/2*(x+1));

}

void MatrizRigidez()

{ int e;

float K11,K22,K12,K21;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

CoordLocal(e);

K11 = Alpha/H[e] + Beta/3*H[e];

K22 = Alpha/H[e] + Beta/3*H[e];

K12 = -Alpha/H[e] + Beta/6*H[e];

K21 = -Alpha/H[e] + Beta/6*H[e];

/* Matriz Rigidez */

K[e][2] += K11;

K[e][3] = K12;

K[e+1][1] = K21;

K[e+1][2] = K22;

}

}

float forca(float x)

{

return x; /* funcao de forca prescrita */

}

float g1(int e, float x)

{

return (.5*forca(Xi(e,x))*(1 - x));

}
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float g2(int e, float x)

{

return (.5*forca(Xi(e,x))*(1 + x));

}

void VetorForca()

{

int e;

float Fe1,Fe2;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

/* Forca local - Quadratura Gauss 2-pts */

CoordLocal(e);

Fe1 = H[e]/2*(g1(e,Xi1)+g1(e,Xi2));

Fe2 = H[e]/2*(g2(e,Xi1)+g2(e,Xi2));

/* Forca global */

F[NoLG(e,1)] += Fe1;

F[NoLG(e,2)] = Fe2;

} }

void CondFront(float A, float B)

{

switch (tipo1)

{ case 1:{

K[1][2] = 1;

K[1][3] = 0;

F[1] = A;

F[2] += -K[2][1]*A;

K[2][1] = 0;

break;}

case 2:{

F[1] = F[1] - Alpha*A;

break;}

}

switch (tipo2)

{ case 1:{

F[Nos-1] += -K[Nos-1][3]*B;

F[Nos] = B;

K[Nos-1][3] = 0;
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K[Nos][1] = 0;

K[Nos][2] = 1;

break;}

case 2:{

F[Nos] = F[Nos] + Alpha*B;

break;}

}

}

void LinearSolver(float M[Nosm][4], float F[Nosm],float X[Nosm])

{ int i;

float y;

for (i=1; i<Nos; i++)

{

y = M[i+1][1]/M[i][2];

M[i+1][2] += -y*M[i][3];

F[i+1] += -y*F[i];

}

/* Retro-Substituicao */

X[Nos] = F[Nos]/M[Nos][2];

for (i=Nos-1; i>=1; i--)

X[i] = (F[i]-M[i][3]*X[i+1])/M[i][2];

}

void SolExata()

{ int i;

float Gama = sqrt(Beta/Alpha);

float c1 = exp(Gama);

float c2 = exp(-Gama);

float c3 =(A2-(1./Beta));

float c4 =(A1*c2);

float c5 =(A1*c1);

float c6 =((1./Beta)-A1);

float c8 =(Gama*(c1+c2));

float U1[Nosm],U2,U3;

for (i=1; i<=Nos; i++)

U1[i]=1./Beta*X[i];
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switch (tipo1)

{ case 1:

{

switch (tipo2)

{ case 1:

/*cond. fronteira:u(x[1])=A1 e u(x[Nos])=A2*/

/*tipo1-case1,tipo2-case1*/

{ for (i=1; i<=Nos; i++)

{ U2= (c3-A1*c2)*pow(c1,X[i]);

U3= (A1*c1-c3)*pow(c2,X[i]);

Uex[i]= U1[i]+1./(c1-c2)*(U2+U3);

}

break;

}

case 2:

/*cond. fronteira:u(x[1])=A1 e Du(x[Nos]=A2*/

/*tipo1-case1, tipo2-case2*/

{ for (i=1; i<=Nos; i++)

{ U2=(c3+Gama*c4)*pow(c1,X[i]);

U3=(Gama*c5-c3)*pow(c2,X[i]);

Uex[i]=U1[i]+1./c8*(U2+U3);

}

break;

}} }

break;

case 2:

{

switch (tipo2)

{ case 1:

/*cond. fronteira:Du(x[1])=A1 e u(x[Nos]=A2*/

/*tipo1-case2,tipo2-case1*/

{ for (i=1; i<=Nos; i++)

{ U2= (-c2*c6+Gama*c3)*pow(c1,X[i]);

U3= ( c1*c6+Gama*c3)*pow(c2,X[i]);

Uex[i]= U1[i]+1./c8*(U2+U3);

}

break;

}

case 2:

/*cond. fronteira:Du(x[1])=A1 e Du(x[Nos]=A2*/

/*tipo1-case2,tipo2-case2*/
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{ for (i=1; i<=Nos; i++)

{ U2=(-c6/Gama)*pow(c1,X[i]);

U3=1./Gama/(c1-c2)*(c6*c1+c3)*(pow(c1,X[i])+pow(c2,X[i]));

Uex[i]= U1[i]+(U2+U3);

}

break;

} }} }

}

void Norma(float *f)

{ int i;

float L2=0, H1=0, x1, x2;

for (i=1; i<Nos; i++)

{

x1 = f[i+1] + f[i];

x2 = f[i+1] - f[i];

L2 += x1*x1;

H1 += x2*x2;

}

v[0] = sqrt(L2/4*dl);/* Norma L^2*/

v[1] = sqrt(L2/4*dl+H1/dl);*/Norma H^1*/

}

void OutputData()

{ int i,j;

fprintf(f1,"\nMatriz Rigidez:\n");

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

for (j=1; j<=3; j++)

fprintf(f1," K(%d,%d)=%f", i,j, K[i][j]);

fprintf(f1,"\n");

}

fprintf(f1,"\nForca Prescrita:\n");

for (i=1; i<=Nos; i++)

fprintf(f1," F(%d)=%f", i, F[i]);

fprintf(f1,"\n");

}
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void OutputResultado()

{ int i;

fprintf(f1,"\n No Aproximada Exata");

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

fprintf(f1,"\n %3d %+.8f %+.8f ", i, D[i], Uex[i]);

}

fprintf(f1,"\n");

}

void main()

{ int i;

float a0, a1;

f1=fopen("fem1d.out","w");

InputData();

Nos = Nel + 1;

CoordGlobal();

InputCondFront();

MatrizRigidez();

VetorForca();

/* Cond. Contorno: */

CondFront(A1,A2);

OutputData();

LinearSolver(K,F,D);

SolExata();

OutputResultado();

Norma(Uex);

a0 = v[0]; a1 = v[1];

for (i=1; i<=Nos; i++) D[i] = D[i] - Uex[i];

Norma(D);

fprintf(f1,"\n err(L2) = %.4f \%", v[0]/a0*100);

fprintf(f1,"\n err(H1) = %.4f \%", v[1]/a1*100);

fclose(f1);

}
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A.2 Header file – typdef.h

/*

Definition of vector and matrix type variables

*/

typedef struct{float v[2];}vec_2;

typedef struct{int v[2];}vec_2i;

typedef struct{float v[4];}vec_4;

typedef struct{float v[8];}vec_8;

typedef struct{float m[2][2];}mat_2;

typedef struct{float m[2][4];}mat_24;

typedef struct{float m[4][4];}mat_4;

typedef struct{float m[8][8];}mat_8;

float *v_alloc(int n) /* float n-vetor */

{

float *v;

v= (float *) calloc(n,sizeof(float));

if (v==NULL)

{

fprintf(stderr, "nao pode alocar memoria");

exit(1);

}

return v;

}

float **m_alloc(int m,int n) /* float mxn-matriz */

{

int i;

float **a;

a=(float **) calloc(m,sizeof(float *));

if (a==NULL)

{

fprintf(stderr,"Nao pode alocar memoria");

exit(1);

}

for (i=1;i<=m;i++)

{

a[i-1]=(float *) calloc(n, sizeof(float));

if (a[i-1]==NULL)
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{

fprintf(stderr,"Nao pode alocar memoria");

exit(1);

}

}

return a;

}

int *vi_alloc(int n) /* int n-vetor */

{

int *v;

v= (int *) calloc(n,sizeof(int));

if (v==NULL)

{

fprintf(stderr, "nao pode alocar memoria");

exit(1);

}

return v;

}

int **mi_alloc(int m,int n) /* int mxn-matriz */

{

int i;

int **a;

a=(int **) calloc(m,sizeof(int *));

if (a==NULL)

{

fprintf(stderr,"Nao pode alocar memoria");

exit(1);

}

for (i=1;i<=m;i++)

{

a[i-1]=(int *) calloc(n, sizeof(int));

if (a[i-1]==NULL)

{

fprintf(stderr,"Nao pode alocar memoria");

exit(1);

}

}

return a;

}
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mat_24 Prod22_24(mat_2 u, mat_24 v) /* Prod. mat (2x2).(2X4) */

{ int j;

mat_24 x;

for (j=0; j<=3; j++)

{

x.m[0][j]=u.m[0][0]*v.m[0][j]+u.m[0][1]*v.m[1][j];

x.m[1][j]=u.m[1][0]*v.m[0][j]+u.m[1][1]*v.m[1][j];

}

return x;

}

vec_4 Prod44_41(mat_4 u, vec_4 v) /* Prod. mat (4x4).(4X1) */

{ int j;

vec_4 x;

for (j=0; j<=3; j++)

{

x.v[j]=u.m[j][0]*v.v[0]+u.m[j][1]*v.v[1]+

u.m[j][2]*v.v[2]+u.m[j][3]*v.v[3];

}

return x;

}
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A.3 Header file – grid.h

/*

Regiao: unit square.

Square element

Types of knot:

tipo=0: outside the domain

tipo=1: boundary knot

tipo=2:

tipo=3:

tipo=4: interior knot

Functions:

vec_2i NoPos(int); No’global -> Posicao

vec_2i ElmPos(int e); Posicao (No’1) de Elemento

int PosNo(vec_2i); Posicao -> No’global

int NoLG(int a, int e); No’local(elmento) -> no’ global

vec_4 Phi(float,float); Funcao interpolacao

mat_24 DPhi(float,float); Gradiente da funcao interpolacao

void PhiMatriz(void); Integr (DPhi),(Phi) do elemento

*/

#define Xi0 0.5773502691896 /* 1/sqrt(3) */

int Nelx,Nel,Nno,Neq;

int band;

float *x,*y; /* x/y-coord of knot */

int *typ,*eqn; /* type and eqno of knot */

float Jacob; /* Jacobiano do (x,y)/(xi,eta) */

float Qabij[4][4][2][2];

float Qab[4][4];

vec_2i NoPos(int n)

{ vec_2i x;

x.v[0] = (n-1)%(Nelx+1);

x.v[1] = (n-1)/(Nelx+1);

return x;

}
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int PosNo(vec_2i x)

{

return (x.v[1]*(Nelx+1) + x.v[0] + 1);

}

vec_2i ElmPos(int e)

{ vec_2i x;

x.v[0] = (e-1)%Nelx;

x.v[1] = (e-1)/Nelx;

return x;

}

int NoLG(int a, int e)

{ vec_2i x;

x=ElmPos(e);

if (a==1) { x.v[0]++;}

if (a==2) { x.v[0]++; x.v[1]++; }

if (a==3) { x.v[1]++; }

return PosNo(x);

}

vec_4 Phi(float xi, float eta)

{ int a;

float x[4][2]={{-1,-1},{1,-1},{1,1},{-1,1}};

vec_4 v;

for (a=0; a<=3; a++)

{

v.v[a] = (1.+x[a][0]*xi)*(1.+x[a][1]*eta)/4;

}

return v;

}

mat_24 DPhi(float xi, float eta)

{ int a;

float x[4][2]={{-1,-1},{1,-1},{1,1},{-1,1}};

mat_24 g;

for (a=0; a<=3; a++)
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{

g.m[0][a] = (x[a][0]*(1.+x[a][1]*eta)/4);

g.m[1][a] = (x[a][1]*(1.+x[a][0]*xi )/4);

}

return g;

}

void PhiMatriz()

{ int i,j,k,a,b;

float xi,eta;

mat_24 B;

vec_4 g;

float q[4][2]={{-Xi0,-Xi0},{Xi0,-Xi0},{Xi0,Xi0},{-Xi0,Xi0}};

for (k=0; k<=3; k++) /* Gaussian integration 4-pts */

{

xi = q[k][0];

eta= q[k][1];

B = DPhi(xi,eta);

for (a=0; a<=3; a++)

for (b=0; b<=3; b++)

for (i=0; i<=1; i++)

for (j=0; j<=1; j++)

Qabij[a][b][i][j] += B.m[i][a] * B.m[j][b];

g = Phi(xi,eta);

for (a=0; a<=3; a++)

for (b=0; b<=3; b++)

Qab[a][b] += g.v[a] * g.v[b];

}

}

float L2(float *u, float *v)

{ int e,a,b,na,nb;

float z={0};

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

for (a=0; a<=3; a++)
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{

na = NoLG(a,e);

for (b=0; b<=3; b++)

{

nb = NoLG(b,e);

z += Jacob*Qab[a][b]*u[na]*v[nb];

}

}

}

return z;

}

void Grid(int m)

{ int n,i;

float d;

Nelx = m;

x = v_alloc(Nelx+1);

d = 1./Nelx;

for (i=0; i<=Nelx; i++) x[i] = d*i;

Jacob = d*d/4;

Nel = Nelx*Nelx;

Nno = (Nelx+1)*(Nelx+1);

typ = vi_alloc(Nno+1);

eqn = vi_alloc(Nno+1);

for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=4;

for (n=1; n<=Nelx+1; n++) typ[n] = 1;

for (n=Nno-Nelx; n<=Nno; n++) typ[n] = 1;

for (n=1; n<=Nno-Nelx; n += Nelx+1) typ[n] = 1;

for (n=Nelx+1; n<=Nno; n += Nelx+1) typ[n] = 1;

for (i=1,n=1; n<=Nno; n++)

{

if (typ[n]>1)

{

eqn[n]=i; Neq=i++;

}

else eqn[n]=0;
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}

PhiMatriz();

}

void GridData(FILE *f)

{ int e,n,a;

fprintf(f,"\nNo’s dos elementos:");

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

fprintf(f,"\nElm %4d:", e);

for (a=0; a<=3; a++)

fprintf(f," %4d", NoLG(a,e));

}

fprintf(f,"\nCondicao de contorno:");

fprintf(f,"\n No’ Tipo Eqno ");

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

fprintf(f,"\n%4d %1d %4d", n, typ[n], eqn[n]);

if (n%(Nelx+1)==0) fprintf(f,"\n");

}

fprintf(f,"\nNel =%4d Nno =%4d Neq =%4d ", Nel, Nno, Neq);

}

void PlotData(FILE *f1, float *f)

{ int n;

vec_2i p;

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

fprintf(f1,"\n%+f %+f %+f", x[p.v[0]], y[p.v[1]], f[n]);

if (n%(Nelx+1)==0) fprintf(f1,"\n");

}

}



316 A. Programas computacionais: linguagem C

A.4 Header file – solver.h

/*

Linear solver for AX=B

Algorithm - Crout A-symmetric

LU decomposition: U’DU -> A

Solution X -> B -> V

*/

#define tol 1e-8

void LU_Decomp(float **A)

{ int i,j,k;

float t;

for (j=1; j<Neq; j++)

{

for (i=((j-band+2)>0)? j-band+2 : 1; i<=j-1; i++)

for (k=((j-band+1)>0)? j-band+1 : 0; k<=i-1; k++)

A[i][j-i] -= A[k][i-k]*A[k][j-k];

for (i=((j-band+1)>0)? j-band+1 : 0; i<=j-1; i++)

{

t = A[i][j-i];

if (fabs(A[i][0])<tol)

{ printf("\nerr 1: A[%d,%d] < %e",i+1,i+1,tol); exit(1);}

A[i][j-i] = t/A[i][0];

A[j][0] -= t*A[i][j-i];

if (fabs(A[j][0])<tol)

{ printf("\nerr 2: A[%d,%d] < %e",j+1,j+1,tol); exit(1);}

}

}

}

/* Back substitution

Solution -> V */

void Solver(float **A, float *B, float *V)

{ int i,j,n;

for (j=1; j<Neq; j++)

for (i=((j-band+1)>0)? j-band+1 : 0; i<=j-1; i++)

B[j] -= A[i][j-i]*B[i];
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for (j=0; j<Neq; j++)

B[j] = B[j]/A[j][0];

for (j=Neq-1; j>=1; j--)

for (i=((j-band+1)>0)? j-band+1 : 0; i<=j-1; i++)

B[i] -= A[i][j-i]*B[j];

/* set solution -> V */

for (n=1; n<=Nno; n++)

V[n] = (typ[n]==1)? 0 : B[eqn[n]-1];

}
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A.5 Problema estacionário bidimensional – PEB.cpp

/*

Problema Estacionário Bidimensional(PEB)

Metodo de Elementos Finitos

Conduç~ao de calor, meio anisotropico

-(K_ij (U_,j)),i = f(x)

bi-dimensional: elementos retangulos

tipo=1: U deslocamento prescrito

tipo=0: deslocamento nao prescrito

Arquivo de Saida:

PEB.out dados e solucoes

PEB.dat 3D-plot arquivo (para fazer o grafico)

Esse programa permite que na entrada de dados a escolha

dos três tipos de fronteira Dirichlet, Neumann e misto

para o problema, cuja solucao exata é:

u = sen(pi*x)sen(pi*y), com x,y no intervalo[0,1].

*/

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <string.h>

FILE *f1;

int Nely; /* Numero de elementos y*/

int Ex; /* Escolha do exemplo a ser rodado */

int band; /*Banda da matriz*/

float *y;

float **K; /* Matriz Rigidez */

float *F; /* Vetor Carregamento-> vetor solucao-> erro */

float *u; /* Vetor deslocamento */

int **bdy,Nbn[5]; /*Identificando os nós da fronteira*/

float **Bv; /* Valor de fronteira*/

float *uv;

float *Du[2];

#include "typdef.h"

#include "grid.h"

#include "solver.h"
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/* Funç~ao protótipo*/

void DataInput(void); /* Entrada de dados */

void InputData(void); /* Dados de entrada */

void Fronteira(void); /*Identificando os nos da fronteira*/

void CondFront(int); /* Condicao de fronteira */

void EqNo(void); /* Número de No global -> Variavel */

mat_2 Hess(int); /* Hessiano D(xi,eta)/D(x,y) */

float Jacobi(int); /* Jacobiano do Hess^-1, retangulo */

mat_2 Qm(int e); /* Matriz condutividade do elemento */

float Load(float,float); /* Funcao do carregamento externo */

void LocalSystem(int); /* Rigidez-força local */

void GlobalSystem(void); /* Rigidez-força global */

void TractionBoundary(void); /* Para os nos da fronteira de Neumann*/

vec_2i NoPos(int); /* No global -> Posicao */

void PhiMatriz(void); /* Integ (Dphi),(phi) do elemento */

void System(void); /* Kab, Fa, Sistema Kab Xb = Fa */

void Solution(void); /* Solucao Xb */

void Sol_Nodal(void);

#define Xi0 0.5773502691896 /* 1/sqrt(3)-Gaussiana com 2 pontos*/

#define Pi 3.14159265359

mat_4 Kab;

vec_4 Fa;

void main()

{

int n;

vec_2i p;

f1 = fopen("PEB.out","w"); /*Arquivo de saida*/

DataInput();

Nel = Nelx*Nely;

Nno = (Nelx+1)*(Nely+1);

band= Nelx+3;

eqn = vi_alloc(Nno+1);

typ = vi_alloc(Nno+1);

u = v_alloc(Nno+1);

uv = v_alloc(Nno+1);

n = (Nelx>=Nely)? Nelx+2 : Nely+2;

bdy = mi_alloc(5,n);

Bv = m_alloc(5,n);
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Fronteira();

CondFront(Ex);

EqNo();

K = m_alloc(Neq,band);

F = v_alloc(Nno+1);

Du[0] = v_alloc(Nno+1);

Du[1] = v_alloc(Nno+1);

PhiMatriz();

GlobalSystem();

LU_Decomp(K);

Solver(K,F,uv);

GridData(f1);

/* u[n] é a soluç~ao */

for (n=1; n<=Nno; n++)

u[n] = (typ[n]==1)? u[n] : F[eqn[n]-1];

/* soluç~ao exata: sen(Pi*x)*cos(Pi*y)

/* F[n] é o erro , U[n]-exact[n] */

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

F[n] = u[n] - sin(Pi*x[p.v[0]])*cos(Pi*y[p.v[1]]);

}

Sol_Nodal();

fclose(f1);

f1=fopen("PEB.dat","w"); /*Arquivo para fazer o grafico*/

PlotData(f1,u);

fclose(f1);

}

void DataInput(void)

{ int i;

float d;

printf("\n\nNumeros de x-divisao = ");

scanf("%d", &Nelx);

x = v_alloc(Nelx+1);

d = 1./Nelx;

for (i=0; i<=Nelx; i++) x[i] = d*i;
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printf("Numeros de y-divisao = ");

scanf("%d", &Nely);

y = v_alloc(Nely+1);

d = 1./Nely;

for (i=0; i<=Nely; i++) y[i] = d*i;

printf("Fronteira de Dirichlet(1), Neumann(2), Misto(3).\\

Digite o tipo de fronteira = ");

scanf("%d", &Ex);

}

void Fronteira(void)

{ int n,i;

for (n=1,i=1; n<=Nelx+1; n++,i++)

{ bdy[1][i] = n; Nbn[1] = i; }

for (n=Nelx+1,i=1; n<=Nno; n+=Nelx+1,i++)

{ bdy[2][i] = n; Nbn[2] = i; }

for (n=Nno-Nelx,i=1; n<=Nno; n++,i++)

{ bdy[3][i] = n; Nbn[3] = i; }

for (n=1,i=1; n<=Nno-Nelx; n+=Nelx+1,i++)

{ bdy[4][i] = n; Nbn[4] = i; }

}

void CondFront(int Ex)

{ int i,n;

vec_2i p;

for (n=1; n<=Nno; n++)

{typ[n]=0; u[n]=0;}

for (n=1; n<=4; n++)

for (i=1; i<=Nbn[n]; i++)

Bv[n][i]=0;

if (Ex==1)

{

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);
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typ[n] = 1; u[n] = sin(Pi*x[p.v[0]]); /*Fronteira prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = 0; /*Fronteira prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = -sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)

{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = 0; /* Fronteira prescrita*/

}

}

if (Ex==2)

{

for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=0;

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);

Bv[1][i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

Bv[2][i] = -Pi*cos(Pi*y[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

Bv[3][i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)
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{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

Bv[4][i] = -Pi*cos(Pi*y[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescrita*/

}

typ[1] = 1; u[1] = 0; /* Fixando o no global, para unicidade*/

}

if (Ex==3)

{

for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=0;

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);

// typ[n] = 1; u[n] = sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescrita*/

Bv[1][i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = 0; /* Fronteira prescrita*/

//Bv[2][i] = -Pi*cos(Pi*y[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

//typ[n] = 1; u[n] = -sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Front. prescrita*/

Bv[3][i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)

{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = 0; /* Fronteira prescrita*/

//Bv[4][i] = -Pi*cos(Pi*y[p.v[1]])*2; /* Front. nao prescrita*/

}

}

}
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mat_2 Qm(int e)

{ mat_2 q;

vec_2i p;

float x1,x2;

p = ElmPos(e);

x1 = x[p.v[0]]; x2 = y[p.v[1]];

q.m[0][0] = 2 + 0*x1;

q.m[1][1] = 2 + 0*x2;

q.m[0][1] = 1;

q.m[1][0] = q.m[0][1];

return q;

}

float Load(float x, float y) /*Forca prescrita*/

{

return (2*Pi*Pi*(2*sin(Pi*x)*cos(Pi*y)+cos(Pi*x)*sin(Pi*y)));

}

void EqNo()

{ int n,e;

for (e=1,n=1; n<=Nno; n++)

{

if (typ[n]!=1)

{

eqn[n]=e; Neq=e; e++;

}

else eqn[n]=0;

} }

mat_2 Hess(int e) /* Matriz Hessiana*/

{ float dx,dy;

vec_2i x1,x2,x3;

mat_2 m={{{0,0},{0,0}}};

x1 = NoPos(NoLG(0,e));

x2 = NoPos(NoLG(1,e));

x3 = NoPos(NoLG(2,e));

dx = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];

dy = y[x3.v[1]]-y[x2.v[1]];
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m.m[0][0]= 2./dx;

m.m[1][1]= 2./dy;

return m;

}

float Jacobi(int e)

{ float J;

mat_2 m;

m = Hess(e);

J = 1./(m.m[0][0]*m.m[1][1]);

return J;

}

void GlobalSystem(void)

{ int e,i,j,a,b;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

LocalSystem(e);

for (a=0; a<=3; a++)

{

i = eqn[NoLG(a,e)]; if (i==0) goto ipass;

F[i-1] += Fa.v[a];

for (b=0; b<=3; b++)

{

j = eqn[NoLG(b,e)]; if (j==0 || j<i) goto jpass;

K[i-1][j-i] += Kab.m[a][b];

jpass:;

}

ipass:;

} }

TractionBoundary();

}

void LocalSystem(int e)

{ int i,j,a,b;

float J;
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vec_2i p;

mat_2 m,Q;

float dH[2];

mat_4 X={{{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0}}};

vec_4 qa={{0,0,0,0}},z={{0,0,0,0}};

m = Hess(e);

dH[0] = m.m[0][0];

dH[1] = m.m[1][1];

J = Jacobi(e);

Q = Qm(e);

for (a=0; a<=3; a++)

for (b=a; b<=3; b++)

for (i=0; i<=1; i++)

for (j=0; j<=1; j++)

X.m[a][b] += J* Qabij[a][b][i][j] * Q.m[i][j] *dH[i]*dH[j];

for (a=0; a<=3; a++)

for (b=0; b<=3; b++)

{

p = NoPos(NoLG(b,e));

z.v[a] += J*Qab[a][b]*Load(x[p.v[0]],y[p.v[1]]);

}

for (a=1; a<=3; a++)

for (b=0; b<a; b++)

X.m[a][b] = X.m[b][a];

Kab = X;

Fa = z;

/* Termos da fronteira de Dirichlet */

for (a=0; a<=3; a++)

{ i = NoLG(a,e);

if (typ[i]==1) qa.v[a]=u[i];

}

z = Prod44_41(Kab,qa);

for (a=0; a<=3; a++) Fa.v[a] -= z.v[a];

}

void TractionBoundary(void)
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{

int j,n,n1,n2,i1,i2;

float dx,dy,dl;

vec_2i p1,p2;

for (n=1; n<=4; n++)

{

if (typ[bdy[n][2]]==0)

{

for (j=1; j<Nbn[n]; j++)

{

n1 = bdy[n][j]; n2 = bdy[n][j+1];

p1 = NoPos(n1); p2 = NoPos(n2);

dx = x[p1.v[0]]-x[p2.v[0]];

dy = y[p1.v[1]]-y[p2.v[1]];

dl = sqrt(dx*dx+dy*dy);

i1 = eqn[n1]; i2 = eqn[n2];

if (i1!=0)

F[i1-1] += (Bv[n][j]/3+Bv[n][j+1]/6)*dl;

if (i2!=0)

F[i2-1] += (Bv[n][j+1]/3+Bv[n][j]/6)*dl;

} } }

}

void System(void)

{ int i,j;

fprintf(f1,"\n\nMatriz rigidez K:");

for (i=0; i<Neq; i++)

{

fprintf(f1,"\n");

for (j=0; j<band; j++) fprintf(f1,"%+6.5f ", K[i][j]);

}

fprintf(f1,"\n\nVetor forca F:\n");

for (i=0; i<Neq; i++)

fprintf(f1,"%+6.5f ", F[i]);

fprintf(f1,"\n");

}

void Solution(void)

{ int i;

fprintf(f1,"\nVetor solucao X:");

for (i=0; i<Neq; i++)
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{

if ((i%5)==0) fprintf(f1,"\n%4d: ", i+1);

fprintf(f1,"%+6.5f ", F[i]);

}

fprintf(f1,"\n");

}

/* Calcula a derivada de u em relacao as variaveis x e y*/

void Grad_U(float *u)

{

int i,k,n,m,e;

mat_24 A;

mat_2 B;

for (i=1; i<=Nno; i++)

{ Du[0][i] = 0; Du[1][i] = 0; }

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

A = DPhi(-1,-1);

B = Hess(e);

m = NoLG(0,e);

for (k=0; k<=1; k++)

for (i=0; i<=3; i++)

{

n = NoLG(i,e);

Du[k][m] += (B.m[0][k]*A.m[0][i] + B.m[1][k]*A.m[1][i])*u[n];

} } }

vec_2 Norm(float *u) /* (Norma L2 e H1) */

{ int e,i,a,b,na,nb;

float J,da;

vec_2i x1,x2,x3;

float dl[2];

vec_2 X={{0,0}};

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

x1 = NoPos(NoLG(0,e));

x2 = NoPos(NoLG(1,e));

x3 = NoPos(NoLG(3,e));
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dl[0] = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];

dl[1] = y[x3.v[1]]-y[x1.v[1]];

da = dl[0]*dl[1];

J = da/4;

for (a=0; a<=3; a++)

{ na = NoLG(a,e);

for (b=0; b<=3; b++)

{ nb = NoLG(b,e);

X.v[0] += J*Qab[a][b]*u[na]*u[nb];

for (i=0; i<=1; i++)

X.v[1] += J*Qabij[a][b][i][i]*4/dl[i]/dl[i]*u[na]*u[nb];

} } }

X.v[0] = sqrt(X.v[0]);

X.v[1] = sqrt(X.v[1]);

return X;

}

void Sol_Nodal(void)

{ int n;

vec_2 er;

vec_2i p;

Grad_U(u);

fprintf(f1,

"\n No’ Valor Coord.(x, y) Err Du/Dx Du/Dy");

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

fprintf(f1,"\n%4d %+6.5f (%+.3f, %+.3f) ",

n, u[n], x[p.v[0]], y[p.v[1]]);

fprintf(f1,"%+6.5f %+6.5f %+6.5f", F[n], Du[0][n], Du[1][n]);

if (n%(Nelx+1)==0) fprintf(f1,"\n");

}

er = Norm(F);

fprintf(f1,"\n L^2 error = %e H^1 error = %e", er.v[0], er.v[1]);

}
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A.6 Elasticidade linear bidimensional – elast.cpp

/* Problema de Elasticidade Linear Bidimensional

Metodo de Elementos finitos

Elasticidade Linear: - (C_ijkl(u_k,l)),j = f_i(x)

bi-dimensional, elementos retangulos

typ=1: u_i deslocamento prescrito

typ=0: u_i deslocamento nao prescrito

Arquivos de Saı́da:

elast.out (dados e solucoes )

elast.dat (para fazer o grafico): malha deformada

Esse programa permite que na entrada de dados a escolha

dos tres tipos de fronteira Dirichlet, Neumann e Misto

para o problema, cuja solucao exata é:

u_1 = u_2 = 1\pi^2(\sen\pi x\sen\pi y),

com x,y no intervalo[0,1].

*/

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <string.h>

#include "typdef.h"

#define Xi0 0.5773502691896 /* 1/sqrt(3)-Gaussiana com 2 pontos */

#define Pi 3.14159265359

#define c1 1.5 /* lambda */

#define c2 1.0 /* mu */

#define c3 (c1+2*c2)

/* Funcao protótipo */

void DataInput(void); /* Entrada de dados */

void InputData(void); /* Dados de entrada */

void Fronteira(void); /*Identificando os nos da fronteira*/

void CondFront(int); /* Condicao de fronteira */

void TractionBoundary(void); /* Para os nos da fronteira de Neumann*/

vec_2i NoPos(int); /* no global -> Posicao */

vec_2i ElmPos(int e); /* Posicao no do Elemento */

int PosNo(vec_2i); /* Posicao -> no global */

int NoLG(int a, int e); /* no local(elemento) -> no global */

void EqNo(void); /* Número de no global -> Variável */
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vec_4 Phi(float,float); /* Funcao teste */

mat_24 DPhi(float,float); /* Xi-Gradiente da funcao teste */

mat_2 Hess(int); /* Hessiano D(xi,eta)/D(x,y) */

float Jacob(int); /* Jacobiano do Hess^-1, retangulo */

vec_2 Force(float,float); /* Funcao do carregamento externo */

void PhiMatriz(void); /* Integ (Dphi),(phi) do elemento */

void LocalSystem(int); /* Rigidez-forca local */

void GlobalSystem(void); /* Rigidez-forca global */

void Restriction(void); /* Unicidade do Problema Neumann*/

void Sol_Nodal(void);

void Ex_f(float **);

void Solver(float **, float *);

void PlotData(FILE *);

float ***m3d_alloc(int,int,int);

FILE *f1;

int Nel,Nno,Neq;

int Nelx,Nely;

int Ex; /* Exemplo de fronteira*/

int band; /* banda da Matriz Global*/

float *x,*y; /* x/y-coord do no */

float **u; /* vetor deslocamento */

float **K; /* Matriz Rigidez */

float *F; /* Carregamento do vetor -> vetor solucao */

int **bdy,Nbn[5]; /* nos da fronteira e número total de nos da fronteira */

float ***Bv; /* Valor de fronteira de Neumann */

int **eqn,**typ; /* Numero de equacoes e tipo do no*/

mat_8 Kmn; /* Matriz Rigidez local, (a,i)->m=2a+i */

vec_8 Fm; /* Vetor local, (a=0..3, i=0..1) */

float Qabij[4][4][2][2];

float Qab[4][4];

/*

Constantes de Elasticidade:

C[2][2][2][2]=

{ C1111,C1112, C1121,C1122, C1211,C1212, C1221,C1222,

C2111,C2112, C2121,C2122, C2211,C2212, C2221,C2222 };

*/

float C[2][2][2][2]=
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{ {{{c3,0}, {0,c1}}, {{0,c2}, {c2,0}}},

{{{0,c2}, {c2,0}}, {{c1,0}, {0,c3}}} };

void main()

{ int n,i;

f1 = fopen("elast.out","w");

DataInput();

Nel = Nelx*Nely;

Nno = (Nelx+1)*(Nely+1);

band= 2*Nelx+6;

eqn = mi_alloc(Nno+1,2);

typ = mi_alloc(Nno+1,2);

u = m_alloc(Nno+1,2);

n = (Nelx>=Nely)? Nelx+2 : Nely+2;

bdy = mi_alloc(5,n);

Bv = m3d_alloc(5,n,2);

Fronteira();

CondFront(Ex);

EqNo();

K = m_alloc(Neq,band);

F = v_alloc(Neq);

PhiMatriz();

InputData();

GlobalSystem();

Solver(K,F);

/* considerando u[n][i] sendo a solucao U[n][i] */

for (n=1; n<=Nno; n++)

for (i=0; i<=1; i++)

u[n][i] = (typ[n][i]==1)? u[n][i] : F[eqn[n][i]-1];

if (Ex==2) /* translacao para u[1][0]=0 */

{

for (n=2; n<=Nno; n++) /*Translacao-Unicidade:Procedimento 3 */

u[n][0] -= u[1][0];

u[1][0] = 0;

}



Sec. 6. Elasticidade linear bidimensional – elast.cpp 333

/* Seja K[n][i] sendo o erro, U[n][i]-Ex[n][i] */

Ex_f(K);

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

K[n][0] = u[n][0]-K[n][0];

K[n][1] = u[n][1]-K[n][1];

}

if (Neq==2*Nno) Restriction();

Sol_Nodal();

fclose(f1);

f1=fopen("elast.dat","w");

PlotData(f1);

fclose(f1);

}

void DataInput()

{ int i;

float d;

printf("\nNumeros de divisao horizontal = ");

scanf("%d", &Nelx);

x = v_alloc(Nelx+1);

d = 1./Nelx;

for (i=0; i<=Nelx; i++) x[i] = d*i;

printf("Numeros de divisao vertical = ");

scanf("%d", &Nely);

y = v_alloc(Nely+1);

d = 1./Nely;

for (i=0; i<=Nely; i++) y[i] = d*i;

printf("Fronteira de Dirichlet(1), Neumann(2), Misto(3). \\

Digite o tipo de fronteira = ");

scanf("%d", &Ex);

}

void Fronteira(void)
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{ int n,i;

for (n=1,i=1; n<=Nelx+1; n++,i++)

{ bdy[1][i] = n; Nbn[1] = i; }

for (n=Nelx+1,i=1; n<=Nno; n+=Nelx+1,i++)

{ bdy[2][i] = n; Nbn[2] = i; }

for (n=Nno-Nelx,i=1; n<=Nno; n++,i++)

{ bdy[3][i] = n; Nbn[3] = i; }

for (n=1,i=1; n<=Nno-Nelx; n+=Nelx+1,i++)

{ bdy[4][i] = n; Nbn[4] = i; }

}

void CondFront(int Ex)

{ int i,n;

vec_2i p;

for (n=1; n<=Nno; n++)

for (i=0; i<2; i++)

{ typ[n][i]=0; u[n][i]=0; }

for (n=1; n<=4; n++)

for (i=1; i<=Nbn[n]; i++)

{ Bv[n][i][0]=0; Bv[n][i][1]=0; }

if (Ex==1)

{

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);

typ[n][0] = 1; u[n][0] = 0;

typ[n][1] = 1; u[n][1] = 0;

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

typ[n][0] = 1; u[n][0] = 0;

typ[n][1] = 1; u[n][1] = 0;

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

typ[n][0] = 1; u[n][0] = 0;
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typ[n][1] = 1; u[n][1] = 0;

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)

{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

typ[n][0] = 1; u[n][0] = 0;

typ[n][1] = 1; u[n][1] = 0;

}

}

if (Ex==2)

{

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);

Bv[1][i][0] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi;

Bv[1][i][1] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi*3.5;

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

Bv[2][i][0] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi*3.5;

Bv[2][i][1] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi;

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

Bv[3][i][0] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi;

Bv[3][i][1] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi*3.5;

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)

{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

Bv[4][i][0] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi*3.5;

Bv[4][i][1] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi;

}

/* Unicidade de solucao*/

// typ[1][0] = 1; u[1][0] = 0; /*Procedimento 2*/

//typ[1][1] = 1; u[1][1] = 0;

//typ[Nelx][1] = 1; u[Nelx][1] = 0;

typ[1][1] = 1; u[1][1] = 0; /*Procedimento 3:Unicidade*/
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typ[Nelx][1] = 1; u[Nelx][1] = 0;

}

if (Ex==3)

{

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);

typ[n][0] = 1; u[n][0] = 0;

typ[n][1] = 1; u[n][1] = 0;

//Bv[1][i][0] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi;

//Bv[1][i][1] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi*3.5;

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

//typ[n][0] = 1; u[n][0] = -cos(Pi*y[p.v[1]])/Pi/Pi;

//typ[n][1] = 1; u[n][1] = 0;

Bv[2][i][0] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi*3.5;

Bv[2][i][1] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi;

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

typ[n][0] = 1; u[n][0] = 0;

typ[n][1] = 1; u[n][1] = 0;

//Bv[3][i][0] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi;

//Bv[3][i][1] = -sin(Pi*x[p.v[0]])/Pi*3.5;

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)

{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

// typ[n][0] = 1; u[n][0] = cos(Pi*y[p.v[1]])/Pi/Pi;

// typ[n][1] = 1; u[n][1] = 0;

Bv[4][i][0] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi*3.5;

Bv[4][i][1] = -sin(Pi*y[p.v[1]])/Pi;

}

}

}

void Ex_f(float **f)
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{ int n;

float X,Y;

vec_2i p;

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n); X = x[p.v[0]]; Y = y[p.v[1]];

f[n][0] =sin(Pi*X)*sin(Pi*Y)/Pi/Pi; /*Solucao exata na comp. horizontal*/

f[n][1] =sin(Pi*X)*sin(Pi*Y)/Pi/Pi; /*Solucao exata na comp. vertical*/

} }

vec_2 Force(float x, float y)

{ vec_2 v;

v.v[0]= ((c1+3*c2)*sin(Pi*x)*sin(Pi*y)-

(c1+c2)*cos(Pi*x)*cos(Pi*y)); /* Forca na comp. orizontal*/

v.v[1]= ((c1+3*c2)*sin(Pi*x)*sin(Pi*y)-

(c1+c2)*cos(Pi*x)*cos(Pi*y)); /* Forca na comp. vertical*/

return v;

}

vec_2i NoPos(int n)

{ vec_2i x;

x.v[0] = (n-1)%(Nelx+1);

x.v[1] = (n-1)/(Nelx+1);

return x;

}

int PosNo(vec_2i x)

{

return (x.v[1]*(Nelx+1) + x.v[0] + 1);

}

vec_2i ElmPos(int e)

{ vec_2i x;

x.v[0] = (e-1)%Nelx;

x.v[1] = (e-1)/Nelx;

return x;

}

int NoLG(int a, int e)

{ vec_2i x;
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x=ElmPos(e);

if (a==1) { x.v[0]++;}

if (a==2) { x.v[0]++; x.v[1]++; }

if (a==3) { x.v[1]++; }

return PosNo(x);

}

void EqNo()

{ int n,e,i;

for (e=1,n=1; n<=Nno; n++)

for (i=0; i<=1; i++) /* i=0 componente horiz. i=1 comp. vertical */

{

if (typ[n][i]!=1)

{

eqn[n][i]=e; Neq=e; e++;

}

else eqn[n][i]=0;

}

}

vec_4 Phi(float xi, float eta)

{ int a;

float x[4][2]={{-1,-1},{1,-1},{1,1},{-1,1}};

vec_4 v;

for (a=0; a<=3; a++)

{

v.v[a] = (1.+x[a][0]*xi)*(1.+x[a][1]*eta)/4;

}

return v;

}

mat_24 DPhi(float xi, float eta)

{ int a;

float x[4][2]={{-1,-1},{1,-1},{1,1},{-1,1}};

mat_24 g;

for (a=0; a<=3; a++)

{

g.m[0][a] = (x[a][0]*(1.+x[a][1]*eta)/4);

g.m[1][a] = (x[a][1]*(1.+x[a][0]*xi )/4);
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}

return g;

}

mat_2 Hess(int e)

{ float dx,dy;

vec_2i x1,x2,x3;

mat_2 m={{{0,0},{0,0}}};

x1 = NoPos(NoLG(0,e));

x2 = NoPos(NoLG(1,e));

x3 = NoPos(NoLG(2,e));

dx = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];

dy = y[x3.v[1]]-y[x2.v[1]];

m.m[0][0]= 2./dx;

m.m[1][1]= 2./dy;

return m;

}

float Jacob(int e)

{ float J;

mat_2 m;

m = Hess(e);

J = 1./(m.m[0][0]*m.m[1][1]);

return J;

}

void PhiMatriz()

{ int i,j,k,a,b;

float xi,eta;

mat_24 B;

vec_4 g;

float q[4][2]={{-Xi0,-Xi0},{Xi0,-Xi0},{Xi0,Xi0},{-Xi0,Xi0}};

for (k=0; k<=3; k++) /* Integracao Gaussiana com 4 pontos */

{

xi = q[k][0];

eta= q[k][1];
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B = DPhi(xi,eta);

for (a=0; a<=3; a++)

for (b=0; b<=3; b++)

for (i=0; i<=1; i++)

for (j=0; j<=1; j++)

Qabij[a][b][i][j] += B.m[i][a] * B.m[j][b];

g = Phi(xi,eta);

for (a=0; a<=3; a++)

for (b=0; b<=3; b++)

Qab[a][b] += g.v[a] * g.v[b];

} }

void GlobalSystem()

{ int e,i,j,a,b,r,s;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

LocalSystem(e);

for (a=0; a<=3; a++)

for (r=0; r<=1; r++)

{

i = eqn[NoLG(a,e)][r]; if (i==0) goto ipass;

F[i-1] += Fm.v[2*a+r];

for (b=0; b<=3; b++)

for (s=0; s<=1; s++)

{

j = eqn[NoLG(b,e)][s]; if (j==0 || j<i) goto jpass;

K[i-1][j-i] += Kmn.m[2*a+r][2*b+s];

jpass:;

}

ipass:;

}

}

TractionBoundary();

}

void LocalSystem(int e)
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{ int i,j,k,l,a,b,r,s;

float J;

vec_2 fi;

vec_2i p;

mat_2 m;

float dH[2];

mat_8 X={{{0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,0},

{0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,0},

{0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,0},

{0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,0}}};

vec_8 qa={{0,0,0,0,0,0,0,0}};

vec_8 z={{0,0,0,0,0,0,0,0}},zq={{0,0,0,0,0,0,0,0}};

float ei[2][2]={{1,0},{0,1}}; /* base canonica */

m = Hess(e);

dH[0] = m.m[0][0];

dH[1] = m.m[1][1];

J = Jacob(e);

for (a=0; a<=3; a++)

for (r=0; r<=1; r++)

for (b=0; b<=3; b++)

for (s=0; s<=1; s++)

{

for (i=0; i<=1; i++)

for (j=0; j<=1; j++)

for (k=0; k<=1; k++)

for (l=0; l<=1; l++)

X.m[2*a+r][2*b+s] += Qabij[a][b][i][j] * C[i][k][j][l]

* J*dH[i]*dH[j] * ei[r][k] * ei[s][l];

}

Kmn = X;

for (a=0; a<=3; a++)

for (i=0; i<=1; i++)

for (b=0; b<=3; b++)

{

p = NoPos(NoLG(b,e));

fi= Force(x[p.v[0]],y[p.v[1]]);

z.v[2*a+i] += J*Qab[a][b]* fi.v[i];

}
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Fm = z;

/* Termos da Fronteira de Dirichlet */

for (a=0; a<=3; a++)

{ k = NoLG(a,e);

for (r=0; r<=1; r++)

if (typ[k][r]==1) qa.v[2*a+r] = u[k][r];

}

for (i=0; i<=7; i++)

for (j=0; j<=7; j++)

zq.v[i] += Kmn.m[i][j]*qa.v[j];

for (i=0; i<=7; i++)

Fm.v[i] -= zq.v[i];

}

/* Contribuicao da Fronteira de Neumann na Forca */

void TractionBoundary(void)

{

int j,s,n,n1,n2,i1,i2;

float dx,dy,dl;

vec_2i p1,p2;

for (n=1; n<=4; n++)

for (s=0; s<=1; s++)

for (j=1; j<Nbn[n]; j++)

{

n1 = bdy[n][j]; n2 = bdy[n][j+1];

p1 = NoPos(n1); p2 = NoPos(n2);

dx = x[p1.v[0]]-x[p2.v[0]];

dy = y[p1.v[1]]-y[p2.v[1]];

dl = sqrt(dx*dx+dy*dy);

i1 = eqn[n1][s]; i2 = eqn[n2][s];

if (i1!=0)

F[i1-1] += (Bv[n][j][s]/3+Bv[n][j+1][s]/6)*dl;

if (i2!=0)

F[i2-1] += (Bv[n][j+1][s]/3+Bv[n][j][s]/6)*dl;

}

}
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/*

Sistema Linear AX=B, solucao X -> B

Algoritmo de Crout A e simetrica

*/

void Solver(float **A, float *B)

{ int i,j,k;

float t;

float tol=1.e-8;

/* U’DU - Decomposicao de Crout */

for (j=1; j<Neq; j++)

{

for (i=((j-band+2)>0)? j-band+2 : 1; i<=j-1; i++)

for (k=((j-band+1)>0)? j-band+1 : 0; k<=i-1; k++)

A[i][j-i] -= A[k][i-k]*A[k][j-k];

for (i=((j-band+1)>0)? j-band+1 : 0; i<=j-1; i++)

{

t = A[i][j-i];

if (fabs(A[i][0])<tol)

{ printf("err 1: A[%d,%d] < %e",i+1,i+1,tol); exit(1);}

A[i][j-i] = t/A[i][0];

A[j][0] -= t*A[i][j-i];

if (fabs(A[j][0])<tol)

{ printf("err 2: A[%d,%d] < %e",j+1,j+1,tol); exit(1);}

} }

/* Solucao do Sistema, considerando a banda */

for (j=1; j<Neq; j++)

for (i=((j-band+1)>0)? j-band+1 : 0; i<=j-1; i++)

B[j] -= A[i][j-i]*B[i];

for (j=0; j<Neq; j++)

B[j] = B[j]/A[j][0];

for (j=Neq-1; j>=1; j--)

for (i=((j-band+1)>0)? j-band+1 : 0; i<=j-1; i++)

B[i] -= A[i][j-i]*B[j];

}

void InputData()

{ int e,n,a,i;

fprintf(f1,"\nNo’s dos elementos:");
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for (e=1; e<=Nel; e++)

{

fprintf(f1,"\nElm %4d:", e);

for (a=0; a<=3; a++)

{

fprintf(f1," %4d", NoLG(a,e));

} }

fprintf(f1,"\n");

fprintf(f1,"\n No’ H&V Eqn Tipo");

for (n=1; n<=Nno; n++)

for (i=0; i<=1; i++)

{

fprintf(f1,"\n%4d %d %4d %d",

n, i+1, eqn[n][i],typ[n][i]);

}

for (n=1; n<=4; n++)

{

fprintf(f1,"\n bdy: %d", n);

fprintf(f1,"\n No typ(x,y) valor Bv(x,y)");

for (i=1; i<=Nbn[n]; i++)

{

fprintf(f1,"\n %2d: %3d (%d, %d) (%+f, %+f)", i, bdy[n][i],

typ[bdy[n][i]][0], typ[bdy[n][i]][0], Bv[n][i][1], Bv[n][i][1]);

}

} }

vec_2 Norm(float **u) /* (Normas L2 e H1 ) */

{ int e,i,a,b,na,nb;

float J,da;

vec_2i x1,x2,x3;

float dl[2];

vec_2 X={{0,0}};

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

x1 = NoPos(NoLG(0,e));

x2 = NoPos(NoLG(1,e));

x3 = NoPos(NoLG(2,e));

dl[0] = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];

dl[1] = y[x3.v[1]]-y[x2.v[1]];
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da = dl[0]*dl[1];

J = da/4;

for (a=0; a<=3; a++)

{

na = NoLG(a,e);

for (b=0; b<=3; b++)

{

nb = NoLG(b,e);

X.v[0] += J* Qab[a][b] *

(u[na][0]*u[nb][0] + u[na][1]*u[nb][1]);

for (i=0; i<=1; i++)

X.v[1] += J * Qabij[a][b][i][i] * 4/dl[i]/dl[i] *

(u[na][0]*u[nb][0] + u[na][1]*u[nb][1]);

} } }

X.v[0] = sqrt(X.v[0]);

X.v[1] = sqrt(X.v[1]);

return X;

}

float Integral(float *f)

{ int e,a,n;

float J;

float X=0;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

J = Jacob(e);

for (a=0; a<=3; a++)

{

n = NoLG(a,e);

X += J * f[n];

}

}

return X;

}

/* Procedimento 1:Unicidade para o Problema de Neumann */

void Restriction()

{ int n;

vec_2i p;
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float b1,b2,b3,I0,I1,I2,I3;

float D,W[3][3],C1,C2;

for (n=1; n<=Nno; n++) F[n] = 1;

I0 = Integral(F);

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n); F[n] = x[p.v[0]];

}

I1 = Integral(F);

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n); F[n] = y[p.v[1]];

}

I2 = Integral(F);

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

F[n] = x[p.v[0]]*x[p.v[0]]+y[p.v[1]]*y[p.v[1]];

}

I3 = Integral(F);

D = I0*(I0*I3-I1*I1-I2*I2);

W[0][0] = -I0*I2/D; W[1][2] = W[0][0];

W[0][1] = I0*I1/D; W[2][2] = W[0][1];

W[0][2] = I0*I0/D;

W[1][1] = -I1*I2/D; W[2][0] = W[1][1];

W[1][0] = (I0*I3-I1*I1)/D;

W[2][1] = (I0*I3-I2*I2)/D;

do{

for (n=1; n<=Nno; n++) F[n] = -K[n][0];

b1 = Integral(F);

for (n=1; n<=Nno; n++) F[n] = -K[n][1];

b2 = Integral(F);

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

F[n] = -K[n][0]*y[p.v[1]]+K[n][1]*x[p.v[0]];

}

b3 = Integral(F);
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I0 = W[0][0]*b1 + W[0][1]*b2 + W[0][2]*b3;

I1 = W[1][0]*b1 + W[1][1]*b2 + W[1][2]*b3;

I2 = W[2][0]*b1 + W[2][1]*b2 + W[2][2]*b3;

printf("\nw = %+e c1 = %+e c2 = %+e", I0,I1,I2);

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

C1 = I0*y[p.v[1]]+I1;

C2 = -I0*x[p.v[0]]+I2;

u[n][0] = u[n][0] + C1;

u[n][1] = u[n][1] + C2;

K[n][0] = K[n][0]+C1;

K[n][1] = K[n][1]+C2;

}

} while (fabs(I0)+fabs(I1)+fabs(I2) > 1e-4);

}

void Sol_Nodal()

{ int n;

float a1,a2;

vec_2 er;

vec_2i p;

fprintf(f1,

"\n No’ Coord.(x, y) u_1 u_2 err_1 err_2");

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

fprintf(f1,"\n%4d (%+.3f, %+.3f) %+.5f %+.5f",

n, x[p.v[0]], y[p.v[1]], u[n][0], u[n][1]);

fprintf(f1," %+.4e %+.4e", K[n][0], K[n][1]);

if (n%(Nelx+1)==0) fprintf(f1,"\n");

}

er = Norm(K);

fprintf(f1,"\nL^2 err = %e H^1 err = %e", er.v[0], er.v[1]);

a1 = er.v[0]; a2 = er.v[1];

er = Norm(u);

fprintf(f1,"\nL^2 sol = %e H^1 sol = %e", er.v[0], er.v[1]);

fprintf(f1,"\nError relativo em L^2 = %.3f \%", a1/er.v[0]*100);

fprintf(f1,"\nError relativo em H^1 = %.3f \%", a2/er.v[1]*100);
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}

void PlotData(FILE *f1)

{ int n,i,j;

for (j=0; j<=Nely; j++)

{

for (i=0; i<=Nelx; i++)

{

n = j*(Nelx+1)+i+1;

fprintf(f1,"\n %+f %+f", x[i]+u[n][0], y[j]+u[n][1]);

}

fprintf(f1,"\n");

}

for (i=0; i<=Nelx; i++)

{

for (j=0; j<=Nely; j++)

{

n = j*(Nelx+1)+i+1;

fprintf(f1,"\n %+f %+f", x[i]+u[n][0], y[j]+u[n][1]);

}

fprintf(f1,"\n");

}

}
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A.7 Equação do calor unidimensional –Calor.cpp

/*

Metodo de Elementos Finitos

Conduç~ao de calor, meio anisotropico

-(K_ij (U_,j)),i = f(x)

bi-dimensional: elementos retangulos

tipo=1: U deslocamento prescrito

tipo=0: deslocamento nao prescrito

Arquivo de Saida:

calor.out dados e solucoes

calor.dat 3D-plot arquivo (para fazer o grafico)

Esse programa permite que na entrada de dados a escolha dos tres tipos

de fronteira Dirichlet, Neumann e Misto para o problema, cuja solucao

exata é:u = sen(pi*x)sen(pi*y), com x,y no intervalo[0,1].

*/

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <string.h>

FILE *f1;

int Nely; /* Numero de elementos y*/

int Ex; /* Escolha do exemplo a ser rodado */

int band; /*Banda da matriz*/

float *y;

float **K; /* Matriz Rigidez */

float *F; /* Vetor Carregamento-> vetor solucao-> erro */

float *u; /* Vetor deslocamento */

int **bdy,Nbn[5]; /*Identificando os nós da fronteira*/

float **Bv; /* Valor de fronteira*/

float *uv;

float *Du[2];

#include "typdef.h"

#include "grid.h"

#include "solver.h"

/* Funç~ao protótipo*/

void DataInput(void); /* Entrada de dados */
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void InputData(void); /* Dados de entrada */

void Fronteira(void); /*Identificando os nos da fronteira*/

void CondFront(int); /* Condicao de fronteira */

void EqNo(void); /* Número de No global -> Variavel */

mat_2 Hess(int); /* Hessiano D(xi,eta)/D(x,y) */

float Jacobi(int); /* Jacobiano do Hess^-1, retangulo */

mat_2 Qm(int e); /* Matriz condutividade do elemento */

float Load(float,float); /* Funcao do carregamento externo */

void LocalSystem(int); /* Rigidez-força local */

void GlobalSystem(void); /* Rigidez-força global */

void TractionBoundary(void); /* Para os nos da fronteira de Neumann*/

vec_2i NoPos(int); /* No global -> Posicao */

void PhiMatriz(void); /* Integ (Dphi),(phi) do elemento */

void System(void); /* Kab, Fa, Sistema Kab Xb = Fa */

void Solution(void); /* Solucao Xb */

void Sol_Nodal(void);

#define Xi0 0.5773502691896 /* 1/sqrt(3)- Gaussiana com dois pontos*/

#define Pi 3.14159265359

mat_4 Kab;

vec_4 Fa;

void main()

{

int n;

vec_2i p;

f1 = fopen("calor.out","w"); /*Arquivo de saida*/

DataInput();

Nel = Nelx*Nely;

Nno = (Nelx+1)*(Nely+1);

band= Nelx+3;

eqn = vi_alloc(Nno+1);

typ = vi_alloc(Nno+1);

u = v_alloc(Nno+1);

uv = v_alloc(Nno+1);

n = (Nelx>=Nely)? Nelx+2 : Nely+2;

bdy = mi_alloc(5,n);

Bv = m_alloc(5,n);
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Fronteira();

CondFront(Ex);

EqNo();

K = m_alloc(Neq,band);

F = v_alloc(Nno+1);

Du[0] = v_alloc(Nno+1);

Du[1] = v_alloc(Nno+1);

PhiMatriz();

GlobalSystem();

LU_Decomp(K);

Solver(K,F,uv);

GridData(f1);

/* u[n] é a soluç~ao */

for (n=1; n<=Nno; n++)

u[n] = (typ[n]==1)? u[n] : F[eqn[n]-1];

/* soluç~ao exata: sen(Pi*x)*cos(Pi*y)

/* F[n] é o erro , U[n]-exact[n] */

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

F[n] = u[n] - sin(Pi*x[p.v[0]])*cos(Pi*y[p.v[1]]);

}

Sol_Nodal();

fclose(f1);

f1=fopen("calor.dat","w"); /*Arquivo para fazer o grafico*/

PlotData(f1,u);

fclose(f1);

}

void DataInput(void)

{ int i;

float d;

printf("\n\nNumeros de x-divisao = ");

scanf("%d", &Nelx);

x = v_alloc(Nelx+1);

d = 1./Nelx;
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for (i=0; i<=Nelx; i++) x[i] = d*i;

printf("Numeros de y-divisao = ");

scanf("%d", &Nely);

y = v_alloc(Nely+1);

d = 1./Nely;

for (i=0; i<=Nely; i++) y[i] = d*i;

printf("Fronteira de Dirichlet(1), Neumann(2), Misto(3).\\

Digite o tipo de fronteira = ");

scanf("%d", &Ex);

}

void Fronteira(void)

{ int n,i;

for (n=1,i=1; n<=Nelx+1; n++,i++)

{ bdy[1][i] = n; Nbn[1] = i; }

for (n=Nelx+1,i=1; n<=Nno; n+=Nelx+1,i++)

{ bdy[2][i] = n; Nbn[2] = i; }

for (n=Nno-Nelx,i=1; n<=Nno; n++,i++)

{ bdy[3][i] = n; Nbn[3] = i; }

for (n=1,i=1; n<=Nno-Nelx; n+=Nelx+1,i++)

{ bdy[4][i] = n; Nbn[4] = i; }

}

void CondFront(int Ex)

{ int i,n;

vec_2i p;

for (n=1; n<=Nno; n++)

{typ[n]=0; u[n]=0;}

for (n=1; n<=4; n++)

for (i=1; i<=Nbn[n]; i++)

Bv[n][i]=0;

if (Ex==1)

{

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)
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{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = 0; /* Fronteira prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = -sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)

{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = 0; /* Fronteira prescrita*/

}

}

if (Ex==2)

{

for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=0;

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);

Bv[1][i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

Bv[2][i] = -Pi*cos(Pi*y[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

Bv[3][i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescrita*/
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}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)

{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

Bv[4][i] = -Pi*cos(Pi*y[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescrita*/

}

typ[1] = 1; u[1] = 0; /* Fixando o no global, para unicidade*/

}

if (Ex==3)

{

for (n=1; n<=Nno; n++) typ[n]=0;

for (i=1; i<=Nbn[1]; i++)

{

n = bdy[1][i]; p = NoPos(n);

// typ[n] = 1; u[n] = sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescrita*/

Bv[1][i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[2]; i++)

{

n = bdy[2][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = 0; /* Fronteira prescrita*/

//Bv[2][i] = -Pi*cos(Pi*y[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[3]; i++)

{

n = bdy[3][i]; p = NoPos(n);

//typ[n] = 1; u[n] = -sin(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira prescrita*/

Bv[3][i] = -Pi*cos(Pi*x[p.v[0]]); /* Fronteira nao prescrita*/

}

for (i=1; i<=Nbn[4]; i++)

{

n = bdy[4][i]; p = NoPos(n);

typ[n] = 1; u[n] = 0; /* Fronteira prescrita*/

//Bv[4][i] = -Pi*cos(Pi*y[p.v[1]])*2; /* Fronteira nao prescrita*/



Sec. 7. Equação do calor unidimensional –Calor.cpp 355

}

}

}

mat_2 Qm(int e)

{ mat_2 q;

vec_2i p;

float x1,x2;

p = ElmPos(e);

x1 = x[p.v[0]]; x2 = y[p.v[1]];

q.m[0][0] = 2 + 0*x1;

q.m[1][1] = 2 + 0*x2;

q.m[0][1] = 1;

q.m[1][0] = q.m[0][1];

return q;

}

float Load(float x, float y) /*Forca prescrita*/

{

return (2*Pi*Pi*(2*sin(Pi*x)*cos(Pi*y)+cos(Pi*x)*sin(Pi*y)));

}

void EqNo()

{ int n,e;

for (e=1,n=1; n<=Nno; n++)

{

if (typ[n]!=1)

{

eqn[n]=e; Neq=e; e++;

}

else eqn[n]=0;

} }

mat_2 Hess(int e) /* Matriz Hessiana*/

{ float dx,dy;

vec_2i x1,x2,x3;

mat_2 m={{{0,0},{0,0}}};
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x1 = NoPos(NoLG(0,e));

x2 = NoPos(NoLG(1,e));

x3 = NoPos(NoLG(2,e));

dx = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];

dy = y[x3.v[1]]-y[x2.v[1]];

m.m[0][0]= 2./dx;

m.m[1][1]= 2./dy;

return m;

}

float Jacobi(int e)

{ float J;

mat_2 m;

m = Hess(e);

J = 1./(m.m[0][0]*m.m[1][1]);

return J;

}

void GlobalSystem(void)

{ int e,i,j,a,b;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

LocalSystem(e);

for (a=0; a<=3; a++)

{

i = eqn[NoLG(a,e)]; if (i==0) goto ipass;

F[i-1] += Fa.v[a];

for (b=0; b<=3; b++)

{

j = eqn[NoLG(b,e)]; if (j==0 || j<i) goto jpass;

K[i-1][j-i] += Kab.m[a][b];

jpass:;

}

ipass:;

} }

TractionBoundary();
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}

void LocalSystem(int e)

{ int i,j,a,b;

float J;

vec_2i p;

mat_2 m,Q;

float dH[2];

mat_4 X={{{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0},{0,0,0,0}}};

vec_4 qa={{0,0,0,0}},z={{0,0,0,0}};

m = Hess(e);

dH[0] = m.m[0][0];

dH[1] = m.m[1][1];

J = Jacobi(e);

Q = Qm(e);

for (a=0; a<=3; a++)

for (b=a; b<=3; b++)

for (i=0; i<=1; i++)

for (j=0; j<=1; j++)

X.m[a][b] += J* Qabij[a][b][i][j] * Q.m[i][j] *dH[i]*dH[j];

for (a=0; a<=3; a++)

for (b=0; b<=3; b++)

{

p = NoPos(NoLG(b,e));

z.v[a] += J*Qab[a][b]*Load(x[p.v[0]],y[p.v[1]]);

}

for (a=1; a<=3; a++)

for (b=0; b<a; b++)

X.m[a][b] = X.m[b][a];

Kab = X;

Fa = z;

/* Termos da fronteira de Dirichlet */

for (a=0; a<=3; a++)

{ i = NoLG(a,e);

if (typ[i]==1) qa.v[a]=u[i];

}
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z = Prod44_41(Kab,qa);

for (a=0; a<=3; a++) Fa.v[a] -= z.v[a];

}

void TractionBoundary(void)

{

int j,n,n1,n2,i1,i2;

float dx,dy,dl;

vec_2i p1,p2;

for (n=1; n<=4; n++)

{

if (typ[bdy[n][2]]==0)

{

for (j=1; j<Nbn[n]; j++)

{

n1 = bdy[n][j]; n2 = bdy[n][j+1];

p1 = NoPos(n1); p2 = NoPos(n2);

dx = x[p1.v[0]]-x[p2.v[0]];

dy = y[p1.v[1]]-y[p2.v[1]];

dl = sqrt(dx*dx+dy*dy);

i1 = eqn[n1]; i2 = eqn[n2];

if (i1!=0)

F[i1-1] += (Bv[n][j]/3+Bv[n][j+1]/6)*dl;

if (i2!=0)

F[i2-1] += (Bv[n][j+1]/3+Bv[n][j]/6)*dl;

} } }

}

void System(void)

{ int i,j;

fprintf(f1,"\n\nMatriz rigidez K:");

for (i=0; i<Neq; i++)

{

fprintf(f1,"\n");

for (j=0; j<band; j++) fprintf(f1,"%+6.5f ", K[i][j]);

}

fprintf(f1,"\n\nVetor forca F:\n");

for (i=0; i<Neq; i++)

fprintf(f1,"%+6.5f ", F[i]);

fprintf(f1,"\n");
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}

void Solution(void)

{ int i;

fprintf(f1,"\nVetor solucao X:");

for (i=0; i<Neq; i++)

{

if ((i%5)==0) fprintf(f1,"\n%4d: ", i+1);

fprintf(f1,"%+6.5f ", F[i]);

}

fprintf(f1,"\n");

}

/* Calcula a derivada de u em relacao as variaveis x e y*/

void Grad_U(float *u)

{

int i,k,n,m,e;

mat_24 A;

mat_2 B;

for (i=1; i<=Nno; i++)

{ Du[0][i] = 0; Du[1][i] = 0; }

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

A = DPhi(-1,-1);

B = Hess(e);

m = NoLG(0,e);

for (k=0; k<=1; k++)

for (i=0; i<=3; i++)

{

n = NoLG(i,e);

Du[k][m] += (B.m[0][k]*A.m[0][i] + B.m[1][k]*A.m[1][i])*u[n];

} } }

vec_2 Norm(float *u) /* (Norma L2 e H1) */

{ int e,i,a,b,na,nb;

float J,da;

vec_2i x1,x2,x3;

float dl[2];

vec_2 X={{0,0}};
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for (e=1; e<=Nel; e++)

{

x1 = NoPos(NoLG(0,e));

x2 = NoPos(NoLG(1,e));

x3 = NoPos(NoLG(3,e));

dl[0] = x[x2.v[0]]-x[x1.v[0]];

dl[1] = y[x3.v[1]]-y[x1.v[1]];

da = dl[0]*dl[1];

J = da/4;

for (a=0; a<=3; a++)

{ na = NoLG(a,e);

for (b=0; b<=3; b++)

{ nb = NoLG(b,e);

X.v[0] += J*Qab[a][b]*u[na]*u[nb];

for (i=0; i<=1; i++)

X.v[1] += J*Qabij[a][b][i][i]*4/dl[i]/dl[i]*u[na]*u[nb];

} } }

X.v[0] = sqrt(X.v[0]);

X.v[1] = sqrt(X.v[1]);

return X;

}

void Sol_Nodal(void)

{ int n;

vec_2 er;

vec_2i p;

Grad_U(u);

fprintf(f1,

"\n No’ Valor Coord.(x, y) Err Du/Dx Du/Dy");

for (n=1; n<=Nno; n++)

{

p = NoPos(n);

fprintf(f1,"\n%4d %+6.5f (%+.3f, %+.3f) ",

n, u[n], x[p.v[0]], y[p.v[1]]);

fprintf(f1,"%+6.5f %+6.5f %+6.5f", F[n], Du[0][n], Du[1][n]);

if (n%(Nelx+1)==0) fprintf(f1,"\n");

}

er = Norm(F);
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fprintf(f1,"\n L^2 error = %e H^1 error = %e", er.v[0], er.v[1]);

}



362 A. Programas computacionais: linguagem C

A.8 Equação da onda unidimensional –Onda.cpp

/*

Problema Hiperbólico da Equaç~ao da Onda Unidimensional

Metodo de Elementos Finitos

U_tt(x,t) - (Alpha)U_xx(x,t) + (Beta)U(x,t) = f(x,t)

tipo=1: u() prescrita

tipo=2: du() prescrita

Problema1: Alpha=1 e Beta=0 ent~ao

f=0 e soluç~ao exata u(x,t)=sen(Pi*x)cos(lambda*Pi*t)

u(x,0)= sen(Pi*x) e u’(x,0)=0

onde lambda=sqrt(alpha+beta/Pi^2)

Problema2: Alpha=Beta=1 ent~ao (tomando lambda=1)

f(x,t)=u(x,t)=sen(Pi*x)cos(lambda*Pi*t)(força=soluç~ao exata)

u(x,0)= sen(Pi*x) e u’(x,0)=0

Método de NEUMARK: U^(*n)=teta*(U^{n-1}+U^{n+1})+(1-2*teta)*U^n

Se teta=0 ent~ao Médodo da Diferença Central

*/

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <string.h>

#define Nosm 1002

#define Nelm 1001

#define Xi1 -sqrt(3)/3

#define Xi2 sqrt(3)/3

#define Pi 3.14159265359

#define T 1.0

//#define lambda 1.049438509

FILE *f1,*f2;

int i,j;

int maxj;

int Nel,Nos; /*Número de elementos e número de nós */

int tipo1,tipo2;
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float g0[Nosm]; /*Posiç~ao inicial da corda */

float g[Nosm]; /*Soluç~ao aproximada do problema*/

float ganterior[Nosm]; /*g(elevado a menos 1)*/

float g1[Nosm]; /* Velocidade inicial da corda g´(0)= g1*/

float b[Nosm]; /*Vetor b do sistema Ag[n+1] = b*/

float G[Nosm]; /*Soluç~ao exata do problema dado*/

float X[Nosm], Xe[3];

float H[Nelm];

float A[Nosm][4]; /*Matriz A do sistema Ag[n+1] = b */

float B[Nosm][4]; /*Matriz B do sistema Ag[n+1] = b */

float F[Nosm],FNeg[Nosm],F0[Nosm],F1[Nosm];/*Vetor F (Força) */

float Alpha,Beta,Teta,lambda;

float A1,A2,dl,v[2],k,Max;

float EAbs[Nosm]; /*Erro absoluto */

float E[Nosm]; /*Diferença da soluç~ao aproximada e exata */

float MaxH1; /*Erro maximo no tempo da norma L2 */

float MaxLInf; /*Erro máximo no tempo da norma H1*/

void InputData()

{

printf("Constante Alpha = ");

scanf("%f", &Alpha);

printf("\nConstante Beta = ");

scanf("%f", &Beta);

printf("\nConstante Teta (Teta entre 0 e 1) = ");

scanf("%f", &Teta);

printf("\nConstante k (passo no tempo) = "); /*k=delta t=Passo no tempo*/

scanf("%f", &k);

printf("\n\nNumeros de elementos = ");

scanf("%d", &Nel);

fprintf(f1,"Alpha = %f\n", Alpha);

fprintf(f1,"Beta = %f\n", Beta);

lambda = sqrt(Alpha+Beta/Pi/Pi); //valor de lambda p/ Problema 1

// lambda =1 // calor de lambda para o problema 2

fprintf(f1,"Teta = %f\n", Teta);

fprintf(f1,"\nConstante k= %f\n", k);

fprintf(f1,"\nNumero de elementos = %d\n", Nel);

fprintf(f1,"\nSoluç~ao Exata = sin(Pi*x)*cos(lambda*Pi*t)\n");

}

void InputCondFront()

{

printf("\nCond. Contorno:(tipo: 1-Dirichlet 2-Neumann)\n");
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printf("Cond. do no %d (tipo, valor):", 1);

scanf("%d %f", &tipo1, &A1);

printf("Cond. do no %d (tipo, valor):", Nos);

scanf("%d %f", &tipo2, &A2);

system("pause");

}

void CoordGlobal()

{

/* divisao uniforme */

printf("Entre com a coord. do No’ esquerdo:\n");

scanf("%f", &X[1]);

printf("Entre com a coord. do No’ direito:\n");

scanf("%f", &X[Nos]);

dl = (X[Nos]-X[1])/Nel; /*dl = h,onde h é o passo no espaço */

for (i=2; i<Nos; i++) X[i]=X[1]+dl*(i-1);

printf("\nCoord. Global:\n");

fprintf(f1,"\nCoord. Global:\n");

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

printf(" No %d = %f\n", i, X[i]);

fprintf(f1," No %d = %f\n", i, X[i]);

}

}

void CoordLocal(int e)

{

Xe[1] = X[e];

Xe[2] = X[e+1];

H[e] = Xe[2] - Xe[1];

}

int NoLG(int e,int a)

{

if (a==1) return e;

else return (e+1);

}

float Xi(int e, float x) /* Transf. perimetrica */

{

return (Xe[1] + H[e]/2*(x+1));

}

void MatrizA()
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{ int e;

float A11,A22,A12,A21;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

CoordLocal(e);

A11 = H[e]/3;

A22 = H[e]/3;

A12 = H[e]/6;

A21 = H[e]/6;

/* Matriz A */

A[e][2] += A11;

A[e][3] = A12;

A[e+1][1] = A21;

A[e+1][2] = A22;

}

}

void MatrizRigidez()

{ int e;

float B11,B22,B12,B21;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

CoordLocal(e);

B11 = Alpha/H[e] + Beta/3*H[e];

B22 = Alpha/H[e] + Beta/3*H[e];

B12 = -Alpha/H[e] + Beta/6*H[e];

B21 = -Alpha/H[e] + Beta/6*H[e];

/* Matriz Rigidez */

B[e][2] += B11;

B[e][3] = B12;

B[e+1][1] = B21;

B[e+1][2] = B22;

}

}

float forca(float x)

{

return 0; /*funcao de forca prescrita Problema1*/

/*return sin(Pi*x)*cos(Pi*j*k);*/ /*funcao de forca prescrita Problema2*/

}

float h1(int e, float x)

{
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return (.5*forca(Xi(e,x))*(1-x));

}

float h2(int e, float x)

{

return (.5*forca(Xi(e,x))*(1+x));

}

void VetorForca()

{ int e;

float Fe1,Fe2;

for (e=1; e<=Nel; e++)

{

/* Forca local - Quadratura Gauss com 2 pontos */

CoordLocal(e);

Fe1 = H[e]/2*(h1(e,Xi1)+h1(e,Xi2));

Fe2 = H[e]/2*(h2(e,Xi1)+h2(e,Xi2));

/* Forca global */

F[NoLG(e,1)] += Fe1;

F[NoLG(e,2)] = Fe2;

}

}

void CondFront(float M, float N)

{

switch (tipo1)

{ case 1:{

A[1][2] = 1;

A[1][3] = 0;

B[1][2] = 1;

B[1][3] = 0;

F[1] = M;

F[2] += -B[2][1]*N;

A[2][1] = 0;

B[2][1] = 0;

break;}

case 2:{

F[1] = F[1] - Alpha*M;

break;}

}

switch (tipo2)

{ case 1:{

F[Nos-1] += -B[Nos-1][3]*N;
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F[Nos] = N;

A[Nos-1][3] = 0;

A[Nos][1] = 0;

A[Nos][2] = 1;

B[Nos-1][3] = 0;

B[Nos][1] = 0;

B[Nos][2] = 1;

break;}

case 2:{

F[Nos] = F[Nos] + Alpha*N;

break;}

}

}

void LinearSolver(float M[Nosm][4], float b[Nosm],float g[Nosm])

{ /*Resoluç~ao do Sistema Linear Ag[n+1] = b pelo MEG*/

float y;

for (i=1; i<Nos; i++)

{

y = M[i+1][1]/M[i][2]; /*Cálculo do multiplicador*/

M[i+1][2] += -y*M[i][3]; /* transforma A em triangular superior*/

b[i+1] += -y*b[i]; /*Atualizaç~ao do vetor b*/

}

/* Retro-Substituicao */

g[Nos] = b[Nos]/M[Nos][2];

for (i=Nos-1; i>=1; i--)

g[i] = (b[i]-M[i][3]*g[i+1])/M[i][2];

}

void Norma(float *f)

{ float L2=0, H1=0, x1, x2;

for (i=1; i<Nos; i++)

{

x1 = f[i+1] + f[i];

x2 = f[i+1] - f[i];

L2 += x1*x1;

H1 += x2*x2;

}

v[0] = sqrt(L2/4*dl); /* Norma em L2*/

v[1] = sqrt(L2/4*dl)+sqrt(H1*dl); /*Norma em H1*/

}

void OutputData()
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{ fprintf(f1,"\nMatriz A:\n");

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

for (j=1; j<=3; j++)

fprintf(f1," A(%d,%d)=%f", i,j, A[i][j]);

fprintf(f1,"\n");

}

fprintf(f1,"\nMatriz B (Matriz Rigidez):\n");

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

for (j=1; j<=3; j++)

fprintf(f1," B(%d,%d)=%f", i,j, B[i][j]);

fprintf(f1,"\n");

}

}

void main()

{

float a0, a1;

float M[Nosm][4];

float L[Nosm][4];

float Fteta[Nosm];

f1=fopen("Newmark.out","w");

f2=fopen("Newmark.dat","w");

InputData();

Nos = Nel + 1;

CoordGlobal();

InputCondFront();

MatrizA();

MatrizRigidez();

CondFront(A1,A2); /* Cond. Contorno: */

OutputData();

maxj= int(T/k + 0.5);

fprintf(f2, "(x = ) ");

for(i=1; i<=Nos; ++i)

{

fprintf(f2, "%3.4f ", X[i]);

}

for(i=1; i<=Nos; ++i)

{

/* A posiç~ao g(0) e a velocidade g1 s~ao iguais nos Problemas 1 e 2*/

fprintf(f2, "%3.4f ", X[i]);



Sec. 8. Equação da onda unidimensional –Onda.cpp 369

g0[i]=(sin(X[i]*Pi)); /* posiç~ao inicial g(0)= g0 */

g1[i]=(0); /* velocidade inicial g´(0) = g1 */

}

fprintf(f2, "\n\n0.0000 ");

fprintf(f1,"\n\nResultados:\n");

fprintf(f1,"\n X[i] Tempo Aprox. Exata Erro Força \n");

j=-1;

VetorForca();

CondFront(A1,A2);

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

FNeg[i]=F[i];

}

j=0;

VetorForca();

CondFront(A1,A2);

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

F0[i]=F[i];

}

j=1;

VetorForca();

CondFront(A1,A2);

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

F1[i]=F[i];

}

/* Calculo da Matriz Rigidez*/

for(i=1; i<=Nos; i++)

{

M[i][1]=A[i][1]+Teta*(k*k)*B[i][1];

M[i][2]=A[i][2]+Teta*(k*k)*B[i][2];

M[i][3]=A[i][3]+Teta*(k*k)*B[i][3];

}

for(i=1; i<=Nos; i++)

{

L[i][1]=2*A[i][1]-(1-2*Teta)*(k*k)*B[i][1];
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L[i][2]=2*A[i][2]-(1-2*Teta)*(k*k)*B[i][2];

L[i][3]=2*A[i][3]-(1-2*Teta)*(k*k)*B[i][3];

}

/* Tomando a media ponderada da Força inicial com pesos teta*/

Fteta[1]=Teta*(F1[1]+FNeg[1])+(1-2*Teta)*F0[1];

for(i=2; i<=Nos-1; i++)

{

Fteta[i]=Teta*(F1[i]+FNeg[i])+(1-2*Teta)*F0[i];

}

Fteta[Nos]=Teta*(F1[Nos]+FNeg[Nos])+(1-2*Teta)*F0[Nos];

/* Montagem do vetor b para soluç~ao aproximada em j = 0 */

b[1]=0.5*L[1][2]*g0[1]+

0.5*L[1][3]*g0[2]+k*M[1][2]*g1[1]+

k*M[1][3]*g1[2]+.5*k*k*(Fteta[1]);

for (i=2; i<=Nos-1; i++)

{

b[i]=0.5*L[i][1]*g0[i-1]+0.5*L[i][2]*g0[i]+

0.5*L[i][3]*g0[i+1]+k*M[i][1]*g1[i-1]+k*M[i][2]*g1[i]

+k*A[i][3]*g1[i+1]+.5*k*k*(Fteta[i]);

}

b[Nos]=0.5*L[Nos][1]*g0[Nos-1]+ 0.5*L[Nos][2]*g0[Nos]+ M[Nos][1]*g1[Nos-1]

+M[Nos][2]*g1[Nos]+.5*k*k*(Fteta[Nos]);

LinearSolver(M, b, g);

MaxH1 = 0;

MaxLInf = 0;

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

g[1]=0.0;

g[Nos]=0.0;

G[i] =sin(Pi*X[i])*cos(lambda*Pi*j*k); /* Soluç~ao exata inicial para t=0*/

E[i] = g[i]-G[i];

EAbs[i]= sqrt((g[i]-G[i])*(g[i]-G[i])); //Erro absoluto

fprintf(f1,"%f %f %f %f %f %f\n", X[i], j*k, g[i], G[i], EAbs[i], Fteta[i]);

fprintf(f2, "%3.4f ", g[i]);

ganterior[i]=g[i];

}
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for (i=1; i<=Nos; i++)

{

fprintf(f2, "%3.4f ", G[i]);

}

Norma(G);

a1 = v[1]; a0 = v[0];

Norma(E);

if (MaxLInf<= v[0]) MaxLInf = v[0];

if (MaxH1<= v[1]) MaxH1 = v[1];

fprintf(f1,"\n erro(L2) = %f", v[0]); // Erro na norma L2 em cada tempo t

fprintf(f1,"\n erro(H1) = %f \n", v[1]); //Erro na norma H1 em cada tempo t

fprintf(f1, "\n");

//Calcula a soluç~ao exata e aproximada no ponto medio x=0.5

//fprintf(f2,"\n %f %f %f %f %f", j*k, v[0],(g[(Nos-1)/2]-G[(Nos-1)/2]),

// g[(Nos-1)/2], G[(Nos-1)/2]);

for(j=1; j<=maxj; j++)

{

j=j+1;

VetorForca();

CondFront(A1,A2);

fprintf(f2, "\n%1.4f ", (j-1)*k);

for(i=1; i<=Nos; i++)

{

M[i][1]=A[i][1]+Teta*(k*k)*B[i][1];

M[i][2]=A[i][2]+Teta*(k*k)*B[i][2];

M[i][3]=A[i][3]+Teta*(k*k)*B[i][3];

}

for(i=1; i<=Nos; i++)

{

L[i][1]=2*A[i][1]-(1-2*Teta)*(k*k)*B[i][1];

L[i][2]=2*A[i][2]-(1-2*Teta)*(k*k)*B[i][2];

L[i][3]=2*A[i][3]-(1-2*Teta)*(k*k)*B[i][3];

}

/* Tomando a media ponderada da Força com pesos teta*/
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Fteta[1]=Teta*(F[1]+F0[1])+(1-2*Teta)*F1[1];

for(i=2; i<=Nos-1; i++)

{

Fteta[i]=Teta*(F[i]+F0[i])+(1-2*Teta)*F1[i];

}

Fteta[Nos]=Teta*(F[Nos]+F0[Nos])+(1-2*Teta)*F1[Nos];

/*Vetor b para soluç~ao aproximada em j = 1,2,*/

b[1]=L[1][2]*ganterior[1]+L[1][3]*ganterior[2]-

M[1][2]*g0[1]-M[1][3]*g0[2]+ k*k*(Fteta[1]);

for (i=2; i<=Nos-1; i++)

{

b[i]=L[i][1]*ganterior[i-1]+L[i][2]*ganterior[i]+

L[i][3]*ganterior[i+1]-M[i][1]*g0[i-1]

-M[i][2]*g0[i]-M[i][3]*g0[i+1]

+k*k*(Fteta[i]);

}

b[Nos]=L[Nos][1]*ganterior[Nos-1]+

L[Nos][2]*ganterior[Nos]-M[Nos][1]*g0[Nos-1]-

M[Nos][2]*g0[Nos]+k*k*(Fteta[Nos]);

LinearSolver(M, b, g);

for (i=1; i<=Nos; i++)

{

g[1]=0.0;

g[Nos]=0.0;

G[i] = (sin(Pi*X[i])*cos(lambda*Pi*j*k)); /*Sol.exata para Ploblema 1 e 2*/

E[i] = g[i]-G[i];

EAbs[i]= sqrt((g[i]-G[i])*(g[i]-G[i])); //Erro absoluto

fprintf(f1,"%f %f %f %f %f %f\n" , X[i], (j-1)*k,

g[i], G[i], EAbs[i], Fteta[i]);

g0[i]=ganterior[i];

ganterior[i]=g[i];

F0[i]=F1[i];

F1[i]=F[i];

}

for (i=1; i<=Nos; i++)

{
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fprintf(f2, "%3.4f ", G[i]);

}

Norma(G);

a1 = v[1]; a0 = v[0];

Norma(E);

if (MaxLInf<= v[0]) MaxLInf = v[0];

if (MaxH1<= v[1]) MaxH1 = v[1];

fprintf(f1,"\n erabs(L2) = %f", v[0]); // Erro norma L^2 em cada tempo t

fprintf(f1,"\n erabs(H1) = %f \n", v[1]); //Erro na norma H^1 em cada tempo t

fprintf(f1, "\n");

//Calcula a soluç~ao exata e aproximada no ponto medio x=0.5

//fprintf(f2,"\n %f %f %f %f %f", j*k, v[0],(g[(Nos-1)/2]-G[(Nos-1)/2]),

// g[(Nos-1)/2], G[(Nos-1)/2]);

j=j-1;

}

fprintf(f1,"\n Erro maximo no tempo em L2 = %f", MaxLInf);

fprintf(f1,"\n Erro maximo no tempo em H1 = %f", MaxH1);fclose(f1);

fclose(f2);

}
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